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บทที ่1 
บทน ำ  

INTRODUCTION 
 
1.1 ค ำน ำ (Introduction) 

 
กระบวนการแบบ Deterministic คือกระบวนการท่ีสามารถคาดการณ์ผลลพัธ์ไดอ้ยา่งไดอ้ยา่งถูกตอ้ง

แน่นอน ยกตวัอยา่งเช่น ถา้คุณฝากเงินธนาคาร 1 ลา้นบาทวนัน้ี โดยมีอตัราดอกเบ้ีย 10% คุณจะสามารถ
ค านวณไดว้า่คุณจะมีเงินเท่าใดอีก 5 ปีขา้งหนา้ ซ่ึงแตกต่างจากกระบวนการแบบสโตแคสติก(Stochastic) ซ่ึง
คุณจะไม่สามารถคาดเดาไดอ้ยา่งแม่นย  าวา่ผลลพัธ์จะออกมาเป็นอยา่งไร เพียงแต่สามารถท่ีจะอธิบายความ
น่าจะเป็นของผลลพัธ์นั้นๆไดโ้ดยใชท้ฤษฎีความน่าจะเป็น ยกตวัอยา่ง คุณมาสามารถจะบอกแน่นอนวา่
อตัราดอกเบ้ียอีก 5 ปีขา้งหนา้จะมีค่าเท่าไร แต่สามารถบอกไดว้า่มีโอกาสมากหรือนอ้ยเท่าใดท่ีอตัรา
ดอกเบ้ียจะสูงหรือต ่ากวา่ 10 %  

ในท านองเดียวกนั การค านวณออกแบบในทางวศิวกรรม เช่นการออกแบบคานและเสา ใชก้ระบวนการ
ทาง Deterministic เพือ่ใหก้ารออกแบบท าไดง่้าย โดยการน าผลการวิเคราะห์น ้าหนกับรรทุกไปค านวณหา
แรงเฉือนและโมเมนตต์ามสูตร ก าหนดความสามารถรับแรงของคอนกรีตและเหล็ก ก็สามารถออกแบบหา
ขนาดและขนาดเหล็กเสริมของคานและเสาไดต้ามขอ้ก าหนดในการออกแบบท่ีก าหนดให ้ แต่ในความเป็น
จริงแลว้ค่าน ้าหนกับรรทุกและความสามารถในการรับแรงของวสัดุจริงไม่ใช่ตวัแปรแบบ Deterministic ไม่
สามารถคาดการณ์ค่าจริงท่ีจะเกิดข้ึนได ้ ดงันั้นในการออกแบบทางวศิวกรรมจึงตอ้งมีการก าหนดค่าความ
ปลอดภยั (Safety Factor) ในการออกแบบเพื่อรองรับความไม่แน่นอนท่ีอาจเกิดข้ึน เช่นการก าหนดใหใ้ช ้ fc 
เท่ากบั 0.45fc’ หรือ fs เท่ากบั 0.5fy เป็นตน้  

การออกแบบทางวศิวกรรมชลประทานในปัจจุบนั บางส่วนยงัค านวณออกแบบตามหลกัการแบบ 
Deterministic แบบง่ายๆ โดยไม่ไดมี้การพิจารณาถึงขอ้เทจ็จริงวา่ตวัแปรท่ีมีผลต่อการออกแบบส่วนใหญ่
เป็นตวัแปรสโตแคสติก เช่นการค านวณออกแบบขนาดอ่างเก็บน ้าโดยใชข้อ้มูลปริมาณน ้าฝน-น ้าท่าในอดีต 
และความตอ้งการน ้าท่ีวเิคราะห์ได ้ โดยไม่ทราบวา่ขนาดอ่างเก็บน ้าท่ีออกแบบนั้นมีความเส่ียง ท่ีจะเกิด
ขนาดน ้ามากนอ้ยเท่าใด มีค่าสัมประสิทธ์ิความปลอดภยัสูงหรือต ่าเท่าใด มากนอ้ยเท่าใด ดงันั้นการวิเคราะห์
และการจ าลองทางสโตแคสติกจึงเป็นวชิาท่ีน่าศึกษาคน้ควา้ เพื่อใชเ้ป็นเคร่ืองมือในการสังเคราะห์ขอ้มูล
ใหม่ ซ่ึงจะมีประโยชน์ในการจ าลองสถานการณ์ของอ่างเก็บน ้าท่ีออกแบบวา่มีความเส่ียงต่อการเกิดการ
ขนาดน ้าเท่าใด ควรตอ้งเพื่อค่าความปลอดภยัมากนอ้ยเท่าใด เท่าท่ีพบมีการใชโ้ปรแกรมส าเร็จรูปเพื่อการ
สังเคราะห์ขอ้มูล เพื่อน าไปใชใ้นการจ าลองสถานการณ์กนับา้ง แต่การใชย้งัจ  ากดั และผูใ้ชส่้วนใหญ่ยงัขาด
ความรู้ความเขา้ใจหลกัทฤษฎีทางสโตแคสติก โปรแกรมส าเร็จรูปท่ีนิยมใชไ้ดแ้ก่ HEC-4 
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1.2 กระบวนกำรสโตแคสติก (Stochastic Process) 
 

ถา้ให ้ X คือตวัแปรสุ่ม (Random Variable) โดยมี f(x) เป็นฟังคช์ัน่การแจกแจงความน่าจะเป็น (Probability 
Distribution Function) และ X มีค่าอยูร่ะหวา่งค่าขีดจ ากดัล่างและขีดจ ากดับน หรือ x𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟 <  x <

x𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟. 
 
เซทของค่าสังเกตของ x𝑡 = {x1, x2, . . , x𝑛} เม่ือ t คือมิติของเวลาหรือระยะทางหรืออ่ืนๆ 
ถา้ t คือเวลา    
x𝑡  คืออนุกรมเวลา (Time Series)  
เซทของค่าสังเกตท่ีมาจากกระบวนการสโตแคสติกเรียกวา่Realization of Stochastic Process 
 
กระบวนการสโตแคสติก คือ เซทของตวัแปรสุ่ม {X𝑡: X1, X2, . . , X𝑛} 

X1 =  ตวัแปรสุ่ม ซ่ึงมี 𝑓(𝑥1) เป็นฟังคช์ัน่การแจกแจงความน่าจะเป็น  
X2 = ตวัแปรสุ่มโดยมี 𝑓(𝑥2)  เป็นฟังคช์ัน่การแจกแจงความน่าจะเป็น 
. 
X𝑛 = ตวัแปรสุ่มโดยมี 𝑓(𝑥𝑛) เป็นฟังคช์ัน่การแจกแจงความน่าจะเป็น 
𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . , 𝑥𝑛)  =  ฟังคช์ัน่การแจกแจงความน่าจะเป็นร่วมของหลายตวัแปรสุ่ม (Joint 
Probability Distribution Function) 

แบบจ าจองซ่ึงอธิบายโครงสร้างความน่าจะเป็นของเซทของค่าสังเกต {x1, x2, . . , x𝑛}เรียกวา่แบบจ าลองส
โตแคสติก (Stochastic Model) 
 

1.3 รูปแบบของกระบวนกำรสโตแคสติก (Types of Stochastic Process) 
 
รูปแบบของกระบวนการสโตแคสติกสามารถแบ่งออกไดเ้ป็นหลายลกัษณะดงัน้ี 
- Discrete vs. Continuous Process 
- Independent vs. Dependent Process 
- Stationary vs. Non-stationary Process 

 
1.3.1 กระบวนกำรสโตแคสติกแบบ Discrete vs. Continuous  

Discrete Process คือกระบวนการสโตแคสติกท่ีมีค่าไม่ต่อเน่ือง เช่นจ านวนวนัท่ีฝนตกในแต่ละปี (No. 
of Rainy Days Per Year) ขณะท่ี Continuous Process คือกระบวนการสโตแคสติกท่ีมีค่าต่อเน่ือง เช่น 
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ปริมาณฝนรายปีเป็นตน้ โดยทัว่ไปขอ้มูลอุทกวทิยาจะมีการบนัทึกในช่วงเวลาท่ีไม่ต่อเน่ือง (Discrete Time)
เช่น รายปี รายเดือน รายวนั แต่สามารถน ามาพล๊อตเป็นกราฟไดท้ั้งแบบต่อเน่ืองและไม่ต่อเน่ือง ดงัรูปท่ี 1.1 
และปริมาณฝน น ้าท่า การระเหยท่ีมีการบนัทึกท่ีช่วงเวลาไม่วา่จะเป็นรายปี รายเดือน รายวนัหรือรายชัว่โมง 
ดงัรูปท่ี 1.2 ถือวา่เป็นขอ้มูลท่ีมาจากกระบวนการสโตแคสติกแบบต่อเน่ือง (Continuous Process)  

 

 
 

รูปที่ 1.1 Two realizations of stochastic processes  

(a) plotted at discrete points in time (b) plotted as continuous lines. 
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(a) Rainfall Time Series 

 
(b) Evaporation Time Series (c) Runoff Time Series 

รูปที ่1.2 Different Time Series of Rainfall, Evaporation and Runoff  
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1.3.2 Independent (Purely Random) vs. Dependent Process  
 
กระบวนการสโตแคสติกแบบอิสระ (Independent) และแบบไม่อิสระ (Dependent) จะพิจารณาไดจ้าก

คุณสมบติัของฟังคช์ัน่การแจกแจงความน่าจะเป็นร่วมของหลายตวัแปรสุ่ม (Joint Probability Distribution 
Function) ดงัน้ี  

ถา้ 𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . , 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥1)𝑓(𝑥2)…𝑓(𝑥𝑛) หรือฟังคช์ัน่การแจกแจงความน่าจะเป็นร่วมของ
หลายตวัแปรสุ่ม เท่ากบัผลคูณของ Marginal Distribution แสดงวา่เป็น Independent Process 

ถา้𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . , 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥1)𝑓(𝑥2|𝑥1)𝑓(𝑥3|𝑥1𝑥2)…𝑓(𝑥𝑛|𝑥1𝑥2 …𝑥𝑛−1) หรือฟังคช์ัน่การแจก
แจงความน่าจะเป็นร่วมของหลายตวัแปรสุ่ม เท่ากบัผลคูณของ Conditional Distribution แสดงวา่เป็น 
Dependent Process ซ่ึงกรณีของ Dependent Process สามารถแบ่งออกไดเ้ป็น 2 แบบคือ 

 
- Serially Dependence Stochastic Process (Time Dependence) หรือกระบวนการทางสโตแคสติกท่ี

ข้ึนอยูก่บัเวลา  
- Spatially Dependence Stochastic Process (Area  Dependence) หรือกระบวนการทางสโตแคสติกท่ี

ข้ึนอยูก่บัพื้นท่ี 
 

คุณสมบติัทางสถิติท่ีสามารถแสดงใหเ้ห็นวา่อนุกรมเวลาเป็นแบบอิสระหรือไม่ คือฟังคช์นัสหสัมพนัธ์
ในตวัเอง หรือ Autocorrelation Function(ACF) ตวัอยา่ง ACF ของ Stationary Dependent and Independent 
Series แสดงอยูใ่นรูปท่ี 1.3 
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รูปที ่1.3 Autocorrelation Function of Dependent Series (zt) and Independent Series (t) 

 



 1-7 

1.3.3 Stationary vs. Non-stationary Process 
 

กระบวนการแบบ Stationary คือกระบวนการสโตแคสติกซ่ึงพารามิเตอร์เช่น  ไม่เปล่ียนแปลง
ไปตามเวลา ในทางกลบักนักระบวนการแบบ Non-stationary คือกระบวนการซ่ึงพารามิเตอร์เปล่ียนไปตาม
เวลา ปรากฏการณ์เช่น Trend, Jump หรือ Seasonal Variations คือองคป์ระกอบของ Non-stationary ท่ี
สามารถเห็นไดใ้นอนุกรมเวลา ดงัรูปท่ี 1.4 
 

 

 
รูปที ่1.4 Stationary and Non-stationary Time Series. 
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ค่าประมาณของพารามิเตอร์ของปริมาณการไหลของน ้ารายวนัในแม่น ้า Boise แสดงใหเ้ห็นวา่
ค่าเฉล่ีย ค่าส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน ค่าความเบ ้และ Lag 1 ACF เปล่ียนแปลงไปตามเวลา หรือเป็น Non-
stationary Process ดงัรูปท่ี 1.5 

 

 
รูปที่ 1.5 Statistical estimates of daily flows of 40 years long sample of Boise river near Twin 

Springs, Idaho, USA. 
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1.4 องค์ประกอบของอนุกรมเวลำ (Components of Time Series) 
 

อนุกรมเวลาประกอบดว้ยองคป์ระกอบท่ีส าคญั 4 องคป์ระกอบคือ Trend, Periodic, Catastrophic 
และ Random ดงัรูปท่ี 1.6 และสามารถเขียนเป็นสมการอนุกรมเวลาไดด้งัสมการท่ี 1.1  
 

Y(t) = Y1(t) +  Y2(t) +  Y3(t) +  Y4(t)                                                       [1.1] 
เม่ือ Y(t) = อนุกรมเวลา 
Y1(t) = Trend 
Y2(t) = Periodic Component 
Y3(t) = Catastrophic Component 
Y4(t) = Random Component 

 

 
รูปที ่1.6 Components of Time Series 
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Autocorrelation Function (ACF) หรือเรียกอีกอยา่งหน่ึงคือ Correlogram ของกระบวนการสโตแค
สติกแบบต่างๆแสดงอยูใ่นรูปท่ี 1.7 ส่วนรูปท่ี 1.8 แสดงการพล๊อตเปรียบเทียบระหวา่งอนุกรมเวลาและ 
ACF ของอนุกรมเวลาแบบต่างๆ ACF คือคุณสมบติัท่ีส าคญัของ Periodic Time Series เม่ือวเิคราะห์อนุกรม
เวลาใน Time Domain  ส่วน Spectral Density Function คือคุณสมบติัท่ีส าคญัของ Periodic Time Series เม่ือ
วเิคราะห์อนุกรมเวลาใน Frequency Domain  รูปท่ี 1.9  แสดง ACF และ Spectral Density Fucntion ของ 
Periodic Time Series ทีมีการ Remove Periodic Components ท่ีมี Frequency ต่างๆ  

 

 
รูปที ่ 1.7 Correlogram or ACF Showing Independent, Markov Process and Periodicity 
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(a) Stationarity 

  
(b) Trend 

  
(c) After Removing Trend From (b) by Differencing 

 
รูปที่ 1.8 Characteristics of Time Series and Correlogram for Different Types of Time Series 
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(d) Cycle/periodicity 

 
 

(d) Jump 

 
รูปที ่1.8(ต่อ) Characteristics of Time Series and Correlogram for Different Types of Time 

Series 
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 (a) ACF After Removing Periodicity (Time domain) 

 

รูปที ่1.9 ACF and Spectral Density Function after Removing Periodicity 
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 (b) Spectral Density Function after Removing Periodicity (Frequency domain) 

 

รูปที ่1.9(ต่อ) ACF and Spectral Density Function after Removing Periodicity 

 

1.5  คุณสมบัติพืน้ฐำนของกระบวนกำรสโตแคสติก (Basic Properties of Stochastic Process) 
 

ให ้{𝑋𝑡} = เซทของตวัแปรสุ่มหรือ Stochastic Process 
 

E(Xt)  = μ𝑥 ∶  t = 1, 2, … . , N       [1.2] 

 

𝑉𝐴𝑅(𝑋𝑡)  =  𝜎𝑥
2 ∶  𝑡 = 1, 2, … . , 𝑁      [1.3] 
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𝐶𝑂𝑉(𝑋𝑡, 𝑋𝑡−𝑘)  =  𝜎𝑥𝑡,𝑥𝑡−𝑘
: 𝑡 = 1, 2, … ., 𝑁         [1.4] 

เม่ือ 𝜎𝑥𝑡,𝑥𝑡−𝑘
 คือ Lag k Autocovariance



𝜌𝑘 =
𝐶𝑂𝑉(𝑋𝑡,𝑋𝑡−𝑘) 

√𝑉𝐴𝑅(𝑋𝑡)𝑉𝐴𝑅(𝑋𝑡−𝑘)
                  [1.5] 

 

เม่ือ 𝜌𝑘  คือ Lag k ACF ดงัสมการ (2.5a, 2.5b) of Salas et al.(1980) 

ACF หรือ Correlogram หรือ Serial Correlation Coefficients คือพารมิเตอร์ท่ีใชว้ดัความสัมพนัธ์
เชิงเส้น (Linear Dependence) ของกระบวนการสโตแคสติก  
  

ตามท่ีไดก้ล่าวมาแลว้ กระบวนการสโตแคสติกแบบ Stationary คือกระบวนการท่ีพารามิเตอร์  
𝜇,  𝜎2, 𝜌 ไม่เปล่ียนไปตามเวลา ซ่ึงสามารถแบ่งออกไดเ้ป็น 2 แบบตามคุณสมบติัของพารามิเตอร์ คือ First 
Order Stationary และ Second Order Stationary ดงัตารางท่ี 1.1 
 

ตำรำงที ่ 1.1 Different Types of Stationary Processes 
First order stationary process  𝜇𝑥 =  𝜇 =  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

Second order stationary process  𝜇𝑥 =  𝜇 =  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 𝑎𝑛𝑑 𝜎𝑥
2  =  𝜎2  =  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

- Weak stationary (weak sense)   ….second order stationary 

- Strong stationary (strict sense)  

 

….second order stationary + other parameters such as 

correlation coefficient are not varied with time. 

 

กระบวนการสโตแคสติกอาจเป็น Stationary เม่ือพิจารณาจากพารามิเตอร์ตวัหน่ึง แต่อาจเป็น Non-
stationary เม่ือพิจารณาจากพารามิเตอร์ตวัอ่ืน 
 
สรุป กระบวนการสโตแคสติกสามารถแบ่งออกไดเ้ป็นประเภทต่างๆดงัตารางท่ี 1.2  
 
ตำรำงที ่ 1.2 Classification of Stochastic Processes   
Deterministic Vs. Stochastic  
Discrete Vs. Continuous  
Independent Vs. Dependent 
Stationary Vs. Non-stationary 
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1.6 แบบจ ำลองอนุกรมเวลำแบบง่ำย (Simple Time Series Model) 

 ให้ 𝑥𝑡 = Independent Time Series with (x;) 

 𝑥𝑡  = + . 𝜀𝑡         𝑡 =  1, 2, ………      [1.6] 

 𝜀𝑡 = 
𝑥𝑡−𝜇

𝜎
 เป็น Independent Series ซ่ึงมี Mean = 0 and Standard Deviation = 1  

   = Constant Parameters (do not vary with time)  
 

แบบจ าลองจะเป็น Stationary ถา้พารามิเตอร์มีค่าคงท่ี 

 𝑥𝑡 = Dependent Time Series 

 𝜀𝑡 = 
𝑥𝑡−𝜇

𝜎
  

 𝜀𝑡   = 𝜙1𝜀𝑡−1 − 𝜉𝑡         [1.7]   

𝜀𝑡   = Dependent Series with Mean = 0  Standard Deviation = 1 

 𝜉𝑡   =  Independent Series with Mean = 0 and Variance = (1 2 ) 

 

 

สมการ 1.7 คือรูปแบบจ าลองสโตแคสติกแบบ Autoregressive ซ่ึงเป็นแบบจ าลองแบบง่าย ดู 
Yevjevich (1963), Thomas (1965), Fiering (1967)  

แบบจ าลองสโตแคสติกท่ีซบัซอ้นมากข้ึนคือ Autoregressive and Moving Average (ARMA) ดู ’ 

Connor (1976)  

Joint Physical and Statistical Analysis  ของแบบจ าลอง 
AR(1)-First Order Autoregressive Model 

 ให ้ 𝑌𝑡 = Time Dependent Annual Runoff Series 
  𝑌𝑡 Y   = 𝜙1 (𝑡  Y ) + 𝜀𝑡   

  𝜙1 =Autoregressive Coefficient. 

  𝜀𝑡  = Independent Statistical Component or White Noise.  

  

Firing (1968) ไดพ้ิสูจน์ใหเ้ห็นวา่อตัราการไหลของน ้าในทางน ้าสามารถอธิบายไดด้ว้ยแบบจ าลอง  
ARMA(1,1) ดงัรูปท่ี 1.10 
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รุปที ่1.10  Conceptual Representation of the Precipitation-Stream Flow Process 

(Salas and Smith. 1980a) 

 

 แบบจ าลอง Streamflow  

𝑍𝑡 = 𝑐𝑆𝑡−1 +  𝑑𝑋𝑡         [1.8] 

 เม่ือ 

𝑍𝑡 = 𝐴𝑛𝑛𝑢𝑎𝑙 𝑆𝑡𝑟𝑒𝑎𝑚 𝐹𝑙𝑜𝑤 
𝑐. 𝑆𝑡−1 = 𝐺𝑟𝑜𝑢𝑛𝑑𝑤𝑎𝑡𝑒𝑟 𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 
𝑑. 𝑋𝑡 = 𝑆𝑢𝑟𝑓𝑎𝑐𝑒 𝑅𝑢𝑛𝑜𝑓𝑓 

จากสมการ Continuity Equation ส าหรับ Groundwater Storage 
 
𝑆𝑡 = 𝑆𝑡−1 +  𝑎𝑋𝑡 −  𝑐𝑆𝑡−1           [1.9] 
𝑆𝑡 = (1 − 𝑐)𝑆𝑡−1 +  𝑎𝑋𝑡          [1.10] 
จากสมการ [1.8] และ[1.10] จะได ้

 𝑍𝑡 = (1 − 𝑐)𝑍𝑡 +  𝑑𝑋𝑡 − [𝑑(1 − 𝑐) − 𝑎𝑐]𝑋𝑡−1    [1.11] 

เม่ือ ปริมารฝนรายปี (𝑋𝑡) คือ Independent Series 
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แบบจ าลอง ARMA (1,1)  
         = 1 

  

𝑍𝑡 = 𝜙1 𝑍𝑡−1  𝜃0 𝜀𝑡   𝜃1 𝜀𝑡−1 

     

                                          Independent (Moving Average) 

     Dependent (Autoregressive)          

 พิสูจน ์

 จากสมการท่ี [1.8] 

𝑍𝑡 = 𝑐𝑆𝑡−1 +  𝑑𝑋𝑡        [1.12]  

𝑍𝑡−1 = 𝑐𝑆𝑡−2 +  𝑑𝑋𝑡−1       [1.13] 

 [1.13] x (1-c) 

 (1 − 𝑐)𝑍𝑡−1 = 𝑐(1 − 𝑐)𝑆𝑡−2 +  𝑑(1 − 𝑐)𝑋𝑡−1            [1.14] 

 [1.12][1.14] 

 𝑍𝑡 − (1 − 𝑐)𝑍𝑡−1 = 𝑐𝑆𝑡−1 − 𝑐(1 − 𝑐)𝑆𝑡−2 + 𝑑. 𝑋𝑡 −  𝑑(1 − 𝑐)𝑋𝑡−1       [1.15] 

 𝑍𝑡 = (1 − 𝑐)𝑍𝑡−1 + {𝑐𝑆𝑡−1 − 𝑐(1 − 𝑐)𝑆𝑡−2} + {𝑑. 𝑋𝑡 −  𝑑(1 − 𝑐)𝑋𝑡−1} [1.16] 

 จากสมการท่ี [1.10] 

 𝑆𝑡 = (1 − 𝑐)𝑆𝑡−1 +  𝑎𝑋𝑡  

 𝑆𝑡−1 = (1 − 𝑐)𝑆𝑡−2 +  𝑎𝑋𝑡−1  

𝑐𝑆𝑡−1 = 𝑐(1 − 𝑐)𝑆𝑡−2 +  𝑎𝑐𝑋𝑡−1               

𝑐𝑆𝑡−1 − 𝑐(1 − 𝑐)𝑆𝑡−2 =  𝑎𝑐𝑋𝑡−1              [1.17] 

 แทนค่าสมการ [1.17] ใน [1.16] 

 𝑍𝑡 = (1 − 𝑐)𝑍𝑡−1 + 𝑎𝑐𝑋𝑡−1 + {𝑑. 𝑋𝑡 −  𝑑(1 − 𝑐)𝑋𝑡−1} 

𝑍𝑡 = (1 − 𝑐)𝑍𝑡−1 + 𝑑𝑋𝑡 + {𝑎𝑐 −  𝑑(1 − 𝑐)}𝑋𝑡−1    [1.18] 

𝑍𝑡 = 𝜙1 𝑍𝑡−1  𝜃0 𝜀𝑡   𝜃1 𝜀𝑡−1      [1.19] 

 

  สมการ [1.18] เป็น ARMA (1,1) เม่ือ       

 

 แบบจ าลองสโตแคสติกคือแบบจ าลองท่ีสามารถสร้างอนุกรมเวลาท่ีมีคุณสมบติัทางสถิติคลา้ย
คุณสมบติัทางสถิติของอนุกรมเวลาในอดีต แต่ไม่ไดห้มายความวา่จะตอ้งสร้างอนุกรมเวลาท่ีเหมือนอนุกรม
เวลาในอดีตทุกประการ เช่นการโคลน (Cloning) 
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1.7 ค่ำสถิติหลกัของแบบจ ำลองสโตแคสติกแบบง่ำย (Main Statistics of Simple Stochastic Model) 

(1) Mean ()………………………………less uncertain 

(2) Standard  Deviation ()……………….less uncertain  

(3) Skewess Coefficient ()……………….highly uncertain 

(4) Autocorrelation Coefficient (k)……...very uncertain for small N 

(5) Other statistics of hydrologic time series 

- range (storage capacity) 

- run (drought) 

- rescaled range 

 

1.8 แบบจ ำลองสโตแคสติก (Stochastic Models) 
 

ในเอกสารชุดน้ีจะกล่าวถึงแบบจ าลองของอนุกรมเวลาทั้ง Annual Time Series และ Periodic Time 
Series ดงัแสดงในตารางท่ี 1.3  

 
ตำรำงที ่ 1.3 Important Stochastic Models to be included in this Handouts 

(1) AR(p)                                                                    Chapter 4 
(2) ARMA(p,q) Chapter 5 
(3) ARIMA(p,d,q), Seasonal ARIMA(P,D,Q)W ,  
      Multiplicative ARIMA(p,d,q)x(P,D,Q)W 

Chapter 6 

(4) Multivariate AR(p) Chapter 7 
(5) Disaggregate  Chapter 8 
 
ข้อจ ำกดัของแบบจ ำลอง (Limitations of Model) 

(1) ไม่สามารถ Reproduce Short Term Dependence 

(2) ไม่สามารถ Reproduce Long Term Dependence 

(3) การประมาณค่าพารามิเตอร์มีความยุง่ยาก 

(4) มีขอ้จ ากดัในการ Generate ขอ้มูลใหม่จ  านวนมากๆ 

(5) ขาดพื้นฐานทางดา้นกายภาพ (Physical Basis) 
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(6) มีพารามิเตอร์มากเกินไป 

 

1.9 Systematic Approach ส ำหรับกำรจ ำลองอนุกรมเวลำทำงอุทกวิทยำ 
 

Systematic Approach ส าหรับการจ าลองอนุกรมเวลาทางอุทกวทิยาประกอบดว้ย 6 ขั้นตอนดงัน้ี (ดูรูปท่ี 
1.11)  

(1) การหาส่วนประกอบของแบบจ าลอง (Identification of Model Composition) 
a. Univariate หรือ Multivariate Model 
b. Combination of Univariate and Disaggregation  
c. Combination of Multivariate and Disaggregation 
d. ส่วนประกอบของแบบจ าลองข้ึนอยูก่บัคุณลกัษณะของระบบแหล่งน ้า คุณลกัษณะของอนุกรม

เวลา และความเห็นของผูส้ร้างแบบจ าลอง (Modeler’s Input) 
e. ยกตวัอยา่ง เช่นถา้ตอ้งการสังเคราะห์อนุกรมเวลาของปริมาณน ้าท่ีไหลเขา้ระบบอ่างเก็บน ้าราย

เดือน ทางเลือกในการสร้างแบบจ าลองอาจเป็น (1) จ  าลองปริมาณน ้าท่ีไหลเขา้ระบบอ่างเก็บน ้า
รายเดือนดว้ย Multivariate Model หรือ (2) จ  าลองปริมาณน ้าท่ีไหลเขา้ระบบอ่างเก็บน ้ารายปี
ดว้ย Multivariate Model แลว้ใช ้Disaggregation Model แปลงปริมาณน ้าท่ีไหลเขา้ระบบอ่างเก็บ
น ้ารายปีเป็นรายเดือน  หรือ (3) ใช ้Univariate Model จ  าลองปริมาณน ้าท่ีไหลเขา้แต่ละอ่างเก็บ
น ้ารายเดือนแบบเป็นอิสระแก่กนั กรณีน้ีจะใชเ้ม่ือค่าสัมประสิทธ์ิสหสัมพนัธ์ระหวา่งอ่างเก็บน ้า 
(Cross Correlation Coefficient)ไม่มีนยัส าคญัทางสถิติ 

(2) การเลือกประเภทแบบจ าลอง (Selection of Model Type) 
a. AR 
b. ARMA - เหมาะกบัอนุกรมเวลาซ่ึง ACF ท่ีค่าลดลงอยา่งชา้ๆ (Low Decaying Correlation) 
c. ARIMA 
d. อ่ืนๆ 

(3) การหารูปลกัษณะของแบบจ าลอง (Identification of Model Form) 
a. หาล าดบั (Orders) ของแบบจ าลอง เช่นค่า p และ q 
b. ตรวจสอบวา่อนุกรมเวลามีลกัษณะเบ ้(Skewed)หรือไม่ ถา้เบ ้ตอ้งตรวจสอบต่อไปวา่อนุกรม

เวลาเป็นแบบ Constant หรือ Periodic ถา้เป็นแบบ Periodic ตอ้งดูวา่ควรใช ้Fourier Series 
วเิคราะห์หรือไม่ 

(4) การประมาณค่าพารามิเตอร์แบบจ าลอง (Estimation of Model Parameters) 
a. Method of moments 
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b. Method of maximum likelihood 
(5) การทดสอบความเหมาะสมของแบบจ าลอง (Testing Goodness of Fit of the Model) 

a. ตรวจพิสูจน์ (Verify) วา่แบบจ าลองเป็นไปตามสมมติฐานท่ีก าหนดหรือไม่ เช่น Residuals (t) 

เป็นอิสระและมีการแจกแจงแบบปกติ  (Independence and Normality)  
b. ตรวจพิสูจน์ (Verify) วา่แบบจ าลองเป็นตวัแทนท่ีเหมาะสมของอนุกรมเวลาของค่าสังเกต 

(Historical Time Series)  
- ตรวจสอบ Model Correlogram เปรียบเทียบกบั Historical Correlogram 
- ตรวจสอบค่าสถิติของอนุกรมเวลาท่ีสังเคราะห์ข้ึนแลว้เปรียบเทียบกบัค่าสถิติของอนุกรม

เวลาของค่าสังเกต เช่น ค่าเฉล่ีย ค่าความแปรปรวน ค่าความเบ ้ค่าสหสัมพนัธ์ ค่าสถิติท่ี
เก่ียวกบัปริมาณน ้าในอ่างเก็บน ้า (Storage Related Statistics) และค่าค่าสถิติท่ีเก่ียวกบัความ
แหง้แลง้ (Drought Related Statistics) 

c. ถา้การตรวจสอบความเหมาะสมไม่ผา่นเกณฑใ์นขอ้ a และ b ตอ้งปรับเปล่ียนรูปลกัษณะและ
ชนิดของแบบจ าลอง  

(6) การประเมินความไม่แน่นอน (Evaluation of Uncertainties) 
a. ความไม่แน่นอนของแบบจ าลอง (Model Uncertainty) 

- ทดสอบความแตกต่างระหวา่งค่าสถิติท่ีค  านวณจากอนุกรมเวลาท่ีสังเคราะห์ข้ึนจาก
แบบจ าลองทางเลือกต่างๆ 

b. ความไม่แน่นอนของแบบพารามิเตอร์ (Parameter Uncertainty) 
- หาการแจกแจงความน่าจะเป็นของพารามิเตอร์ และใชแ้บบจ าลองกบัพารามิเตอร์ท่ีสุ่มจาก

การแจกแจงนั้น  
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รูปที ่1.11 Systematic Approach for Time Series Modeling 

 

1.10 กำรประยุกต์กำรจ ำลองอนุกรมเวลำทำงอุทกวทิยำ (Application of Time Series Modeling in 
Hydrology) 
 

(1) การสังเคราะห์อนุกรมเวลาใหม่ (Generation of Synthetic Time Series) ส าหรับ 
- Reservoir Sizing 
- Risk of Failure 
- Planning Capacity Expansion 

(2) การพยากรณ์ (Forecasting) 
- Short Term Planning of Reservoir Operation. 
- Real Time Operation 
- Operation of River Basin 
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- Planning the Operation During Ongoing Drought. 
 
1.11 สรุปแบบจ ำลองอนุกรมเวลำทีจ่ะกล่ำวถึงในบทต่ำงๆ 

 
บทที ่4 แบบจ ำลอง Autoregressive 
Annual AR(p) 

𝑧𝑡 = ∑𝜙𝑗𝑧𝑡−𝑗 + 𝜀𝑡

𝑝

𝑗=1

 

𝜀𝑡 = 𝜎𝜀𝜉𝑡 

 

เม่ือ 

𝑧𝑡 = Time Dependent Series with Normal Distribution and     1zVar;0zE tt   
𝜀𝑡 =  Independent Normal Variable with Mean  =  0 and Variance  =  𝜎𝜀

2 

𝜙1, … , 𝜙𝑝  =  Autoregressive  Coefficients 
Periodic AR(p) 

𝑧𝜐,𝜏 = ∑𝜙𝑗,𝜏𝑧𝜐,𝜏−𝑗 + 𝜎𝜀,𝜏𝜉𝜐,𝜏 ; 𝜏 = 1,… ,𝜔

𝑝

𝑗=1

 

𝑧𝜐,𝜏 = Time Dependent Normal Variables with Mean = 0 and Variance  =  1 
𝜎𝜀,𝜏 = Independent Normal Variable with Mean = 0 and Variance  =  𝜎𝜀,𝜏

2  
𝜙1,𝜏,… ,𝜙𝑝,𝜏  =  Periodic Autoregressive  Coefficients 

 

 
บทที ่5 แบบจ ำลอง Autoregressive and Moving Average 
Annual ARMA(p,q) 

𝑧𝑡 = ∑𝜙𝑗𝑧𝑡−𝑗 − ∑𝜃𝑗

𝑞

𝑗=0

𝜀𝑡−𝑗   ;

𝑝

𝑗=1

 𝜃0 = −1 

 
Periodic ARMA(p,q) 

𝑧𝜐,𝜏 = ∑𝜙𝑗,𝜏𝑧𝜐,𝜏−𝑗 + 𝜀𝜐,𝜏 − ∑𝜃𝑗,𝜏

𝑞

𝑗=1

𝜀𝜐,𝑡−𝑗  ; 𝜃0 = −1, 𝜏 = 1,… ,𝜔

𝑝

𝑗=1
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บทที ่6 แบบจ ำลอง Autoregressive Integrated Moving Average 
Condensed Form ของ Multiplicative ARIMA(p,d,q)x(P,D,Q)w 

(B)(B)(1-B)D(1-B)dxt=B(B)t 
Bxt=xt-1 : Backward Operator 
Bnxt=xt-n 
(1-B)xt=xt-xt-1 ; 1st Order Simple Differencing 
(1-B)2xt=xt-2xt-1+xt-2; 2st Order Simple Differencing 
(1-B)dxt= dth Order Simple Difference 
(1-B)xt=xt-xt-; 1st Order Seasonal Differencing 
(1-B)2xt=xt-2xt-+xt-2 ; 2st Order Seasonal Differencing 
(1-B)Dxt = Dth Order Seasonal Differencing 
(B)=(1-1B-2B2….-pBp) =Autoregressive Operator 
(B)=(1-1B-2B2….-qBq) =Moving average Operator 
(B)=(1-1B-2B2….-PBP) =Seasonal Autoregressive Operator 
(B)=(1-1B-2B2….-QBQ) = Seasonal Moving Average Operator 
 
Simple Non-periodic ARIMA(p,d,q) 

(B)(1-B)dxt=(B)t 
Non-periodic ARIMA(1,1,1) 

(1-1B)(1-B)xt=(1-1B)t 
(1-1B –B+1B2)xt=(1-1B)t 
xt=(1+1)xt-1-1xt-2+t-1t-1 
 
Periodic ARMA(P,D,Q)w 

(B)(1-B)Dxt=Bt 
Periodic ARIMA(1,1,1) 

(1-1Bw)(1-Bw)xt=(1-1Bw)t 
(1-1Bw –Bw+1B2w)xt=(1-1Bw)t 
xt=(1+1)xt-w-1xt-2w+t-1t-w 
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แบบจ ำลอง Mulitplicative ARIMA(1,1,1)x(1,1,1)12
  กรณ ี=12 

Φ(𝐵12)𝜙(𝐵)(1 − 𝐵12)(1 − 𝐵)𝑥𝑡 = 𝛩(𝐵12)𝜃(𝐵)𝜀𝑡 

xt = (1+1) xt-1-1 xt-2+(1+1) xt-12-(1+1 +1+11) xt-13+(1 +11) xt-14- 

  1xt-14+(1+11) xt-25-11xt-26+t-1t-1-1t-12+11t-13   
 

บทที ่7 แบบจ ำลองหลำยตัวแปร (Multivariate) 

Multivariate AR(1) 
𝑍𝑡 = 𝐴1𝑍𝑡−1 + 𝐵𝜀𝑡  

 Expanded Form 

[
 
 
 
𝑍𝑡

1

𝑍𝑡
2

.
𝑍𝑡

𝑛]
 
 
 
= [

𝑎11 𝑎12 . 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 . 𝑎2𝑛

. . . .
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . 𝑎𝑛𝑛

]

[
 
 
 
𝑍𝑡−1

1

𝑍𝑡−1
2

.
𝑍𝑡−1

𝑛 ]
 
 
 
+ [

𝑏11 𝑏12 . 𝑏1𝑛

𝑏21 𝑏22 . 𝑏2𝑛

. . . .
𝑏𝑛1 𝑏𝑛2 . 𝑏𝑛𝑛

]

[
 
 
 
𝜀𝑡
1

𝜀𝑡
2

.
𝜀𝑡

𝑛]
 
 
 
 

 

 เม่ือ 𝑍𝑡 =

[
 
 
 
𝑍𝑡

1

𝑍𝑡
2

.
𝑍𝑡

𝑛]
 
 
 
= Column Matrix ขนาด [ 1n ] 

 

𝐴1 = [

𝑎11 𝑎12 . 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 . 𝑎2𝑛

. . . .
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . 𝑎𝑛𝑛

]… [𝑛 𝑥 𝑛] 𝐵1 = [

𝑏11 𝑏12 . 𝑏1𝑛

𝑏21 𝑏22 . 𝑏2𝑛

. . . .
𝑏𝑛1 𝑏𝑛2 . 𝑏𝑛𝑛

]… [𝑛 𝑥 𝑛] 

 

𝜀𝑡 =

[
 
 
 
𝜀𝑡
1

𝜀𝑡
2

.
𝜀𝑡

𝑛]
 
 
 
… [𝑛 𝑥 1] 

 

 𝜀𝑡 = Vector of independent normally distributed random variables  with mean = 0 and standard 
deviation = 1 (uncorrelated in time and space) 

 
Multivariate AR(2) 

  
𝑍𝑡 = 𝐴1𝑍𝑡−1 + 𝐴2𝑍𝑡−2 + 𝐵𝜀𝑡 

 
Periodic Multivariate AR(1)  

𝑍𝜐,𝜏 = 𝐴1,𝜏𝑍𝜐,𝜏−1 + 𝐵𝜏𝜀𝜐,𝜏      

 𝐴1,𝜏 = (n  n)  Periodic  Coefficient Matrix of Period  
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 𝐵𝜏 = (n  n)  Periodic  Coefficient Matrix of Period  
 𝜀𝜐,𝜏 =    (n  1)  Vector of  Independent Normally Distributed Random Variable 

 

บทที ่8 แบบจ ำลองแยกส่วน (Disaggregation) 
แบบจ ำลองพืน้ฐำน (Basic Model)  
 

𝑌 = 𝐴𝑋 + 𝐵𝜀 

แบบจ ำลองแบบขยำย (Extended Model)  
 

𝑌 = 𝐴𝑋 + 𝐵𝜀 + 𝐶𝑍 

Y=Column Vector ของค่ารายเดือนของปีปัจจุบนั ซ่ึงมีขนาด (12x1) 
 X=ค่าปัจจุบนัของอนุกรมเวลารายปี (1x1) 
 Z= Column Vector ของค่ารายเดือนจ านวน w’ เดือนของปีก่อนหนา้นั้น ซ่ึงมีขนาด (w’x1) 
= Column Vector ของค่าปัจจุบนัของ Completely Random Series หรือ Stochastic Term  
       ซ่ึงเมทริกซ์มีขนาด (12x1) 
A=พารามิเตอร์เมทริกซ์ ซ่ึงมีขนาด (12x1) 
B=พารามิเตอร์เมทริกซ์ ซ่ึงมีขนาด (12x12) 
C=พารามิเตอร์เมทริกซ์ ซ่ึงมีขนาด (12xw’) 
กรณีท่ีจ  านวนสถานีเท่า n จะสามารถเขียนแบบจ าลองแยกส่วนแบบขยายเตม็รูปได ้ดงัน้ี 
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แบบจ าลองแบบยอ่ ใชจ้  าลองท่ีละ 1 เดือน 
 

𝑌𝜏 = 𝐴𝜏𝑋 + 𝐵𝜏𝜀 + 𝐶𝜏𝑌𝜏−1 

       
เม่ือ =เดือนปัจจุบนั เม่ือ =1 ถีง 12 (w=12) 
Y=ค่าน ้าท่าของเดือนปัจจุบนั  
 X=ค่าน ้าท่าของปีปัจจุบนั 
 Y = ค่าน ้าท่าของเดือนก่อนหนา้นั้น -1 
= Column Vector ของค่าปัจจุบนัของ Completely Random Series หรือ Stochastic Term  
A, B, C=ค่าพารามิเตอร์ของเดือน  

 

1.12 เอกสำรอ้ำงองิ 
 
Salas. J, J.W.Delleur, V.Yeyjavich and W.L Lane. 1980.  Applied Modeling of Hydrologic Time Series. 

Water Resources Publications.  USA. pp.484 
 
1.13 แบบฝีกหัดท้ำยบท 
 
From the conceptual representation of the precipitation- stream flow process in Chapter 1, the 

stream flow process in a very simplified form, the groundwater recharge is assumed equal to 

the soil infiltration, can be represented by ARMA(1,1) model. 

 

1. Let the precipitation-stream flow process be more complicated as shown in Figure 1. 

The groundwater recharge is a fraction of the soil water but there is no interflow. 

Please derive the stochastic model for the stream flow. 
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𝑋𝑡 = 𝐴 𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜𝑚 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑟𝑒𝑝𝑟𝑒𝑠𝑒𝑛𝑡𝑖𝑛𝑔 𝑎𝑛𝑛𝑢𝑎𝑙 𝑝𝑟𝑒𝑐𝑖𝑝𝑖𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛. 
𝑍𝑡 = 𝐴 𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜𝑚 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑟𝑒𝑝𝑟𝑒𝑠𝑒𝑛𝑡𝑖𝑛𝑔 𝑎𝑛𝑛𝑢𝑎𝑙 𝑠𝑡𝑟𝑒𝑎𝑚 𝑓𝑙𝑜𝑤. 
𝑆𝑊 = 𝑆𝑜𝑖𝑙 𝑤𝑎𝑡𝑒𝑟 𝑙𝑎𝑦𝑒𝑟 
𝐺𝑊 = 𝐺𝑟𝑜𝑢𝑛𝑑𝑤𝑎𝑡𝑒𝑟 𝑙𝑎𝑦𝑒𝑟 
𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒 = 𝐶𝑜𝑒𝑓𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑠 𝑜𝑓 𝑡ℎ𝑒 𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙 ℎ𝑎𝑣𝑖𝑛𝑔 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒𝑠 0 − 1. 

Figure 1 
 

2. If the precipitation - stream flow process has the interflow term as shown in Figure 2, 

Please derive the stochastic model for the stream flow. 

 
General definition of the terms is the same as Figure 1. 

Figure 2 
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ภำคผนวก 
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A is positive semidefinite if the inequalities in eq. (A1.15) are replaced by > 

signs. 
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บทที ่2 
คุณลกัษณะของอนุกรมเวลาทางอทุกวทิยา 

CHACTERISTICS OF HYDROLOGIC TIME SERIES 
 
2.1 ชนิดของอนุกรมเวลา (Types of Time Series) 
 

ในการวเิคราะห์ทางสโตแคสติก จะสามารถแบ่งอนุกรมเวลาตามมิติไดเ้ป็น 2 แบบคือ อนุกรมเวลา 1 มิติ 
(Unidimensional) และอนุกรมเวลาหลายมิติ (Multidimensional) ดงัตารางท่ี 2.1 อนุกรมเวลาแบบ 1 มิติคืออนุกรม
เวลาของค่าสังเกต 1 ตวัแปรท่ีมีการบนัทึก ณ ท่ีใดท่ีหน่ึง เช่นปริมาณฝนรายปีท่ีสถานี ก ส่วนอนุกรมเวลาหลายมิติ
คืออนุกรมเวลาของค่าสังเกตของหลายตวัแปรท่ีมีการบนัทึก ณ ท่ีใดท่ีหน่ึง เช่นคุณภาพน ้า DO, EC, pH ท่ีสถานี ข  
(Multivariate) หรืออนุกรมเวลาของค่าสังเกตของตวัแปรประเภทเดียวกนัท่ีมีการบนัทึก ณ หลายจุดพร้อมกนั 
(Multisite หรือ Multipoint) เช่น ปริมาณฝนรายปีท่ีสถานี ก, ข, ค, ง เป็นตน้ ในการวเิคราะห์อนุกรมเวลาจะ
วเิคราะห์แบบ 1 มิติหรือหลายมิติ ข้ึนอยูก่บัค่าสหสัมพนัธ์ระหวา่งอนุกรมเวลา (Cross Correlation)  หรือระหวา่งตวั
แปรนั้นๆ เป็นเกณฑ ์ถา้อนุกรมเวลาแบบมีสหสัมพนัธ์สูง ก็ควรท าการวิเคราะห์แบบหลายมิติ ถา้ไม่มีสหสัมพนัธ์ก็
ตอ้งวิเคราะห์แบบ 1 มิติ 
 
ตารางที่ 2.1 การแบ่งชนิดของอนุกรมเวลาในการวิเคราะห์สโตแคสติก 
Unidimensional (Univariate) Multidimensional (Multivariate) 

- time      -   multisite 

- line      -   multipoint 

- counting series (no. of rainy days)  -   multivariate 

For example For example   

- flow at a gagging station 

- average rainfall over an area  

- aggregated flow over watershed                          

- flow at several points  

- different kinds of series at one point (several 

water quality parameters at one point) ….such 

as BOD, COD, DO, … 

 No cross correlation exists.        Cross correlation exists.                                                        

 
2.2 ช่วงเวลาของอนุกรมเวลา (Time Interval) 

อนุกรมเวลาทางอุทกวทิยาจะมีช่วงเวลาในการเก็บขอ้มูลหลายระดบัข้ึนอยูก่บัความตอ้งการใชง้านเป็น
หลกั ถา้เก็บต่อเน่ืองตลอดเวลา เช่นเก็บดว้ยเคร่ืองเก็บและบนัทึกขอ้มูลอตัโนมติั (Automatic Recording Machine) 
จะไดข้อ้มูลแบบต่อเน่ืองเพื่อใชใ้นงานเฉพาะดา้นเช่นการศึกษาความรุนแรงของพาย ุนอกจากน้ีอาจมีการเก็บและ
บนัทึกขอ้มูลเป็นรายชัว่โมง รายวนั รายสัปดาห์ รายเดือนหรือรายปี ช่วงเวลาของอนุกรมเวลาจะมีผลต่อการแสดง
อิทธิพลขององคป์ระกอบต่างๆของอนุกรมเวลาโดยเฉพาะอยา่งยิง่ Periodic Component ดงัตารางท่ี 2.2 
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ตารางที่ 2.2  การแบ่งช่วงเวลาและอิทธิพลขององคป์ระกอบของอนุกรมเวลา 
Time Interval Components of Time Series 
0 (Continuous Series) All Components + Randomness 
Hourly Daily / Annual Cycles + Randomness 
Day, week, month Annual Cycle + Randomness 
Annual No cycle + Randomness 

 

2.3 คุณสมบัติทัว่ไปของอนุกรมเวลาทางอุทกวิทยา (General Properties of Hydrologic Time Series) 

 
ตามท่ีกล่าวแลว้ในบทท่ี 1 อนุกรมเวลาทางอุทกวทิยาประกอบดว้ย 4 องคป์ระกอบท่ีส าคญั คือ 
(1) Over year trend and other deterministic changes (trend + jump) 
(2) Cycle or periodic change of day and year 
(3) Almost  periodic such as tidal 
(4) Stochastic or randomness 
 
รูปท่ี 2.1 แสดงกราฟอนุกรมเวลาซ่ึงมีองคป์ระกอบต่างๆ และการพล๊อตแยกแต่ละองคป์ระกอบของ

อนุกรมเวลา รูปท่ี 2.2 แสดงองคป์ระกอบทาง Stochastic และ Deterministic ในอนุกรมเวลา รูปท่ี 2.3 แสดง
อนุกรมเวลาแบบต่างๆ เปรียบเทียบกนั 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Time Series = Trend + Periodic + 

Catastrophic + Random 

 

y(t) = y1(t+ y2(t+ y3(t+ y4(t) 

รูปที่ 2.1 Time series components 
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รูปที่ 2.2 Time Series Containing Stochastic and Several Types of Deterministic Components 

 

 

รูปที่ 2.3 Several Realizations of Stochastic Process 
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รูปท่ี 2.4 แสดง Correlogram ของอนุกรมเวลาท่ีมีโครงสร้างแบบ Independent Noise, 
Autoregressive และแบบ Periodic รูปท่ี 2.5 แสดง Correlogram ของอนุกรมเวลาท่ีมี Periodicity แบบ
หลายความถ่ี รูปท่ี 2.6 แสดง Correlogram ของอนุกรมเวลา (zt) และ Residuals (et) ของ Autoregressive 
Model ล าดบัท่ี 1 

 

 
 

รูปที่ 2.4 Correlogram 
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Et = Xt + Tt  mt 

St 

รูปที่ 2.5 Periodic Correlogram 

 

 

 

รูปที่ 2.6 River Thames at Teddington Weir (82 years of monthly flows) 
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รูปท่ี 2.7  แสดง Spectral Density Function ของอนุกรมเวลาท่ีใชค้  านวณ Correlogram ในรูปท่ี 2.5 ซ่ึงมี
หลาย Periodicity Spectral Density Function คือการวิเคราะห์อนุกรมเวลาบน Frequency Domain ขณะท่ี 
Correlogram คือการวเิคราะห์อนุกรมเวลาบน Time Domain ซ่ึงจะเห็นไดว้า่ผลการวเิคราะห์ Spectral Density 
Function มีขอ้ดีคือจะท าใหเ้ห็นอิทธิพลของ Periodic ของความถ่ี 

 

 

รูปที ่2.7 Periodic components of 30 years runoff record, ELK river at Clark, Colorado, USA. 

12, 6, 4 and 3-month periods present (2) 12-month period removed (3) 12 and 6-month periods 

removed (4) 12, 6 and 4-month periods removed (5) all periods removed (Reproduced from L.A. 

Roesner & V.N. Yevjevich (1966) Mathematical Models for time series of monthly precipitation 

and runoff, hydrological paper no. 15, Colorado State University) 
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2.4 สหสัมพนัธ์ในตัวเอง (Autocorrelation) 
 

สหสัมพนัธ์ในตวัเอง คือการวเิคราะห์อนุกรมเวลาใน Time Domain เพื่อดูวา่อนุกรมเวลานั้นๆ มี
องคป์ระกอบทาง Stochastic และ Deterministic อะไรบา้ง รูปท่ี 2.8 แสดง Correlogram ของอนุกรมเวลาท่ีมาจาก 
Random Process เปรียบเทียบกบัอนุกรมเวลาท่ีมาจาก Periodic Process  Autocorrelation Coefficient ท่ี Lag ต่างๆ 
สามารถค านวณไดจ้ากสมการ 2.1 หรือ 2.2 
 

𝜌(𝜏) =
𝐶𝑂𝑉(𝑥(𝑡),   𝑥(𝑡+𝜏))

𝑉𝐴𝑅(𝑥(𝑡))
                                   [2.1] 

 

𝜌(𝜏) =
𝐶𝑂𝑉(𝑥(𝑡),𝑥(𝑡+𝜏))

√𝑉𝐴𝑅(𝑥(𝑡))𝑉𝐴𝑅(𝑥(𝑡+𝜏))
                                        [2.2] 

 

 

รูปที ่2.8 Typical Correlogram (a) Random Process (b) Random Process Superimposed on a 

Periodic Process 

 

2.5 Spectral Analysis  
  

Periodicities สามารถหาไดโ้ดยการวเิคราะห์อนุกรมเวลาบน Frequency Domain หรือการหา Spectral 
Density Function (SDF) 
 

𝑆𝑝𝑒𝑐𝑡𝑟𝑎𝑙𝐷𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑦𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 = 𝑆(𝑓) =
𝑉𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒

𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙 𝑜𝑓𝐹𝑟𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑦
                            [2.3] 

 เม่ือ  
𝑓  =  𝐹𝑟𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑦 (𝑐𝑦𝑐𝑙𝑒/𝑢𝑛𝑖𝑡 𝑡𝑖𝑚𝑒) 

 𝑤 =  𝐴𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟 𝐹𝑟𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑦 (𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛𝑠/𝑢𝑛𝑖𝑡 𝑡𝑖𝑚𝑒)  =  2𝜋𝑓 

 𝑆(𝑤)   =  𝑆(2𝜋𝑓)  =  2𝜋𝑆(𝑓)        [2.4] 
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2.5.1 Spectral Density Function Versus Autocorrelation Function 

 

  

  SDF และ ACF มีความสัมพนัธ์กนัดงัรูปท่ี 2.9 และสมการ 2.5 และ 2.6 

 
 

 

𝑆(𝑓) = 2∫ 𝜌(𝜏) 𝑐𝑜𝑠( 2𝜋𝑓𝜏)𝑑𝜏
∞

𝜊
         

𝜌(𝜏) = ∫ 𝑆(𝑓) 𝑐𝑜𝑠( 2𝜋𝑓𝜏)𝑑𝑓
∞

−∞
                          

= 0; (0) = 1, cos(0) = 1 

∫ 𝑆(𝑓)𝑑𝑓 = 1.0
∞

−∞
                                   

 

รูปที่ 2.9 ความสัมพนัธ์ระหวา่ง SDF และ ACF 

 
𝑆(𝑓) = 2∫ 𝜌(𝜏) 𝑐𝑜𝑠( 2𝜋𝑓𝜏)𝑑𝜏

∞

𝜊
                                                                             [2.5]                                                                                              

𝜌(𝜏) = ∫ 𝑆(𝑓) 𝑐𝑜𝑠( 2𝜋𝑓𝜏)𝑑𝑓
∞

−∞
                                                                              [2.6]    

                                                                                           

 ให ้𝑆̂(𝑓) คือค่าประมาณของ 𝑆(𝑓) ในสมการท่ี 2.5 ซ่ึงจะหาไดจ้าก Numerical Integration ของสมการ 

2.5  จะได ้Sample SDF 𝑆̂′(𝑓) ดงัสมการ 2.6 หลงัจากนั้นจึงน าค่า 𝑆̂′(𝑓) ไปหาค่าเฉล่ียจะได ้ค่า 𝑆̂(𝑓) ท่ีตอ้งการ 
 

𝑆′
∧

(𝑓) = 2[
𝑟(0) 𝑐𝑜𝑠( 0) + 𝑟(1) 𝑐𝑜𝑠( 2𝜋𝑓𝛥𝑡)

2
𝛥𝑡 +

𝑟(1) 𝑐𝑜𝑠( 2𝜋𝑓𝛥𝑡 + 𝑟(2) 𝑐𝑜𝑠( 2𝜋𝑓2𝛥𝑡)

2
𝛥𝑡 + 

 

   …+
𝑟(𝑚 − 1) 𝑐𝑜𝑠( 2𝜋𝑓(𝑚 − 1)𝛥𝑡) + 𝑟(𝑚) 𝑐𝑜𝑠( 2𝜋𝑓𝑚𝛥𝑡)

2
𝛥𝑡] 

      

𝑆′
∧

(𝑓) = 𝛥𝑡[𝑟(0) + 2∑ 𝑟(𝑘) 𝑐𝑜𝑠( 2𝜋𝑓𝑘𝛥𝑡)𝑚−1
𝑘=1 + 𝑟(𝑚) 𝑐𝑜𝑠( 2𝜋𝑓𝑚𝛥𝑡)]]           [2.7] 

ถา้ f=1 

𝑆′
∧

(1) = 𝛥𝑡[𝑟(0) + 2∑ 𝑟(𝑘) 𝑐𝑜𝑠( 2𝜋𝑘𝛥𝑡)𝑚−1
𝑘=1 + 𝑟(𝑚) 𝑐𝑜𝑠( 2𝜋𝑚𝛥𝑡)]]             [2.8] 

𝑓𝑁 =
1

2𝛥𝑡
   (Nyquist frequency)                                                                           [2.9] 

𝑓 =
𝑘𝑓𝑁

𝑚
                                                                                                                          [2.10] 
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 𝑚 = 𝑀𝑎𝑥. 𝐿𝑎𝑔 ≈
𝑁

4
 

 k  =  lag k 

 

 

 


(Time Domain) 

(k)  = 0 for   k0…..independence 

 

 

 

 

 

(Frequency Domain) (𝑓 =
𝑘

𝑚
𝑓𝛮) 

 

2.5.2 วธีิการค านวณหาค่าประมาณของ SDF )f(Ŝ  
 

ค่าประมาณของ SDF 𝑆̂(𝑓)  จะหาไดโ้ดยการหาค่าเฉล่ียของ 𝑆̂′(𝑓) ซ่ึงค านวณจากค่า k ตั้งแต่ 0 ถึง m 
(Maximum Lag) ดงัน้ี (ดูรูปท่ี 2.10) 

 
 

 
 

รูปที ่2.10  วธีิการค านวณหาค่าประมาณของ SDF )f(Ŝ  
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𝑘 = 0, 

 𝑓 = 𝑘𝑓𝑁/𝑚 = 0 
𝑆̑(0) = 0.5[𝑆̑′(0) +𝑆̑′(

𝑓𝛮

𝑚
)]                                                                 [2.11] 

 

0 < 𝑘 < 𝑚,  
𝑓 =  𝑘𝑓𝑁/𝑚 

𝑆̑(
𝑘𝑓𝑁
𝑚

) = 0.25𝑆̑′ ((𝑘 − 1)
𝑓𝛮
𝑚

) + 0.5𝑆̑′ (
𝑘𝑓𝛮
𝑚

) + 0.25𝑆̑′ ((𝑘 + 1)
𝑓𝛮
𝑚

) ; 

𝑓𝑜𝑟     𝑘 = 1,2, …………… ,𝑚 − 1                                                       [2.12] 

𝑘 = 𝑚, 𝑓 = 𝑓𝑁 𝑆̑(𝑓𝛮) = 0.5 [(𝑆̑′((𝑚 − 1)
𝑓𝛮

𝑚
) + 𝑆̑′(𝑓𝛮)]                                             [2.13] 

 
ตวัอยา่งการค านวณหา ACF และ SDF ส าหรับอนุกรมเวลาแบบ Periodic แบบ Cosine ซ่ึงมีความถ่ีเท่ากบั 

1/12 {𝑦𝑡 = 𝑐𝑜𝑠 (2𝜋𝑘/12)} และแบบค่าแฉล่ียของ 3 Cosine ซ่ึงมีความถ่ี เท่ากบั 1/6, 1/12 และ 1/24  
 

𝑦𝑡 =
𝑐𝑜𝑠 (2𝜋𝑘/6) + 𝑐𝑜𝑠 (2𝜋𝑘/12) + 𝑐𝑜𝑠 (2𝜋𝑘/24)

3
 

 

แสดงอยูใ่นรูปท่ี 2.11 และ 2.12 ตามล าดบั  
ตวัอยา่งการค านวณหา ACF และ SDF ส าหรับอนุกรมเวลาของปริมาณการไหลสูงสุดของ Kentucky 

River แสดงอยูใ่นรูปท่ี 2.13 และตวัอยา่งการค านวณหา ACF และ SDF ส าหรับอนุกรมเวลาของปริมาณน ้าท่าราย
เดือนของ Cave Creek แสดงอยูใ่นรูปท่ี 2.14 

 

รูปที่ 2.11 (a) cos(2k)/12 (b) its correlogram (c) spectral density 
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รูปที่ 2.12 (a) Sum of 3 cosines (b) its correlogram (c) spectral density 

 

 

รูปที่ 2.13 (a) Kentucky River Peak Flows and its Correlogram (b) Spectral Density 
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รูปที่ 2.14 Cave Creek Monthly Runoff (b) its Correlation (c) Spectral Density 

 
2.6 คุณสมบัติทางสถิติพืน้ฐานของอนุกรมเวลา (Basic Statistical Characteristics of Time Series) 
 

ค่าสถิติพื้นฐานของอนุกรมเวลาไดแ้ก่ ค่าเฉล่ีย ค่าความแปรปรวน ค่าสัมประสิทธ์ิความเบ ้(Skewness 
Coefficient) Autocovariance และ Autocorrelation ดงัสมการท่ี 2.14 – 2.18 

𝑥̄ = ∑
𝑥𝑡

𝑁
~𝜇𝛮

𝑡=1                                                                                                          [2.14] 

𝑠2 = ∑
(𝑥𝑡−𝑥̄)2

𝑁−1
~𝜎2𝛮

𝑡=1                                                                                               [2.15] 

𝑔 =
𝛮 ∑ (𝑥𝑡−𝑥̄)3𝑁

𝑡=1

(𝑁−1)(𝑁−2)𝑠3
~𝛾                                                                                                 [2.16] 

𝑐𝑘 =
1

𝛮−𝑘−1
∑ (𝑥𝑡 − 𝑥̄)(𝑥𝑡+𝑘 − 𝑥̄) 𝑁−𝑘

𝑡=1                                                             [2.17] 
เม่ือ 0<k<N ; k=lag 
 

 

การแจกแจงความน่าจะเป็นอาจมีค่าสัมประสิทธ์ิความเบเ้ป็นบวก
หรือลบก็ได ้ถา้มีค่าเป็นบวกเรียกวา่เบข้วา ถา้มีค่าเป็นลบเรียกวา่เบ้
ซา้ย ดงัรูป 
g  =  0 (Normal) 

g  >  0 (Right Skewed)  

g  <  0 (Left Skewed) 
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Lag k Autocovariance แสดงถึงระดบั Linear Auto-dependence หรือ Self Dependence ระหวา่งอนุกรม

เวลา 

𝑟𝑘 =
𝐶𝑘

𝐶𝑜
=

∑ (𝑥𝑡−𝑥̄)(𝑥𝑡+𝑘−𝑥̄)𝛮−𝑘
𝑡=1

∑ (𝑥𝑡−𝑥̄)2𝑁
𝑡=1

≈ 𝜌𝑘                                                        [2.18] 
 

= Lag k Autocorrelation coefficient = Serial Correlation Coefficient 

= Autocorrelation Function (ACF) 

 

 

 

 

r0=1 

𝑟1 ≈ 𝜌1 = 1st Serial Correlation Coefficient 

 

Alternative for calculating  rk 

 

𝑟𝑘 =
∑ (𝑥𝑡−𝑥̄𝑡)(𝑥𝑡+𝑘−𝑥̄𝑡+𝑘)𝑁−𝑘

𝑡=1

√∑ (𝑥𝑡−𝑥̄𝑡)2 ∑ (𝑥𝑡+𝑘−𝑥̄𝑡+𝑘)2𝑁−𝑘
𝑡=1

𝑁−𝑘
𝑡=1

                 [2.19] 

 

Complex Characteristics of Periodic Time Series(Nonstationary) 
Xv,t=  periodic time series 
v= year ;  = time interval within year, =1,..w for monthly time series w=12 
Periodic or Seasonal statistics  
𝑥̄𝜏 =

1

𝑁
∑ 𝑥𝑣,𝜏 ≈𝛮

𝑣=1 = 𝜇𝜏; 𝜏 = 1, . . . . . . . . . , 𝑤                                                            [2.20] 

 

𝑠𝜏
2 =

1

𝛮−1
∑ (𝑥𝑣,𝜏 − 𝑥̄𝜏𝑁

𝑣=1 )2 ≈ 𝜎𝜏
2                                                                   [2.21] 

 

𝑔𝜏 =
1

𝑁
∑ (𝑥𝑣,𝜏−𝑥̄𝜏)

3𝛮
𝑣=1

(𝑁−1)(𝑁−2)𝑠𝜏
3 ≈ 𝛾𝜏                                                       [2.22] 

 

𝑟𝑘,𝜏 =
1

𝑁
∑ (𝑥𝑣,𝜏−𝑥̄𝜏)(𝑥𝑣,𝜏−𝑘−𝑥̄𝜏−𝑘)𝑁

𝑣=1

𝑠𝜏.𝑠𝜏−𝑘
≈ 𝜌𝑘,𝜏                          [2.23] 

 

If -k<1  i.e.  -k=12-12=0 ;  
 
=12 

 

𝑟𝑘,𝜏 =
1

𝛮−1
∑ (𝑥𝑣,𝜏−𝑥̄𝜏)(𝑥𝑣−1,𝜔+𝜏−𝑘

𝑁−1
𝑉=1 −𝑥̄𝜔+𝜏−𝑘)

𝑠𝜏.𝑠𝜔+𝜏−𝑘
                                   [2.24]  
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2.7 คุณสมบัติทีเ่กีย่วกบัภาวะความแห้งแล้งของอนุกรมเวลา (Drought Related Characteristics  of Time Series) 

  
ก าหนดใหอ้นุกรมเวลาคือปริมาณน ้าตน้ทุนในแต่ละเดือน{xt: x1, x2 ,…., xN } และความตอ้งการน ้าราย

เดือนซ่ึงก าหนดใหมี้ค่าคงท่ีเท่ากบั y สถานการณ์น ้าในแต่ละเดือนจะแบ่งออกไดเ้ป็น 2 แบบ คือ เดือนท่ีมีน ้ามาก
พอ (Surplus) และเดือนท่ีขาดน ้า (Deficit) ดงัน้ี 

𝑥𝑡 <  y ; Deficit หรือ Negative Run 
𝑥𝑡 >  y ; Surplus หรือ Positive Run 

 

 คุณสมบติัอนุกรมเวลาท่ีเก่ียวกบัความแหง้แลง้ คือ Negative Run ซ่ึงมีคุณสมบติัท่ีส าคญั 2 ตวัคือ Run 
Length และ Run Sum ซ่ึงสามารถหาไดด้งัรูปท่ี 2.15 
 

 
l(1) = 4, l(2)=1, l(3)=2, l(4)=5, l(5)=1 

d(1)=8, d(2)=1, d(3) 3.5, d(4)=9, d(5)=0.2 

รูปที่ 2.15 Drought Related Characteristics of Time Series (run-length and run-sum) 

 

2.7.1 Run Length 
 
Run Length (l(j)) หมายถึงจ านวนเดือนท่ีมีการขาดแคลนน ้าติดต่อกนั จากรูปท่ี 2.15  จะเห็นไดว้า่มี

การขาดน ้า 5 คร้ัง คือ l(1)=4, l(2)=1, l(3)=2, l(4)=5 และ l(5)=1 Run Length เป็นตวัแปรสุ่ม ซ่ึงมีค่าสถิติท่ี
ส าคญัคือ ค่าเฉล่ีย ค่าส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานและค่าพิสัยสูงสุด ซ่ึงสามารถค านวณหาไดจ้ากสมการ 

       

𝑙𝑁 =
1

𝑀
∑ 𝑙(𝑗)𝑀

𝑗=1  = Mean Run Length                                                                 [2.25] 

เม่ือ j =  run no. , the maximum run=M 
l(j)=Run Length j 

𝑠𝑁(𝑙) = √
1

𝑀−1
∑ (𝑙(𝑗) − 𝑙𝑁)2𝑚

𝑗=1                                                                           [2.26] 

𝑙𝑁
∗ = 𝑀𝑎𝑥(𝑙(1), . . . . . . . , 𝑙(𝑀))                                                                             [2.27] 



 2-15 

ส าหรับค่า N และ y ใดๆ 

𝑙𝑁, 𝑠𝑁(𝑙), 𝑙𝑁
∗  คือตวัแปรสุ่ม 

ถา้ N และ y เพิ่ม จะมีผลท าให ้ค่าสถิติ 𝑙𝑁 , 𝑠𝑁(𝑙), 𝑙𝑁
∗  เพิ่มข้ึนดว้ย 

 

 

2.7.2 Run Sum, d(j) 

Run Sum (d(j)) หมายถึงผลรวมปริมาณการขาดน ้าในช่วง Run Length (l(j)) ใดๆ จากรูปท่ี 2.15  จะ
เห็นไดว้า่มีการขาดน ้า 5 คร้ัง ปริมาณการขาดน ้าในแต่ละช่วงมีค่าเท่า d(1)=8, d(2)=1, d(3)=3.5, d(4)=9 และ 
d(5)=0.2 Run Sum เป็นตวัแปรสุ่มเหมือน Run Length มีค่าสถิติท่ีส าคญัคือ ค่าเฉล่ีย ค่าส่วนเบ่ียงเบน
มาตรฐานและค่าพิสัยสูงสุด ค่า Run Sum และค่าสถิติสามารถค านวณหาไดจ้ากสมการ 

 

𝑑(𝑗) = ∑ (𝑦 − 𝑋𝑡)
𝑡𝑗+ℓ(𝑗)−1

𝑡=𝑡𝑗
                                                                                    [2.28] 

จากรูปท่ี 2.15, ท่ี j=1, t1=5, l(1)=4
     

           

𝑑(1) = ∑  (𝑦 − 𝑋𝑡)
𝑡1+𝑙(1)−1
𝑡=𝑡1

                                                           

𝑑(1) = ∑(𝑦 − 𝑋𝑡) = 8

8

𝑡=4

 

     

𝑑̄𝑁 =
1

𝑀
∑ 𝑑(𝑗)𝑀

𝑗=1                                                                                                  [2.29] 

   

𝑆𝑁(𝑑) = √
1

𝑀−1
∑ (𝑑(𝑗) − 𝑑̄𝑁)2𝑀

𝑗=1                                                                        [2.30] 

𝑑𝑁
∗ = 𝑀𝑎𝑥(𝑑(1), . . . . . . , 𝑑(𝑀))                                                                            [2.31] 

 

 

2.8 Storage Related Characteristics of Time Series 
 

 คุณสมบติัของอนุกรมเวลาท่ีเก่ียวขอ้งกบัการเก็บกกัน ้า (Storage) คือ Partial Sums ถา้ก าหนดให ้ 
อนุกรมของน ้าท่าคือ {xt: x1,……………,xN } จะสามารถค านวณหา Partial Sums(Si)ไดจ้ากสมการ 

𝑆𝑖 = 𝑆𝑖−1 + 𝑋𝑖 − 𝑋̄𝑁; 𝑖 = 1, . . . , 𝑁        [2.32] 
เม่ือ  
𝑆𝑖 =   𝑃𝑎𝑟𝑡𝑖𝑎𝑙 𝑆𝑢𝑚𝑠 (𝑈𝑠𝑒 𝑐𝑎𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙 𝑙𝑒𝑡𝑡𝑒𝑟 𝑆) 

𝑆0 =   0 

𝑋̄𝑁 =
1

𝑁
∑𝑋𝑖

𝑁

𝑖=1

 

𝑠𝑁 = √
1

𝑁
∑(𝑋𝑖 − 𝑋̄𝑁)2

𝑁

𝑖=1

     (Use small letter s)  
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เม่ือทราบ 𝑆𝑖 จะสามารถค านวณหา Range of Partial Sums ไดจ้ากสมการ 

              𝑅𝑁 =
1

𝑠𝑁
[𝑀𝑎𝑥(𝑆0, 𝑆1, . . , 𝑆𝑁) − 𝑀𝑖𝑛(𝑆0, 𝑆1, . . , 𝑆𝑁)]                  [2.33] 

 

เม่ือ 
RN =  Range (Rescaled Range) of Partial Sums 
แนวคิดของ Partial Sums จะสามารถน าไปใชใ้นการขนาดของอ่างเก็บน ้าได ้เช่นวธีิหาขนาดอ่างเก็บน ้า
ของ Rippl ดงัรูปท่ี 2.16 

 

 
 

รูปที ่2.16 Rippl Diagram for Determining Minimum Capacity of Reservoir to deliver NX  

 

ถา้มีอนุกรมเวลา M ชุด แต่ละชุดมีขนาด N จะสามารถค านวณหาค่า RN(j) เม่ือ j=1,….,M  ได ้ถา้น า 
RN(j) ไปหาค่าเฉล่ีย จะได ้ค่า Mean Range ดงัสมการ 

Mean Range, 𝑅̄𝑁 = ∑
𝑅𝑁(𝑗)

𝑀

𝑀
𝑗=1                                                                                      [2.34] 

 

 

 

เม่ือน า NR ไปพล๊อตเทียบกบั N ในกระดาษ Log-Log จะไดก้ราฟเส้นตรงท่ีเรียกวา่ Hurst Phenomena ดงั
รูปท่ี 2.17  
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                     Hurst Phenomena  

 
ให ้ℎ𝑁  = ความลาดชนัของเส้นตรง ซ่ึงจะแปรผนัตามค่า N ดงัน้ี 
ถา้   ℎ𝑁 > 

1

2
 อยา่งรวดเร็วแสดงวา่อนุกรมเวลาเป็นแบบ Short Memory 

ถา้   ℎ𝑁 > 
1

2
  อยา่งชา้ๆแสดงวา่อนุกรมเวลาเป็นแบบ Long Memory 

ถา้    ℎ𝑁 ≠ 
1

2
 แสดงวา่อนุกรมเวลาเป็นแบบ Inifinite Memory 

 

 

2.9  การทดสอบ Non-homogeneity และ Inconsistency ของอนุกรมเวลาทางอุทกวิทยา 
 

Non-homogeneity และ Inconsistency ของอนุกรมเวลาทางอุทกวทิยา เช่น Trend หรือ Jump (Slippage) 
ทางสถิติสามารถท าไดด้งัน้ี 
 

(1)  Fitting Trend Function  

𝑋𝑡 = 𝑏0 + 𝑏1𝑡 + 𝑏2𝑡
2+. . . . . +𝑏𝑚𝑡𝑚                                                                       [2.35] 

ท าการทดสอบวา่ 𝑏0, 𝑏1.. . . . . , 𝑏𝑚 ≠ 0 

            (2) การทดสอบผลต่างระหว่าค่าเฉลีย่โดยใช้ t-Test 
       𝐻0: 𝜇1 − 𝜇2 = 0                                                                                                            [2.36] 

       𝐻1: 𝜇1 − 𝜇2 ≠ 0                                                                                                            [2.37] 

 

        𝑡 =
(𝑋̄1−𝑋̄2)−(𝜇−𝜇2)

√
1

𝑁1
+

1

𝑁2

𝑆𝑃
                                                                                                        [2.38] 

      𝑆𝑃 = √
(𝑁1−1)𝑆1

2+(𝑁2−1)𝑆2
2

𝑁1+𝑁2−2
                                                                                             [2.39] 

   ถา้   |𝑡|  >  𝑡𝛼/2,(𝛮1+𝛮2−2)                   ………Reject Ho                                                   [2.40]  
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(3) การทดสอบสัดส่วนค่าความแปรปรวนโดยใช้ f-Test ดงัรูปท่ี 2.18 
𝐻𝑜 : 

𝜎1
2

𝜎2
2 = 1                                                                                                            [2.41] 

𝐻1 : 
𝜎1

2

𝜎2
2 ≠ 1                                                                                                                                                                    [2.42] 

𝑓 =
𝑆1

2

𝑆2
2                                                                                                                            [2.43] 

𝑓 > 𝑓𝛼

2
,𝑣1,𝑣2                              ………Reject Ho                                                        [2.44]                    

𝑓 < 𝑓1−
𝛼

2
,𝑣1,𝑣2     𝑜𝑟 

1

𝑓𝛼
2
,𝑣2,𝑣1

 
     ………Accept Ho                                                   [2.45]        

 

 
 

 

รูปที ่2.18 f-test 

 

อนุกรมเวลาของปริมารการไหลของน ้ารายปีของแม่น ้าโคโลราโด ท่ี Lee Ferry ระหวา่ง 1856-1959 แสดง
การเกิด Jump และ Trend ดงัรูปท่ี 2.19 ตวัอยา่งการใช ้t-Test ทดสอบการเปล่ียนแปลงค่าเฉล่ียของ Net Basin 
Supply (NBS) รายปีของ Great Lakes แสดงอยูใ่นตารางท่ี 2.3 

 

 

 

รูปที ่ 2.19 Annual flow series of Colorado river at Lee Ferry, Arizona, 1896-1959 (1) historical 

annual flow record with 1856-1921 period data estimated from other stations by correlation (2) 

arithmetic mean for period 1896-1959 (64 years) (3) arithmetic mean for historical observed 

period 1922-1959 and (4) approximate trend in the period 1922-1959 (after Yevjevich, 1972) 
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ตารางที่ 2.3 Example of Testing for Changes in the Mean of the Annual NBS of the Great Lakes 

System. 

Lake Subsample  Sizes Statistic t Change 

 N1 N2 From Computed in 

   t-Tables (95%)  the Mean 

Ontario 36 33 2.0 0.299 No 

Erie 36 33 2.0 0.635 No 

Superior 36 33 2.0 1.525 No 

Michigan 36 33 2.0 0.866 No 

St. Clair 43 26 2.0 4.477 Yes 

 

2.10 คุณสมบัติของอนุกรมเวลารายปี (Characteristics of Annual Time Series) 

 
ผลการศึกษาอนุกรมเวลาของฝนรายปีจาก 1411 สถานีในสหรัฐอเมริกาพบวา่อนุกรมเวลาทั้งหมดมี

ลกัษณะเป็น Independent Stationary Process 
Independent หมายความวา่ฝนปีน้ีไม่ไดข้ึ้นอยูก่บัฝนปีก่อนหนา้นั้น หรือ Correlogram แสดงวา่ไม่มี 

Serial Correlation 
Stationary  หมายความวา่พารามิเตอร์ของอนุกรมเวลาไม่เปล่ียนไปตาม 
 
รูปท่ี 2.20 แสดงอนุกรมเวลาของฝนรายปีท่ี Ft.Collins โคโลราโดมีลกัษณะเป็นอนุกรมเวลาแบบ 

Independent เน่ืองจาก r1 มีค่านอ้ยมาก ผลการทดสอบเช่ือไดว้า่ 𝜌1 = 0 
 รูปท่ี 2.21 แสดงอนุกรมเวลาของน ้าท่ารายปีของแม่น ้า Danube ท่ี Orsova รูมาเนีย ซ่ึงมีลกัษณะเป็น

อนุกรมเวลาแบบ Dependent เน่ืองจาก r1 มีค่าเท่ากบั 0.1 ผลการทดสอบเช่ือไดว้า่ 𝜌1 ≠ 0 
 

 

รูปที ่  2.20 Annual precipitation series at Ft. Collins, Colorado, for period 1887-1978 (92 

years), in modular coefficients Pt/ P  with Pt= annual values and P = 14.57 inches= annual 

mean. 
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รูปที ่ 2.21  Annual runoff series of Danube river at Orsova, Romania, for 120 years (1837-1957) 

in modular coefficients, Q/Q t  with Qt= annual value and Q  = annual mean. 
 

 

วธีิการทดสอบความเป็นอสิระ (Test of Independence) 

(1) Correlogram (Time Domain) 
(2) Spectral Density (Frequency Domain) 

 

2.10.1 Correlogram Test 

 

ถา้ Correlogram ท่ี k > 0 มีค่าอยูน่อก Probability Limit ดงัสมการ 2.46 และ 2.47 แสดงวา่เป็นอนุกรม
เวลาแบบ Independent  ในทางตรงกนัขา้ม ถา้ Correlogram ท่ี k > 0 มีค่าอยูใ่น Probability Limit แสดงวา่เป็น
อนุกรมเวลาแบบ Dependent 

𝑟𝑘(95%) =
−1±1.96√𝑁−𝑘−1

𝑁−𝑘
                                                                                  [2.46] 

𝑟𝑘(99%) =
−1±2.326√𝑁−𝑘−1

𝑁−𝑘
                                                                                            [2.47] 

 

 

ตวัอยา่ง Correlogram ของอนุกรมเวลาของน ้าท่ารายปีของแม่น ้า 4 สายในยโุรป คือ แม่น ้า Gota ใน
สวเีดน แม่น ้า Nemunas ใน Lithuania  แม่น ้าRhine ใน Basle, Switzerland และแม่น ้า Danube ใน Orsova 
โรมาเนีย แสดงอยูใ่นรูปท่ี 2.22 พบวา่อนุกรมเวลาของน ้าท่ารายปีของแม่น ้า Rhine และ Danube เป็นอนุกรมเวลา
แบบ Independent ขณะท่ีอนุกรมเวลาของน ้าท่ารายปีของแม่น ้า Gota และ Nemunas เป็นอนุกรมเวลาแบบ 
Dependent 
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รูปที ่ 2.22 Correlograms of annual runoff series of 4 European rivers; Gota river in Sweden 

(N=150), Nemunas river in Lithuania (N=132), Rhine river at Basle, Switzerland (N=150), 

Danube river at Orsova, Romania (N=120). Probability limits at the 95% level are given for the 

normal independent variables for two lengths, N=150(max) and N=120 (min), (Yevjavich, 1964) 

 

 

รูปท่ี 2.23 แสดง Correlogram ของอนุกรมเวลาของน ้าท่ารายปี ฝนรายปี 1st Autoregressive Model ของ
น ้าท่า และ 95% Probability Limits ซ่ึงแสดงใหเ้ห็นวา่อนุกรมเวลาของน ้าท่าเป็น Dependent ขณะท่ีอนุกรมเวลา
ของฝนเป็น Independent 
 

 

 

รูปที ่ 2.23 Correlograms of St.Lawrence river at Ogdensburg, NY: (1) rk of annual runoff series, 

(2) rk of annual effective precipitation series, (3) correlogram of first order autoregressive model, 

(4) probability limits at 95% level for normal independent variables with N=97. 

 

 

รูปท่ี 2.24 แสดง Spectral Density ของอนุกรมเวลาของฝนรายปีในภาคตะวนัตกเฉียงเหนือของประเทศ
สหรัฐอเมริกา ซ่ึงมีค่า Spectral Density ประมาณ 2 แสดงวา่เป็นอนุกรมเวลาแบบอิสระ รูปท่ี 2.25 แสดง Spectral 
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Density ของอนุกรมเวลาของน ้าท่ารายปีของแม่น ้า Gota ใน Vanersburg ประเทศ Sweden เปรียบเทียบกบั Fitted 
Spectral Density ของแบบจ าลอง AR(2) Spectral Density ของ residuals และ Expected spectrum ของอนุกรม
เวลาแบบอิสระ 

 

รูปที ่2.24 Average variance spectrum of 231 annual (homogeneous) precipitation series of 

northwest area of USA (area  between longitudes 94 and 85 and latitude 63.5 and Canadian-

USA border. 

 

 

รูปที ่2.25 Spectra of annual flow series of Gota river at Vanersburg, Sweden, for 150 years; (1) 

estimated spectrum (2) fitted spectrum of second autoregressive model (3) spectrum of residuals 

and (4) expected spectrum of independent series. 

 

2.10.2 สรุปคุณสมบัติของอนุกรมเวลาราบปี (Summary of Annual Series Characteristics) 

(1) อนุกรมเวลารายปีของฝน น ้าท่า และอตัราการระเหยถือวา่เกิดจากกระบวนการสโตแคสติก 
(2) อนุกรมเวลารายปีมีโครงสร้างแบบ Dependent เน่ืองจากกระบวนการธรณีฟิสิกส์ของน ้ าในลุ่มน ้า 
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(3)
  

อนุกรมเวลายิง่ระยะยาว (Long Time Series) ยิง่จะมี Non-homogeneity เกิดข้ึนทั้งเน่ืองจากคนและ
ธรรมชาติ และยิง่มี Systematic Error หรือ Inconsistency เกิดมากข้ึน  

(4) อาจมีการเปล่ียนแปลงคุณสมบติัทางสถิติของอนุกรมเวลาซ่ึงไม่ไดเ้กิดจาก Non-homogeneity และ
Inconsistency แต่เกิดจากการเปล่ียนแปลงทางภูมิศาสตร์ในพื้นท่ีหรือของภูมิภาคนั้นๆ 

 

2.11 คุณสมบัติของอนุกรมเวลาแบบ Periodic  
 

อนุกรมเวลาแบบ Periodic เช่นรายฤดูกาล รายเดือน รายสัปดาห์และรายวนั อาจมีคุณสมบติัทางสถิติคลา้ย
หรือต่างจากอนุกรมเวลารายปีได ้ส่วนท่ีต่างคืออนุกรมเวลาแบบ Periodic จะมีค่าสถิติแบบ Periodic ส่วนท่ีเหมือน
คือโครงสร้างแบบ Dependent ซ่ึงมีค่าคงท่ี  ( k, )ดงันั้นแบบจ าลอง AR จึงสามารถท าไดท้ั้งแบบ Constant 
Coefficients และแบบ Periodic Coefficients   

ถา้ xv คืออนุกรมเวลาแบบ Periodic สามารถแปลงเป็นอนุกรมเวลาแบบมาตรฐานไดจ้ากสมการ 2.48 
 

𝑧𝑣,𝜏 =
𝑥𝑣,𝜏−𝑥̄𝜏

𝑠𝜏
                                                                                                                   [2.48] 

เม่ือ zv คือ Standardized Series ท่ีก าจดัค่า X และ S  แลว้   
ค่า Periodic Skewess สามารถก าจดัไดโ้ดยการ Taking Logarithmic 
ตวัอยา่งอนุกรมเวลาแบบ Periodic รายวนัของอตัราการไหลของน ้าในแม่น ้า Boise รัฐ Idaho แสดงอยูใ่น

รูปท่ี 2.26 อนุกรมเวลาของอตัราการไหลของน ้ารายเดือนท่ีสถานี 11B.402  Middle Fork ของ American River ใกล้
เมือง Auburn รัฐ California แสดงในรูปท่ี 2.27 ส่วน Correlograms ของ Logarithms ของ Original Monthly Flow 
(yt Series) และ ของ zt  Series ของสถานี 11B.402 แสดงอยูใ่นรูปท่ี 2.28 

 

 

รูปที่ 2.26 Daily flows of Boise river, Idaho, USA for year 1921. 
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รูปที ่2.27 Monthly river flows for station 11B.402, Middle Fork of American river near Auburn, 

California for period 1931-1960 (Roesner and Yevjavich, 1966) 

 

 

 

รูปที ่2.28 Correlograms of (a) logarithms of original monthly river flows (b) series on log-

domain after removing periodic mean and periodic standard deviation for station 11B.402, 

Middle Fork of American river near Auburn, California (Roesner and Yevjevich, 1966) 
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Periodic Correlograms ของอนุกรมรายวนั ราย 3วนั ราย 7 วนั และราย 13 วนั ของ Log Series ของแม่น ้า
Tioga แสดงอยูใ่นรูปท่ี 2.29  

 

 

 

รูปที ่2.29  Periodic correlograms of daily, 3-day, 7-day and 13-day series for log-transformed 

flows of Tioga river (1) r(1,t) computed from eq. 2.11, (2) smoothed r(1,t) using Fourier 

(trigonometric) series and (3) mean of r(1,t) (Tao et al., 1976) 

 

 

2.12 คุณสมบัติของอนุกรมเวลาแบบ Multivariate (Characteristics of Multivariate Time Series) 
 
Lag k Autocorrelation และ Lag k Cross Correlation ของอนุกรมเวลาแบบ Multivariate สามารถค านวณ

ไดจ้ากสมการ 2.49 
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𝑟𝑘
𝑖𝑗

=
∑ (𝑥𝑡

(𝑖)
−𝑥̅𝑡

(𝑖)
)(𝑥𝑡+𝑘

(𝑗)
−𝑥̅𝑡+𝑘

(𝑗)
)𝑁−𝑘

𝑡=1

√(𝑥𝑡
(𝑖)

−𝑥̅𝑡
(𝑖)

)
2
(𝑥𝑡+𝑘

(𝑗)
−𝑥̅𝑡+𝑘

(𝑗)
)
2

                                                                                                                            [2.49]     

Correlation Matrix ของ n อนุกรมเวลา แสดงอยูใ่นสมการ 2.50 
 

𝑀̂𝑘 =

[
 
 
 
𝑟𝑘

11 𝑟𝑘
12 . 𝑟𝑘

1𝑛

𝑟𝑘
21 𝑟𝑘

22 . 𝑟𝑘
2𝑛

. . . .
𝑟𝑘

𝑛1 𝑟𝑘
𝑛2 . 𝑟𝑘

𝑛𝑛]
 
 
 

                                                                                                  [2.50] 

 

Periodic Lag k Cross-correlation สามารถค านวณไดจ้ากสมการ 2.51 และ 2.52 
 

 

𝑟𝑘,𝜏
𝑖𝑗

=
1

𝑁
∑ (𝑥𝑣,𝜏

(𝑖)
−𝑥̅𝜏

(𝑖)
)(𝑥𝑣,𝜏−𝑘

(𝑗)
−𝑥̅𝜏−𝑘

(𝑗)
)𝑁

𝑣=1

𝑠𝜏
(𝑖)

𝑠𝜏−𝑘
(𝑗)                                                                             [2.51] 

           ถา้ 𝜏 − 𝑘 < 1                             

             𝑟𝑘,𝜏
𝑖𝑗

=
1

𝑁
∑ (𝑥𝑣,𝜏

(𝑖)
−𝑥̅𝜏

(𝑖)
)(𝑥𝑣−1,𝜔+𝜏−𝑘

(𝑗)
−𝑥̅𝜔+𝜏−𝑘

(𝑗)
)𝑁

𝑣=1

𝑠𝜏
(𝑖)

𝑠𝜔+𝜏−𝑘
(𝑗)                                                                   [2.52] 

 
 จากขอ้มูลฝน 79 สถานีใน Upper Great Plains ของสหรัฐอเมริกา ในรูปท่ี 2.30 สามารถน ามาสร้าง 

Isocorrelogram ของ 52 สถานีซ่ึงมีความสัมพนัธ์กบัสถานีอ่ืนๆ ไดด้งัรูปท่ี 2.31 กราฟแสดงความสัมพนัธ์ระหวา่ง 
Lag-zero Cross Correlation Coefficient (ro)กบั Interstation Distance (d) แสดงอยูใ่นรูปท่ี 3.32 และ Isolines ของ
ฝนรายเดือนท่ีสังเคราะห์ข้ึนใหม่ 30 ปี แสดงอยูใ่นรูปท่ี 2.33  

 

 

 

 

 

 

 

 

- ro=exp(-0.00418d) 

- mean, standard deviation 

of multivariate varies with 

latitude, longitude, altitude) 

- regional characteristics 

รูปที ่2.30 Study area and location of 79 stations of precipitation in Upper Great Plains of USA 

(after Tase, 1976) 
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รูปที ่2.31 Isocorrelogram patterns for series of station 52, as correlated with all other station 

series for residual independent series, monthly precipitation in upper Great plain of USA (after 

Tase, 1976) 
 

 

 

รูปที ่2.32 Lag-zero cross correlation coefficient ro versus interstation distance (d) and fitted 

function r=exp(-0.00418d) for stochastic component of monthly precipitation in Upper Great 

Plains of USA (after Tase, 1976) 
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รูปที่ 2.33 Isolines of 30 year generation monthly mean for precipitation of Upper Great Plains. 

 

2.13 เอกสารอ้างองิ 

Salas. J, J.W.Delleur, V.Yeyjavich and W.L Lane. 1980.  Applied Modeling of Hydrologic Time Series. 
Water Resources Publications.  USA. pp.484 

 

2.14 แบบฝึกหัดท้ายบท 
From the given periodic time series x(t) for t=1 to 144 in Table 2.4, you are assigned to do the 

following tasks:  

(1) determine Autocorrelation Function (ACF) for the maximum lag of 60. 

(2) determine the Spectral Density Function (SDF). 

(3) identify the periodicity in the time series from ACF and SDF. 

(4) remove the periodicity from the given time series and determine ACF and SDF after removing 

the periodicity. 

(5) Plot ACF and SDF for all cases. 

 

Table 2.4  Periodicity time series with 144 periods, x(t) 
Year  Month t x(t) 

1 1 1 21.8320 
  2 2 22.1980 
  3 3 22.9051 
  4 4 21.9051 
  5 5 21.2979 
  6 6 22.2979 
  7 7 21.1730 
  8 8 19.1730 
  9 9 18.4659 
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  10 10 17.0999 
  11 11 17.0000 
  12 12 19.0000 
2 1 13 18.9001 
  2 14 17.5341 
  3 15 16.8270 
  4 16 14.8270 
  5 17 13.7021 
  6 18 14.7021 
  7 19 14.0949 
  8 20 13.0949 
  9 21 13.8020 
  10 22 14.1680 
  11 23 16.0000 
  12 24 20.0000 
3 1 25 21.8320 
  2 26 22.1980 
  3 27 22.9051 
  4 28 21.9051 
  5 29 21.2979 
  6 30 22.2979 
  7 31 21.1730 
  8 32 19.1730 
  9 33 18.4659 
  10 34 17.0999 
  11 35 17.0000 
  12 36 19.0000 
4 1 37 18.9001 
  2 38 17.5341 
  3 39 16.8270 
  4 40 14.8270 
  5 41 13.7021 
  6 42 14.7021 
  7 43 14.0949 
  8 44 13.0949 
  9 45 13.8020 
  10 46 14.1680 
  11 47 16.0000 
  12 48 20.0000 
5 1 49 21.8320 
  2 50 22.1980 
  3 51 22.9051 
  4 52 21.9051 
  5 53 21.2979 
  6 54 22.2979 
  7 55 21.1730 
  8 56 19.1730 
  9 57 18.4659 
  10 58 17.0999 
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  11 59 17.0000 
  12 60 19.0000 
6 1 61 18.9001 
  2 62 17.5341 
  3 63 16.8270 
  4 64 14.8270 
  5 65 13.7021 
  6 66 14.7021 
  7 67 14.0949 
  8 68 13.0949 
  9 69 13.8020 
  10 70 14.1680 
  11 71 16.0000 
  12 72 20.0000 
7 1 73 21.8320 
  2 74 22.1980 
  3 75 22.9051 
  4 76 21.9051 
  5 77 21.2979 
  6 78 22.2979 
  7 79 21.1730 
  8 80 19.1730 
  9 81 18.4659 
  10 82 17.0999 
  11 83 17.0000 
  12 84 19.0000 
8 1 85 18.9001 
  2 86 17.5341 
  3 87 16.8270 
  4 88 14.8270 
  5 89 13.7021 
  6 90 14.7021 
  7 91 14.0949 
  8 92 13.0949 
  9 93 13.8020 
  10 94 14.1680 
  11 95 16.0000 
  12 96 20.0000 
9 1 97 21.8320 
  2 98 22.1980 
  3 99 22.9051 
  4 100 21.9051 
  5 101 21.2979 
  6 102 22.2979 
  7 103 21.1730 
  8 104 19.1730 
  9 105 18.4659 
  10 106 17.0999 
  11 107 17.0000 
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  12 108 19.0000 
10 1 109 18.9001 
  2 110 17.5341 
  3 111 16.8270 
  4 112 14.8270 
  5 113 13.7021 
  6 114 14.7021 
  7 115 14.0949 
  8 116 13.0949 
  9 117 13.8020 
  10 118 14.1680 
  11 119 16.0000 
  12 120 20.0000 

11 1 121 21.8320 
  2 122 22.1980 
  3 123 22.9051 
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บทที ่3  
หลกัการและเทคนิคทางสถิติส าหรับการจ าลองอนุกรมเวลา 

STATISTIC PRINCIPLES AND TECHNIQUES FOR TIME SERIES MODELING 
 

เน้ือหาทีจ่ะกล่าวถึงในบทที ่3 
 
o การประมาณค่าพารามิเตอร์ของแบบจ าลอง (Estimating Model Parameters) 
o การแปลงอนุกรมเวลาใหมี้การแจกแจงแบบปกติ (Transforming Skewed Variables into Normal 

Variables) 
o การประมาณค่าพารามิเตอร์แบบ Periodic ดว้ย Fourier Series (Estimating Periodic Parameters by 

Fourier Series) 
o การใชเ้มทริกซ์ในการประมาณพารามิเตอร์ของแบบจ าลองแบบหลายตวัแปร (Matrix Approach for 

Estimating Parameter of Multivariate Models)  
o การทดสอบความเหมาะสมของแบบจ าลอง (Goodness of Fit Test of Model) 
o การรักษาคุณสมบติัทางสถิติของตวัอยา่งและ การจ ากดัจ านวนพารามิเตอร์ (Preservation of 

Historical Statistics and Parsimony of Parameters) 
o การสังเคราะห์ขอ้มูลใหม่และการพยากรณ์ (Generation and Forecasting) 

 
3.1 เทคนิคการประมาณค่าพารามิเตอร์เบื้องต้น (Basic Estimation Techniques) 

 
เทคนิคการประมาณค่าพารามิเตอร์เบ้ืองตน้มี 3 วธีิคือ  
(1) Method of Moment 
(2) Method of Least Square 
(3) Method of Maximum Likelihood 

 
3.1.1 วธีิการตรวจสอบความเหมาะสมของการประมาณค่าพารามิเตอร์ (Goodness of Fit of 

Estimators) 
การตรวจสอบความเหมาะสมในการประมาณค่าพารามิเตอร์ จะพิจารณาจากเกณฑด์งัต่อไปน้ี 
(1) Bias or Unbias          
(2) Efficiency; Efficiency Estimator คือค่าประมาณท่ีมีค่า  Mean Square Error (MSE) นอ้ยท่ีสุด 

หรือ Minimum MSE)                       
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(3) Consistency หมายความวา่ถา้ N เพิ่ม ค่าประมาณจะเขา้ใกลค้่าพารามิเตอร์มากข้ึน หรือ 𝛼̂ มีค่า
เขา้ใกล ้ 

(4) Sufficiency หมายความวา่มีการใชข้อ้มูลมากท่ีสุด (Maximum Use of the Information Contained 
in the Data) 

 
3.1.2 ค่าประมาณแบบ Unbiased (Unbiased Estimator) 

 
 ให ้ 𝛼̂ =  ตวัประมาณค่า (Estimator) 
  𝛼 =  พารามิเตอร์ (Parameters) 
              ถา้ 𝐸(𝛼̂) = 𝛼 แสดงวา่ 𝛼̂ คือ Unbiased Estimator 
              ถา้ 𝐸(𝛼̂) ≠ 𝛼 แสดงวา่ 𝛼̂ คือ Biased estimator 
                   𝐵𝑖𝑎𝑠 = 𝛼 − 𝐸(𝛼̂)                                                                                                  [3.1] 
  

3.1.3 Efficient Estimator  
ค่าประมาณท่ีมีประสิทธิภาพหมายถึงค่าประมาณท่ีมีค่า Mean Square Error (MSE) ต ่าสุด จากสมการ

ท่ี 3.1  
 

Bias  = 𝛼 − 𝐸(𝛼̂) 
Estimation Error  = 𝛼 − 𝛼̂                                                                                            [3.2] 
MSE = 𝐸(𝛼 − 𝛼̂)2 

 = 𝐸[(𝛼 − 𝐸(𝛼̂)) − (𝛼̂ − 𝐸(𝛼̂))]2 

 = 𝐸(𝛼 − 𝐸(𝛼̂))
2

+ 𝐸(𝛼̂ − 𝐸(𝛼̂))
2

− 2𝐸[(𝛼 − 𝐸(𝛼̂))(𝛼̂ − 𝐸(𝛼̂))] 
 = (𝛼 − 𝐸(𝛼̂))

2
+ 𝑉𝑎𝑟(𝛼̂) − 2(𝛼 − 𝐸(𝛼̂))𝐸(𝛼̂ − 𝐸(𝛼̂));  𝐸(𝛼̂ − 𝐸(𝛼̂)) = 0     

 = 𝑉𝑎𝑟(𝛼̂) + (𝛼 − 𝐸(𝛼̂))
2
            

= 𝑉𝑎𝑟(𝛼̂) + 𝐵𝑖𝑎𝑠2                                                                           [3.3]                                    
 

 MSE จะมีค่าต ่าสุด ถา้  เป็น Unbiased Estimator และ Variance ของ 𝛼̂ มีค่าต ่าสุด 

 

3.2 Method of Moments 
 

 

 ถา้ X =  ตวัแปรสุ่ม ซ่ึงมีฟังคช์ัน่การแจกแจงเท่ากบั f(x 
 𝐸(𝑋𝑟) =  rth Population Moment of X 
  = ∫ 𝑥𝑟𝑓(𝑥)𝑑𝑥                                                                                                                         [3.4] 
 𝑀𝑟  =  rth Sample Moment of X 
  =  1

𝑁
∑ 𝑥𝑖

𝑟𝑁
𝑖=1                                                                                                [3.5] 
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    หาพารามิเตอร์โดยใหส้มการ 3.4 เท่ากบัสมการ 3.5 หรือ 𝑀𝑟 = 𝐸(𝑋𝑟) 
 ยกตวัอยา่งแบบจ าลองอยา่งง่าย  

𝑥𝑡 =  𝑎 + 𝑏𝑧𝑡                                                                                                                                                                         [3.6] 
𝑧𝑡 =  Independent Random Variable with E(Z) = 0 and E(Z2)=1 
E(X) = E (a+bZ) = a                                                                                                                     [3.7] 
E(X2)=  E (a+bZ)2 = E(a2+2abZ+b2Z2) = a2+b2                                                                               [3.8] 
M1 =  

1

𝑁
∑ 𝑋𝑖

𝑁
𝑖=1  

M2 =  
1

𝑁
∑ 𝑋𝑖

2𝑁
𝑖=1 = 𝑎̂2 + 𝑏̂2 

𝑎̂ =
1

𝑁
∑ 𝑋𝑖 ; เน่ืองจาก E(X) = a                                                                                   [3.9] 

𝑎̂2 + 𝑏̂2 =
1

𝑁
∑ 𝑋𝑖

2
; เน่ืองจาก  a2+b2 = E(X2) 

𝑏̂ = √
1

𝑁
∑ 𝑋𝑖

2
− 𝑎̂2                                                                                                     [3.10] 

 

การประมาณพารามิเตอร์ดว้ยวธีิโมเมนตจ์ะไดค้่าประมาณท่ี Biased ยกเวน้ค่าเฉล่ียหรือประมาณโดย
ใชโ้มเมนตท่ี์ 1 กรณีท่ีค่า Biased ตอ้งมีการปรับแกใ้หเ้ป็น Unbiased ดงัตารางท่ี 3.1  

 
ตารางที ่3.1 การปรับแกค้่าพารามิเตอร์ใหเ้ป็น Unbiased 

Estimator Unbiased Biased 

2s  = 
1

𝑁−1
∑(𝑋𝑖 − 𝑋)

2
 = 

1

𝑁
∑(𝑋𝑖 − 𝑋)

2
 

g =  
𝑁

(𝑁−1)(𝑁−2)
. ∑

(𝑋𝑖−𝑋)3

𝑆3  =  ∑
(𝑋𝑖−𝑋)3

𝑆3  

 

ค่าประมาณจะ Asymptotically Efficient หรือ Unbiased + Minimum MSE เม่ือ N   
 

 

3.3 Method of Least Square Estimate 

 

อนุกรมตวัอยา่ง  {𝑦𝑡: 𝑦1, 𝑦2, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , 𝑦𝑁}  

แบบจ าลอง      𝑦𝑡 = 𝑓(𝑦𝑡−1, 𝑦𝑡−2, … . , 𝑦𝑡−𝑝;  𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑝) + 𝜀𝑡 
 

พารามิเตอร์แบบจ าลอง  𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑝
  

Sample Estimates      𝛼̂1, 𝛼̂2, … , 𝛼̂𝑝  

𝜀𝑡=  Residuals or Error Series with 𝐸(𝜀𝑡) = 0 and Variance = 𝜎𝜀
2  

SSE =  ∑𝜀𝑡
2 =   ∑(𝑦𝑡 − 𝑓(𝑦𝑡−1, 𝑦𝑡−2, . . . 𝑦𝑡−𝑝; 𝛼

∧

1, . . . , 𝛼𝑝

∧
))2                                            

SSE =  ∑(𝑦𝑡 − 𝑦̂𝑡)2                                                                                        [3.11]  
𝜕

𝜕𝛼̂1
∑(𝑦𝑡 − 𝑦̂𝑡)2 = 0  

𝜕

𝜕𝛼̂2
∑(𝑦𝑡 − 𝑦̂𝑡)2 = 0  

.  
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𝜕

𝜕𝛼̂𝑝
∑(𝑦𝑡 − 𝑦̂𝑡)2 = 0  

Least Square Estimate ถือวา่เป็น  Efficient Estimate (Min.MSE) 

 

ตัวอย่างที ่3.1 Least Square Estimate ของแบบจ าลอง AR(1)       
AR(1) Model: 𝑦𝑡 = 𝜙̂1𝑦𝑡−1 + 𝜀𝑡                                                                                                    [3.12] 
                         𝐸(𝑌𝑡) = 0  
                    𝐸(𝜀𝑡) = 0     
                    𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑡) = 𝜎𝜀

2     

ก าหนดอนุกรมเวลาตวัอยา่งคือ {𝑦1, 𝑦2, . . . . . . . . . . . . . . . . , 𝑦𝑁} 
                  ∑ 𝜀𝑡

2𝑁
𝑡=1 = ∑ (𝑦𝑡 − 𝜙̂1

𝑁
𝑡=1 𝑦𝑡−1)2             

                                               = ∑ (𝑦𝑡 −𝑁
𝑡=2 𝜙̂1𝑦𝑡−1)2     
เน่ืองจากไม่มีค่า yt-1= y0ในอนุกรมเวลาตวัอยา่ง  

 𝜕 ∑ (𝑦
𝑡

−𝑁
𝑡=2 𝜙

1
𝑦

𝑡−1
)2   

𝜕𝜙̂1

= 0 
 

∑ 2(𝑦𝑡 − 𝜙̂1

𝑁

𝑡=2

𝑦𝑡−1)(−𝑦𝑡−1) = 0 

 

∑(−𝑦𝑡. 𝑦𝑡−1 + 𝜑1

∧
𝑁

𝑡=2

𝑦𝑡−1
2 ) = 0 

 

∑(−𝑦𝑡. 𝑦𝑡−1) + 𝜙̂1 ∑ 𝑦𝑡−1
2

𝑁

𝑡=2

 =   0

𝑁

𝑡=2

 

                 𝜙̂1 =
∑ (−𝑦𝑡.𝑦𝑡−1)𝑁

𝑡=2

∑ 𝑦𝑡−1
2𝑁

𝑡=2
                                                                                             [3.13]                        

 

3.4 Method of Maximum Likelihood  
𝑦𝑡 = 𝑓(𝑦𝑡−1, 𝑦𝑡−2, . . . , 𝑦𝑡−𝑝; 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑝) + 𝜀𝑡                                                  [3.14] 

Sample  Series: (𝑦𝑡; 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑁) 

𝛼  = (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑝) 
𝜀𝑡 =    𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟 𝑇𝑖𝑚𝑒 𝑆𝑒𝑟𝑖𝑒𝑠 which is 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡 𝑆𝑒𝑟𝑖𝑒𝑠 
𝐸(𝜀𝑡) = 0 

𝐿(. ) =  𝐿𝑖𝑘𝑒𝑙𝑖ℎ𝑜𝑜𝑑 𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 = 𝑓(𝜀1, 𝜀2, … , 𝜀𝑁; 𝛼)                                                                 [3.15] 
         =  𝑓(𝜀1; 𝛼)𝑓(𝜀2; 𝛼). . . . 𝑓(𝜀𝑁; 𝛼);  𝑆𝑖𝑛𝑐𝑒 𝜀𝑡 =  𝐼𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑐𝑡 𝑆𝑒𝑟𝑖𝑒𝑠   

         =  ∏ 𝑓(𝜀𝑡; 𝛼)

𝑁

𝑡=1

 

𝐿𝐿(. )  = 𝐿𝑜𝑔𝐿𝑖𝑘𝑒𝑙𝑖ℎ𝑜𝑜𝑑𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 
            =  𝑙𝑛(∏ 𝑓(𝜀𝑡; 𝛼)𝑁

𝑡=1 ) 

            =  ∑ 𝑙𝑛(𝑓(𝜀𝑡; 𝛼))𝑁
𝑡=1                                                                                                                              [3.16] 

ตามหลกั Maximum Likelihood Estimate ตวัประมาณค่าท่ีดีท่ีสุดคือตวัประมาณค่าท่ีท าใหค้่า LL(.) มี
ค่าสูงสุด ดงันั้นตามหลกั Calculus 
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𝜕

𝜕𝛼̂1
𝐿𝐿(. ) = 0      

𝜕

𝜕𝛼̂2
𝐿𝐿(. ) = 0 

       . 
𝜕

𝜕𝛼̂𝑝
𝐿𝐿(. ) = 0 

 

Maximum  Likelihood Estimates มีคุณสมบติัท่ีส าคญัคือ Asymptotically Efficient, Consistent และ 
Sufficient Estimates 

 
ตัวอย่างที ่3.2  การหาพารามิเตอร์ของแบบจ าลอง AR(1) โดยวธีิ Maximum Likelihood  

𝑦𝑡 = 𝜙1𝑦𝑡−1 + 𝜀𝑡  

𝜀𝑡 = Random Error Term ซ่ึงมีลกัษณะเป็น Independent and Normally Distributed ซ่ึงมี  
     𝐸(𝜀𝑡) = 0 และ 𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑡)  = 𝜎𝜀

2 

𝐿(. ) = 𝑓(𝜀1, 𝜀2, . . . , 𝜀𝑁; 𝜙1) 

         =  ∏ 𝑓(𝜀𝑡; 𝜙1)

𝑁

𝑡=1

 

         = ∏
1

√2𝜋𝜎𝜀
𝑒

−
1

2
(

𝜀𝑡
𝜎𝜀

)
2

𝑁
𝑡=1   

        =  
1

(√2𝜋𝜎𝜀)𝑁
 𝑒

− 
1

2𝜎𝜀
2 ∑ 𝜀𝑡

2𝑁
𝑡=1

 

𝐿𝐿(. )   = 𝑙𝑛{
1

(√2𝜋𝜎𝜀)𝑁
 𝑒

− 
1

2𝜎𝜀
2 ∑ 𝜀𝑡

2𝑁
𝑡=1

}  

= −𝑁 𝑙𝑛(√2𝜋𝜎𝜀) −
1

2𝜎𝜀
2

∑ 𝜀𝑡
2

𝑁

𝑡=1

 

             = −𝑁 𝑙𝑛(√2𝜋𝜎𝜀) −
1

2𝜎𝜀
2

∑(𝑦
𝑡

−  𝜙
1

𝑦
𝑡−1

)
2

𝑁

𝑡=2

 

𝜕𝐿𝐿(. )

𝜕𝜙̂1

= −
1

2𝜎𝜀
2

∑ 2(𝑦𝑡 −  𝜙̂1𝑦𝑡−1)(−𝑦𝑡−1) = 0

𝑁

𝑡=2

 

∑(𝑦𝑡.𝑦𝑡−1 −  𝜙̂1𝑦𝑡−1
2) = 0

𝑁

𝑡=2

 

 𝜙̂1 =
∑ 𝑦𝑡.𝑦𝑡−1

𝑁
𝑡=2

∑ 𝑦𝑡−1
2𝑁

𝑡=2
 

เน่ืองจากอนุกรมเวลาตวัอยา่งไม่มีค่า y0 ดงันั้นจึงไม่สามารถหาค่า 1= y1 -1y0 ได ้
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3.5 การประมาณค่าพารามิเตอร์โดยวธีิ Regionalization (Parameter Estimation by Regionalization 
ในกรณีท่ีไม่มีขอ้มูล(Ungaged) หรือขอ้มูลสั้น(Short Record) จะไม่สามารถใชว้ธีิการประมาณ

ค่าพารามิเตอร์ตามวธีิท่ีกล่าวมาแลว้  ในกรณีน้ีจะนิยมใชว้ธีิหาสมการแสดงความสันพนัธ์ระหวา่งพารามิเตอร์
ของแบบจ าลองและพารามิเตอร์ของลุ่มน ้า เช่นพื้นท่ีหรือระยะทาง ซ่ึงเรียกวา่วธีิการประมาณพารามิเตอร์แบบ 
Regionalization  ยกตวัอยา่งเช่น Lag Zero Cross Correlation Coefficient 







 ij
0

r ของอนุกรมเวลาฝนรายเดือน

ของ  52 สถานีกบัสถานีอ่ืนๆ อีก 79 สถานี มีความสัมพนัธ์ดงัรูปท่ี 3.1 

  
(a) Isocorrelation (lag zero cross correlation) 

pattern of monthly precipitation of Station 52 

and other 79 stations series in the Upper Plain 

of USA. 

(b) ro = Exp{-0.00418d}  
ro = Lag 0 Cross Correlation Coefficient 

รูปที ่3.1 การหาพารามิเตอร์โดยวธีิ Regionalization  
 
3.6 การแปลงข้อมูลให้เป็นการแจกแจงปกติ (Normalization) 

การแปลงขอ้มูลท่ีมีการแจกแจงแบบเบ ้(Non-normal) xt ใหเ้ป็นการแจกแจงปกติ (Normal) yt มีหลาย
วธีิ ดงัต่อไปน้ี 

กรณอีนุกรมเวลารายปี (Annual Series) 
(1) การแปลงด้วยฟังค์ช่ัน Log 
ถา้ xt คือฝนหรือน ้าท่าซ่ึงมีการแจกแจงแบบ Log Normal 2 (2 พารามิเตอร์) 

ty =  Log(xt) จะมีการแจกแจงแบบปกติ N(y; y, y)  

𝑓(𝑦) =
1

√2𝜋𝜎𝑦
 𝑒

− 
1

2
(

𝑦−𝜇𝑦

𝜎𝑦
)

2

;  Y มีการแจกแจงแบบ Normal                                          [3.18] 

        𝑓(𝑥) =
1

√2𝜋.𝑥.𝜎𝑥
 𝑒

− 
1

2
(

log (𝑥)−𝜇𝑦

𝜎𝑦
)

2

; X มีการแจกแจงแบบ Log Normal                         [3.19] 

และถา้ 𝑧𝑡 =
log (𝑥𝑡−𝜇𝑦)

𝜎𝑦
∼ 𝑁(𝑧; 0,1);  Z มีการแจกแจงแบบ Standard Normal  
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ถา้ xt มีการแจกแจงแบบ Log Normal 3 (3 พารามิเตอร์). 

ty = log(xt-c)  จะมีการแจกแจงแบบปกติ N(y; y, y) โดยมี c เป็น Lower Bound 
(2) การแปลงด้วย Square Root 

ถา้ xt  มีการแจกแจงแบบ Gamma 2 (2 พารามิเตอร์) 

𝑓(𝑥) =
1

𝛽𝛼Γ(𝛼)
 𝑥𝛼−1𝑒

−
𝑥

𝛽                                                                                                   [3.20] 
𝑦𝑡 = √𝑥𝑡  จะมีการแจกแจงแบบปกติ 
ถา้ xt  มีการแจกแจงแบบ Gamma 3 (3 พารามิเตอร์) 
𝑦𝑡 = √𝑥𝑡 − 𝑐  จะมีการแจกแจงแบบปกติ N(y; y, y)โดยมี c เป็น Lower Bound 

(3) การแปลงด้วย Power Function 
y = a(x-c)b                                                                                                                           [3.21] 

b = ค่ายกก าลงัซ่ึงมีค่าคงท่ี เช่น 
4

1
,

3

1
,

2

1  

      กรณอีนุกรมแบบ Periodic  
มี 2 ทางเลือกในการแปลงขอ้มูล 
     ทางเลือกท่ี 1: Normalize 𝑥𝜐,𝜏 ก่อนก าจดั  และ 

     ทางเลือกท่ี 2: ก่อนก าจดั  และ  ก่อนการ Normalization 
    ขอ้เสียของทางเลือกท่ี 1 คือ   และ   ของ Normalized Series (𝑦𝜐,𝜏 ) ถูกบิดเบือน (Distorted) 
    ขอ้เสียของทางเลือกท่ี 2 คือ 𝑦𝜐,𝜏 =

𝑥𝜐,𝜏−𝜇𝜏

𝜎̂𝜏
     มีค่าทั้งบวกและลบ ซ่ึงไม่สามารถ Take Log ได้

ฟังค์ช่ันในการแปลงอนุกรมเวลาแบบ Periodic ทัว่ไป 
   𝑦𝜐,𝜏 = 𝑎𝜏(𝑥𝜐,𝜏 + 𝑐𝜏)

𝑏𝜏                                                                                                  [3.22] 
   เม่ือ 𝑐𝜏=   Periodic Lower Bound 𝑎𝜏, 𝑏𝜏 =   Other Parameters  
   หรือ 𝑦𝜐,𝜏 = 𝑙𝑜𝑔(𝑥𝜐,𝜏 + 𝑐𝜏)   ; = 1,…,w                                                                  [3.23] 
   กรณีอนุกรมเวลาแบบ Periodic ควรใชฟั้งคช์ัน่การแปลงเดียวกนัในทุกคาบ  
 

3.7  การหาพารามิเตอร์แบบ Periodic โดยใช้ Fourier Series 
       𝑦𝜐,𝜏 =  Normal Periodic Time Series 
       𝑦𝜐,𝜏 = 𝜇𝜏 + 𝜎𝜏𝑧𝜐,𝜎 
       𝑧𝜐,𝜏 = Standardized Normal Series ซ่ึงอาจเป็นอนุกรมเวลาแบบ Dependent ท่ีมีค่า Correlation แบบคงท่ี  
                    หรือ Periodic ก็ได ้
      AR(1) แบบ Periodic Coefficients 
      𝑧𝜐,𝜏 = 𝜙1,𝜏𝑧𝜐,𝜏−1 + 𝜀𝜐,𝜏                                                                                                                [3.24] 
      𝜙1,𝜏 คือ Periodic Coefficient = 𝑓(𝜌𝑘,𝜏) 
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      กรณี AR(1): 𝜙1,𝜏 = 𝜌1,𝜏                                                                                                                   [3.25] 
      ค่า  𝜇𝜏, 𝜎𝜏, 𝜌𝑘,𝜏 สามารถประมาณค่าไดจ้ากอนุกรมตวัอยา่ง 
 
3.7.1 วธีิการประมาณค่าแบบ Non-Parametric Approach 
        ตามวธีิ Non-Periodic จะสามารถประมาณค่าพารามิเตอร์ไดด้งัน้ี 

 𝑥𝜏 ∼ 𝜇𝜏 
𝑠𝜏

2 ∼ 𝜎𝜏
2 

 𝑔𝜏 ∼ 𝛾𝜏 
 𝑟𝑘,𝜏 ∼ 𝜌𝑘,𝜏 
 𝑢𝜏 ∼ 𝑣𝜏 

        เม่ือ u คือสัญลกัษณ์ของตวัประมาณค่าแบบ Non-parametric และ v คือพารามิเตอร์ตามล าดบั 
3.7.2 การประมาณค่าพารามิเตอร์โดยวธีิ Fourier Series 
        𝑦

𝜏
=

1

𝑁
 ∑ 𝑦𝜐,𝜏;  𝜏 = 1, … , 𝑤𝑁

𝜐=1                                                                                                  [3.26] 
        𝑒𝜏 = 𝜇𝜏 −  𝑦

𝜏
 ;  𝜏 = 1, … , 𝑤                                                                                                      [3.27] 

        เม่ือ  𝑒𝜏 คือค่าความผดิพลาดในการประมาณค่า Mean โดยวธีิ Non-parametric 
       กรณีท่ี N นอ้ย  𝑒𝜏 จะมีค่ามาก 
       กรณีท่ี N มาก ฟังคช์ัน่ของ  𝑦

𝜏
 จะ Smooth กวา่และ 𝑒𝜏 จะมีค่านอ้ยกวา่ 

       วธีิ Fourier Series จะใหค้่าประมาณท่ี Smooth กวา่วธีิ Non-parametric 
3.7.3 การประมาณค่า Fourier Series Coefficients  
        ก าหนดให ้ 𝑢𝜏 เป็นตวัประมาณค่าแบบ Non-parametric ของพารามิเตอร์ (𝑣𝜏) 
        ให ้ 𝜐̂𝜏  Fourier Series Estimates of 𝑣𝜏 
          𝜐̂𝜏 = 𝑢 + ∑ {𝐴𝑗 cos (

2𝜋𝑗𝜏

𝜔
) + 𝐵𝑗 sin (

2𝜋𝑗𝜏

𝜔
)}ℎ

𝑗=1  ; 𝜏 = 1, … , 𝑤                                       [3.28] 
          𝑢 =  

1

𝜔
∑ 𝑢𝜏

𝜔
𝜏=1                                                                                                                           [3.29] 

          Aj, Bj =   Fourier Series Coefficients (j=1,……,h) 
          j =   Harmonics j 
         h =   Total No. of Harmonics and the Last Harmonic 
         ℎ =  

𝜔

2
     ถา้  𝜔 = เลขคู่       ยกตวัอยา่ง h = 12/2 = 6 

         ℎ =  
𝜔−1

2
   ถา้  𝜔 = เลขค่ี    ยกตวัอยา่ง h = (365-1)/2 = 182 

         𝐴𝑗 =
2

𝜔
∑ 𝑢𝜏 cos (

2𝜋𝑗𝜏

𝜔
)𝜔

𝜏=1   ; 𝑗 = 1, … , ℎ                                                                           [3.30] 
        𝐵𝑗 =

2

𝜔
∑ 𝑢𝜏 sin (

2𝜋𝑗𝜏

𝜔
)𝜔

𝜏=1    ; 𝑗 = 1, … , ℎ                                                                           [3.31] 
        ถา้ 𝜔 = เลขคู่ 
        𝐴ℎ =

1

𝜔
∑ 𝑢𝜏 cos (

2𝜋ℎ𝜏

𝜔
)𝜔

𝜏=1                                                                                                      [3.32] 
        𝐵ℎ = 0                                                                                                                                        [3.33] 
        ถา้ใชทุ้ก Harmonic ในการค านวณ 𝜐̂𝜏 จะไดว้า่  𝜐̂𝜏 = 𝑢𝜏 
        ดงันั้น ในการประมาณค่าพารามิเตอร์จะใชเ้พียง Significant Harmonics (h*) ซ่ึงนอ้ยกวา่  h  
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Cumulative Periodogram คือวธีิการหาค่า Significant Harmonics 
 

3.7.4 Cumulative Periodogram Test (Pi) 
𝑀𝑆𝐷(𝑢) =

1

𝜔
∑ (𝑢𝜏 − 𝑢)2𝜔

𝜏=1 =  𝑉𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒 𝑜𝑓 𝑢                                                          [3.34] 
             เม่ือ MSD(u) =Mean Square Deviation of u หรือ Total Variation of u 

𝑀𝑆𝐷(𝑗) =   
1

2
(𝐴𝑗

2 + 𝐵𝑗
2)  ;  𝑗 = 1, … … … . , ℎ                                                                   [3.35] 

                              =   Mean Squared Deviation of Each Harmonic (j) 
             𝑀𝑆𝐷(𝑢) = ∑ 𝑀𝑆𝐷(𝑗)ℎ

𝑗=1      ;  𝐴𝑙𝑙 ℎ ℎ𝑎𝑟𝑚𝑜𝑛𝑖𝑐𝑠                                                           [3.36] 
             𝑃𝑖 =   ∑

𝑀𝑆𝐷(ℎ𝑗)

𝑀𝑆𝐷(𝑢)

𝑖
𝑗=1                                                                                                                 [3.37] 

            เม่ือ Pi = Cumulative Periodogram 
hj = Significant Harmonic ท่ี hj  

ขั้นตอนการค านวณหา ∑ 𝑀𝑆𝐷(ℎ𝑗)𝑖
𝑗=1   แสดงอยูใ่นตารางท่ี 3.2 เม่ือน า Pi ไปพล๊อตกราฟจะได ้

Cumulative Periodogram ซ่ึงสามารถแบ่งออกเป็น 2 ส่วน Periodic Part และ Sampling Variation Part ดงัรูป
ท่ี 3.2  จุดแบ่งระหวา่งส่วนท่ีเป็น Periodic และ Sampling Variation คือ Significant Harmonics ถา้ Sampling 
Variation Part เป็นเส้นตรงดงัรูปท่ี 3.2 แสดงวา่อนุกรมเวลาเม่ือก าจดัส่วนท่ีเป็น Periodic ออกไปแลว้จะมี
ลกัษณะเป็น Independent แต่ถา้ Sampling Variation Part เป็นเส้นโคง้ดงัรูปท่ี 3.3 แสดงวา่อนุกรมเวลาเม่ือ
ก าจดัส่วนท่ีเป็น Periodic ออกไปแลว้จะมีลกัษณะเป็น Dependent 

  
ตารางที่ 3.2 Calculation of Cumulative Periodogram 

Harmonic MSD Rearranged MSD* 
Rearranged Order 

Harmonic 
Cumulative MSD(hj) 

เม่ือ j=1 to i 

j MSD(j) MSD(hj) i ∑ 𝑀𝑆𝐷(ℎ𝑗)

𝑖

𝑗=1

 

1 MSD(1) MSD(h1) 1 ∑ 𝑀𝑆𝐷(ℎ𝑗) = 𝑀𝑆𝐷(ℎ1)

𝑖=1

𝑗=1

 

2 MSD(2) MSD(h2) 2 ∑ 𝑀𝑆𝐷(ℎ𝑗) = 𝑀𝑆𝐷(ℎ1) + 𝑀𝑆𝐷(ℎ2)

𝑖=2

𝑗=1

 

   i ∑ 𝑀𝑆𝐷(ℎ𝑗)

𝑖

𝑗=1

 

h MSD(h) MSD(hh) h  
Total MSD(u) MSD(u)   

*Re-arranged from most significant harmonics [highest MSD(j)] to least significant harmonics 

1h =   most significant harmonic [highest MSD(j)] 
𝑃𝑖 =

∑ 𝑀𝑆𝐷(ℎ𝑗)
𝑖

𝑗=1

𝑀𝑆𝐷(𝑢)
 

hh =   least significant harmonic  [lowest MSD(j)] 
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Significant harmonics  

 

 

 

Daily  

w=365, h=182, h*= 6 

(approx.) 

Monthly 

w=12, h=6 and h*=4 

(approx) 

                 Observed 

                  Fitted 

รูปที ่3.2 Separation of the Cumulative Periodogram into the periodic part for both the observed 

(1) and the fitted (3) and the sampling variation part, also for both the observed (2) and the 

fitted (4) in case of a periodic time series with an independent stochastic component. 

 

 

รูปที ่3.3 Sepeartion of the Cumulative Periodogram into the periodic part, observed (1) and 

fitted (3), and the sampling variation part, observed (2) and fitted(4), in case of a periodic 

series with an autoregressive stochastic component. 
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ตวัอยา่ง Cumulative Periodogram ของพารามิเตอร์แบบต่างๆของฝนและน ้าท่าแสดงอยูใ่นรูปท่ี 3.4–3.7 
กรณีท่ีจุดแบ่งระหวา่ง Periodic Part และ Sampling Variation Part ไม่ชดัเจนจะหา Significant Harmonic(h*) 
ไดท่ี้ 0.9-0.95 ของ Explained Variance (Pi) ดงัรูปท่ี 3.7 

 

รูปที ่3.4 Cumulative Periodogram of five parameters of daily precipitation series, Ft. Collins, 

Colorado 

 

 

รูปที ่3.5 Cumulative Periodogram of five parameters of 3-day precipitation series, Austin, 

Texas 
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รูปที ่3.6 Cumulative periodogram of five parameters of 7-day precipitation series, Ames, Iowa 

  

 

รูปที่ 3.7 Cumulative periodogram of five parameters of daily flow series of Tioga river 

 

3.8 การประมาณค่าพารามิเตอร์ของแบบจ าลองหลายตัวแปร (Multivariate Model Parameter Estimation) 
        3.8.1 วธีิการถอด Square Root ของเมทริกซ์  
  𝐵𝐵𝑇 = 𝐷                                                                                                                         [3.38] 
 ถา้ก าหนดค่า Matrix D จงหาค่า Matrix B 
 ผลการค านวณจะใหผ้ลลพัธ์แบบ Unique Solution ก็ต่อเม่ือ 
  B =   Lower Triangular Matrix  
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และ  D =   Positive Definite หรือ Positive Semi-definite 
(1) Positive Definite 

[

𝑎11 𝑎12 . 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 . 𝑎2𝑛

. . . .
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . 𝑎𝑛𝑛

] > 0 

(2) Positive Semi-definite 

[

𝑎11 𝑎12 . 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 . 𝑎2𝑛

. . . .
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . 𝑎𝑛𝑛

] ≥ 0 

 

         Graybill(1969) เสนอแนะวธีิในการหาค่า B เม่ือ D เป็น Positive Definite ดงัน้ี 
          𝑗 

  𝑖 [

1
1 2
1 3 2
1 3 3 2

] 

(1) 𝑏𝑖𝑗 =
𝑑𝑗𝑖

𝑏𝑗𝑗  𝑓𝑜𝑟 𝑗 = 1, 𝑖 = 1, … , 𝑛                                                              [3.39] 

(2) 𝑏𝑖𝑗 = √𝑑𝑖𝑗 − ∑ (𝑏𝑗𝑘)2𝑗−1
𝑘=1  𝑓𝑜𝑟 𝑗 = 2, . . , 𝑛;  𝑖 = 𝑗                           [3.40] 

(3) 𝑏𝑖𝑗 =
[𝑑𝑖𝑗−∑ 𝑏𝑗𝑘𝑏𝑖𝑘𝑗−1

𝑘=1 ]

𝑏𝑗𝑗          𝑓𝑜𝑟 𝑗 = 2, . . , 𝑛 − 1;  𝑖 = 𝑗 + 1      [3.41] 
n = size of square matrix B and D 

        Lane (1979) เสนอแนะวธีิในการหาค่า Matrix B เม่ือ D = Positive หรือ Positive Semi-definite ดงัน้ี 
    

          𝑗 

  𝑖 [

𝑥
𝑥 𝑥
𝑥 𝑥 𝑥
𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

] 

(1) 𝑏𝑘𝑖 = 0 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑘 < 𝑖                                                               
(2) 𝑏𝑘𝑖 ≠ 0 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑘 ≥ 𝑖 

เม่ือ  𝑑𝑖𝑖 − ∑ (𝑏𝑖𝑗)
2

𝑗<𝑖 ≤ 0   

และ 𝑏𝑘𝑖 =
𝑑𝑘𝑖−∑ 𝑏𝑖𝑗𝑏𝑘𝑗

𝑗<𝑖

√𝑑𝑖𝑖−∑ (𝑏𝑖𝑗)
2

𝑗<𝑖

   𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑘 ≥ 𝑖                                                        [3.42] 

เม่ือ  𝑑𝑖𝑖 − ∑ (𝑏𝑖𝑗)
2

𝑗⟨𝑖 > 0                                                                                          [3.43] 
       เร่ิมการค านวณจากทุกค่าของ Matrix ในคอลมัน์ 1 แลว้จึงค านวณค่า Matrix ในคอลมัน์ 2, 3, 4,….. 
ตามล าดบั 

 

3.9 การทดสอบความเหมาะสมของแบบจ าลอง (Goodness of Fit Test) 
       สมมติฐานหลกัของแบบจ าลองคือ  t  เป็นตวัแปรอิสระและมีการแจกแจงแบบปกติ(Independent and 
Normally Distributed) จึงตอ้งมีการทดสอบความเป็นอิสระของตวัแปร t และทดสอบวา่ตวัแปร t มีการแจก
แจงแบบปกติ 

3.9.1 การทดสอบความเป็นอิสระ (Test of Independence) 
              การทดสอบความเป็นอิสระมีหลายวธีิดงัน้ี 

(1) Anderson Test 

              วธีิน้ีจะเร่ิมจากการค านวณหา Probability Limit ดงัสมการ [3.44] ถา้ ACF ของ t ท่ี Lag มากวา่ 0 มีค่า
อยูใ่น Probability Limit แสดงวา่ตวัแปร t เป็นตวัแปรอิสระ 
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𝑟𝑘(𝛼) =
−1±𝑍𝛼

2
√𝑁−𝑘−1

𝑁−𝑘
                                                                                                                                              [3.44] 

             zคือ z-score ท่ี Exceedence Probability เท่ากบั /2 
ถา้ rk  ตกในช่วง + rk() แสดงวา่เป็นแบบอิสระ 
(2) Porte Manteau Lack of Fit Test  
- กรณ ีConstant Coefficient  
ตรวจสอบโดยใช ้Porte Manteau Statistic ดงัสมการ [3.45] 
  𝑄 = (𝑁 − 𝑑) ∑ 𝑟𝑘

2(𝜀)𝐿
𝑘=1                                                                                                                       [3.45] 

 ถา้  𝑄 < 𝜒𝐿−𝑝−𝑞
2   แสดงวา่แบบจ าลอง Adequate หรือ t = Independent  

 Q = Porte Manteau Statistics 
 L =  Max. Lag = 0.1N - 0.3N  
 D =   No. of Differences  ส าหรับ ARIMA(p,d,q) 
𝜒𝐿−𝑝−𝑞

2 = Chi-square Statistic ท่ี  Probability และ L-p-q Degree of Freedom. 
- Periodic Coefficient 
กรณีของอนุกรมเวลาแบบ Periodic จะใชค้่า Modified Porte Manteau Statistics (Q1) ดงัสมการ [3.46] 

ในการทดสอบ 
 𝑄1 = 𝑁 ∑ ∑ [𝑟𝑘,𝜏(𝜀)]𝜔

𝜏=1
𝐿
𝑘=1

2                                                                                          [3.46]                                                                                                          
𝜔 =  No. of Periods per Year 
N  =   No. of Years of Record 

(3) Cumulative Periodogram Test 

วธีิการทดสอบความเป็นอิสระโดยใช ้Cumulative Periodogram ไดก้ล่าวมาแลว้ในหวัขอ้ 3.7.4 
หลกัการทดสอบแบบง่ายคือการพล๊อต Pi เทียบกบั i ส าหรับอนุกรมเวลาแบบ Independent ค่า Pi จะกระจายอยู่
รอบๆเส้นตรงท่ีเช่ือมจุด (0,0) และ (0.5, 1.0)  ถา้จ านวน Pi ท่ีค  านวณไดก้ระจายอยูภ่ายนอก Confident Interval  
±

𝐾𝛼

√𝑁′
 ของเส้นตรงท่ีเช่ือมจุด (0,0) และ (0.5, 1.0) มากเกินกวา่ N แสดงวา่ t  ยงัคงมีองคป์ระกอบท่ีเป็น 

Periodicity อยู ่Periodicity ท่ีมี Harmonic hj ใน t จะท าให ้MSD(hj) มีค่ามากและมีผลท าใหค้่าท่ีพล๊อต
เบ่ียงเบนจากเส้นตรงมากข้ึน ค่า K คือ  ค่า Smirnov-Kolmogorov Statistics ในตารางท่ี 3.3 

 
𝑃𝑖 = ∑

𝑀𝑆𝐷(ℎ𝑗)

𝜎𝜀
2

𝑖
𝑗=1 ;  𝑖 = 1, . . . ,

𝑁

2
 𝑜𝑟 

𝑁−1

2
                                                             [3.47] 

เม่ือ  2
=Total Variance = MSD(u) 

𝑀𝑆𝐷(ℎ𝑗) =
2

𝑁2
[(∑ 𝜀𝑡 𝑐𝑜𝑠(2𝜋ℎ𝑗𝑡)𝑁

𝑡=1 )
2

+ (∑ 𝜀𝑡 𝑠𝑖𝑛(2𝜋ℎ𝑗𝑡)𝑁
𝑡=1 )

2
]; 

N

j
h j        [3.48] 
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รูปที ่3.8 การทดสอบความเป็นอิสระโดยใช ้Cumulative Periodogram 
 

 

ตารางที่ 3.3 Smirnov-Kolmogorov Statistics, K 

 0.01 0.05 0.1 0.2 0.25 

 1.63 1.36 1.22 1.07 1.02 
 

 

(1) Test of Independence in Space 
 

ใชห้ลกัการทดสอบสมมติฐานวา่ Cross Correlation Coefficients (ij) เท่ากบัหรือต่างจาก 0 ถา้ N มี
ค่ามากจะทดสอบโดยใช ้Z-Score ดงัสมการ [3.49] ถา้ N มีค่ามากจะทดสอบโดยใช ้Confident Limit ดงั
สมการ [3.50]  
 

 Ho : 
ij  0   

H1: 
 ij  0 

 
เม่ือ N มีค่ามาก 

 

 −𝑍𝛼
2

√𝑁
< 𝑟0

𝑖𝑗
<

+𝑍𝛼
2

√𝑁
                                                                                                                                              [3.49] 

  

ถา้ N มีค่านอ้ย  
 𝑟𝛽

𝑙 < 𝑟0
𝑖𝑗

< 𝑟𝛽
𝑢   . . .. Accept Ho :  ij = 0  

 
          𝑟𝛽  =   

(1+𝜌)−(1−𝜌) 𝑒𝑥𝑝(2𝑍𝛽/√𝑁−3)

(1+𝜌)+(1−𝜌) 𝑒𝑥𝑝(2𝑍𝛽/√𝑁−3)
                                                                                                 [3.50] 
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  =   
𝛼

2
= Upper limit (

𝛼

2
= 0.05,0.025) 

  =   1 −
𝛼

2
 =  Lower limit 

 

         3.9.2 การทดสอบความเป็นปกติ (Test of Normality) 
การทดสอบความเป็นปกติคือการทดสอบวา่อนุกรมเวลาหรือตวัแปรมีการแจกแจงแบบปกติ มีวธีิท่ี

นิยมใชโ้ดยทัว่ไป 3 วธีิคือ 
 (1)   วธีิกราฟ โดยการพล๊อต Empirical Distribution บนกระดาษกราฟการแจกแจงปกติ (Normal    
    Probability Paper) ถา้กราฟท่ีพล๊อตเป็นเส้นตรง แสดงวา่อนุกรมเวลามีการแจกแจงแบบปกติ 
 (2) การทดสอบแบบ 2-Test 
 (3)   การทดสอบความเบ ้(Skewness Test) การแจกแจงแบบปกติจะมีค่า  = 0 

ถา้ −𝑍𝛼

2
√

6

𝑁
< 𝛾 < 𝑍𝛼

2
√

6

𝑁
 แสดงวา่ =0  หรือมีการแจกแจงแบบปกติ ถา้ N > 150 

 ถา้  N < 150 ใชค้่า 𝛾𝛼,𝑁 จากตารางท่ี 3.4  
ถา้ 𝛾 < 𝛾𝛼,𝑁 แสดงวา่ =0 หรือมีการแจกแจงแบบปกติ (Normal Distribution) 

    
การทดสอบแบบ  𝝌𝟐 − 𝑻𝒆𝒔𝒕 

𝜒2 = ∑
(𝑂𝑖−𝑒𝑖)2

𝑒𝑖

𝑘
𝑖=1                                                                                                                                 [3.51] 

   

Oi = Observed Frequency 

ei  = Expected Frequency 

 ถา้ 2  < 𝜒𝛼,(𝑘−2)
2  แสดงวา่ยอมรับ Ho : tx N )s,x;x( t  

 

 
 

Table 3.4 Table for skewness test for normality for sample size less than 150  

(after Snedecor and Cochran,1967, p552) 

N 


N 
 

  

0.02 0.10 0.02 0.10 

25 

30 

35 

40 

45 

50 

60 

1.061 

0.986 

0.923 

0.870 

0.825 

0.787 

0.723 

0.711 

0.662 

0.621 

0.587 

0.558 

0.534 

0.492 

70 

80 

90 

100 

125 

150 

175 

0.673 

0.631 

0.596 

0.567 

0.508 

0.464 

0.430 

0.459 

0.432 

0.409 

0.389 

0.350 

0.321 

0.298 

    

 

 

 

 

 

 



 

 

3-17 

 3.9.3 การทดสอบจ านวนพารามิเตอร์ทีพ่อเหมาะ (Parsimony of Parameters) 
ในการสร้างแบบจ าลองทางสโตแคสติก มีหลกัส าคญัท่ีตอ้งยดึไวคื้อการรักษาคุณสมบติัทางสถิติ

ของขอ้มูล (Preservation of Statistics) ซ่ึงมีขอ้เทจ็จริงดงัน้ี ถา้แบบจ าลองมีจ านวนพารามิเดอร์มาก 
คุณสมบติัทางสถิติของอนุกรมเวลาท่ีสังเคราะห์ข้ึนมา (Generated Data) จะมีค่าเขา้ใกลคุ้ณสมบติัทางสถิติ
ของอนุกรมเวลาตวัอยา่ง (Historical Sample) ถา้จ  านวนพารามิเตอร์เท่ากบัจ านวนขอ้มูลตวัอยา่ง (No. of 
Sample Size) อนุกรมเวลาท่ีสังเคราะห์ข้ึนมาจะเหมือนกบัอนุกรมเวลาตวัอยา่งทุกประการ ดงันั้นโดยปกติ
ในการสร้างแบบจ าลอง จะก าหนดใหมี้จ านวนพารามิเตอร์ไม่มากเกินไป โดยจะเลือกใชเ้ฉพาะ
พารามิเตอร์ท่ีมีความแปรปรวนนอ้ยและมีความส าคญัต่อแบบจ าลองเท่านั้น เช่น ค่าเฉล่ีย ค่าส่วนเบ่ียงเบน
มาตรฐาน และ Serial Correlation Coefficients 

(1) Parsimony 
ตามหลกัการของ Parsimony ท่ีตอ้งจ ากดัจ านวนพารามิเตอร์ไม่ใหม้ากเกินไป จะก าหนดใหด้รรชนี 

Parsimony (Index of Parsimony) ตอ้งมากกวา่หรือเท่ากบั 15 ดงัสมการท่ี 3.52 
  =  

𝑁

𝑘
 = Index of Parsimony  15                                                                            [3.52] 

 เม่ือ N=  Sample Size 
 k=  จ  านวนพารามิเตอร์ 
 N=   30 x 12 = 360 เดือน 
 k=  𝑁

𝛿
=

360

15
= 24 (จ  านวนพารามิเตอร์ควรนอ้ยกวา่ 24) 

โดยทัว่ไป แบบจ าลองรายเดือนจะมีจ านวนพารามิเตอร์ = 36 12, 12, 12 
 

(2) Akaike Information Criteria (AIC)  
AIC คือเกณฑท่ี์ส าคญัท่ีใชท้ดสอบ Parsimony of Parameter    ส าหรับแบบจ าลอง ARMA(p,q) จะ

สามารถค านวณหาค่า AIC ไดด้งัสมการ 3.53       
 

AIC(p, q) =   𝑁 𝑙𝑛(𝜎̂𝜀
2) + 2(𝑝 + 𝑞)                                                              [3.53] 

N =   Sample Size 
       𝜎̂𝜀

2 =   Max. Likelihood Estimate ของ 𝜎𝜀
2 

        ตามเกณฑ ์AIC แบบจ าลองท่ีเหมาะสมคือแบบจ าลองท่ีมี AIC ต ่าสุด 
 

  3.10 การสังเคราะห์ข้อมูลและการพยากรณ์ (Generation and Forecasting) 
 3.10.1 การสังเคราะห์ข้อมูล (Generation of Synthetic Samples) 
 ตามหลกัการท่ีกล่าวมาแลว้ การสร้างแบบจ าลองอนุกรมเวลาทางอุทกวทิยาก็คือการสร้างแบบจ าลอง
ของ White Noise หรือ Independent Stochastic Component ซ่ึงเรียกกนัทัว่ไปวา่ Whitening Process โดยทัว่ไป
จะสมมติวา่  คือ White Noise ซ่ึงเป็น Independent Stationary Normal Variable. 
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 การสังเคราะห์ขอ้มูลอนุกรมเวลาจะเร่ิมจากการสังเคราะห์ Independent Normal Variables ซ่ึงมีค่าเฉล่ีย
เท่ากบั 0 และความแปรปรวนเท่ากบั 1 หลงัจากนั้นจึงเพิ่ม Time and Spatial Dependence Structure และ 
Periodic Components เขา้ไป 

(1) Univariate Time Series 
 ยกตวัอยา่งการสังเคราะห์ขอ้มูลโดยใชแ้บบจ าลอง AR(1)  

zt= 1̂ zt-1+t                                                                                                                              [3.54] 
เม่ือ   

 zt = Dependent Normal Variable ซ่ึงมีค่าเฉล่ียเท่ากบั 0 และความแปรปรวนเท่ากบั 1 

 𝑧𝑡 =
𝑦𝑡−𝜇̂𝑦

𝜎̂𝑦
                                                                                                                        [3.55] 

 1 = Autoregressive Coefficient 
 สมมติให ้yt= log(xt) = Normalized Variable with Mean y and Variance 𝜎𝑦

2 
 t = Independent Normal Variable with Mean Zero and Variance 2

  
 𝜀𝑡 = 𝜎𝜀𝜉𝑡                                                                                                                                  [3.56] 
 𝜎𝜀

2 = 1 − 𝜙1
2; (𝜎𝑧

2 = 1)                                                                                                        [3.57] 
              สามารถหา 𝜎𝜀

2ไดโ้ดยการ Taking Variance ของ t ของแบบจ าลอง of AR(1) 
 𝜉𝑡 =Independent Normal Variable with Mean Zero and Variance One 

 

 ขั้นตอนการสังเคราะห์อนุกรมเวลา  

(1) Generation of 
(2) สมมติให ้z0 = z = 0 
(3) z1=0+ 
(4) y1= 1yy zˆˆ   
(5) x1= Antilog(y1) 
(6) ท าขั้นท่ี 1 ถึง5 ส าหรับ t = 2,3,….N 
(7) สามารถสังเคราะห์อนุกรมเวลาท่ีมีขนาด N ไดห้ลายชุดตามท่ีตอ้งการ แต่ในการสังเคราะห์อนุกรม

เวลาตอ้งมีการตรวจสอบวา่อนุกรมเวลาท่ีสังเคราะห์ข้ึนใหม่สามารถรักษาคุณสมบติัทางสถิติของ
อนุกรมเวลาในอดีตได ้
 

 ขั้นตอนการสังเคราะห์ White Noise (t) ด้วย Excel 
(1) สังเคราะห์ Uniform Random Number โดยใชฟั้งคช์ัน่ RAND() 
(2) สังเคราะห์ Standard Normal Variateโดยใชฟั้งคช์ัน่ NORMSINV ให ้ผลลพัธ์จากฟังคช์ัน่  

RAND() คือ Input ส าหรับฟังคช์ัน่ NORMSINV 
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(3) ในการสังเคราะห์ Random Number ดว้ยคอมพิวเตอร์จะไม่ได ้Pure Random Number แต่ได ้
Pseudo-Random ซ่ึงมกัมี Initial Biases ดงันั้นจึงจ าเป็นตอ้งมีการสังเคราะห์ขอ้มูลเผือ่ไวต้ดัทิ้ง ซ่ึง
เรียกวา่  Warm Up Length 

 อนุกรมเวลาท่ีสังเคราะห์ข้ึนจะมีประโยชน์ในการวิเคราะห์ความเส่ียง (Risk) ในการวางแผน ออกแบบ
และการปฏิบติัการเก่ียวกบัระบบแหล่งน ้า 
 

 (2) Multivariate Time Series 
 การสังเคราะห์อนุกรมเวลาแบบหลายตวัแปรท่ีสามารถรักษาคุณสมบติัเก่ียวกบั Time และ Cross 
Dependent Structures ของอนุกรมเวลาหลายตวัแปรมี 3 แนวทาง ดงัน้ี 
 แนวทางที่ 1: ใช้ Linear Regression Analysis 
 

 ถา้มีจ านวนตงัแปรนอ้ยกวา่ 5 (n < 5) 
 

 𝜉𝑡
(𝑗)

= 𝛼0 + 𝛼1𝜉𝑡
(1)

+. . . . . . . . . . +𝛼𝑗−1𝜉𝑡
(𝑗−1)

+ 𝜂𝑡
(𝑗)

                                                  [3.58] 

เม่ือ 
 𝜉𝑡

(𝑗)= Independent Normal Random Variable (White Noise) with Mean Zero and Variance 
  One ของอนุกรมเวลา j เม่ือ j=2,3,….,n 
 𝛼0, 𝛼1, . . . . . . . . . . , 𝛼𝑗−1= Regression Parameters 
 𝜂𝑡

(𝑗)= Independent Normal Random Variable with Mean Zero and Variance = 𝜎𝑛
2(𝑗) 

 

 เร่ิมจากการสังเคราะห์ 𝜉𝑡
(1)

,  𝜂𝑡
(2)แลว้จึงค านวณหา 𝜉𝑡

(2)
, 𝜉𝑡

(3)
, . . . . , 𝜉𝑡

(𝑗)เพื่อรักษา Cross-correlation 
Structure (เม่ือเพิ่มค่า 𝜉𝑡

(𝑗)ใหม่เขา้ไปในสมการ จะตอ้งค านวณค่าพารามิเตอร์ j  ใหม่) หลงัจากนั้นจึงแปลง 
𝜉𝑡

(𝑗) เป็น 𝑧̂𝑡
(𝑗)

,  𝑦̂𝑡
(𝑗), 𝑥̂𝑡

(𝑗) ตามล าดบั 
  ตวัอยา่งการใชส้มการ Linear Regression ของ 𝜉𝑡

(𝑗)เม่ือ  j=1,…,5  เพื่อการสังเคราะห์อนุกรมเวลาราย
เดือนของ Net Basin Water Supply ของ Lake St.Clair  𝜉𝑡

(5)และ Lakes Ontario, Erie, Superior and Michigan-
Huron แสดงอยูใ่นสมการ 3.59  (Yevjevich, 1975) 
 

 𝜉𝑡
(5)

= −0.00065 + 0.1258𝜉𝑡
(1)

+ 0.16721𝜉𝑡
(2)

− 0.04994𝜉𝑡
(3)

+ 0.19315𝜉𝑡
(4)

+ 𝜂𝑡
(5)

  [3.59] 

 

 แนวทางที่ 2: ใช้ Multivariate Matrix Approach 
 โดยวธีิน้ีจะสังเคราะห์อนุกรมเวลาทั้ง j ชุด พร้อมกนัแทนท่ีจะสังเคราะห์ท่ีละชุดเหมือนแนวทางท่ี 1 
รายละเอียดของวธีิน้ีจะกล่าวถึงในบทท่ี 

   

 Zt = A1Zt-1 + B t     ……….Multivariate AR(1)                                    [3.60] 

 Zt = A1Zt-1 + A2Zt-2 + B t    ……….Multivariate AR(2)                                    [3.61] 

เม่ือ  
 Zt  = (nx1) Vector Elements zt

(i)
  ; i=Series i 
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 A1, A2, B = (nxn) Matrix Parameters 

t = (nx1) Vector of Independent, Normally Distributed Random Variables with Mean 

      Zero and Variance One 

 

 แนวทางที ่3:  Dissaggregation Approach 
 
 วธีิน้ีเร่ิมจากการสังเคราะห์ 1 อนุกรมเวลา เช่น อนุกรมเวลาของ 1 สถานี หรืออนุกรมเวลารายปี หลงัจาก
นั้น จึงสังเคราะห์อนุกรมเวลาของสถานีอ่ืนจากอนุกรมเวลาของสถานีแรกท่ีสังเคราะห์ข้ึนตามวธีิการ 
Disaggregation หรือสังเคราะห์อนุกรมเวลารายเดือนจากอนุกรมเวลารายปีท่ีสังเคราะห์ข้ึน การสังเคราะห์
อนุกรมเวลาตอ้งรักษา Time and Space Dependent Structure  รายละเอียดของวธีิน้ีจะกล่าวถึงในบทท่ี 8  
  

 Y=AX+B                                                                                                                      [3.62]
เม่ือ  Y = Column Matrix of Seasonal Values ซ่ึงผลรวมของ Y เท่ากบั X  เมทริกซ์ Y มีขนาดเท่ากบั 
               [(w*k)x1] , w = No.of Seasons, k = No.of Time Series 

 X = Annual Value ซ่ึงเป็นเมทริกซ์ขนาด (kx1) 
 A = Matrix Parameters of Size [(w*k) x k] 
 B = Matrix Parameters of Size [(w*k) x (w*k)] 
 Vector of Independent, Normally Distributed Random Variables with Mean Zero  
  and Variance One with Size [(w*k) x 1] 
 
 3.10.2 การพยากรณ์ (Forecasting) 
 

 การสังเคราะห์ขอ้มูลคือกระบวนการในการสร้างอนุกรมเวลาข้ึนมาใหม่ ใหมี้ขนาดเท่ากบัอนุกรมเวลา
ตวัอยา่ง (t=1, 2, …., N) ส่วนการพยากรณ์ต่างจากการสังเคราะห์อนุกรมเวลาตรงท่ี การพยากรณ์คือการ
คาดการณ์ค่าของอนุกรมเวลาล่วงหนา้วา่จะมีค่าเท่าใดในอนาคตท่ีเวลา t+1 จากค่าเหตุการณ์ในปัจจุบนัท่ีเวลา t ท่ี
ทราบแลว้ ดงัรูปท่ี 3.9 
 

 ตัวอย่างการพยากรณ์ด้วย แบบจ าลอง AR(1) 
 
 zt=1zt-1+t                                                                                                             [3.63] 
 zt+1=1zt+t+1                                                                                                          [3.64] 
 ก าหนดให ้Expected Value of zt+1 เม่ือทราบค่า zt เท่ากบั[zt+1] 
 [zt+1] = Zt(1)=E(zt+1|zt)                                                                                                [3.65] 
 [zt|zt-1] = zt เน่ืองจากท่ีเวลา t จะทราบค่า zt-1 
 และ [t+1] =0 
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 ดงันั้น 
 [zt+1] = 1zt      หรือ   zt(1)=1zt                                                                                               [3.66] 
 [zt+2] = 1[zt+1]  หรือ  zt(2)=1 zt(1)                                                                                     [3.67] 
 [zt+3] = 1[zt+2]  หรือ  zt(3)=1 zt(2)                                                                                     [3.68] 
 
 เทคนิคการพยากรณ์ในลกัษณะน้ีเรียกวา่การพยากรณ์ล่วงหนา้ 1 คาบ หรือ One Step Ahead 
Forecasting ซ่ึงมี Lead Time L=1 
 
 ตวัอยา่งการพยากรณ์ดว้ยแบบจ าลอง ARMA(1,1) ซ่ึงมี Lead Time L 
 zt = 1zt-1+t – 1t-1                                                                                                            [3.69] 

 zt+L = 1zt+L-1+t+L – 1t+L-1                                                                                              [3.70] 

 [zt+L] = 1[zt+L-1]+[t+L] – 1[t+L-1]                                                                                  [3.71] 
 ถา้ L=1 
 [zt+1] = 1[zt+1-1]+[t+1] – 1[t+1-1]   

 [zt+1] = 1zt – 1t  ; [zt]= zt ,  [t+1] =0 , [t] = t 

 [zt+2] = 1[zt+1] ;  [t+1] =0 

 [zt+3] = 1[zt+2] 

 [zt+L] = 1[zt+L-1]  เม่ือ L>2 

 

 

 
 

  

รูปที ่3.9 ขอ้แตกต่างระหวา่งการสังเคราะห์ขอ้มูลและการพยากรณ์ 
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3.12 แบบฝึกหัดท้ายบท 
(1) From the 3 monthly time series (𝑦𝜐,𝜏) in Table 2.4 of Assignment in Chapter 2, calculate 

and plot fourier series estimates of the following parameters and compare with the non-

parametric estimates similar to the example as shown in Figure 1 and 2.  

a. Mean 

b. Standard deviation 

c. Lag k autocorrelation coefficients for each series for k=1,2,3 

          

 
𝑦

𝜏
, 𝑠𝜏 = 𝑛𝑜𝑛 − 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐 𝑒𝑠𝑡𝑖𝑚𝑎𝑡𝑒𝑠 𝑎𝑛𝑑 𝜇̂𝜏, 𝜎̂𝜏 = 𝐹𝑜𝑢𝑟𝑖𝑒𝑟 𝑠𝑒𝑟𝑖𝑒𝑠 𝑒𝑠𝑡𝑖𝑚𝑎𝑡𝑒𝑠 

Figure 1 

 

𝑧𝜐,𝜏 =
𝑦𝜐,𝜏 − 𝑦

𝜏

𝑠𝜏
 

Figure 2 
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บทที ่4 
การจ าลองอนุกรมเวลาด้วยแบบจ าลอง AUTOREGRESSIVE  

AUTOREGRESSIVE MODELING 
 

 แบบจ ำลอง Autoregressive หรือเรียกสั้นๆวำ่แบบจ ำลอง AR เป็นแบบจ ำลองสโตแคสติกท่ีเป็นท่ี
นิยมตั้งแต่ปี 1960 เป็นตน้มำ แบบจ ำลอง AR ปกตินิยมใชใ้นกำรจ ำลองทั้งอนุกรมเวลำรำยปีและอนุกรมเวลำ
แบบ Periodic เน่ืองเป็นแบบจ ำลองท่ีเขำ้ใจง่ำย ปรมำจำรยท่ี์มีส่วนส ำคญัในกำรพฒันำแบบจ ำลอง AR ไดแ้ก่   

o Thomas and Fiering (1962) 
o Yevjevich  (1963) 
o Box and Jenkins (1970) 
 

4.1 รายละเอยีดของแบบจ าลอง AR 
 
แบบจ าลอง AR สามารแบ่งออกได้เป็น 2 แบบคือ 
- AR Model with Constant Parameters ส ำหรับอนุกรมเวลำรำยปี 
- AR Model with Periodic Parameters ส ำหรับอนุกรมเวลำแบบ Periodic 

 

4.1.1 สมการคณติศาสตร์ของแบบจ าลอง AR (Mathematical Formulation of AR Models) 
 (1) AR Models with Constant Parameters 
 ให ้ ty   = Stationary Normal Time Series with 2,  and Autoregressive (Markovian) Correlation 
(~Serial Correlation) 
 
 AR(p);  Box and Jenkins (1970) 

 𝑦𝑡 =  𝜇 + 𝜙1(𝑦𝑡−1 − 𝜇) + ⋯+ 𝜙𝑝(𝑦𝑡−𝑝 − 𝜇) + 𝜀𝑡 
 𝑦𝑡 = 𝜇 + ∑ 𝜙𝑗(𝑦𝑡−𝑗 − 𝜇) + 𝜀𝑡

𝑝
𝑗=1       [4.1] 

 เม่ือ 

 𝑦𝑡 =  Time Dependent Series (Variable) with Normal Distribution and  
          𝐸(𝑦𝑡) = 𝜇;  𝑉𝑎𝑟(𝑦𝑡) = 𝜎2 
 𝜀𝑡 = Independent Normal Variable with Mean = 0 and Variance = 𝜎𝜀

2 
 𝜙1, … ,𝜙𝑝   = Autoregressive Coefficients 
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 พำรำมิเตอร์ของแบบจ ำลองในสมกำรท่ี 4.1 คือ {𝜇, 𝜎2, 𝜙1, … , 𝜙𝑝, 𝜎𝜀
2} ซ่ึงสำมำรถประมำณไดข้ำก

ตวัอยำ่ง 𝜎2 และ 𝜎𝜀
2 มีสหสัมพนัธ์ซ่ึงกนัและกนั  

 ตำรำงท่ี 4.1 แสดงแบบจ ำลอง AR(p) ซ่ึงเขียนในรูปแบบท่ีแตกต่ำงกนั จำกสมกำรท่ี 4.1 จะสำมำรถ
เขียนแบบจ ำลอง AR(1) หรือ First Order Autoregressive Model หรือ First Order Markov Model ไดด้งั
สมกำร  
 𝑦𝑡 =  𝜇 + 𝜙1(𝑦𝑡−1 − 𝜇) + 𝜀𝑡       [4.2] 
 แบบจ ำลอง AR(1) มีพำรำมิเตอร์ 4 ตวัคือ 𝜇, 𝜎2, 𝜙1, 𝜎𝜀

2 

ตารางที ่4.1 แบบจ ำลอง AR(p) ในรูปแบบต่ำงๆ ท่ีเป็นท่ีนิยมใชก้นั 

No. Forms of the AR(p) Modal Parameters Reference 

1 𝑦𝑡 = 𝜇 +  ∑𝜙𝑗

𝑃

𝑗=1

(𝑦𝑡 − 𝜇) + 𝜎(1 − 𝑅2)
1
2𝜉𝑡 

𝜇, 𝜎2,𝜙
1
,...,𝜙

𝑝
, 𝑅2 

(𝜎𝜉
2=1) 

 
 

Fiering and 
Jackson (1971) ; 
Beard (1967) 

2 

𝑦𝑡 = 𝜇+ 𝜎𝑧𝑡  

 𝑧𝑡 = ∑𝜙𝑗

𝑝

𝑗=1

𝑧𝑡−𝑗 + 𝜀𝑡  or 

 𝑧𝑡 = ∑𝜙𝑗

𝑝

𝑗=1

𝑧𝑡−𝑗  + 𝜎𝜀𝜉𝑡 

 

𝜀𝑡 = 𝜎𝜀𝜉𝑡; 𝐸 (𝜀𝑡 ) = 0; 𝑉𝑎𝑟 (𝜀𝑡 ) = 𝜎𝜀
2 

𝜇, 𝜎2,𝜙
1
,...,𝜙

𝑝
, 𝜎𝜀

2 

(𝜎𝜉
2=1) 

 
 

Yevjevich(1972) 

3a 

𝑦𝑡 = 𝜇 +  ∑𝜙𝑗

𝑃

𝑗=1

(𝑦𝑡 − 𝜇) + 𝜀𝑡 or 

𝑦𝑡 = 𝜇 +  ∑𝜙𝑗

𝑃

𝑗=1

(𝑦𝑡 − 𝜇) + 𝜎𝜀𝜉𝑡 

𝜇,𝜙
1
,...,𝜙

𝑝
, 𝜎𝜀

2 

 
 

Box and Jenkins 
(1970) 

3b 

𝑦𝑡 = 𝜇+ 𝑧𝑡  

 𝑧𝑡 = ∑𝜙𝑗

𝑃

𝑗=1

𝑧𝑡−𝑗  + 𝜀𝑡 or 

 𝑧𝑡 = ∑𝜙𝑗

𝑃

𝑗=1

𝑧𝑡−𝑗  + 𝜎𝜀𝜉𝑡 

𝜇,𝜙
1
,...,𝜙

𝑝
, 𝜎𝜀

2 

(𝜎𝜉
2 = 1) 

 
 
 

Box and Jenkins 
(1970) 

  

yt  = Stationary Normal Time Series with μ, σ2 
εt = Independent Normal Variable with μ = 0 𝑎𝑛𝑑 𝜎𝜀

2 

𝜙1,...,𝜙𝑝 = Autoregressive Coefficients 

{𝜇, 𝜎2, 𝜙1,...,𝜙𝑝, 𝜎𝜀
2} 𝑎𝑟𝑒 𝑃𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑒𝑟𝑠 𝑜𝑓 𝑡ℎ𝑒 𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙. 
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(2)   Periodic AR Model (Periodic Mean and Variance) 

 

- Constant Autoregressive Parameter (𝜙1, … , 𝜙𝑝) 

  𝑦𝑣,𝜏 = 𝜇𝜏 + 𝜎𝜏𝑧𝑣,𝜏        [4.3] 

 𝑧𝑣,𝜏 = ∑ 𝜙𝑗𝑧𝑣,𝜏−𝑗 + 𝜀𝑣,𝜏
𝑝
𝑗=1             [4.4] 

 𝑦𝑣,𝜏 = Dependent Normal Variables with 𝜇𝜏, 𝜎𝜀
2 

 𝑧𝑣,𝜏 = Dependent Normal Variables with Mean = 0 and Variance = 1 

 𝜀𝑉,𝜏 = Independent Normal Variable with Mean = 0 and Variance = 𝜎𝜀,𝜏
2  

 พำรำมิเตอร์ของแบบจ ำลอง {𝜇𝜏, 𝜎𝜏
2, 𝜙1, … , 𝜙𝑝, 𝜎𝜀,𝜏

2 ; 𝜏 = 1,…… ,𝜔} 

- Periodic Autoregressive Parameter (𝝓𝒋,𝝉) j =  1,…,p  and  =  1,…, 

 𝑧𝑣,𝜏 = ∑ 𝜙𝑗,𝜏𝑧𝑣,𝜏−𝑗 + 𝜎𝜀,𝜏𝜉𝑣,𝜏
𝑝
𝑗=1       [4.5] 

 พำรำมิเตอร์ของแบบจ ำลอง {𝜇𝜏, 𝜎𝜏
2, 𝜙1,𝜏, … , 𝜙𝑝,𝜏, 𝜎𝜀,𝜏

2 ; 𝜏 = 1,…… ,𝜔} 

 

4.1.2 Properties of AR Models with Constant Parameters 
 

แบบจ ำลอง AR แบบพำรำมิเตอร์คงท่ี มีพำรำมิเตอร์ดงัน้ี 
 
𝛦(𝑦𝑡) = 𝜇 
𝛦(𝜀𝑡) = 0  
𝑉𝑎𝑟(𝑦𝑡) = 𝜎2 
𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑡) =  𝜎𝜀

2 

 

พำรำมิเตอร์เหล่ำน้ีสำมำรถประมำณไดจ้ำกอนุกรมเวลำตวัอยำ่ง 

 
𝜎𝜀

2 = 𝜎2(1 − ∑ 𝜙𝑗𝜌𝑗
𝑝
𝑗=1 ) [4.6]  

𝜙𝑗 = jth Autoregressive Coefficients 

𝜌𝑗 = Lag j Autocorrelation Coefficients of 𝑦𝑡 

AR(1)  : 𝜎𝜀
2 = 𝜎2(1 − 𝜙1𝜌1)   

    [4.7] 

AR(2)  : 𝜎𝜀
2 = 𝜎2(1 − 𝜙1𝜌1 − 𝜙2𝜌2)  

   [4.8] 

 

(1) Autocorrelation Function  k คือดรรชนีท่ีแสดง Dependent Structure ของอนุกรมเวลำ มีช่ือ
เรียกไดห้ลำยแบบดงัน้ี 

  - ACF 

  - Lag k Serial Correlation 

  - Yule-Walker Equation (Model Correlogram) 

 

 𝜌𝑘 = ∑ 𝜙𝑗𝜌𝑘−𝑗
𝑝
𝑗=1 ; 𝑘 > 0  [4.9] 

 

วธีิกำรพิสูจน์สมกำร Yule-Walker [4.9] ท ำไดด้งัน้ี  
จำกสมกำร[4.1],  𝑦𝑡 − 𝜇 = ∑ 𝜙𝑗(𝑦𝑡−𝑗 − 𝜇)𝑝

𝑗=1 + 𝜀𝑡  [4.10] 
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คูณสมกำรท่ี [4.10] ดว้ย (y𝑡−𝑘 − μ) แลวั Take E(.) หลงัจำกนั้นหำรดว้ย 𝑉𝑎𝑟(𝑦𝑡) หรือ 𝜎2 จะได้
สมกำร Yule-Walker ดงัสมกำร [4.9] สมกำร Yule-Walker หรือ ACF  มีประโยชน์ส ำหรับ (1) หำ Order ของ
แบบจ ำลอง และ (2) เปรียบเทียบ Sample Correlogram กบั Model Correlogram  ส ำหรับ AR(1) Model 
Correlogram  แสดงอยูใ่นตำรำงท่ี 4.2  รูปท่ี 4.1 แสดงอนุกรมเวลำ ACF และ Partial ACF ของ AR(1) ซ่ึงมี
พำรำมิเตอร์ต่ำงๆ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่4.1 The time series z𝑡  , autocorrelation functions 𝜌𝑘 and partial autocorrelation function 𝜙𝑘(𝑘) for 
AR(1) models with parameters (a) 𝜇 = 0, 𝜎𝜀

2 = 1 and 𝜙1 = 0.60 and (b) 𝜇 = 0, 𝜎𝜀
2 = 1  and 𝜙1 =

−0.60 

ตารงที ่4.2  Model Correlogram ส ำหรับ AR(1) : 𝜌𝑘 = 𝜙1𝜌𝑘−1 ; 𝑘 > 0 

k         𝜌𝑘 = 𝜙1𝜌𝑘−1 หมายเหตุ 
1 𝜌1 = 𝜙1 𝜌0 = 1 
2  𝜌2 = 𝜙1

2  
.   

k 𝜌𝑘 = 𝜙1
𝑘  
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AR(1) : 𝜎𝜀
2 = 𝜎2(1 − 𝜙1

2)   ……Biased      [4.11] 

   𝜎𝜀
2 =

𝑁

𝑁−1
𝜎2(1 − 𝜙1

2)  ……Unbiased      [4.12] 

AR(2) :   For k=1 ; 𝜌1 =
𝜙1

1−𝜙2
         [4.13] 

   k=2 ; 𝜌2 =
𝜙1

2

1−𝜙2
+ 𝜙2         [4.14] 

   (see appendix) 

   𝜎𝜀
2 = 𝜎2 (1+𝜙2)

(1−𝜙2)
[(1 − 𝜙1

2)2 − 𝜙2
2]  …Biased     [4.15] 

   𝜎𝜀
2 =

𝑁

(𝑁−2)
𝜎2 (1+𝜙2)

(1−𝜙2)
[(1 − 𝜙1

2)2 − 𝜙2
2] …Unbiased     [4.16] 

   𝜙1 = 𝜌1
(1−𝜌2)

(1−𝜌1
2)

 

   𝜙2 =
𝜌2−𝜌1

2

1−𝜌1
2  

 

จงพสูิจน์สมการที ่4.13 และ 4.14 ของแบบจ าลอง AR(2) จากสมการ Yule-Walker [4.9]  
ส ำหรับ AR(2);  

ถำ้  k=1, 𝜌1 = 𝜙1𝜌1−1 + 𝜙2𝜌1−2  

          = 𝜙1𝜌0 + 𝜙2𝜌−1 = 𝜙1 + 𝜙2𝜌1 

     𝜌1 =
𝜙1

1−𝜙2
 

 ถำ้  k=2, 𝜌2 = 𝜙1𝜌2−1
− 𝜙2𝜌2−2 = 𝜙1𝜌1 − 𝜙2 

          =
𝜙1

2

1−𝜙2
− 𝜙2 

 

(2) PACF (Partial Autocorrelation Function or Partial Correlogram) 𝜙𝑘(𝑘)  

คือดรรชนีท่ีแสดง Dependent Structure  ของอนุกรมเวลำเช่นเดียวกบั ACF มีประโยชน์ในกำรหำชนิดและ
ล ำดบัของแบบจ ำลอง PACF คือค่ำสัมประสิทธ์ิ Autoregressive ล ำดบัท่ี k ของแบบจ ำลอง AR(p) เม่ือ p=k ดงั
สมกำร 
 
 𝜌𝑗 = 𝜙1(𝑘)𝜌𝑗−1 + 𝜙2(𝑘)𝜌𝑗−2 + ⋯…+ 𝜙𝑘(𝑘)𝜌𝑗−𝑘; 𝑗 = 1,… , 𝑘;  k = p [4.17] 
 𝜌𝑗 = ∑ 𝜙𝑖(𝑘)𝜌𝑗−𝑖

𝑘
𝑖=1 ; 𝑗 = 1,… , 𝑘; 𝑘 = 𝑝 

 𝜙𝑗(𝑘) = 𝑗𝑡ℎ  autoregressive coefficient of AR(k) 
 𝜙(𝑘) = 𝑘𝑡ℎ  autoregressive coefficient of AR(k)  PACF 
ส ำหรับ AR(1);  ถำ้ k=1; 𝜙1(1) = 𝜌1 
    𝜙𝑘(𝑘) = 0 , เม่ือ k  1 
ส ำหรับ AR(2);  ถำ้ k=2; 𝜙2(2) =

𝜌2−𝜌1
2

1−𝜌1
2         

    𝜙1(1) = 𝜌1 
    𝜙𝑘(2) = 0, เม่ือ k  2 
ส ำหรับ AR(p);   𝜙𝑘(𝑘) ≠ 0, เม่ือ k  p ;  𝜙𝑘(𝑘) =  0, เม่ือ k  p 

 

รูปท่ี 4.2 แสดง ACF และ PACF ของ AR(2) ซ่ึงมีพำรำมิเตอร์แตกต่ำงกนั 4 แบบ  
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รูปที ่4.2 ACF และ PACF ของ AR(2) ซ่ึงมีพำรำมิเตอร์แตกต่ำงกนั 4 แบบ 

 

 
 

 (3) Parameters Stationary Conditions for AR(p) with Constant Parameter 
 Stationary Condition ของ AR(p) จะสำมำรถหำไดจ้ำกเกณฑท่ี์วำ่ ถำ้รำกของสมกำร Characteristic  
ในสมกำรท่ี 4.18 มีค่ำอยูภ่ำยในวงกลมซ่ึงมีรัศมี 1 หน่วย (Unit Circle) แสดงวำ่พำรำมิเตอร์ของ AP(p) อยู่
ใน Stationary Condition 
 
 𝑢𝑝 − 𝜙1𝑢

𝑝−1 − 𝜙2𝑢
𝑝−2 ……𝜙𝑝 = 0          [4.18] 

|𝑢𝑖| < 1   เม่ือ  𝑖 = 1,…… , 𝑝 
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 ส ำหรับแบบจ ำลอง AR(2) ดงัสมกำร:  𝑧𝑡 = 0.5𝑧𝑡−1 + 0.2𝑧𝑡−2 + 𝜀𝑡 
 Characteristic Equation คือ  
  𝑢2 − 0.5𝑢 − 0.2 = 0 
      |𝑢1|  = |0.762| < 1 
      |𝑢2| = |−0.261| < 1 
 Stationary Condition ของ AR(2) สำมำรถเขียนในรูปแบบอ่ืนๆไดด้งัน้ี 
 


1
+ 

2
 < 1 


2
− 

1
 < 1 

−1  
2
   1 

−1    𝜌1      1 
−1    𝜌2       1 

𝜌1
2 <

1 + 𝜌2

2
 

 Stationary Condition ของ AR(1) คือ 
 𝑢 − 𝜙1 = 0 
      𝑢 =  𝜙1 
 −1 < 𝜙1 < 1 หรือ − 1 < 𝜙2 < 1 

 

4.1.3 Properties of AR Model with Periodic Parameters 

 

แบบจ ำลอง PAR(p) ซ่ึงมี Periodic Parameter คือ 
 
𝑧𝑣,𝜏 = ∑ 𝜙𝑗,𝜏𝑧𝑣,𝜏−𝑗 + 𝜀𝑣,𝜏

𝑝
𝑗=1               [4.19] 

        
 เม่ือ 
 𝑧𝑣,𝜏 = (

𝑦𝑣,𝜏−𝜇𝜏

𝜎𝜏
)  

 𝜙𝑗,𝜏 = jth Periodic Autoregressive Parameters ส ำหรับคำบท่ี 𝜏 เม่ือ 𝜏 = 1,… , 𝜔

 𝜀𝑣,𝜏 = Random Error ซ่ึงมี Mean=0 และ Periodic Variance = 𝜎𝜀,𝜏
2  

  ดงันั้นสมกำรท่ี [4.18] สำมำรถเขียนในอีกรูปแบบหน่ึงไดด้งัน้ี 
 

 𝑧𝑣,𝜏 = ∑ 𝜙𝑗,𝜏𝑧𝑣,𝜏−𝑗 + 𝜎𝜀,𝜏𝜉𝑣,𝜏
𝑝
𝑗=1                [4.20] 

 เม่ือ  
 𝑧𝑣,𝜏 คืออนุกรมปกติมำตรฐำนท่ีมี Mean = 0 และ Variance = 1 

 

 𝜉𝑣,𝜏 คือ Random Error ท่ีมี Mean = 0 และ Variance = 1 
 

 𝜎𝜀,𝜏
2 = 1 − ∑ 𝜙𝑗,𝜏𝜌𝑗,𝜏

𝑝
𝑗=1                            [4.21] 

 ส ำหรับ AR(1) Periodic Variance คือ 
 𝜎𝜀,𝜏

2 = 1 − 𝜙1,𝜏𝜌1,𝜏                           [4.22] 
 ส ำหรับ AR(2) Periodic Variance คือ 
 𝜎𝜀,𝜏

2 = 1 − 𝜙1,𝜏𝜌1,𝜏 − 𝜙2,𝜏𝜌2,𝜏                         [4.23]                                                                                                    
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 Model Correlogram ของ Periodic AR(p) คือ 

𝜌𝑘,𝜏 = ∑ 𝜙𝑗,𝜏𝜌|𝑘−𝑗|,𝜏−𝑙𝑗
 ;   𝑘 > 0𝑝

𝑗=1                                                                                  [4.24] 
เม่ือ  
l𝑗  =  min(k, j) 

 𝜌0,𝜏 = 1 

ส ำหรับ AR(1);  เม่ือ  k=1 ; 𝜌1,𝜏 = 𝜙1,𝜏𝜌0,𝜏−1 = 𝜙1,𝜏; 𝜌0,𝜏−1 = 1 
ส ำหรับ AR(2);  เม่ือ  k=1 ; 𝜌1,𝜏 = 𝜙1,𝜏𝜌0,𝜏−1 + 𝜙2,𝜏𝜌1,𝜏−1; 𝜌0,𝜏−1 = 1 
                           เม่ือ  k=2 ; 𝜌2,𝜏 = 𝜙1,𝜏𝜌1,𝜏−1 + 𝜙2,𝜏𝜌0,𝜏−2; 𝜌0,𝜏−2 = 1 
 

4.2 แบบจ าลอง AR ส าหรับอนุกรมเวลารายปี (AR Modeling of Annual Time Series) 
 4.2.1 แบบจ าลอง AR 
 
 ให ้𝑥𝑡  คืออนุกรมเวลำแบบ Non-normal ตอ้งแปลงใหเ้ป็นอนุกรมเวลำแบบ Normal (𝑦

𝑡
) โดยใช้

ฟังคช์ัน่กำรแปลงท่ีเหมำะสม ดงัน้ี 
   𝑦𝑡 = 𝑔(𝑥𝑡)             [4.25] 

             เม่ือ  
 𝑔 (−) คือ ฟังคช์ัน่กำรแปลงใหเ้ป็นอนุกรมเวลำแบบ Normal เช่น Log หรือ Square Root หรือ  
         Power Function 
 แบบจ ำลอง AR ส ำหรับอนุกรมเวลำ yt คือ 
   𝑦𝑡 = 𝜇 + 𝑧𝑡              [4.26] 
 เม่ือ  
 𝑦𝑡 คืออนุกรมเวลำแบบ Normal ซ่ึงมี Mean เท่ำกบั  และ Variance เท่ำกบั 

 𝑧𝑡 คืออนุกรมเวลำแบบ Normal ซ่ึงมี Mean กบั 0 และ Variance เท่ำกบั 1 และมีรูปแบบจ ำลองแบบ   
AR(p) 
 
 ถำ้ 𝑧𝑡 เป็น AR (0) 
   𝑧𝑡 = 𝜀𝑡              [4.27] 
 ถำ้ zt เป็น AR (1) 
  𝑧𝑡 = 𝜙1𝑧𝑡−1+𝜀𝑡                                                                                                               [4.28] 
 ถำ้ 𝑧𝑡 เป็น AR(2) 
 𝑧𝑡 = 𝜙1𝑧𝑡−1+𝜙2𝑧𝑡−2 + 𝜀𝑡           [4.29] 
 ถำ้ 𝑧𝑡 เป็น AR(p) 
 𝑧𝑡 = 𝜙1𝑧𝑡−1+⋯+ 𝜙𝑝𝑧𝑡−𝑝 + 𝜀𝑡           [4.30] 
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4.2.2 การประมาณค่าพารามิเตอร์ของแบบจ าลอง Annual AR (Parameter Estimation for 
Annual AR Models) 

 
 แบบจ ำลอง Annual AR(p) มีพำรำมิเตอร์เท่ำกบั p+3 ตวัคือ μ, 𝜎2, 𝜙1, … , 𝜙𝑝, 𝜎𝜀

2 วธีิกำรประมำณ
ค่ำพำรำมิเตอร์ท่ีนิยมใชมี้ 2 วิธีคือ โดยวธีิ Moment และวธีิ Maximum Likelihood 

(1) การประมาณค่าพารามิเตอร์โดยวธีิ Moment 
𝜇̂ = 𝑦̄ =

1

𝑁
∑ 𝑦𝑡

𝑁
𝑡=1                                                                                                           [4.31] 

𝜎̂2 = 𝑠2 =
1

(𝑁−1)
∑ (𝑦𝑡 − 𝑦̄)2𝑁

𝑡=1                                                                                   [4.32] 

 
พำรำมิเตอร์ 𝜙1, … , 𝜙𝑝  จะสำมำรถหำไดจ้ำกสมกำร Yule-Walker หรือสมกำร [4.9] โดยกำร

ประมำณค่ำจำกอนุกรมเวลำตวัอยำ่ง ดงัน้ี 
𝑟𝑘 = 𝜙̂1𝑟𝑘−1 + 𝜙̂2𝑟𝑘−2+. . . . . . . . . +𝜙̂𝑝𝑟𝑘−𝑝; 𝑘 > 0        [4.33] 
เม่ือ 𝑟1, … , 𝑟𝑘  คือ Sample Autocorrelation Coefficients 
กรณี AR(1), p=1 จะได ้
𝜙̂1 = 𝑟1                                                                                                                              [4.34] 
กรณี AR(2), p=2 จะได ้
𝜙̂1 =

𝑟1(1−𝑟2)

1−𝑟1
2        และ         𝜙̂2 =

(𝑟2−𝑟1
2)

1−𝑟1
2                                                                     [4.35]                                                                                         

ตวัประมำณค่ำแบบ Unbiased ของ Variance of Error  2ˆ   ของแบบจ ำลอง AR(p) จะหำไดจ้ำก
สมกำร 

𝜎̂𝜀
2 =

𝑁𝜎̂2

(𝑁−𝑝)
(1 − ∑ 𝜙̂𝑗𝑟𝑗

𝑝
𝑗=1 )            [4.36] 

ส ำหรับ AR(1) 
𝜎̂𝜀

2 =
𝑁𝜎̂2

(𝑁−1)
(1 − 𝜙̂1

2)                                                                                                      [4.37] 
ส ำหรับ AR(2) จำกสมกำร [4.35] และสมกำร [4.36] จะได ้
𝜎̂𝜀

2 =
𝑁𝜎̂2

(𝑁−2)
(
1+𝜙̂2

1−𝜙̂2
) {(1 − 𝜙̂2

2) − 𝜙̂1
2}                                                                           [4.38] 

 
การหาความน่าเช่ือถือของพารามิเตอร์ทีป่ระมาณได้ (Reliability of Estimated Parameters) 
 
กำรหำควำมน่ำเช่ือถือของพำรำมิเตอร์ท่ีประมำณได ้คือกำรหำค่ำช่วงควำมเช่ือมัน่ (Confident 

Interval) ของพำรำมิเตอร์นัน่เอง 
การหาช่วงความเช่ือมั่น (1 − 𝛼) ของ 𝜇 

𝑉𝑎𝑟(𝑦̄) =
𝜎̂2

𝑁
[1 +

2

𝑁
∑ (𝑁 − 𝑘)𝜌̂𝑘

𝑁−1
𝑘=1 ]                                                     [4.39] 

กรณี AR(1)  𝜌̂𝑘 = 𝜙1
𝑘  จะไดว้ำ่  
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𝑉𝑎𝑟(𝑦̄) =
𝜎̂2

𝑁2(1−𝜙̂1)
2 [(1 − 𝜙̂1

2)𝑁 − 2𝜙̂1(1 − 𝜙̂1
𝑁)]                      [4.40] 

 
จำกตวัประมำณค่ำ 𝑦  และ 𝑉𝑎𝑟(𝑦̄) จะหำช่วงควำมเช่ือมัน่ของท่ี (1 − 𝛼) ของ 𝜇 ไดด้งัน้ี 
 
(𝑦̄ − 𝑡(𝑁−1,1−𝛼/2) 𝑠(𝑦̄)) < 𝜇 < (𝑦̄ + 𝑡(𝑁−1,1−𝛼/2) 𝑠(𝑦̄))                                      [4.41] 
เม่ือ 
𝑡(𝑁−1,1−𝛼/2) คือ ค่ำสถิติ t ท่ี Significant Level  เท่ำกบั 𝛼 และ Degree of Freedom เท่ำกบั N-1 
𝑠(𝑦̄) คือ Standard Deviation ของ y ซ่ึงเท่ำกบั √𝑉𝑎𝑟(𝑦̄) 
การหาช่วงความเช่ือมั่น (1 − 𝛼)  ของ 𝜎2 
S2 มีกำรแจกแจงแบบ Chi-Square 
𝜒2 =

(𝑁−1)𝑆2

𝜎2                                           [4.42] 
เม่ือ 2 คือค่ำ Chi-Square ท่ีมี Degree of Freedom เท่ำกบั (N-1) 
ช่วงควำมเช่ือมัน่ท่ี (1 − 𝛼)  ของ 𝜎2 จะหำไดจ้ำกกำรแจกแจงแบบ Chi-Square ดงัน้ี 
𝜒

1−
𝛼

2
,𝑁−1

2 < 𝜒2 < 𝜒𝛼

2
,𝑁−1

2                                               

𝜒
1−

𝛼
2
,𝑁−1

2 <
(𝑁 − 1)𝑆2

𝜎2
< 𝜒𝛼

2
,𝑁−1

2  

(𝑁−1)𝑆2

𝜒𝛼
2
,𝑁−1

2 < 𝜎2 <
(𝑁−1)𝑆2

𝜒
1−

𝛼
2
,𝑁−1

2            [4.43] 

การหาช่วงความเช่ือมั่น (1 − 𝛼)  ของ 𝜙𝑝 
Box และ Jenkins (1970) เสนอวธีิค ำนวณหำ Variance-Covariance Matrix ของ 𝜙̂1, . . . , 𝜙̂𝑝 ดงั

สมกำร 

𝑉̂ (𝜙̂) = (𝑁 − 𝑝)−1(1 − ∑ 𝜙̂𝑗
𝑝
𝑗=1 𝑟𝑗)

[
 
 
 
 

1 𝑟1 𝑟2 . 𝑟𝑝−1

𝑟1 1 𝑟1 . 𝑟𝑝−2

𝑟2 𝑟1 1 . 𝑟𝑝−3

. . . . .
𝑟𝑝−1 𝑟𝑝−2 𝑟𝑝−3 . 1 ]

 
 
 
 
−1

      [4.44] 

 
เม่ือ 𝑉̂ (𝜙̂) คือ Variance-Covariance Matrix ของ 𝜙̂1, . . . , 𝜙̂𝑝 
ส ำหรับ AR(1) 
𝑉̂ (𝜙̂) = 𝑉𝑎𝑟(𝜙̂1) =

(1−𝜙̂1
2)

𝑁−1
                                                                                          [4.45] 

ส ำหรับ AR(2) 
𝑉𝑎𝑟(𝜙̂1) = 𝑉𝑎𝑟(𝜙̂2) =

(1−𝜙̂2
2)

𝑁−2
                                                                                     [4.46] 

𝐶𝑜𝑣(𝜙̂1, 𝜙̂2) =
−𝜙̂1(1+𝜙̂2)

𝑁−2
                                                                                              [4.47] 
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 ช่วงความเช่ือมั่นที ่(𝟏 − 𝜶)  ของ 𝝓𝒋  
 (𝜙̂𝑗 − 𝑢1−𝛼/2𝑠(𝜙̂𝑗)) < 𝜙𝑗 < (𝜙̂𝑗 + 𝑢1−𝛼/2𝑠(𝜙̂𝑗))          [4.48] 
 เม่ือ  
 𝑢1−𝛼/2 คือ z-score หรือ Standardized Normal Distribution ท่ีระดบันยัส ำคญั 𝛼 
 
 การช่วงความเช่ือมั่นที ่(𝟏 − 𝜶)  ของ 𝝈𝜺

𝟐   
 
 𝑁𝜎̂2

(𝑁−𝑝)
(1 − ∑ 𝜙𝑗(𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟)𝑟𝑗

𝑝
𝑗=1 ) < 𝜎𝜀

2 <
𝑁𝜎̂2

(𝑁−𝑝)
(1 − ∑ 𝜙𝑗(𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟)𝑟𝑗

𝑝
𝑗=1 )              [4.49] 

 
(2) วธีิ Maximum Likelihood 

 Box และ Jenkins (1970) เสนอแนะวำ่วธีิกำรค ำนวณหำผลบวกของ Cross-Products ของอนุกรม
เวลำ 𝑧𝑡  ดงัสมกำร 

𝑧𝑖𝑧𝑗 + 𝑧𝑖+1𝑧𝑗+1 + ⋯+ 𝑧𝑁+1−𝑖𝑧𝑁+1−𝑗                                                   [4.50] 
 และไดนิ้ยำมเทอม Sum of Cross-Products (𝐷𝑖𝑗)ไวด้งัน้ี 

𝐷𝑖𝑗 = 𝐷𝑗𝑖 =
𝑁

(𝑁+2−𝑖−𝑗)
∑ 𝑧𝑖+𝑙𝑧𝑗+𝑙

𝑁+1−𝑖−𝑗
𝑙=0                                                                    [4.51] 

 ค่ำประมำณของ 𝜙1 …𝜙𝑝 โดยวธีิ Maximum Likelihood จะหำไดโ้ดยกำรแกส้มกำร 
 𝐷1𝑗 = 𝜙̂1𝐷𝑗2 + 𝜙̂2𝐷𝑗3 + ⋯+ 𝜙̂𝑝𝐷𝑗,𝑝+1 ; 𝑗 = 2, … , 𝑝 + 1       [4.52] 

 ส ำหรับ AR(1) จะได ้
  𝜙̂1 =

𝐷12

𝐷22
                                                                                                                           [4.53] 

 ส ำหรับ AR(2) จะได ้
𝜙̂1 =

𝐷12𝐷33−𝐷13𝐷23

𝐷22𝐷33−𝐷23
2      𝑎𝑛𝑑  𝜙̂2 =

𝐷13𝐷22−𝐷12𝐷23

𝐷22𝐷33−𝐷23
2            [4.54] 

 
 ค่ำประมำณของ Variance ของ White Noise (𝜎𝜀

2) คือ 
𝜎̂𝜀

2 = 
1

(𝑁−𝑝)
(𝐷11 − ∑ 𝜙̂𝑗𝐷1,𝑗+1

𝑝
𝑗=1 )                                                [4.55] 

 ส ำหรับ AR(1) 
𝜎̂𝜀

2 = 
1

(𝑁−1)
(𝐷11 − 𝜙̂1𝐷12)                                                              [4.56] 

 ส ำหรับ AR(2) 
𝜎̂𝜀

2 = 
1

(𝑁−2)
(𝐷11 − 𝜙̂1𝐷12 − 𝜙̂2𝐷13)                                                     [4.57] 

 
การหาความน่าเช่ือถือของพารามิเตอร์ทีป่ระมาณได้ (Reliability of Estimated Parameters) 

 ช่วงควำมเช่ือมัน่ของท่ี (1 − 𝛼) ของ μ จะหำไดจ้ำกสมกำร [4.41] 
 Variance-Covariance Matrix ของ 𝜙̂1, . . , 𝜙̂𝑝 คือ 
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𝑉̂ (𝜙̂) = 𝜎̂𝜀
2𝐷𝑝

−1                                                                                                 [4.58] 

𝐷𝑝 = [

𝐷22 𝐷23 . 𝐷2,𝑝+1

𝐷32 𝐷33 . 𝐷3,𝑝+1

. . . .
𝐷𝑝+1,2 𝐷𝑝+1,3 . 𝐷𝑝+1,𝑝+1

]                                                      [4.59] 

 ส ำหรับ AR(1) 
𝑉̂ (𝜙̂) = 𝑉𝑎𝑟(𝜙̂1) =

𝜎̂𝜀
2

𝐷22
                                                                                  [4.60] 

 ส ำหรับ AR(2) 
𝑉𝑎𝑟(𝜙̂1) =

𝜎̂𝜀
2𝐷33

(𝐷22𝐷33−𝐷23
2)

 ;  𝑉𝑎𝑟(𝜙̂2) =
𝜎̂𝜀

2𝐷22

(𝐷22𝐷33−𝐷23
2)

               [4.61] 

 
𝐶𝑜𝑣(𝜙̂1, 𝜙̂2) =

− 𝜎̂𝜀
2𝐷33

(𝐷22𝐷33−𝐷23
2)

                                                         [4.62] 

 
 ช่วงควำมเช่ือมัน่ท่ี (1 − 𝛼) ของ 𝜙𝑗 คือ 

 𝜙̂𝑗 − 𝑢𝛼

2

√𝑉𝑎𝑟(𝜙̂𝑗) < 𝜙𝑗 < 𝜙̂𝑗 + 𝑢𝛼

2

√𝑉𝑎𝑟(𝜙̂𝑗)                     [4.63] 

 ช่วงควำมเช่ือมัน่ท่ี (1 − 𝛼)  ของ 𝜎𝜀
2 คือ 

1

(𝑁−𝑝)
(𝐷11 − ∑ 𝜙𝑗(𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟)𝐷1,𝑗+1

𝑝
𝑗=1 ) < 𝜎𝜀

2 <
1

(𝑁−𝑝)
(𝐷11 − ∑ 𝜙𝑗(𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟)𝐷1,𝑗+1

𝑝
𝑗=1 ) [4.64] 

 
4.2.3 วธีิการทดสอบความเหมาะสมส าหรับแบบจ าลอง Annual AR 

 
(1) การทดสอบสมมติฐานของแบบจ าลอง (Test on Assumptions of Model) 

 สมมติฐำนในกำรทดสอบแบบจ ำลองคือ White Noise (𝜀𝑡) เป็นตวัแปรอิสระ (Independent) และมี
กำรแจกแจงแบบปกติ (Normal) จำกสมกำรแบบจ ำลอง AR(p) จะหำค่ำประมำณของ White Noise ไดด้งั
สมกำร 

 𝜀𝑡̂ = 𝑧𝑡 − 𝜙̂1𝑧𝑡−1 − ⋯− 𝜙̂𝑝𝑧̂𝑡−𝑝                   [4.65] 
 กำรทดสอบวำ่ White Noise (𝜀𝑡) เป็นตวัแปรอิสระ จะใหค้่ำสถิติ Porte Manteau (Q) ดงัสมกำร 
 𝑄 = 𝑁 ∑ 𝑟𝑘

2(𝜀̂)𝐿
𝑘=1                                                                                                   [4.66] 

 เม่ือ 
 L= Maximum Lag ซ่ึงมีค่ำประมำณ 10-30% ของขนำดอนุกรมตวัอยำ่ง (N) 
 ถำ้ 𝑄 < 𝜒𝛼,𝐿−𝑝

2  (ค่ำสถิติ Chi-Square ซ่ึงมีองศำเสรีเท่ำกบั L-p) แสดงวำ่ White Noise (𝜀𝑡)เป็นตวั
แปรอิสระ หรือ แบบจ ำลองเหมำะสม (Adequate) แต่ถำ้ 𝑄 ≥ 𝜒𝐿−𝑝

2 แสดงวำ่แบบจ ำลองไม่เหมำะสม 
(Inadequate) และตอ้งเลือกแบบจ ำลองใหม่โดยเพิ่มล ำดบั (p) ของแบบจ ำลองเป็น p+1 เป็นตน้ 
 ส่วนกำรทดสอบวำ่ White Noise (𝜀𝑡) มีกำรแจกแจงแบบปกติหรือไม่ท ำได ้3 วธีิคือ 

- พล๊อตกรำฟ 
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- Chi-Square Test 
- Smirnov-Komogorov Test (ดูหวัขอ้ 3.9.2 ในบทท่ี 3) 

 

(2) การเปรียบเทยีบ Historical และ Model Correlogram 
(3) การทดสอบ Parsimony ของพารามิเตอร์ 
กำรทดสอบ Parsimony ของพำรำมิเตอร์จะใชว้ธีิ Akaike Information Criteria (AIC) ซ่ึงเกณฑใ์น

กำรทดสอบคือแบบจ ำลองท่ีมีค่ำ AIC ต ่ำสุดจะมีควำมเหมำะสมดำ้น Parsimony ของพำรำมิเตอร์มำกกวำ่ 
 

𝐴𝐼𝐶(𝑝) = 𝑁 𝑙𝑛( 𝜎̂𝜀
2) + 2𝑝                                                                              [4.67] 

 
4.2.4 การสังเคราะห์ข้อมูลใหม่โดยแบบจ าลอง Annual AR (Generation with Annual AR) 

 แบบจ ำลอง Annual AR(p) 
  

 𝑧̂𝑡 = 𝜙̂1𝑧̂𝑡−1 + ⋯+ 𝜙̂𝑝𝑧̂𝑡−𝑝 + 𝜀𝑡                   [4.68] 
 𝜀𝑡   คือตวัแปรสุ่มอิสระซ่ึงมีกำรแจกแจงแบบปกติ มี Mean=0 และ Variance=𝜎𝜀

2 

 ก ำหนดให ้𝜉𝑡 คือตวัแปรสุ่มอิสระซ่ึงมีกำรแจกแจงแบบปกติ มี Mean=0 และ Variance=1 หรือ 
Standardized Normal Variate จึงสำมำรถเขียนสมกำร [4.68] ไดด้งัน้ี 

  

 𝑧̂𝑡 = 𝜙̂1𝑧̂𝑡−1 + ⋯+ 𝜙̂𝑝𝑧̂𝑡−𝑝 + 𝜎̂𝜀𝜉𝑡                                                                                                                                  [4.69] 

 จำกแบจ ำลอง Annual AR(p) ในสมกำรท่ี [4.69] กระบวนกำรในกำรสังเครำะห์ขอ้มูลใหม่มีขั้นตอน
ดงัต่อไปน้ี 
 ขั้นที ่1- เร่ิมจำกกำรสังเครำะห์ Standard Normal Variate (𝜉𝑡 ) แลว้แทนค่ำลงในสมกำร [4.69] เพื่อ
ค ำนวณหำค่ำ 𝑧̂1 เน่ืองไม่ทรำบค่ำ z ท่ีเกิดข้ึนก่อนหนำ้นั้น คือ 𝑧0, 𝑧1, … , 𝑧𝑝+1 โดยปกติจะสมมติใหมี้ค่ำ
เท่ำกบัค่ำเฉล่ีย หรือเท่ำกบั 0 จะไดว้ำ่ 
 𝑧̂1 = 𝜎̂𝜀𝜉1  
 สังเครำะห์ค่ำ 𝜉2  เพื่อค ำนวณหำค่ำ 𝑧̂2 ดงัน้ี 
 𝑧̂2 = 𝜙̂1𝑧̂1 + 𝜎̂𝜀𝜉2 
 ท ำกำรสังเครำะห์ 𝑧̂3, 𝑧̂4, … , 𝑧̂𝑛 ในท ำนองกบัวธีิกำรท่ีกล่ำวแลว้ โดยทัว่ไปจะกำรสังเครำะห์ขอ้มูล
ใหม่เท่ำกบั N’ และก ำหนดให ้
 𝑁’ =  𝑁𝑔 +  𝑁𝑤                                                                                                         [4.70] 
 เม่ือ  
 𝑁𝑔 คือจ ำนวนขอ้มูลท่ีตอ้งกำรสังเครำะห์ 
 𝑁𝑤 คือ Warm-up Length ซ่ึงโดยปกติจะก ำหนดค่ำ 𝑁𝑤 เท่ำกบั 50 



 4-14 

 ขั้นที ่2- ตดัขอ้มูล 𝑁𝑤 ตวัแรกออกจำกขอ้มูล N’ ท่ีสังเครำะห์ข้ึน เพื่อตดั Bias จำกกำรใชค้่ำ Pseudo 
Random Number จะไดอ้นุกรมเวลำท่ีสังเครำะห์ข้ึนใหม่ 𝑧̂𝑡 เม่ือ t เท่ำกบั 1,… ,𝑁𝑔  
 ขั้นที ่3-แปลงค่ำ tẑ  ท่ีสังเครำะห์ข้ึนมำกลบัเป็นค่ำ 𝑦̂𝑡โดยใชส้มกำรกำรแปลงเช่นเดียวกบัท่ีใช้
แปลง 𝑦̂𝑡 เป็น 𝑧̂𝑡 เช่น 
  𝑦̂𝑡 = 𝑦̄ + 𝑧𝑡. 𝜎̂𝜀                                                                                                [4.71]  
 ขั้นที ่4-แปลง 𝑦̂𝑡 กลบัเป็น 𝑥̂𝑡 โดยใช ้Normalized Inverse Function  ดงัสมกำร  
 𝑥̂𝑡 = 𝑔−1(𝑦̂𝑡)                                                                        [4.72]    
 
 ตัวอย่างการจ าลองอนุกรมเวลารายปีด้วยแบบจ าลอง AR      
 กำรจ ำลองอนุกรมเวลำน ้ำท่ำรำยปีของแม่น ้ำ Gota ประเทศสวเีดน 
 A = 18,076 mile2 or 47,439 km2, 𝑄̄ = 19,000 cfs (538 cms.) 
 อนุกรมเวลำน ้ำท่ำรำยปีของแม่น ้ำ Gota มีจ ำนวน 171 ปี เร่ิมจำกปี 1807 แต่ในกำรจ ำลองจะเลือกใช้
เฉพำะขอ้มูลช่วง 50 ปี จำกช่วง 1901-1950 ในกำรวเิครำะห์จะใชค้่ำอตัรำส่วนระหวำ่งอตัรำกำรไหลต่อ
ค่ำเฉล่ีย (𝑄𝑡/𝑄 = 𝑀𝑜𝑑𝑢𝑙𝑎𝑟 𝐶𝑜𝑒𝑓𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑠) ดงัแสดงในตำรำงท่ี 4.3 
 
ตารางที ่4.3 อนุกรมเวลำของน ้ำท่ำในรูป Modular Coefficients ของแม่น ้ำ Gota 
Years 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
01-10 0.935 0.662 0.950 1.121 0.880 0.802 0.856 1.080 0.959 1.345 
11-20 1.153 0.929 1.158 0.957 0.705 0.905 1.000 0.948 0.907 0.991 
21-30 0.994 0.701 0.692 1.086 1.306 0.895 1.149 1.297 1.168 1.218 
31-40 1.209 0.974 0.834 0.638 0.991 1.198 1.091 0.892 1.020 0.869 
41-50 0.772 0.606 0.739 0.813 1.173 0.916 0.880 0.601 0.720 0.955 

   
  [1] Preliminary Analysis and Model Identification   
  (1a) และ (1b)  𝛾 = − 0.058 ~ 0 (จำกตำรำงท่ี 3.4 𝛾0.02,50 = 0.787, 𝛾0.01,50 = 0.534) 

   (1c) พล๊อต 𝑥𝑡ในรูปท่ี 4.3 ซ่ึงแสดงใหเ้ห็น Dependence Structure ระหวำ่ง 𝑄𝑡 
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รูปที ่4.3 อนุกรมเวลำน ้ำท่ำรำยปีของแม่น ้ำ Gota สวเีดนระหวำ่ง1901-1950 ในรูปของ Modular 
Coefficients 

  

 อนุกรมเวลำช่วงคร่ึงหลงัมีลกัษณะ High Flow ตำมดว้ย High Flow และ Low Flow ตำมดว้ย Low 
Flow แสดงวำ่อนุกรมเวลำ 𝑥𝑡 น่ำจะเป็น AR(1) หรือไม่ก็ AR(2) ดงันั้นตอ้งมีกำรวิเครำะห์ Correlogram และ 
Partial Correlogram เพื่อหำรูปแบบของแบบจ ำลอง 
 (1d) ใชส้มกำร [4.71] ค ำนวณหำ Sample Correlogram ดงัแสดงรูปท่ี 4.4 และตำรำงท่ี 4.4 

  𝑟𝑘(𝑦) =
∑ (𝑦𝑡−𝑦̄𝑡)(𝑦𝑡+𝑘−𝑦̄𝑡+𝑘)𝑁−𝑘

𝑡=1

[∑ (𝑦𝑡−𝑦̄𝑡)2 ∑ (𝑦𝑦+𝑘−𝑦̄𝑡+𝑘)
2𝑁−𝑘

𝑡=1
𝑁−𝑘
𝑡=1 ]

1
2

                                              [4.73] 

   เม่ือ 𝑘  =  1, … , 18 (~ 0.3 𝑁 ) 

Anderson(1941): (1 − 𝛼) 𝐶𝑜𝑛𝑓𝑖𝑑𝑒𝑛𝑐𝑒 𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙 𝑜𝑓  𝑟𝑘(𝑦) 

𝑟𝑘(1 − 𝛼) =
−1±𝑢𝛼/2√𝑁−𝑘−1

𝑁−𝑘
  

 𝑟𝑘(95%) =
−1±1.96√𝑁−𝑘−1

𝑁−𝑘
 

 𝑟𝑘(99%) =
−1±2.576√𝑁−𝑘−1

𝑁−𝑘
 

 Sample Correlogram ในรูปท่ี 4.4 แสดงวำ่ 𝑟1 ∼ 0.4 อยูน่อกช่วง 95% CI ขณะท่ี r2, r3, … , r18 มี
ค่ำแปรผนัอยูร่อบค่ำ 0 หรืออยูภ่ำยใน 95% CI 
 Sample Correlogram มีลกัษณะคลำ้ย Model Correlogram ของ AR(2) ในรูปท่ี 4.2 (d) เม่ือ  𝜙1 =

0.5, 𝜙2 = −0.3 แสดงวำ่แบบจ ำลอง AR(2)  อำจจะเหมำะสม  
 Partial Autocorrelation Function 𝝓𝒌(𝒌) 
 𝜌𝑗 = 𝜙1(𝑘)𝜌𝑗−1 + 𝜙2(𝑘)𝜌𝑗−2 + ⋯+ 𝜙𝑘(𝑘)𝜌𝑗−𝑘 ; 𝑗 = 1, …… , 𝑘 

 𝜌𝑗 = −𝜌𝑗 

 

𝑗 𝜌𝑗 

1 𝜙1(𝑘)𝜌0 + 𝜙2(𝑘)𝜌1 + ⋯+ 𝜙𝑘(𝑘)𝜌𝑘−1 = 𝜌1 

2 𝜙1(𝑘)𝜌1 + 𝜙2(𝑘)𝜌0 + ⋯+ 𝜙𝑘(𝑘)𝜌𝑘−2 = 𝜌2  

3 𝜙1(𝑘)𝜌2 + 𝜙2(𝑘)𝜌1 + ⋯+ 𝜙𝑘(𝑘)𝜌𝑘−3 = 𝜌3  

.         . 

k 𝜙1(𝑘)𝜌𝑘−1 + 𝜙2(𝑘)𝜌𝑘−2 + ⋯+ 𝜙𝑘(𝑘)𝜌0 = 𝜌𝑘  
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ตารางที ่4.4  Sample Correlogram r𝑘(y) ของอนุกรมเวลำน ้ำท่ำรำยปีของแม่น ้ำ Gota ประเทศสวเีดน 

K 95 percent lower limit 𝑟𝑘(𝑦) 95 percent upper limit 

1 -0.298 -0.397 0.257 

2 -0.301 -0.013 0.259 

3 -0.304 -0.004 0.262 

4 -0.308 -0.007 0.264 

5 -0.311 -0.108 0.267 

6 -0.315 0.013 0.269 

7 -0.319 0.103 0.272 

8 -3.230 0.076 0.275 

9 -0.327 -0.055 0.278 

10 -0.331 -0.054 0.281 

11 -0.335 -0.106 0.284 

12 -0.340 -0.257 0.287 

13 -0.345 -0.356 0.291 

14 -0.350 -0.038 0.294 

15 -0.355 0.06 0.298 

16 -0.361 -0.016 0.302 

17 -0.366 0.075 0.306 

18 -0.372 -0.004 0.310 

   

 

[
 
 
 
 

1 𝜌1 𝜌2 . 𝜌𝑘−1

𝜌1 1 𝜌1 . 𝜌𝑘−2

𝜌2 𝜌2 1 . 𝜌𝑘−3

. . . . .
𝜌𝑘−1 𝜌𝑘−2 𝜌𝑘−3 . 1 ]

 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝜙1(𝑘)

𝜙2(𝑘)

𝜙3(𝑘)
.

𝜙𝑘(𝑘)]
 
 
 
 

 = 

[
 
 
 
 
𝜌1

𝜌2

𝜌3

.
𝜌𝑘]

 
 
 
 

 

  ถำ้ k  =  1:  𝜙1(1) = 𝜌1 
  ถำ้ k  =  2   
  j=1;  𝜙1(2)𝜌0 + 𝜙2(2)𝜌1 = 𝜌1                      [4.74] 
  j=2;  𝜙1(2)𝜌1 + 𝜙2(2)𝜌0 = 𝜌2                        [4.75] 
   𝜙1(2) =  

𝜌1(1−𝜌2)

(1−𝜌1
2)

 

   𝜙2(2) =
𝜌2−𝜌1

2

(1−𝜌1
2)

 

   𝜙𝑘(𝑘) =
𝜌𝑘−∑ 𝜙𝑗(𝑘−1)𝜌𝑘−𝑗

𝑘−1
𝑗=1

1−∑ 𝜙𝑗(𝑘−1)𝜌𝑗
𝑘−1
𝑗=1

                      [4.76] 

   𝜙𝑗(𝑘)  = 𝜙𝑗(𝑘 − 1) − 𝜙𝑘(𝑘)𝜙𝑘−𝑗(𝑘 − 1)                   [4.77] 
 

   𝜙2(2) =
𝜌2−𝜙1(1)𝜌1

1−𝜙1(1)𝜌1
=

𝜌2−𝜌1
2

1−𝜌1
2  ; (𝜙1(1) = 𝜌1)                         [4.78] 

   𝜙1(2) =  𝜙1(1) − 𝜙2(2)𝜙1(1) = 𝜌1 −
𝜌2−𝜌1

2

1−𝜌1
2 ⋅ 𝜌1 

    =
𝜌1−𝜌1

3−𝜌1𝜌2+𝜌1
3

1−𝜌1
2 =

𝜌1(1−𝜌2)

1−𝜌1
2                                 [4.79] 
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ถำ้ k=3 
k=1;  𝜙̂1(1) = 𝜌̂1 = 0.397 

 k=2;  𝜙̂2(2) =
𝜌̂2−𝜙1(1)𝜌̂1

1−𝜌̂1(1)𝜌̂1
=

𝜌̂2−𝜌̂1
2

1−𝜌̂1
2 =

−0.13−(0.397)2

1−(0.397)2
= −0.203 

 k=3;  𝜙̂3(3) =
𝜌̂3−𝜙̂1(2)𝜌̂2−𝜙̂2(2)𝜌̂1

1−𝜙̂1(2)𝜌̂1−𝜙̂2(2)𝜌̂2
 

 𝜙̂1(2) = 𝜙̂1(1) − 𝜙̂2(2)𝜙̂1(1) 

             = 𝜙̂1(1) (1 − 𝜙̂2(2)) = 0.397(1 + 0.203) = 0.4776 

 𝜙̂3(3) =
−0.004−0.4776(−0.013)+0.203(0.397)

1−0.4476(0.397)+0.203(−0.013)
= 

0.0828

0.8078
= 0.102 

 

 พสูิจน์ Partial Correlogram 
 ถ้า 𝑘 = 2; 𝑗 = 1,… , 𝑘 − 1 

 1j ;  𝜙1(2) = 𝜙1(1) − 𝜙2(2)𝜙1(1)  

   𝜙2(2) =
𝜌2−𝜙1(1)𝜌1

1−𝜙1(1)𝜌1
 

   𝜙1(1) = 𝜌1 

   𝜙1(2) = 𝜌1 − 𝜙2(2)𝜌1 

   𝜙2(2) =
𝜌2−𝜌1

2

1−𝜌1
2  

 

 

   𝜙1(2) = 𝜌1 −
(𝜌2−𝜌1

2)

(1−𝜌1
2)

𝜌1 

    =
𝜌1−𝜌1

3−𝜌1𝜌2+𝜌1
3

1−𝜌1
2  

    =
𝜌1(1−𝜌2)

(1−𝜌1
2)

 

 

 ถ้า 𝑘 = 3; 𝑗 = 1,… , 𝑘 − 1 

 1j ; 𝜙1(3) = 𝜙1(2) − 𝜙3(3)𝜙2(2)  

 2j ; 𝜙2(3) = 𝜙2(2) − 𝜙3(3)𝜙1(2)   

   𝜙3(3) =
𝜌3−𝜙1(2)𝜌2−𝜙2(2)𝜌1

1−𝜙1(2)𝜌1−𝜙2(2)𝜌2
 

   𝜙3(3) =
𝜌3−

𝜌1(1−𝜌2)𝜌2

1−𝜌1
2 −(

𝜌2−𝜌1
2

1−𝜌1
2 )𝜌1

1−𝜌1
(1−𝜌2)

1−𝜌1
2 𝜌1−

(𝜌2−𝜌1
2)

1−𝜌1
2 𝜌2

 

 

 การค านวณหา (𝟏 − 𝜶)  Confidence Interval ของ 𝝓𝒌(𝒌) 

  𝜙𝑘(𝑘) เม่ือ 𝑘 > 𝑝 มีกำรแจกแจงแบบ Asymptotically Normal with Mean =  0 and Variance = 1
𝑁

 
  (1 − 𝛼)  Confidence Interval ของ 𝜙𝑘(𝑘)  (Box and Jenkins, 1970) 

  {−
𝑢𝛼

2

√𝑁
, +

𝑢𝛼
2

√𝑁
} 

  95% Confidence Limit ของ 𝜙𝑘(𝑘) เม่ือ N = 50 
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 𝐿𝑜𝑤𝑒𝑟 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡 =  −
𝑢0.025

√𝑁
= −

1.96

√50
= −0.277 

 𝑈𝑝𝑝𝑒𝑟 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡 = +
𝑢0.025

√𝑁
= +

1.96

√50
=  0.277 

 

 (1e)  Sample Partial Correlogram 

   𝜙̂𝑘(𝑘) =
𝜌̂𝑘−∑ 𝜙̂𝑗(𝑘−1)𝜌̂𝑘−𝑗

𝑘−1
𝑗=1

1−∑ 𝜙̂𝑗
𝑘−1
𝑗=1 (𝑘−1)𝜌̂𝑗

 

   𝜙𝑗(𝑘) = 𝜙𝑗(𝑘 − 1) − 𝜙𝑘(𝑘)𝜙𝑘−𝑗(𝑘 − 1) 

   𝑘 = 1,… ,18(0.3𝑁) 
   𝜙(𝑘) = 0 𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑗 > 𝑘  

 

 Sample Partial Correlogram 𝜙̂𝑘(𝑘) และ 95% Confidence Limits ของอนุกรมเวลำน ้ำท่ำรำยปีของ
แม่น ้ำ Gota แสดงอยูใ่นตำรำงท่ี 4.5 และรูปท่ี 4.5 ซ่ึงจะเห็นไดว้ำ่มีเพียง 𝜙̂1(1) เท่ำนั้นท่ีอยูน่อก 95%  
Confidence Limits แสดงวำ่ AR(1) อำจเหมำะสม  

 

ตารางที ่4.5 Partial Correlogram ของอนุกรมเวลำน ้ำท่ำรำยปีของแม่น ้ำ Gota 

K 95 percent lower limit ∅̂𝑘(𝑘) 95 percent upper limit 

1 -0.227 0.397 0.277 

2 -0.227 -0.203 0.277 

3 -0.227 0.102 0.277 

4 -0.227 -0.061 0.277 

5 -0.227 -0.100 0.277 

6 -0.227 0.134 0.277 

7 -0.227 0.019 0.277 

8 -0.227 0.039 0.277 

9 -0.227 -0.107 0.277 

10 -0.227 0.011 0.277 

11 -0.227 -0.117 0.277 

12 -0.227 -0.202 0.277 

13 -0.227 -0.226 0.277 

14 -0.227 0.184 0.277 

15 -0.227 -0.083 0.277 

16 -0.227 0.001 0.277 

17 -0.227 0.124 0.277 

18 -0.227 0.203 0.277 
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รูปที ่4.5 Partial Correlogram และ 95%  Confidence Limits ของอนุกรมเวลำน ้ำท่ำรำยปีของแม่น ้ำ Gota 

 

 (1f) กราฟอนุกรมเวลาแสดงว่าแบบจ าลองอาจเป็น AR(1) หรือ AR(2)    

 Sample Correlogram  แสดงวำ่แบบจ ำลองคือ AR(2)   
 Partial Correlogram แสดงวำ่แบบจ ำลองคือ AR(1)   

 

 ดงันั้นในขั้นน้ีจะเลือกแบบจ ำลอง AR(2) ส ำหรับกำรวิเครำะห์ต่อไป  
 
 [2] การประมาณค่าพารามิเตอร์แบบจ าลอง AR(2) 

  a2  𝑦̄ = 0.9528   
   𝜎̂2 = 0.357   

  b2  หำ 𝑧̂𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝑦̄ ; (𝑡 = 1,⋯ ,50) 

 {

𝑧̂1 = 𝑦1 − 0.9528 = 0.935 − 0.9528 = −0.0178
𝑧̂2 = 𝑦2 − 0.9528 = 0.662 − 0.9528 = −0.2908

.
𝑧̂50 = 𝑦50 − 0.9528 = 0.955 − 0.9528 = 0.0022

 

   𝑧̂𝑡 มี Mean = 0  และ Variance = 2̂ = 357.0  
  c2  Sample Correlogram  𝑟𝑘(𝑧) = 𝑟𝑘(𝑦) ตำมท่ีค ำนวณในขอ้ (1d) (ดูตำรำงท่ี 4.4) 

 กำรประมำณค่ำพำรำมิเตอร์ของ AR(2)โดยวธีิ  
  d 2  ส ำหรับ 𝑝 = 2; 𝐷𝑖𝑗 = 𝐷𝑗𝑖  เม่ือ 𝑖, 𝑗  =  1,⋯ , 𝑝 + 1 = 1,2,3 
 (จำกสมกำรท่ี 4.62) 𝐷11 = 2.079  
 (จำกสมกำรท่ี 4.65) 𝐷12 = 1.037 = 𝐷21 

     𝜙̂1 = 0.542 
     𝜙̂2 = −0.114 
 *หมายเหตุ ค านวณด้วย VBA code* 
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  e2  ส ำหรับ 𝑝 = 2  
 (จำกสมกำรท่ี 4.68) 𝜎̂𝜀

2 = 0.0325 =
1

(𝑁−2)
(𝐷11 − 𝜙̂1𝐷12 − 𝜙̂2𝐷13) 

 
  f 2 ส ำหรับ 𝑝 = 2  
 (จำกสมกำรท่ี 4.24) 𝜙̂1 + 𝜙̂2 = 0.542 − 0.114 = 0.428 < 1 

     𝜙̂2 − 𝜙̂1 = −0.114 − 0.542 = 0.656 < 1 
     −1 < 𝜙2 = −0.114 < 1 

 แสดงวำ่พำรำมิเตอร์ของแบบจ ำลองเป็นแบบ Stationary 
 

 [3] การทดสอบความเหมาะสมของแบบจ าลอง (Tests of Goodness of Fit of Selected Model) 
 (3a)  ค  ำนวณหำ 𝜀𝑡̂ โดยเร่ิมจำก 𝑡 = 3,… ,50 
   𝜀3̂ = 𝑧̂3 − 𝜙̂1𝑧̂2 − 𝜙̂2𝑧̂1 
          = −0.0018 − 0.542(−0.2908) − (−0.114)(−0.0178) = 0.1538 

 (3b) 𝑄 = 𝑁 ∑ 𝑟𝑘
2(𝜀) =𝐿=12

𝑘=1 0.103  

   𝑄 < 𝜒0.95,(12−2)
2 = 18.31 

  แสดงวำ่ t̂ เป็นอนุกรมหรือตวัแปรสุ่มแบบอิสระ (Independent) 
 (3c)  𝛾(𝜀̂) = 0.298 < 𝛾(0.10,50) = 0.534 (ดูตำรำงท่ี 3.4) 
  แสดงวำ่ t̂ มีกำรแจกแจงแบบปกติ (Normal) 
 
 (3d) ใช ้AIC ส ำหรับหำล ำดบัของแบบจ ำลอง AR 
  𝐴𝐼𝐶(𝑝, 𝑞) = 𝑁 𝑙𝑛(𝜎̂𝜀

2) + 2(𝑝 + 𝑞) 

  𝜎̂𝜀
2 = 0.0301โดยค ำนวณจำกค่ำ 𝜀𝑡̂(𝑡 = 3,… . ,50) ใน (3a) 

  𝐴𝐼𝐶(1) = 50 𝑙𝑛(0.0301) + 2(1 + 0) = −173.15 (ค่ำต ่ำสุด) 
  𝐴𝐼𝐶(2) = 50 𝑙𝑛(0.0301) + 2(2 + 0) = −172.36  
  𝐴𝐼𝐶(3) = 50 𝑙𝑛(0.0301) + 2(3 + 0) = −169.89 
   2AIC  >  1AIC  แสดงวำ่ AR(1) เหมำะสมกวำ่ AR(2) 

       เลือก AR(1) ส ำหรับกำรวเิครำะห์ โดยเร่ิมขั้นท่ี (2d’) ใหม ่ 
  

 ท าซ ้าขั้นที ่(2d’) ใหม่ เพ่ือประมาณพารามิเตอร์ของแบบจ าลอง AR(1) ใหม่ (2nd Iteration) 
 

 (2d’) Maximum Likelihood Estimate 
 𝑝 = 1; 𝜙̂1 =

𝐷12

𝐷22
= 0.483; (𝑀𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡 𝐸𝑠𝑡𝑖𝑚𝑎𝑡𝑒 ∶ 𝜙̂1 = 𝜌̂1 = 𝑟1 = 0.397)  

 (2e’) 𝜎̂𝜀
2 =

1

𝑁−1
(𝐷11 − 𝜙̂1𝐷12) =

1

50−1
(2.079 − 0.483𝑥1.037) = 0.0322  

 (2f’) −1 < 𝜙̂1 = 0.483 < 1;  ……แสดงวำ่เป็นแบบ Stationary 

 การทดสอบความเหมาะสมของแบบจ าลอง  Iteration2nd  
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 (3a)  𝜀𝑡̂ = 𝑧̂𝑡 − 𝜙̂1𝑧̂𝑡−1 
 𝑡 = 𝑝 + 1 = 2;    𝜀2̂ = 𝑧̂2 − 𝜙̂1𝑧̂1 
            = −0.2908 − 0.483(−0.0178) = −0.282  

       𝜀̂3 = −0.0018 − 0.483(−0.2908) = 0.1387  
 (3b) 𝑄 =  𝑁 ∑ 𝑟𝑘

2(𝜀)𝐿=12
𝑘=1 =  5.243; (𝐿 = 12) 

   𝑄 < 𝜒0.05,12−1
2 (= 19.68) ; แสดงวำ่ 𝜀𝑡̂  เป็นอนุกรมแบบอิสระ (Independent)   

 (3c)   𝛾(𝜀̂) =  0.162 < 𝛾0.10,50 =  539.0 ;    แสดงวำ่ 𝜀𝑡̂  มีกำรแจกแจงแบบปกติ (Normal)
 (3d) 𝐴𝐼𝐶(0) = 63.166  

𝐴𝐼𝐶(1) = 15.173 … . .𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑢𝑚 

𝐴𝐼𝐶(2) = 36.172  

   เลือกแบบจ ำลอง AR(1)  
 (3e)       𝜌𝑘 = 𝜙̂1

𝑘 เม่ือ 𝑘 > 0 
 
รูปท่ี 4.7 แสดง Sample Correlogram 𝑟𝑘(𝑧) และ Model Fitted Correlogram 𝜌̂𝑘(𝑧)ของแบบจ ำลอง 

AR(1) และAR(2)  Model Correlogram ของ AR(2) มีลกัษณะใกลเ้คียงกบั Sample Correlogram มำกกวำ่ 
Model Correlogram ของ AR(1)    
 ดงันั้น ตำมผลกำรวเิครำะห์น้ี ควรเลือกแบบจ ำลอง AR(2) เพื่อกำรวิเครำะห์ เน่ืองจำก 𝐴𝐼𝐶(2)  >

 𝐴𝐼𝐶(1) เพียงเล็กนอ้ยเท่ำนั้น แต่อยำ่งไรก็ตำมจะใชแ้บบจ ำลอง AR(1) ในกำรวเิครำะห์ต่อไป 
  

 
รูปที ่4.6 กำรเปรียบเทียบ Sample Correlogram 𝑟𝑘(𝑧) ของอนุกรม 𝑧𝑡 และ Model Correlogram  𝜌̂𝑘(𝑧) 

ของแบบจ ำลอง AR(1) และ AR(2) ส ำหรับอนุกรมน ้ำท่ำรำยปี ของแม่น ้ำ Gota ประเทศสวเีดน 
  

[4] Optional Tests of Model 
       ตวัอยำ่งกำรสังเครำะห์ขอ้มูลใหม่  
   𝑦̄ = 0.9528   
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   𝜎̂𝜀 = √0.0322 = 0.179 
   𝜙̂1 = 0.483 
   𝑦̂𝑡 = 𝑧̂𝑡 + 0.9528  
   𝑧̂𝑡 = 0.483𝑧̂𝑡−1 + 0.179𝜉𝑡 
 สุ่มเลือก 𝜉𝑡จำกตำรำง Standardized Normal Random Variables แลว้จึงค ำนวณหำ 𝑧̂𝑡 และ 𝑦̂𝑡 ดงั
ตำรำงท่ี 4.6 
 

ตารางที ่4.6 ตวัอยำ่งกำรสังเครำะห์ขอ้มูล 

t  𝜉𝑡 𝑧̂𝑡 𝑦̂𝑡 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

0.414 
-1.288 
1.019 
0.617 
-0.290 
1.969 
-0.661 
0.595 
-0652 
0.906 

0.074 
-0.195 
0.088 
0.153 
0.022 
0.363 
0.057 
0.134 
-0.052 
0.137 

1.027 
0.758 
1.041 
0.106 
0.975 
1.316 
1.010 
1.087 
0.901 
1.090 

 
    

 ค  ำนวณหำค่ำสถิติจำกขอ้มูลท่ีสังเครำะห์ข้ึนใหม่ แลว้น ำไปเปรียบเทียบกบัค่ำสถิติจำกตวัอยำ่งเช่น 
𝜇̂, 𝜎̂ และ 𝑟𝑘 

 

[5] ความน่าเช่ือถือของพารามิเตอร์ของแบบจ าลอง (Reliability of Model Parameters) 
 (5a) จำกสมกำร [4.40] 
   𝑉𝑎𝑟(𝑦̄) =

𝜎̂2

𝑁2(1−𝜙̂1)
2 [(1 − 𝜙̂1

2)𝑁 − 2̂𝜙̂1(1 − 𝜙̂1
𝑁)] 

         𝑦̄ = 0.9528  
         𝜎̂2 = 0.0357   
         𝜙̂1 = 0.483  
   𝑉𝑎𝑟(𝑦̄) =

0.0357

502(1−0.483)2
[(1 − 0.4832)50 − 2 × 0.4832(1 − 0.48350)] 

      = 0.001996 
         𝑠(𝑦̄) = 0.0477  
 

 (5b) 𝑡0.025,49 = 2.010 
  𝑡

(
𝛼

2
,𝑁−1)

𝑠(𝑦̄) = 2.010 × 0.0447 = 0.0898 

  0.9528 − 0.08988 < 𝜇 < 0.9528 + 0.0898 
  0.8629 < 𝜇 < 1.0426  
 
  (5c) จำกสมกำร 4.43 
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(𝑁−1)𝑆2

𝜒𝛼
2
,𝑁−1

2 < 𝜎2 <
(𝑁−1)𝑆2

𝜒
1−

𝛼
2
,𝑁−1

2  

  𝜒0.025,49
2 =  70.2224 และ 𝜒0.975,49

2 =  31.5549 
  0.0249 <  𝜎2 <  0.0554 
 
 (5d) กรณี AR(1) 

 (5d’) Maximum Likelihood 
  𝑉𝑎𝑟(𝜙̂1) =

𝜎̂𝜀
2

𝐷22
=

0.0322

2.147
= 0.015  

   𝑠(𝜙̂1) = √0.015  = 0.1225  
 

 (5e’) 95% Confidence Interval of 𝜙1 
  {0.483 − 1.96(0.1225) <  𝜙1 <  0.483 + 1.96(0.1225)} 
  {0.243 <  𝜙1 <  0.723} 
 
 (5f’) 95% CI of 𝜎𝜀

2 
  𝜎𝜀

2(𝐿𝑜𝑤𝑒𝑟) =
1

𝑁
(𝐷11 − 𝜙̂1(𝐿𝑜𝑤𝑒𝑟)𝐷12) 

      =
1

49
(2.079 − 0.723 × 1.037) = 0.0271 

  𝜎𝜀
2(𝑈𝑝𝑝𝑒𝑟) =

1

49
(2.079 − 0.243 × 1.037) = 0.0373 

4.3 Periodic AR Model 
 ให ้

 𝑦𝑣,𝜏 = 𝑔𝜏(𝑥𝑣,𝜏) 
 𝑔𝜏 = Normal Transform Function  
 𝑦𝑣,𝜏 = 𝜇𝜏 + 𝜎𝜏𝑧𝑣,𝜏 
 𝑧𝑣,𝜏 = AR with Constant or Periodic Coefficient 

 

 4.3.1 AR with Constant Coefficient 
 แบบจ ำลอง Periodic AR with Constant Coefficient จะเร่ิมจำกกำรแปลง 𝑧𝑣,𝜏 ใหเ้ป็น 𝑧𝑡 เม่ือ 𝑡 =

(𝑣 − 1)𝜔 + 𝜏  และหลงัแปลง 𝑧𝑣,𝜏 ใหเ้ป็น  𝑧𝑡 แลว้จะท ำกำรจ ำลอง  𝑧𝑡 เหมือนกำรจ ำลองอนุกรมเวลำรำย
ปี 
 แบบจ าลอง AR (p)  
 𝑧𝑡 = 𝜙1𝑧𝑡−1 + 𝜙2𝑧𝑡−2 + ⋯+ 𝜙𝑝𝑧𝑡−𝑝 + 𝜀𝑡                 [4.80] 
 ซ่ึงมีพำรำมิเตอร์คือ {𝑔𝜏(. ), 𝜇𝜏, 𝜎𝜏, 𝜙1, … , 𝜙𝑝, 𝜎𝜀; 𝜏 = 1,… ,𝜔} 

 

 4.3.2 AR with Periodic Coefficient 
 𝐴𝑅(0): 𝑧𝑣,𝜏 = 𝜀𝑣,𝜏                                                                                        [4.81] 
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 𝐴𝑅(1): 𝑧𝑣,𝜏 = 𝜙1,𝜏𝑧𝑣,𝜏−1 + 𝜎𝜀,𝜏𝜉𝑣,𝜏            [4.82] 
 𝐴𝑅(𝑝): 𝑧𝑣,𝜏 = 𝜙1,𝜏𝑧𝑣,𝜏−1 + …+ 𝜙𝑝,𝜏𝑧𝑣,𝜏−𝑝 + 𝜎𝜀,𝜏𝜉𝑣,𝜏         [4.83] 
 ซ่ึงมีพำรำมิเตอร์คือ  {𝑔𝜏(. ), 𝜇𝜏, 𝜎𝜏, 𝜙1,𝜏, … , 𝜙𝑝,𝜏, 𝜎𝜀,𝜏; 𝜏 = 1,⋯ , 𝜔} 

 𝜙𝑗,𝜏= Periodic Autoregressive Coefficient; 𝑗 = 1, … , 𝑝 
 𝜎𝜀,𝜏

2 = Periodic Variance of Residuals 
 

4.3.3 การประมาณค่าพารามิเตอร์ส าหรับ Periodic AR Models 
เร่ิมจำกำกรประมำณ Periodic Mean และ Periodic Standard Deviation ดงัน้ี 
 
ขั้นที ่1 ส าหรับ  =  𝟐, 𝟑, 𝟒, … . . , 𝟏𝟐 

𝜇̂𝜏 = 𝑦̄𝜏 =
1

𝑁
∑ 𝑦𝑣,𝜏;

𝑁
𝑣=1 𝜏 = 1,⋯ ,𝜔                                     [4.84] 

𝜎̂𝜏 = 𝑆𝜏 = [
1

(𝑁−1)
∑ (𝑦𝑣,𝜏 − 𝑦̄𝜏)

2𝑁
𝑣=1 ]

1

2
; 𝜏 = 1,⋯ ,𝜔                 [4.85] 

ถำ้ 𝜔 ≥ 12 ควรประมำณค่ำโดยใช ้Fourier Series ในขั้นท่ี 2 
 
ขั้นที ่2 การประมาณค่าโดยใช้ Fourier Series 

 𝜇̂𝜏= 𝑦̄𝜏 + ∑ [𝐴ℎ𝑗
∗(𝑦̄). 𝐶𝑜𝑠(2𝜋ℎ𝑗(𝑦̄)𝜏/𝜔) + 𝐵ℎ𝑗

∗(𝑦̄). 𝑠𝑖𝑛(2𝜋ℎ𝑗(𝑦̄)𝜏/𝜔)]
ℎ∗(𝑦̄)
𝑗=1  

                        ;  ,,1                       [4.86] 

𝑦̄ = ∑
𝑦𝜏

𝜔

𝜔
𝜏=1     

𝐴ℎ𝑗
∗(𝑦̄), 𝐵ℎ𝑗

∗(𝑦̄) = hj
th Harmonic Fourier Coefficient for Mean  

ℎ𝑗
∗(𝑦̄) = thj  Significant Harmonic for Mean 

ℎ∗(𝑦̄) = No. of Significant Harmonic from Total Harmonics of  𝜔
2

 or  
𝜔−1

2
 

 𝜎̂𝜏 = 𝑆̄ + ∑ [𝐴ℎ𝑗
∗(𝑠). 𝐶𝑜𝑠(2𝜋ℎ𝑗(𝑠)𝜏/𝜔) + 𝐵ℎ𝑗

∗(𝑠). 𝑠𝑖𝑛(2𝜋ℎ𝑗(𝑠)𝜏/𝜔)]ℎ∗(𝑠)
𝑗=1  

         ; 𝜏 = 1,⋯ ,𝜔          [4.87] 
 𝑠̄ = ∑

𝑠𝜏

𝜔
𝜔
𝜏=1    

𝐴ℎ𝑗
∗(𝑠), 𝐵ℎ𝑗

∗(𝑠) =  hj
th Harmonic Fourier Coefficients for Standard Deviation  

 ℎ𝑗(𝑠) = thj  Significant Harmonic for Standard Deviation 
  ℎ∗(𝑠) = No. of Significant Harmonic 
 

การประมาณค่า 𝝓𝟏,𝝉, ⋯ , 𝝓𝒑,𝝉 และ 𝝈𝜺,𝝉
𝟐  

 จำก 𝑧𝑣,𝜏 =
𝑦𝑣,𝜏−𝜇̂𝜏

𝑠𝜏
; 𝑣 = 1,⋯ ,𝑁; 𝜏 = 1,⋯ ,𝜔                                    [4.88] 

 ค  ำนวณหำ 𝑟𝑘,𝜏 หรือ 𝜌̂𝑘,𝜏 (Sample Periodic Correlation Coefficient) ของ 𝑧𝑣,𝜏 
 AR(1) 
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 𝜙̂1,𝜏 = 𝜌̂1,𝜏; 𝜏 = 1,⋯ ,𝜔              [4.89] 
 AR(2) 
 𝜙̂1,𝜏 =

𝜌̂1,𝜏−𝜌̂1,𝜏−1𝜌̂2,𝜏

1−𝜌̂1,𝜏−1
; 𝜏 = 1,⋯𝜔   

 𝜙̂2,𝜏 =
𝜌̂2,𝜏−𝜌̂1,𝜏−1𝜌̂1,𝜏−1

1−𝜌̂1,𝜏−1
2 ; 𝜏 = 1,⋯𝜔                 [4.90] 

 ค ำนวณหำ 𝜌̂𝑘,𝜏 โดยวธีิ Fourier Series (𝑘 = 1,⋯ , 𝑝) 
 𝜌̂𝑘,𝜏 = 𝜌̂𝑘 + ∑ [𝐴∗ℎ𝑗𝑘(𝑟).𝐶𝑜𝑠(2𝜋ℎ𝑗𝑘(𝑟)𝜏/𝜔)

ℎ𝑘
∗ (𝑟)

𝑗=1 + 𝐵ℎ𝑗𝑘
∗ (𝑟) ⋅ 𝑆𝑖𝑛 (

2𝜋ℎ𝑗𝑘(𝑟)𝜏

𝜔
)] 

       ; 𝑘 = 1,⋯ , 𝑝; 𝜏 = 1,⋯ ,𝜔         [4.91]
 𝜌

𝑘
= ∑

𝑟𝑘,𝜏

𝜔
𝜔
𝜏=1      

 𝐴ℎ𝑗𝑘(𝑟), 𝐵ℎ𝑗𝑘(𝑟) = ℎ𝑗𝑘
th Harmonic Fourier Coefficients for 𝑟𝑘,𝜏 

  ℎ𝑗𝑘(𝑟) =
thj Significant Harmonic  

  ℎ𝑘
∗ (𝑟) = No. of Significant Harmonics 

 AR(p) 
 𝜎𝜀𝜏

2 = 1 − ∑ 𝜙̂𝑗,𝜏 ⋅ 𝜌̂𝑗,𝜏; 𝜏 = 1,⋯ ,𝜔𝑃
𝑗=1                      [4.92] 

 
 AR(1) 
 𝜎𝜀,𝜏

2 = 1 − 𝜑̂1,𝜏
2; 𝜏 = 1,⋯ , 𝜔                       [4.93] 

 

 4.3.4 ความน่าเช่ือถือของพารามิเตอร์แบบ Periodic (Reliability of Estimated Periodic    
                       Parameters) 
 กำรประมำณ (Approximation) ช่วงควำมน่ำเช่ือถือ (Confident Intervals) ของค่ำพำรำมิเตอร์ 
 𝑉𝑎𝑟(𝜇̂𝜏) =

𝜎̂𝜏
2

𝑁
; 𝜏 = 1,⋯𝜔                       [4.94] 

 
 (1 − 𝛼)% Confidence Intervals ของ 𝜇𝜏 
 𝜇̂𝜏 − 𝑡

(𝑁−1,
𝛼

2
)
𝑠(𝜇̂𝜏) < 𝜇𝜏 < 𝜇̂𝜏 + 𝑡

(𝑁−1,
𝛼

2
)
𝑠(𝜇̂𝜏); 𝜏 = 1,… ,𝜔                    [4.95] 

 (1 − 𝛼)%  Confidence Intervals ของ 𝜎𝜏
2 

(𝑁−1)𝜎̂𝜏
2

𝜒𝛼
2
,𝑁−1

2 < 𝜎𝜏
2 <

(𝑁−1)𝜎̂𝜏
2

𝜒
1−

𝛼
2
,𝑁−1

2 ;  𝜏 = 1,… ,𝜔                    [4.96] 

 
 (1 − 𝛼)%  Confidence Intervals ของ 𝜌𝑘,𝜏 สำมำรถหำโดยกำรแกส้มกำร [4.24] 
  𝜌𝑘,𝜏 = ∑ 𝜙𝑗,𝜏𝜌|𝑘−𝑗|,𝜏−𝑙𝑗

𝑝
𝑗=1 ;  𝑘 > 0 

  𝑙𝑗 = 𝑀𝑖𝑛 (𝑘, 𝑗) 
  โดยกำรแทนค่ำ 𝜌𝑘,𝜏 ในสมกำรขำ้งบนดว้ย 𝜌

𝛽
 ก ำหนดให ้𝛽 = 𝛼/2 ส ำหรับ 𝜌𝑘,𝜏(𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟)และ 

 ส ำหรับ 𝜌𝑘,𝜏(𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟) เม่ือ 𝑗 = 1,… , 𝑝 และ 𝜏 = 1,… ,𝜔 
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  𝜌𝛽 =
(1+𝜌̂𝑘,𝜏)−(1−𝜌̂𝑘,𝜏)𝐸𝑥𝑝(

2𝑧𝛽

√𝑁−3
)

(1+𝜌̂𝑘,𝜏)+(1−𝜌̂𝑘,𝜏)𝐸𝑥𝑝(
2𝑧𝛽

√𝑁−3
)
         [4.97] 

  เม่ือ 𝑧𝛽 = Standard Normal Variate or 𝑧𝛽 
    = 

𝛼

2
 ส ำหรับ Upper Confidence Limit ของ 𝜌𝑘,𝜏 

    = 1 −
𝛼

2
 ส ำหรับ Lower Confidence Limit ของ 𝜌𝑘,𝜏 

 
 (1 − 𝛼)%  ช่วงควำมเช่ือมัน่ของ 𝜎𝜀,𝜏

2  จะหำจำกสมกำร 

 
𝜎𝜀,𝜏(𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟)

2 = 1 − ∑ 𝜙𝑗,𝜏(𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟)𝜌̂𝑗,𝜏 ; 𝜏 = 1,⋯ ,𝜔𝑃
𝑗=1   

 
𝜎𝜀,𝜏(𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟)

2 = 1 − ∑ 𝜙𝑗,𝜏(𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟)𝜌̂𝑗,𝜏  ; 𝜏 = 1,⋯ ,𝜔𝑃
𝑗=1  

 ค่ำ 𝜙
𝑗,𝜏(𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟)

 และ 𝜙𝑗,𝜏(𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟) คือ Upper และ Lower Confident Limits ของ 𝜙𝑗,𝜏ท่ีค  ำนวณได้
ตำมท่ีกล่ำวไวใ้นหวัขอ้ท่ีแลว้ 

 
4.3.5 ความเหมาะสมของแบบจ าลอง Periodic AR (Goodness of Fit for Periodic AR Models) 

 
 แบจ ำลอง Periodic AR มีสมมติฐำนวำ่ Residuals (𝜀𝑡 𝑜𝑟 𝜉𝑣,𝜏) เป็นตวัแปรอิสระและมีกำรแจกแจง
แบบปกติ (Independent and Normally Distributed) จึงตอ้งมีกำรทดสอบ Residual วำ่เป็นตวัแปรอิสระและมี
กำรแจกแจงปกติ นอกจำกน้ีควรมีกำรทดสอบเปรียบเทียบ Model Correlogram กบั Sample Correlogram  
 𝜉𝑣,𝜏 = 

1

𝜎̂𝜀𝜏
[𝑧𝑣,𝜏 − (𝜑̂1,𝜏𝑧𝑣,𝜏−1+. . . . . . . . . +𝜑̂𝑝,𝜏𝑧𝑣,𝜏−𝑝)]                       [4.98] 

 ค่ำแรกของ 𝜉𝑣,𝜏 คือ 𝜉1,𝑝+1 เน่ืองจำก 𝜏 − 𝑝 = 1 ดงันั้น 𝜏 = 𝑝 + 1 
 

(A) การทดสอบความเป็นอสิระของ Residuals (Test of Independent Residuals) 
 กำรทดสอบควำมเป็นอิสระมี 2 แนวทำงไดแ้ก่ 

แนวทางที ่1 กรณีท่ีวเิครำะห์จำก Periodic Residual Series (𝜉𝑣,𝜏)มี 2 วธีิคือ 
(1) การทดสอบนัยส าคัญของ ACF ซ่ึงมีขั้นตอนดังนี้ 
- ค ำนวณหำ Periodic Lag 1 ACF หรือ 𝑟1,𝜏(𝜉); 𝜏 = 1,⋯ ,𝜔 
- หำค่ำ Critical r จำกสมกำร 

 𝑟𝛼

2
=

𝑡(𝑁−2),𝛼
2

√(𝑁−2)+𝑡2
(𝑁−2),𝛼

2

                         [4.99] 

- ถำ้ |𝑟1,𝜏(𝜉)| < 𝑟𝛼

2
 แสดงวำ่ยอมรับสมมติฐำนหลกั Ho ท่ีวำ่ 𝜉

𝑣,𝜏
 เป็นตวัแปรอิสระ 

(2) การทดสอบโดยใช้ค่าสถิติ Modified Porte Manteau  
 ค่ำสถิติ Modified Porte Manteau (Q1) มีค่ำดงัสมกำร 
 𝑄1 = 𝑁 ∑ ∑ [𝑟𝑘,𝜏(𝜉)]

𝜔
𝜏=1

𝐿
𝑘=1

2                                                        [4.100]          
 ถำ้ 𝑄1 < 𝜒(𝐿−𝑝−𝑞)

2  แสดงวำ่ 𝜉𝑣,𝜏 เป็นตวัแปรอิสระ 
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 แนวทางที ่2 กรณีท่ีวเิครำะห์จำก Residual Series (𝜉𝑡) มี 2 วธีิคือ 

(1) Anderson Test ซ่ึงมีขั้นตอนดงัน้ี 
- ค ำนวณค่ำ 𝜉𝑡 ; 𝑡 = 1,⋯ , (𝑁𝜔 − 𝑝) 
- ค ำนวณหำ 𝑟𝑘(𝜉) ; k=1,….,L; L=10-20%  ของ N 
- หำ Anderson Limit จำกสมกำร 

𝑟𝑘(95%) = −1±1.96√𝑁−𝑘−1

𝑁−𝑘
                                                                 [4.101]  

𝑟𝑘(99%) = −1±2.576√𝑁−𝑘−1

𝑁−𝑘
                                                             [4.102] 

(2) การทดสอบโดยใช้ค่าสถิติ Port Manteau  
 ค่ำสถิติ Porte Manteau (Q1) มีค่ำดงัสมกำร 
 𝑄 = (𝑁 − 𝑑)∑ 𝑟𝑘

2(𝜉)𝐿
𝑘=1                                                                                              [4.103] 

 ถำ้ 𝑄 < 𝜒(𝐿−𝑝−𝑞) 
2 แสดงวำ่ 𝜉𝑣,𝜏 เป็นตวัแปรอิสระ  

 ถำ้ผลกำรทดสอบพบวำ่ 𝜉 ไม่เป็นอิสระ ใหเ้พิ่มล ำดบั (Order) ของแบบจ ำลองจำก p เป็น (p+1) 
 

(B) การทดสอบการแจกแจงแบบปกติ (Test of Normality)  
 กำรทดสอบวำ่ Residual มีกำรแจกแจงแบบปกติ สำมำรถท ำได ้2 วธีิคือ 
 (1) กำรทดสอบโดยวธีิกรำฟ โดยกำรค ำนวณหำ Empirical Frequency ของ Residual แลว้น ำไป
พล๊อตลงในกรำฟกำรแจกแจงแบบปกติ (Normal Probability Paper) ถำ้กรำฟเป็นเส้นตรงแสดงวำ่ Residual 
มีกำรแจกแจงแบบแกติ 
 (2) กำรทดสอบค่ำสัมประสิทธ์ิควำมเบ ้(Skewness Coefficient, 𝛾(𝜉)) โดยใชค้่ำสถิติ Smirnov-
Kolmogorov    
  
 (C) การทดสอบความเหมาะสมโดนการเปรียบเทียบ Correlogram ของ Historical, Model และ
Generated Data 
 (1) กำรเปรียบเทียบ Historical และ Model Correlograms 
   𝑟𝑘,𝜏(𝜉) 𝑣𝑠. 𝜌𝑘,𝜏 
 (2) กำรเปรียบเทียบ Historical และ Generated Correlograms  
   𝑟𝑘,𝜏(𝜉) 𝑣𝑠. 𝜌̂𝑘,𝜏  
 

4.3.6 การสังเคราะห์ข้อมูลโดยใช้แบบจ าลอง Periodic AR  
(Generation Using Periodic AR Models) 

   
  ให ้𝑥𝑣,𝜏คือ อนุกรมเวลำเร่ิมตน้ซ่ึงไม่ไดมี้กำรแจกแจงแบบปกติ (Original Skewed Series) 
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 ข้ันตอนการสังเคราะห์ข้อมูล  
  𝑥̂𝑣,𝜏 = 𝑔̂𝜏

−1(𝑦̂𝑣,𝜏)            [4.104] 
  𝑦̂𝑣,𝜏 = 𝜇̂𝜏 + 𝜎̂𝜏𝑧̂𝑣,𝜏             [4.105] 

(1) กรณใีช้แบบจ าลอง AR with Constant Autoregressive Coefficient 
  𝑧̂𝑡 = 𝜙̂𝑧̂𝑡−1 + ⋯+ 𝜙̂𝑝𝑧̃𝑡−𝑝 + 𝜎̂𝜀𝜉𝑡          [4.106] 
  t = (𝑣 − 1)𝜔 + 𝜏 

  𝜉𝑡 = Normal Variate with Mean = 0 and Variance = 1 
 

(2) กรณใีช้แบบจ าลอง AR with Periodic Autoregressive Coefficient 
  𝑧̂𝑣,𝜏 = 𝜙̂𝑧̂𝑣,𝜏−1 + ⋯+ 𝜙̂𝑝,𝜏𝑧̂𝑣,𝜏−𝑝 + 𝜎̂𝜀𝜏

𝜉𝑣,𝜏                                       [4.107] 
  𝜉𝑣,𝜏 = Normal Variate with Mean = 0 and Variance =1   

 
4.3.7 ตัวอย่างการจ าลองอนุกรมเวลาแบบ Periodic ด้วยแบบจ าลอง AR (Example of AR 

Modeling of Periodic Series) 
 

กำรสร้ำงแบบจ ำลองสโตแคสติกส ำหรับ Monthly Net Basin Supplies ของ Lakes Michigan – 
Huron ซ่ึงมีรำยละเอียดดงัน้ี 
 
- Net Basin Supply (NBS) = Precipitation – Evaporation 
- มีขอ้มูลอนุกรมเวลำฝนรำยเดือนเป็นเวลำ 69 ปี (ดูภำคผนวก A7.5) 
- Drainage Area = 97,400 ตำรำงไมล ์
- พื้นท่ีผวิน ้ำ = 75,300 ตำรำงไมล ์
 
 (1) Preliminary Analysis and Model Identification 
  
 a1  และ  b1  𝑥𝑣,𝜏= NBS ซ่ึงมีค่ำ – ถึง + 
              𝑔 = 6.0  (จำกตำรำงท่ี 3.4 𝛾0.02,𝑙𝑎𝑟𝑔𝑒 𝑁 = 0.430, 𝛾0.1,𝑙𝑎𝑟𝑔𝑒 𝑁 = 0.298) 
 
 เน่ืองจำก 𝑥𝑣,𝜏 บำงค่ำมีค่ำติดลบ จึงไม่สำมำรถแปลงเป็นอนุกรมเวลำท่ีมีกำรแจกแจงแบบปกติ

โดยใชฟั้งคช์ัน่ Logarithmic หรือ Power Function ได ้ดงันั้นในกรณีน้ี จึงท ำกำร Original Series  และหำ
วธีิกำรจดักำรค่ำควำมเบโ้ดยกำรวเิครำะห์หำกำรแจกแจงควำมน่ำจะเป็นของ Residuals ทีหลงั  



 4-29 

(1c) พล๊อตอนุกรมเวลำรำยเดือน (𝑦𝑣,𝜏) ดงัแสดงในรูปท่ี 4.7 ซ่ึงจะเห็นไดว้ำ่ค่ำ NBS ช่วง Spring 
และ NBS บำงค่ำช่วง Summer  มีค่ำสูงกวำ่ค่ำ NBS ในฤดูอ่ืน แสดงถึง Periodicity ในอนุกรมเวลำท่ีเกิดข้ึน
ทุกปี ช่วงท่ี NBS มีค่ำนอ้ย ค่ำส่วนเบ่ียงเบนมำตรฐำนจะมีค่ำสูงกวำ่ค่ำเฉล่ีย 

 (1d) ค ำนวณหำ 𝑦̄𝜏, 𝑠𝜏 และ 𝑟𝑘,𝜏 เม่ือ 𝑘 = 1, 2, 3 และ 𝜏 = 1,… ,12 
 (1e) พล๊อต 𝑦̄𝜏  และ 𝑠𝜏 ในรูปท่ี 4.8 
เน่ืองจำก 𝜔 = 12 พอดี อำจไม่ตอ้งประมำณค่ำโดยใช ้Fourier Series ก็ได ้แต่ในตวัอยำ่งน้ีตอ้งกำร
แสดงวธีิกำรประมำณค่ำโดยใช ้Fourier Series   
ให ้  𝑦̄𝜏 = 𝜇𝜏 
   𝑠𝜏 = 𝜎𝜏 
(1f) ค  ำนวณหำ 𝑟𝑘,𝜏 ส ำหรับ k = 1, 2, 3  และ 𝜏 = 1,… ,12 แลว้พล๊อตในรูปท่ี 4.9 ซ่ึงจะเห็นไดว้ำ่ 

  𝑟1,𝜏 ไม่เปล่ียนแปลงอยำ่งมีนยัส ำคญัในแต่ละเดือน 
  𝑟2,𝜏 และ 𝑟3,𝜏  เปล่ียนแปลงอยำ่งมีนยัส ำคญัในแต่ละเดือน 

*  เน่ืองจำกพิจำรณำวำ่ 𝑟1,𝜏 มีควำมน่ำเช่ือถือมำกกวำ่ 𝑟𝑘,𝜏 เม่ือ 𝑘 > 1 จึงเลือกกำรจ ำลอง
โดยใชแ้บบจ ำลอง AR Model with Constant Autoregressive Coefficients  

   

 
รูปที ่4.7 อนุกรมเวลำ NBS รำยเดือนของ Lake Michigan-Huron ช่วง 1990-1919 
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รูปที ่4.8 (1) Fitted periodic mean 𝜇̂𝜏 (2) periodic mean 𝑦

𝜏
 (3) fitted periodic  standard deviation 𝜎̂𝜏 

(4) standard deviation 𝑠𝜏 for the NBS of Lake Michigan-Huron 
 

 
 

 
รูปที ่4.9  Variation of the monthly first (1), second (2), and third (3) autocorrelation coefficients of the 
standardized 𝑧𝑣,𝜏 series for the NBS of Lake Michigan-Huron 
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 (2) การประมาณค่าพารามิเตอร์ (Estimation of Parameters) 
(2a) กำรประมำณค่ำพำรำมิเตอร์ โดย Fourier Series 𝜇̂𝜏 , 𝜎̂𝜏 
(i) 𝑦̄ = 109.787 
  𝑠 = 65.608 
 ℎ =

𝜔

2
=

12

2
  = 6 = 𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 𝑁𝑜. 𝑜𝑓 𝐻𝑎𝑟𝑚𝑜𝑛𝑖𝑐𝑠 

 ค  ำนวณหำ 𝐴𝑗(. ), 𝐵𝑗(. )  และ 𝑀𝑆𝐷𝑗(. ) (หมำยถึง Explained Variance) ของ 𝜇̂𝜏  และ 𝜎̂𝜏 ดงัแสดง
ในตำรำงท่ี 4.7 และ 4.8 
 (ii) หำจ ำนวน Significant Harmonicsโดยใช ้Cumulative Periodogram ดงัรูปท่ี 4.10 ซ่ึงสำมำรถ
สรุปไดว้ำ่ 
  ℎ∗𝑜𝑓 𝜇̂𝜏 = 2  

ℎ∗𝑜𝑓 𝜎̂𝜏 = 3 

* พิจำรณำร่วมกบัผลกำรวเิครำะห์ค่ำ Significant Harmonics ของทะเลสำบอ่ืนๆใน Great 
Lakes จึงก ำหนดให ้ℎ∗ = 4 และ Significant Harmonics คือ Harmonic ท่ี1, 2, 3 และ 5    

(iii)   ค่ำ 𝐴𝑗
∗(⋅), 𝐵𝑗

∗(⋅) แสดงอยูใ่นตำรำงท่ี 4.7 และ 4.8  

 (iv)   ค  ำนวณหำค่ำ 𝜇̂𝜏  และ 𝜎̂𝜏 ดงัแสดงในรูปท่ี 4.8  ในท่ีน้ีจะแสดงเฉพำะตวัอยำ่งกำรค ำนวณ 𝜇̂1

และ 𝜎̂1  
 
ตารางที ่4.7 Fourier coefficients and Explained Variances for the Monthly Mean 𝑦𝑡 of NBS of Lake 
Michigan-Huron. 

Harmonic Coefficient Coefficient Explained variance 

J 𝐴𝑖(𝑦̅) 𝐵𝑖(𝑦̅) 
 

1 -93.848 84.036 90.916 

2 8.191 -34.842 7.339 

3 9.792 -0.353 0.550 

4 -0.911 6.393 0.239 

5 -8.567 -9.185 0.904 

6 -2.140 0.000 0.206 

 
ตารางที ่4.8 Fourier coefficients and Explained Variances for  the Monthly Standard Deviation 𝑠𝑡of 
NBS of Lake Michigan-Huron 
Harmonic Coefficient Coefficient Explained variance 

J 𝐴𝑖(𝑦̅) 𝐵𝑖(𝑦̅)  
1 -6.062 3.574 16.535 

2 -2.364 -14.685 73.870 

3 3.638 1.990 5.742 

4 1.297 1.580 1.396 

5 0.656 2.590 2.383 

6 -0.333 0.000 0.037 
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𝜇̂1 =  109.787 + [−93.848 𝑐𝑜𝑠 (2𝜋 × 1 ×
1

12
) + 84.036sin (2𝜋 × 1 ×

1

12
)]   

+ [8.191𝑐𝑜𝑠 (2𝜋 × 2 ×
1

12
) − 34.842sin (2𝜋 × 2 ×

1

12
)]   

+ [9.792𝑐𝑜𝑠 (2𝜋 × 3 ×
1

12
) − 0.353sin (2π × 3 ×

1

12
)]  [−8.567cos(2π

× 5 × 1/12)] − 9.185sin(2π × 5 × 1/12)]  = 46.93 
 
𝑆𝑖𝑚𝑖𝑙𝑎𝑟𝑙𝑦 𝑓𝑜𝑟 𝜏 = 2 𝐸𝑞. (4.91) 𝑔𝑖𝑣𝑒𝑠: 

𝜇̂2 =  109.787 + [−93.848 cos (2𝜋 × 1 ×
2

12
) + 84.036 sin (2𝜋 × 1 ×

2

12
)]

+ [8.191𝑐𝑜𝑠(2𝜋 × 2 × 2/12) − 34.842sin(2𝜋 × 2 × 2/12)]
+ [9.792𝑐𝑜𝑠(2𝜋 × 3 × 2/12) − 0.353sin(2π × 3 × 2/12)]
+ [−8.567𝑐𝑜𝑠(2𝜋 × 5 × 2/12)] − 9.185𝑠𝑖𝑛(2𝜋 × 5 × 2/12)]  = 95.25 

 

 
รูปที ่4.10 Cumulative periodogram for the mean 𝑦

𝜏
 and standard deviation 𝑠𝜏 for the monthly NBS of 

Lake Michigan-Huron 
 
 (2b) กำรค ำนวณหำค่ำอนุกรมเวลำ 𝑧𝑣,𝜏 
 

  z1,1 =
y1,1−μ̂1

σ̂1
=

−1.0−46.93

50.96
= −0.94 

  𝑧1,2 =
𝑦1,2−𝜇̂2

𝜎̂2
=

162−95.25

48.58
= 1.374 

  𝑧1,3 = −1.619 

  𝑧1,4 = −0.364 

   
  𝑧69,12 = 1.686 
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 จ  ำลองโดยแบบจ ำลอง AR with Constant Autoregressive Coefficients ตำมท่ีสรุปในขอ้ (1) 
 (3c) 
 (i) แปลง 𝑧𝑣,𝜏 เป็น 𝑧𝑡(𝑡 = 1,… , (𝑣 − 1) ∗ 12 + 𝜏, . . , 𝑁𝜔) 
  𝑁𝜔 = 69 × 12 = 828 
  𝑧1 = −0.94 
  𝑧2 = 1.374 
   . 
  𝑧828 = 1.686 
 (ii)  ค  ำนวณหำ 𝑟𝑘(𝑧) เม่ือ 𝑘 = 1, … ,40 ดงัแสดงในรูปท่ี 4.11(a) ซ่ึงสรุปไดว้ำ่ 
  𝑟1(𝑧) = 0.229 
  𝑟2(𝑧) = 0.135 
          
 

 
รูปที ่4.11 (a) Correlogram of the standardized series zt and expected correlograms for the first and 

second order Markov models, (b) correlograms of the series 𝜀𝑡 after fitting the first (1) and second (2) 
order Markov models (Lake Michigan-Huron) 

 
 (iii) พล๊อต Model Correlogram ของ AR(1) ซ่ึงมี 𝜙̂1 = 0.229 และAR(2) ซ่ึงมี 𝜙 = 0.209 และ  
𝜙̂2 = 0.087เปรียบเทียบกบั Sample Correlogram 𝑟𝑘(𝑧) ดงัแสดงในรูปท่ี 4.11(a) ซ่ึงเห็นไดว้ำ่แบบจ ำลอง 
AR(2) ใหค้่ำประมำณของ 𝑟𝑘(𝑧) ดีกวำ่ AR(1) ดงันั้นในขั้นน้ีจึงสรุปไดว้ำ่ AR(2) ดีกวำ่ AR(1) แต่ในกำร
วเิครำะห์ควรตอ้งวิเครำะห์แบบจ ำลอง AR(3) และ ARMA(1,1) เปรียบเทียบกบั AR(1) และ AR(2) ดว้ย 
 (iv) 𝑁′ = 𝑁𝜔 = 828 (อนุกรมเวลำรำยเดือนมีขอ้มูลยำว) 
 ใชว้ธีิ Moment เพื่อประมำณพำรำมิเตอร์ของ AR(2)  
  𝜙̂1 =

𝑟1(1−𝑟2)

(1−𝑟1
2)

=
0.229(1−0.135)

(1−0.2292)
= 0.209 
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  𝜙̂2 =
𝑟2−𝑟1

2

1−𝑟1
2 =

0.135−0.2292

1−0.2292
= 0.087 

 จำกสมกำรท่ี 4.38 

  𝜎̂𝜀
2 =

𝑁𝜎̂2(1+𝜑̂2)

(𝑁−2)(1−𝜑̂2)
[(1 − 𝜙̂2)

2
− 𝜙̂1

2] 

   =
828(1)(1+0.087)

(828−2)(1−0.087)
[(1 − 0.087)2 − 0.2092] 

   = 0.943 

 
 (v)  ตรวจสอบ Stationary Condition ของพำรำมิเตอร์โดยสมกำร 4.18 

 𝜙1 + 𝜙2 < 1 
 𝜙2 − 𝜙1 < 1 

−1 < 𝜙2 < 1 
𝜙̂1 + 𝜙̂2 = 0.209 + 0.087 = 0.296 < 1 
𝜙̂2 − 𝜙̂1 = 0.087 − 0.209 = −0.122 < 1 
−1 < 𝜙2 = 0.087 < 1 

    
 (3) กำรทดสอบควำมเหมำะสมของแบบจ ำลอง AR(2)(Test of Goodness of Fit of Selected Model) 
  a3 จำกสมกำรท่ี 4.19 จะสำมำรถค ำนวณหำอนุกรมเวลำ 𝜀𝑡̂ ของ AR(2) ไดด้งัน้ี 
   𝜀3̂ = 𝑧3 − 𝜑̂1𝑧2 − 𝜑̂2𝑧1 

       = −1.619 − 0.209 × 1.374 − 0.087 × (−0.94) 
        = −1.824 
   𝜀4̂ = 𝑧4 − 𝜑̂1𝑧3 − 𝜑̂2𝑧2 
        = −0.364 − 0.209(−1.619) − 0.087(1.374) 
        = −0.623 
    . 
   𝜀8̂28 = −1.623 

 
 (3b) การทดสอบความเป็นอิสระของ Residuals 

  โดยใช ้Anderson Test of Correlogram 
  ค  ำนวณหำ 𝑟𝑘(𝜀̂)  โดยสมกำร 2.5(b) 
  Then calculate 95% Probability Limits of 𝑟𝑘(𝜀̂) by Eq.2.21a 
  𝑟𝑘(95%) =

−1±1.96√𝑁−𝐾−1

𝑁−𝐾
  

 Correlogram ของ 𝜀𝑡̂ ของ AR(1) และAR(2) และ 95% Probability Limits แสดงอยูใ่นรูปท่ี 
4.11(b)  

  𝑟𝑘(𝜀̂) ของ AR(2) อยูภ่ำยใน Probability Limits  
 𝑟𝑘(𝜀̂) ของ AR(1) มี 4 ค่ำตกอยูน่อก Probability เกินกวำ่ค่ำสูงสุดตำมเกณฑท่ี์ก ำหนดคือ  

(1 − 0.95)𝐿 = 0.05 × 40 = 2 เม่ือ 𝐿 =  𝑀𝑎𝑥 𝑙𝑎𝑔 =  40  
  จึงสรุปไดว้ำ่อนุกรมเวลำ 𝜀𝑡̂ของ AR(2) เป็นอิสระ 
  c3  กำรทดสอบ Normality ของ 𝜀𝑡̂  
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  ถำ้ γ̂(𝜀) > 0 แสดงวำ่ 𝜀𝑡̂ไม่ไดมี้กำรแจกแจงแบบปกติ  
  เน่ืองจำก γ̂(𝜀) > 0 แต่ไม่ไดมี้กำรแปลงเป็นกำรแจกแจงปกติ เน่ืองจำก 𝑥 = 𝑁𝐵𝑆 บำงค่ำมีค่ำ
ติดลบ  
  𝜎̂𝜀 = √0.943 = 0.971 
  𝜉𝑡 =

𝜀̂𝑡

0.971
 (Standardized)  

  ผลกำรวเิครำะห์กำรแจกแจงพบวำ่ PDF ของ t̂  มีกำรแจกแจงแบบ Lognormal 3 พำรำมิเตอร์ 
โดยมีค่ำพำรำมิเตอร์ดงัน้ี 
  (𝛼̂ = 1.356; 𝛽̂ = 0.246; 𝜉0 = −4) 

 𝑓(𝜉) =
1

(𝜉−𝜉̂𝑜)𝛽√2𝜋
𝐸𝑥𝑝 {−

[𝑙𝑛(𝜉−𝜉̂𝑜)−𝛼̂]
2

2𝛽̂2 } 

 𝑓(𝜉) =
1

√2𝜋(0.246)(𝜉+4.0)
𝐸𝑥𝑝 {−

1

2

[𝑙𝑛(𝜉+4)−1.356]2

0.246
}            [4.108] 

 
 𝛼̂ = 𝑀𝑒𝑎𝑛; 𝛽̂ = 𝑆𝑡𝑎𝑛𝑑𝑎𝑟𝑑 𝐷𝑒𝑣𝑖𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛  
 Empirical Frequency และ Lognormal-3p แสดงอยูใ่นรูปท่ี 4.12 
 

 
รูปที ่4.12 The fit of three-parameters lognormal probability density function (smooth solid line) to the 
frequency density curve (broken line) of 𝜉𝑡  variable of monthly mean NBS of Lake Michigan-Huron 

 

 (3d) กำรเปรียบเทียบ Sample correlogram 𝑟𝑘(𝑧) และ Residuals Correlogram 𝑟𝑘(𝜀̂) ของ AR(1) 
และ AR(2) ในหวัขอ้ (3b) แสดงวำ่ 𝑟𝑘(𝜀̂)  ของ AR(2) เหมำะสมกบั 𝑟𝑘(𝑧) มำกกวำ่  ̂kr ของ AR(1) และ
คำดวำ่ 𝑟𝑘(𝜀̂)  ของ AR(3) น่ำจะเหมำะกบั 𝑟𝑘(𝑧) มำกกวำ่ 𝑟𝑘(𝜀̂) ของ AR(2) และน่ำจะผำ่นกำรทดสอบโดย 
Anderson  Probability Limits  
 
 กำรทดสอบ Parsimony ของพำรำมิเตอร์โดยใช ้Akaike Information Criteria (AIC) พบวำ่ 
  𝐴𝐼𝐶(1) = −41.34 
  𝐴𝐼𝐶(2) = −44.59 
  𝐴𝐼𝐶(3) = −41.72 
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  𝐴𝐼𝐶(2) มีค่ำต ่ำสุด จึงสรุปอีกคร้ังวำ่ควรจ ำลองโดยใชแ้บบจ ำลอง AR(2)  
 (3e) Correlogram ของ AR(2) แสดงอยูใ่นรูปท่ี 4.11(a)  
 

(4) Optional Tests of the Model 
 ท ำกำรสังเครำะห์อนุกรมเวลำรำยเดือนของ NBS ของ Lake Michigan-Huron โดยใชแ้บบจ ำลอง 
AR(2) ตำมสมกำร 4.105 และ 4.106 
 𝑦̂𝑣,𝜏 = 𝑢̂𝜏 + 𝜎̂𝜏 ⋅ 𝑧̂𝑣,𝜏                                      [4.109] 
 𝑧̂𝑡 = 0.209𝑧̂𝑡−1 + 0.087𝑧̂𝑡−2 + √0.943𝜉𝑡                                 [4.110] 
 𝜉𝑡 = Lognormal 3 Distributed โดยมีค่ำพำรำมิเตอร์ดงัน้ี     
 (𝛼̂ = 1.356, 𝛽̂ = 0.246, 𝜉𝑜 = −4.0) 

 𝑢 =
𝑙𝑛(𝜉̂𝑡−𝜉̂𝑜)−𝛼̂

𝛽̂
 

 𝑢 =
𝑙𝑛(𝜉̂𝑡−(−4))−1.356

0.246
= Standard Normal with mean=0 and standard deviation=1  

 𝜉𝑡 = −4 + 𝐸𝑥𝑝{1.356 + 0.246𝑢}                                    [4.111] 
 𝑢̂𝜏  และ 𝜎̂𝜏 มีค่ำดงัตำรำงท่ี 4.9 
   
ตารางที ่4.9 กำรค ำนวณค่ำ 𝑢̂𝜏 และ 𝜎̂𝜏 

𝜏 1 2 3 4 5 6 

𝑢̂𝜏 46.93 95.25 176.80 277.60 254.98 210.49 

𝜎̂𝜏 50.96 48.58 72.15 86.70 88.03 65.01 

𝜏 1 2 3 4 5 6 

𝑢̂𝜏 120.49 55.79 26.39 -5.87 33.13 25.35 

𝜎̂𝜏 52.45 59.06 63.80 72.31 66.25 61.48  
 
 กำรสังเครำะห์ (Generate) ค่ำ Standard Normal Random No. และ Log-normal 3 Transformed 
Random No. แสดงอยูใ่นตำรำงท่ี 4.10 
 
ตารางที ่4.10 กำรสังเครำะห์ Standard Normal Random No. และ Log-normal 3 Transformed Random No. 

Order u ξ Order u ξ Order u ξ 
1 0.414 0.297 7 -0.659 -0.700 13 1.195 1.207 
2 -1.288 -1.173 8 0.595 0.492 14 -1.160 -1.083 
3 1.019 0.986 9 -0.651 -0.694 15 -1.835 -1.529 
4 0.616 0.515 10 0.906 0.849 16 -0.468 -0.541 
5 -0.289 -0.386 11 0.678 0.585 17 0.68 -0.054 
6 1.970 2.300 12 -1.175 -1.093 18 -0.595 -0.648 

 
 สมมติให ้𝑧̂0 = 0.0 และ 𝑧̂−1 = 0.0  จะสำมำรถสังเครำะห์ค่ำ 𝑧̂𝑡 ไดด้งัน้ี  
   𝑧̂1 = 0.209(0.0) + 0.087(0.0) + 0.971(0.297) = 0.288 
   𝑧̂2 = 0.209(0.288) + 0.087(0. ) + 0.971(−1.173) = −1.079 
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   𝑧̂3 = 0.209(−1.079) + 0.087(0.288) + 0.971(0.986) = 0.757 
   𝑧̂4 = 0.209(0.757) + 0.087(−1.079) + 0.971(0.515) = 0.564 
   𝑧̂5 = 0.209(0.564) + 0.087(0.757) + 0.971(−0.386) = −0.191 

 เน่ืองจำกค่ำแรกๆของ 𝑧̂𝑡ท่ีสังเครำะห์ข้ึนมำมี Bias เน่ืองจำกกำรสมมติค่ำ 𝑧̂0 และ 𝑧̂−1ดงันั้น 
Fiering and Jackson (1971) จึงแนะน ำวำ่ควรตดั 50 ค่ำแรกท่ีสังเครำะห์ข้ึนมำทิ้ง 
 ตำรำงท่ี 4.11 แสดงอนุกรมเวลำ 𝑧̂𝑡ท่ีตดั 3 ค่ำแรกทิ้ง หรือให้ 𝑧̂𝑡 = 𝑧̂𝑡+3 
 
ตารางที ่4.11 อนุกรมเวลำ 𝑧̂𝑡ท่ีตดั 3 ค่ำแรกทิ้ง 

t 𝑧̂𝑡 t 𝑧̂𝑡 t 𝑧̂𝑡 
1 0.564 6 -0.607 11 -0.761 
2 -0.191 7 0.733 12 -1.492 
3 0.242 8 0.668 13 -0.903 
4 -0.228 9 -0.858 14 -0.371 
5 0.413 10 1.748 15 -0785 

 
 หลงัจำกสังเครำะห์ค่ำ 𝑧̂𝑡 แลว้ จะสำมำรถค ำนวณ Periodic Monthly Time Series ไดด้งัน้ี 
   𝑦̂1,1 = 46.93 + 50.96(0.564) = 75.67 
   𝑦̂1,2 = 95.25 + 48.58(−0.191) = 85.97 
   𝑦̂1,12 = 25.35 + 61.48(−1.492) = −66.38 
   𝑦̂2,1 = 46.93 + 50.96(−0.903) = 0.913 
   𝑦̂2,3 = 176.80 + 72.15(−0.785) = 120.16 

 รำยละเอียดของ Optional Test จะแสดงอยูใ่นหวัขอ้ 4.3.5 
  
 (5) Reliability of Model Parameters 
 (5a)  𝑠(𝜇̂1) =

𝜎̂1

√𝑁
=

50.95

√69
= 6.13 

   ค่ำ 𝑠(𝜇̂𝜏) ส ำหรับ 𝜏 = 2,⋯ ,12 สำมำรถค ำนวณไดใ้นลกัษณะเดียวกนั 
  

 (5b) ค ำนวณหำ 95% Confident Intervals ของ 𝜇𝜏 จำกสมกำร 4.100 
 𝑡68,0.025 = 2.0 
 46.93 − 2(6.13) < 𝜇1 < 46.93 + 2(6.13) 
 34.67 < 𝜇1 < 59.19 

  ค  ำนวณหำ 95% Confident Intervals ของ 𝜇
𝜏
; 𝜏 = 2, ⋯ ,12 ไดใ้นลกัษณะเดียวกนั 

 
 (5c) ค ำนวณหำ 95% Confident Intervals ของ 𝜎𝜏 จำกสมกำร 4.101 

𝜒68,0.975
2 = 47.1 

𝜒68,0.025
2 = 92.66 

√68(50.96)

√92.66
< 𝜎1 <

√68(50.96)

√47.11
  

43.65 < 𝜎1 < 61.23    
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  ค  ำนวณหำ 95% Confident Intervals ของ 𝜎𝜏; 𝜏 = 1,… ,𝜔 ไดใ้นลกัษณะเดียวกนั    
 
  (5d) เน่ืองจำกจ ำลองโดย AR(2) แบบ Constant Autoregressive Coefficients จึงสำมำรถค ำนวณหำ
Variance ของ 𝜙̂1 โดยวธีิ Moment ไดโ้ดยใชส้มกำร 4.46 ดงัน้ี  
   𝑉𝑎𝑟(𝜙̂1) = 𝑉𝑎𝑟(𝜙̂2) =

1−𝜙̂2
2

𝑁−2
 

         =
1−0.0872

828−2
= 0.001201 

   𝑠(𝜙̂1) = 𝑠(𝜙̂2) = 0.035 

  และสำมำรถค ำนวณหำ 𝐶𝑜𝑣(𝜙̂1, 𝜙̂2)  ไดจ้ำกสมกำร 4.47 

   𝐶𝑜𝑣(𝜙̂1, 𝜙̂2) =
−𝜙̂1(1+𝜙̂2)

𝑁−2
 

               =
−0.209(1+0.087)

828−2
 

                   = −0.000275 

   𝜌(𝜙̂1, 𝜙̂2) =
𝐶𝑜𝑣(𝜑̂1,𝜑̂2)

√𝑉𝑎𝑟(𝜑̂1)⋅𝑉𝑎𝑟(𝜑̂2)
 

          =
−0.000275

0.001201
= −0.229 

 
 (5e) ค ำนวณหำ 95% Confident Intervals ของ 𝜙1, 𝜙2 จำกสมกำร 4.48 
   𝑢0.025 = 1.96  

𝜙̂𝑗 − 𝑢𝛼
2
𝑠(𝜙̂𝑗) < 𝜙𝑗 < 𝜙̂𝑗 + 𝑢𝛼

2
𝑠(𝜙̂𝑗) 

0.209 − 1.96(0.035) < 𝜙1 < 0.209 + 1.96(0.035) 
0.1404 < 𝜙1 < 0.2776 
0.087 − 1.96(0.035) < 𝜙2 < 0.087 + 1.96(0.035) 
0.0184 < 𝜙2 < 0.1556 

 Option: หำ Joint Confidence Region ของ 𝜙1, 𝜙2โดยสมมติวำ่  𝜙1, 𝜙2 มีกำรแจกแจงแบบ
Bivariate Normal Distribution โดยมีพำรำมิเตอร์ดงัน้ี 
  𝜇(𝜙̂1) = 0.209  
  𝑠(𝜙̂1) = 0.035  
  𝜇(𝜙̂2) = 0.087  
  𝑠(𝜙̂2) = 0.035 
 𝜌(𝜙̂1, 𝜙̂2) = −0.229 

 
 (5f) ค  ำนวณหำ 95% Confident Intervals ของ 𝜎𝜀

2 จำกสมกำร 4.49 
 𝜎̂𝜀

2 =
𝑁𝜎̂𝜀

2(1+𝜙̂2)

(𝑁−2)(1−𝜙̂2)
{(1 − 𝜙̂2)

2
− 𝜙̂1

2} 

 𝑈𝑝𝑝𝑒𝑟 𝜎̂𝜀
2 =

828(1+0.0184)

(828−2)(1−0.0184)
{(1 − 0.0184)2 − 0.14042} 

         = 0.982  (ค ำนวณจำก 𝐿𝑜𝑤𝑒𝑟 𝜙𝑗) 

 𝐿𝑜𝑤𝑒𝑟 𝜎̂𝜀
2 =

828(1+0.01556)

(828−2)(1−01556)
{(1 − 0.1556)2 − 0.27762} 

          = 0.872  (ค ำนวณจำก 𝑈𝑝𝑝𝑒𝑟 𝜙𝑗) 
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บทที ่5 
การจ าลองอนุกรมเวลาด้วยแบบจ าลอง AUTOREGRESSIVE AND MOVING AVERAGE 

AUTORERESSIVE AND MOVING AVERAGE MODELLING 
 
5.1  ค าน า (Introduction) 
 แบบจ ำลอง Autoregressive and Moving Average ซ่ึงเรียกสั้นๆ วำ่ ARMA(p, q) คือ แบบจ ำลองสโต
แคสติกท่ีพฒันำต่อจำกแบบจ ำลอง AR(p) ในบทท่ี 4 โดยเพิ่มองคป์ระกอบทำงสโตแคสติกอีกองคป์ระกอบ
หน่ึงคือ องคป์ระกอบ Moving Average เขำ้ในแบบจ ำลอง ท ำให ้ARMA(p, q) มีขอ้ดีเพิ่มข้ึนคือเหมำะส ำหรับ
สำมำรถอธิบำยปรำกฏกำรณ์กำรไหลของน ้ำท่ีมีลกัษณะทั้ง Low Flow และ High Flow ผสมผสำนกนัไป 
องคป์ระกอบ AR(p) และ MA(q) สำมำรถท่ีจะใชอ้ธิบำยปรำกฏกำรณ์ทำงอุทกวทิยำท่ีแตกต่ำงกนัดงัน้ี 
 AR(p) – ท ำใหเ้กิด Low Flow/Baseflow หรือน ้ำท่ำในช่วงฤดูแลง้ ซ่ึงเกิดจำกอิทธิพลของน ้ำใตดิ้น 

MA(q) - ท ำใหเ้กิด High Flow/Direct Runoff หรือน ้ำท่ำซ่ึงเกิดจำกฝน 
ARMA(p, q) – จึงเป็นกำรผสมผสำนของ 2 ปรำกฏกำรณ์ 
ในหวัขอ้ 1.6 ในบทท่ี 1 ไดพ้ิสูจน์ใหเ้ห็นวำ่สำมำรถใช ้ARMA(1,1) อธิบำยปริมำณกำรไหลของน ้ำใน

แม่น ้ำได ้ดงัน้ี 
𝑍𝑡 = 𝑐𝑆𝑡−1 + 𝑑𝑋𝑡 
𝑆𝑡 = (1 − 𝑐)𝑆𝑡−1 + 𝑎𝑋𝑡  
𝑍𝑡 = (1 − 𝑐)𝑍𝑡−1 + 𝑑𝑋𝑡 − [𝑑(1 − 𝑐) − 𝑎𝑐]𝑋𝑡−1  ……… . . 𝐴𝑅𝑀𝐴(1,1) 
 

แบบจ ำลอง ARMA(p, q) มีขอ้ดีท่ีส ำคญัคือ มีจ ำนวนพำรำมิเตอร์นอ้ยวำ่แบบจ ำลอง AR(p) เม่ือใช้
แบบจ ำลองท่ีมีล ำดบัมำก จึงน่ำสนใจมำกกวำ่เม่ือพิจำรณำจำกเกณฑ ์Parsimony 
 

5.2 รูปแบบทางคณติศาสตร์ของแบบจ าลอง ARMA(p, q) (Mathematical Formula of ARMA) 
 
 𝐴𝑅(𝑝):   𝑍𝑡 = ∑ 𝜙𝑗𝑍𝑡−𝑗 + 𝜀𝑡

𝑝
𝑗=1  

 𝑀𝐴(𝑞):  𝑍𝑡 = −∑ 𝜃𝑗𝜀𝑡−𝑗  ;  𝜃0 = −1𝑞
𝑗=0  

 𝐴𝑅𝑀𝐴(𝑝, 𝑞) = 𝐴𝑅(𝑝) + 𝑀𝐴(𝑞) 

 𝑍𝑡 = ∑ 𝜙𝑗𝑍𝑡−𝑗 − ∑ 𝜃𝑗
𝑞
𝑗=0 𝜀𝑡−𝑗

𝑝
𝑗=1           [5.1] 

โดยมีพำรำมิเตอร์คือ {𝜇, 𝜎2, 𝜎𝜀
2, 𝜙𝑗(𝑗 = 1, … , 𝑝), 𝜃𝑗(𝑗 = 0, . . , 𝑞)} 

 

5.3 คุณสมบัติของ MA(q) (Properties of MA(q)) 
 5.3.1 แบบจ าลอง MA(q) 
 𝑍𝑡 = −∑ 𝜃𝑗𝜀𝑡−𝑗 ;  𝜃0 = −1𝑞

𝑗=0          [5.2]                                                                            
 𝐸(𝜀𝑡) = 0 = 𝐸(𝑍𝑡) 
 𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑡) = 𝐸(𝜀𝑡)

2 = 𝜎𝜀
2 

𝐸(𝑍𝑡 . 𝑍𝑡−𝑘) = 𝐶𝑜𝑣(𝑍𝑡 . 𝑍𝑡−𝑘) = 𝛾𝑘  
                      =  𝐿𝑎𝑔 𝑘 𝐴𝑢𝑡𝑜𝑐𝑜𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒 ของ 𝑍𝑡  
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 𝛾𝑘 = 𝐸(−∑ 𝜃𝑗𝜀𝑡−𝑗 
𝑞
𝑗=0 )(−∑ 𝜃𝑗𝜀𝑡−𝑘−𝑗 

𝑞
𝑗=0 )      [5.3] 

 𝛾𝑘 = 𝐸(𝜀𝑡 − 𝜃1𝜀𝑡−1 − ⋯− 𝜃𝑞𝜀𝑡−𝑞)(𝜀𝑡−𝑘 − 𝜃1𝜀𝑡−𝑘−1 − ⋯− 𝜃𝑞𝜀𝑡−𝑘−𝑞) 
 𝛾𝑘 = 𝜎𝜀

2 ∑ 𝜃𝑗𝜃𝑗+𝑘; 𝑘 ≤ 𝑞𝑞−𝑘
𝑗=0      

        = 0                           ; 𝑘 > 𝑞         [5.4] 
ถำ้ 𝑘 = 0 ; 𝛾0 = 𝑉𝑎𝑟(𝑍𝑡) = 𝜎𝜀

2 ∑ 𝜃𝑗
2𝑞

𝑗=0       [5.5] 

𝐴𝐶𝐹 ; 𝜌𝑘 =
𝛾𝑘

𝛾0
=

𝜎𝜀
2 ∑ 𝜃𝑗𝜃𝑗+𝑘

𝑞−𝑘
𝑗=0

𝜎𝜀
2 ∑ 𝜃𝑗

2𝑞
𝑗=0

 เม่ือ 𝑘 ≤ 𝑞     [5.6] 

               𝜌𝑘 = 0                                       เม่ือ 𝑘 > 𝑞     [5.7] 
 

5.3.2 แบบจ าลอง MA(1) จะมีลกัษณะเป็น One Step Long Memory 
 𝑧𝑡 = 𝜀𝑡 − 𝜃1𝜀𝑡−1         [5.8] 

จำกสมกำร [5.4] ถำ้ 

𝑞 = 1, 𝑘 = 1; 𝛾1 = 𝜎𝜀
2 ∑𝜃𝑗𝜃𝑗+𝑘 =

1−1

𝑗=0

𝜎𝜀
2𝜃0𝜃1  

    = −𝜎𝜀
2𝜃1       [5.9] 

𝑞 = 1, 𝑘 = 0; 𝛾0 = 𝜎𝜀
2 ∑𝜃𝑗𝜃𝑗+𝑘

1

𝑗=0

 

   = 𝜎𝜀
2(𝜃0. 𝜃0 + 𝜃1. 𝜃1)     

 = (1 + 𝜃1
2)𝜎𝜀

2       [5.10] 
     𝜌1 =

𝛾1

𝛾0
= −

𝜃1

(1+𝜃1
2)

       [5.11] 

 𝑞 = 1, 𝑘 > 1, 𝜌𝑘 = 0         [5.12] 
 

5.3.3 Residual ของ MA(1) 
 𝜀𝑡     = 𝑍𝑡 + 𝜃1𝜀𝑡−1 
 𝜀𝑡−1 = 𝑍𝑡−1

+ 𝜃1𝜀𝑡−2 
  𝜀𝑡     = 𝑍𝑡 + 𝜃1(𝑍𝑡−1 + 𝜃1𝜀𝑡−2) 

          = 𝑍𝑡 + 𝜃1𝑍𝑡−1 + 𝜃1
2𝜀𝑡−2 

          = 𝑍𝑡 + 𝜃1𝑍𝑡−1 + 𝜃1
2𝑍𝑡−2 + ⋯       [5.13] 

สมกำรจะ Converge เม่ือ |𝜃1| < 1 
𝑍𝑡 = −𝜃1𝑍𝑡−1 − 𝜃1

2𝑍𝑡−2 + ⋯+ 𝜀𝑡       [5.14] 
จึงสรุปได้ว่า MA(1) คือ AR() และมีลกัษณะเป็น Long Memory 

 5.3.4 Invertible Conditions 
 |𝜃1| < 1  

 หรือ รำกของสมกำร Characteristics จะอยูใ่นวงกลมท่ีมีรัศมีหน่ึงหน่วย (Unit Circle) 
 𝑟 − 𝜃1 = 0          [5.15] 
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 กรณขีอง MA(q) 
 𝑟𝑞 − 𝜃1𝑟

𝑞−1 − 𝜃2𝑟
𝑞−2 − ⋯− 𝜃𝑞 = 0      [5.16] 

 ถำ้รำกของสมกำร [5.16] อยูใ่น Unit Circle แสดงวำ่ iθ เป็นไปตำม Invertible Condition 
 กรณี MA(2) ซ่ึงมี 6.0θ1  และ 2.0θ2   
 𝑟2 − 0.6𝑟 − 0.2 = 0 
  𝑟1 = 0.839 
  𝑟2 = −0.2385 
 

 5.3.5 Partial Autocorrelation Function (PACF) ของ MA(q) 
 PACF หรือ 𝜙𝑘(𝑘) ของ   MA(q) คือ ACF ของ AR(p) 
 ACF หรือ  𝜌𝑘 ของ   MA(q) คือ PACF ของ   AR(p) 
 

5.3.6 คุณสมบัติทัว่ไปของ ARMA(p, q) 
 𝑍𝑡 = 𝜙1𝑍𝑡−1 + ⋯ + 𝜙𝑝𝑍𝑡−𝑝 + 𝜀𝑡 − 𝜃1𝜀𝑡−1 − ⋯− 𝜃1𝑞𝜀𝑡−𝑞  

 Lag k Cross-Covariance ของ z และ  
 𝛾𝑧𝜀(𝑘) = 𝐶𝑜𝑣(𝑧𝑡−𝑘, 𝜀𝑡)         
 𝛾𝑧𝜀(𝑘) = 𝐸(𝑧𝑡−𝑘 , 𝜀𝑡) 
  = 𝐸[(∑ 𝜙𝑗𝑍𝑡−𝑘−𝑗 − ∑ 𝜃𝑗

𝑞
𝑗=0 𝜀𝑡−𝑘−𝑗

𝑝
𝑗=1 )𝜀𝑡] 

  = ∑ 𝜙𝑗𝛾𝑧𝜀(𝑘 + 𝑗) − ∑ 𝜃𝑗
𝑞
𝑗=0 𝛾𝜀𝜀(𝑘 + 𝑗); 𝑘 ≤ 0𝑝

𝑗=1     [5.17] 

 𝛾𝑧𝜀(𝑘) = 0; 𝑘 > 0         [5.18] 
(1) Lag k Autocovariance ของ ARMA(p, q) 

 𝐸(𝑧𝑡. 𝑧𝑡−𝑘) = 𝛾𝑘  
 𝛾𝑘 = ∑ 𝜙𝑗𝛾𝑘−𝑗 − ∑ 𝜃𝑗𝛾𝑧𝜀(𝑘 − 𝑗)𝑞

𝑗=0 ; 𝑘 < 𝑞 + 1 𝑜𝑟𝑝
𝑗=1 𝑘 ≤ 𝑞 

        = ∑ 𝜙𝑗𝛾𝑘−𝑗
𝑝
𝑗=1 ;  𝑘 ≥ 𝑞 + 1        [5.19] 

 ถำ้ k = 0 
 𝛾0 = 𝐸(𝑧𝑡. 𝑧𝑡) = 𝑉𝑎𝑟(𝑍𝑡) 

        = 𝜎𝜀
2 + ∑ 𝜙𝑗𝛾𝑗 − ∑ 𝜙𝑗𝛾𝑧𝜀(−𝑗)𝑞

𝑗=1
𝑝
𝑗=1       [5.20]

 (2) Autocorrelation Function(ACF) 
 𝛾𝑘

𝛾0
= 𝜌𝑘 = ∑ 𝜙𝑗

𝑝
𝑗=1 𝜌𝑘−𝑗;  𝑘 ≥ 𝑞 + 1       [5.21] 

 ACF ของ ARMA(p,q) จะแปรผนัตำมค่ำ j  และ j  ดงัน้ี 
 𝜌𝑗(𝑗 = 1,… , 𝑞) จะแปรผนัตำม 𝜙𝑗(𝑗 = 1,… , 𝑝) และ 𝜃𝑗(𝑗 = 1,… , 𝑞) 
 𝜌𝑗(𝑗 = 𝑞 + 1, . . , 𝑞 + 𝑝 + 1) จะแปรผนัตำม 𝜙𝑗(𝑗 = 1,… , 𝑝) 

ซ่ึงจะมีผลท ำให ้ACF ของ ARMA(p,q) มีลกัษณะท่ีแตกต่ำงกนัดงัรูปท่ี 5.1 ถำ้ ๆ q-p > 0 เช่น 
ARMA(1,2) ACF จะมีลกัษณะเป็น Irregular Shape ตำมดว้ย Exponential Decay หรือ Damped Wave แค่ถำ้ 
q-p < 0 เช่น ARMA(1,0) ACF จะมีรูปร่ำงเป็น Exponential Decay หรือ Damped Wave ดงัรูปท่ี 5.1 
 PACF ของ MA(p) แสดงอยูใ่นรูปท่ี 5.2 และ 5.3 
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รูปที ่5.1 ลกัษณะของ ACF ของ ARMA(p,q) กรณีท่ี p และ q มีค่ำต่ำงๆกนั 
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รูปที ่5.2 Theoretical Partial Autocorrelation for MA(1) Model 
 

 

 

รูปที ่5.3 Theoretical Partial Autocorrelation for MA(2) Model 
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Stationary and Invertibility 
 𝑢𝑝 − 𝜙1𝑢

𝑝−1 − 𝜙2𝑢
𝑝−2 − ⋯− 𝜙𝑝 = 0      [5.22] 

 𝑟𝑞 − 𝜃1𝑟
𝑞−1 − 𝜃2𝑟

𝑞−2 − ⋯− 𝜃𝑞 = 0      [5.23] 

 
(3) คุณสมบัติพืน้ฐานของ ARMA(1, 1) 
𝑍𝑡 = 𝜙1𝑍𝑡−1 + 𝜀𝑡 − 𝜃1𝜀𝑡−1 
𝑍𝑡 = 𝜙1(𝜙1𝑍𝑡−2 + 𝜀𝑡−1 − 𝜃1𝜀𝑡−2) + 𝜀𝑡 − 𝜃1𝜀𝑡−1 

       = 𝜙1
2𝑍𝑡−2 + 𝜀𝑡 + (𝜙1 − 𝜃1)𝜀𝑡−1 − 𝜙1𝜃1𝜀𝑡−2 

𝑍𝑡 = 𝜙1
2(𝜙1𝑍𝑡−3 + 𝜀𝑡−2 − 𝜃1𝜀𝑡−3) + 𝜀𝑡 + (𝜙1 − 𝜃1)𝜀𝑡−1 − 𝜙1𝜃1𝜀𝑡−2 

       = 𝜙1
3𝑍𝑡−3 + 𝜀𝑡 + (𝜙1 − 𝜃1)𝜀𝑡−1 − 𝜙1(𝜙1 − 𝜃1)𝜀𝑡−2 − 𝜙1

2𝜃1𝜀𝑡−3 

       = 𝜀𝑡 + (𝜙1 − 𝜃1)𝜀𝑡−1 + 𝜙1(𝜙1 − 𝜃1)𝜀𝑡−2 + 𝜙1
2(𝜑1 − 𝜃1)𝜀𝑡−3 + ⋯   

 
ดงันั้น จึงสำมำรถสรุปไดว้ำ่ ARMA(1, 1) คือ MA () ดงัสมกำร 

 𝑧𝑡 = 𝜀𝑡 + 𝜓1𝜀𝑡−1 + 𝜓2𝜀𝑡−2 + ⋯       [5.24] 
 
 สมกำร [5.25] จะ Converged เม่ือ 1θ1   หรือเม่ือกระบวนกำรสโตแคสติกเป็น Stationary 
 ถำ้ ARMA(1,1) มีพำรำมิเตอร์ 
 𝜙1 = 0.79 

 𝜃1 = 0.35 

 𝜓𝑖 = 𝜙1
𝑖−1(𝜙1 − 𝜃1)         [5.25] 

 
i 1 2 3 4 5 6 

i  0.44 0.35 0.27 0.22 0.17 0.14 
 

ในท ำนองเดียวกนั ARMA(1, 1) สำมำรถเขียนในรูปของ AR() ดงัสมกำร 
 
 𝜀𝑡 = 𝑧𝑡 − 𝜙1𝑧𝑡−1 + 𝜃1𝜀𝑡−1 

     = 𝑧𝑡 − 𝜙1𝑧𝑡−1 + 𝜃1(𝑧𝑡−1 − 𝜙1𝑧2 + 𝜃1𝜀𝑡−2) 

     = 𝑧𝑡 − (𝜙1 − 𝜃1)𝑧𝑡−1 − 𝜃1𝜙1𝑧𝑡−2 + 𝜃1
2𝜀𝑡−2 

 𝑧𝑡 = (𝜙1 − 𝜃1)𝑧𝑡−1 + 𝜃1𝜙1𝑧𝑡−2 − 𝜃1
2𝜀𝑡−2 + 𝜀𝑡 

     = (𝜙1 − 𝜃1)𝑧𝑡−1 + 𝜃1(𝜙1 − 𝜃1)𝑧𝑡−2 + 𝜃1
2(𝜙1 − 𝜃1)𝜀𝑡−3+. . . . . . . . +𝜀𝑡 

     = 𝜋1𝑧𝑡−1 + 𝜋2𝑧𝑡−2 + 𝜋3𝑧𝑡−3 + ⋯…+ 𝜀𝑡      [5.26] 
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𝜋𝑖 = 𝜃1
𝑖−1(𝜙1 − 𝜃1) 

 ถำ้ 𝜙1 = 0.79, 𝜃1 = 0.35 

  

i 1 2 3 4 5 

iπ  0.44 0.15 0.05 0.02 0.01 

 

สมกำร [5.22] จะ Converged ถำ้กระบวนกำรสโตแคสติกเป็นแบบ Invertibility ถำ้ |𝜃1| ≤ 1 
 Admissible Region ส ำหรับ 1 และ 1  คือ 

 −1 < 𝜙1 < 1  และ −1 < 𝜃1 < 1        [5.27] 
  

ส ำหรับกระบวนกำรสโตแคสติกทำงอุทกวทิยำ 

0 < 𝜙1 < 1,  0 < 𝜃1 < 1  และ    𝜙1 > 𝜃1       [5.28] 
 

(4) Variance ของ ARMA(1,1) , oγ  

จำกสมกำร [5.20] 

𝛾𝑜 = 𝜎𝜀
2 + 𝜙1𝛾1 − 𝜃1𝛾𝑧𝜀(−1) 

𝛾𝑧𝜀(−1) = 𝐸(𝑧𝑡. 𝜀𝑡−1) = 𝐸(𝜙1𝑧𝑡−1 + 𝜀𝑡 − 𝜃1𝜀𝑡−1)(𝜀𝑡−1) 

        = 𝜙1𝐸(𝑧𝑡−1. 𝜀𝑡−1) + 𝐸(𝜀𝑡. 𝜀𝑡−1) − 𝜃1𝐸(𝜀𝑡−1. 𝜀𝑡−1) 

      
   
= 𝜙1𝛾𝑧𝜀(0) − 𝜃1𝜎𝜀

2 

 

𝛾𝑧𝜀(0) = 𝐸(𝑧𝑡. 𝜀𝑡) = 𝐸(𝜙1𝑧𝑡−1 + 𝜀𝑡 − 𝜃1𝜀𝑡−1)(𝜀𝑡) 

= 𝐸(𝜙1𝑧𝑡−1𝜀𝑡) + 𝐸(𝜀𝑡. 𝜀𝑡) − 𝐸(𝜃1𝜀𝑡−1. 𝜀𝑡)  

= 𝜎𝜀
2          [5.29]  

𝛾𝑜 = 𝜎𝜀
2 + 𝜃1𝛾1 − 𝜃1(𝜙1 − 𝜃1)𝜎𝜀

2       [5.30] 

จำกสมกำร [5.19] ถำ้ k = 1 

 𝛾1 = 𝜙1𝛾0 − 𝜃0𝛾𝑧𝜀(1) − 𝜃1𝛾𝑧𝜀(0) 

        = 𝜙1𝛾0 − 𝜃1𝜎𝜀
2         [5.31] 

 ถำ้ k > 2 

 𝛾2 = 𝜙1𝛾1 − 𝜃0𝛾𝑧𝜀(2) − 𝜃1𝛾𝑧𝜀(1) 

       
 
= 𝜙1𝛾1

 

 𝛾𝑘 = 𝜙1𝛾𝑘−1          [5.32] 

 จำกสมกำร [5.30]  
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𝛾0 − 𝜙1𝛾1 = [1 − 𝜃1(𝜙1 − 𝜃1)]𝜎𝜀
2       [5.33] 

จำกสมกำร [5.31]  
𝜙1𝛾0 − 𝛾1 = 𝜃1𝜎𝜀

2         [5.34] 

แกส้มกำร [5.33] และ [5.34] จะไดค้่ำ o และ 1 ดงัน้ี 

𝛾0 =
(1+𝜃1

2−2𝜙1𝜃1)

(1−𝜙1
2)

𝜎𝜀
2         [5.35] 

𝛾1 =
(1−𝜙1𝜃1)(𝜙1−𝜃1)

(1−𝜙1
2)

𝜎𝜀
2        [5.36] 

𝜌1 =
𝛾1

𝛾0
=

(1−𝜙1𝜃1)(𝜙1−𝜃1)

(1+𝜃1
2−2𝜙1𝜃1)

        [5.37] 

ถำ้หำรสมกำร [5.32] ดว้ย 0 จะได ้ 
𝜌𝑘 = 𝜙1𝜌𝑘−1 ;  𝑘 ≥ 2         [5.38] 

กรณี ARMA(1,1) จะสำมำรถหำค่ำ 1 จำกสมกำร [5.38] เม่ือ k=2 แทนค่ำ 1 ลงในสมกำร [5.37] จะ
สำมำรถหำค่ำ 1 ไดโ้ดยวธีิ Trial and Error และขั้นสุดทำ้ยแทนค่ำ 1 และ 1 ลงในสมกำร [5.35] หรือ [5.36] 
เพื่อหำค่ำ 

2 

กรำฟแสดง ACF และ PACF ของ ARMA(1,1) กรณีท่ี 1  และ 1 มีค่ำต่ำงๆ กนั แสดงอยูใ่นรูปท่ี 5.4 
และ 5.5 ตำมล ำดบั 
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 (a) ACF ของ ARMA(1.1) กรณีท่ี 1 และ 1 มีค่ำเป็นบวก 

 
(b) ACF ของ ARMA(1.1) กรณีท่ี 1 และ 1 มีค่ำเป็นลบ 

รูปที ่5.4 Theoretical Autocorrelation for ARMA(1.1) Model กรณีท่ี 1 และ 1 มีค่ำต่ำงๆ กนั 
 



5-10 

 

 

 
(a) PACF ของ ARMA(1.1) กรณีท่ี 1 และ 1 มีค่ำเป็นบวก 

 
(b) PACF ของ ARMA(1.1) กรณีท่ี 1 และ 1 มีค่ำเป็นลบ 

รูปที ่5.5 Theoretical Partial Autocorrelation for ARMA(1, 1) Model กรณีท่ี 1 และ 1 มีค่ำต่ำงๆ 
กนั 
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5.4 การสร้างแบบจ าลอง ARMA ส าหรับอนุกรมเวลารายปี  
       (ARMA Modeling of Annual Time Series) 

5.4.1 แบบจ าลอง Annual ARMA  

 สมมติให ้ xt คือ อนุกรมอุทกวทิยำรำยปี ซ่ึงอำจมีกำรแจกแจงแบบปกติ แต่ถำ้ xt ไม่ไดมี้กำรแจกแจง
แบบตอ้งมีกำรแปลงใหเ้ป็นอนุกรมเวลำแบบปกติ yt โดยใชฟั้งคช์ัน่กำรแปลงท่ีเหมำะสม  ขั้นต่อไปคือกำร
แปลง yt เป็น zt  ดงัสมกำร  

 𝑦𝑡   =   +  𝑧𝑡          [5.39] 

ท ำกำรจ ำลองอนุกรมเวลำ zt ดว้ยแบบจ ำลอง ARMA(p,q) ดงัน้ี 

 𝑧𝑡 = 𝜙1𝑧𝑡−1 + 𝜙2𝑧𝑡−2 + ⋯+ 𝜙𝑝𝑧𝑡−𝑝 + 𝜀𝑡 − 𝜃1𝜀𝑡−1 − 𝜃2𝜀𝑡−2 − ⋯− 𝜃𝑞𝜀𝑡−𝑞 [5.40] 
คุณสมบติัของแบบจ ำลอง AR, MA และ ARMA ตำมท่ีกล่ำวมำแลว้ไดส้รุปไวใ้นตำรำงท่ี 5.1  

 

ตารางที ่5.1 Identification Properties for AR, MA and ARMA Processes. 

Process Autocorrelation Partial Autocorrelations 

AR(p) Infinite in extent, consists of damped 

exponentials and/or damped waves. 

Attenuates as 

𝜌𝑘 = ∑𝜙𝑗𝜌𝑘−𝑗

𝑝

𝑗=1

 

Finite in extent, peaks at lags 1 

through p then cuts off. 

MA(q) Finite in extent, peaks at lags 1 through q 

then cuts off. 

Infinite in extent, consists of 

damped exponentials and/or 

damped waves. 

ARMA(p, q) Infinite in extent, first q-p lags: irregular 

then damped exponentials and/or damped 

waves. Attenuates as 

𝜌𝑘 = ∑𝜙𝑗𝜌𝑘−𝑗

𝑝

𝑗=1

 

(𝑘 ≥ 𝑞 + 1) 

Infinite in extent, first p-q lags 

irregular, then damped 

exponentials and/or damped 

waves. 

 

 5.4.2 ขั้นตอนการจ าลอง 
– กำรหำรูปแบบแบบจ ำลอง (Identification) 
– กำรประมำณค่ำพำรำมิเตอร์ (Estimation)  
– กำรตรวจสอบควำมเหมำะสม (Diagnostic Checking) 

(1) การหารูปแบบแบบจ าลอง (Identification) 
กำรหำรูปแบบแบบจ ำลอง จะพิจำรณำจำกกรำฟอนุกรมเวลำ  ACF และ  PACF (ดูคุณสมบติัของ 

ACF และ PACF ของแบบจ ำลองต่ำงๆในตำรำงท่ี 5.1) 
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 ACF (𝑟𝑘𝑣𝑠. 𝑘;  𝑘 = 1,… ,
𝑁

4
) 

 95%  Probability Limit คือ ± 2

√𝑁
 

(2) การประมาณค่าพารามิเตอร์ (Estimation)  
วธีิกำรประมำณค่ำพำรำมิเตอร์ของ MA(q) 

 จำกสมกำรท่ี 5.5       𝜎𝜀
2 =

𝛾𝑜

∑ 𝜃𝑗
2𝑞

𝑗=0

 

          =
𝛾𝑜

1+𝜃1
2+⋯…+𝜃𝑞

2      [5.41] 

 จำกสมกำรท่ี 5.4       𝛾𝑘 = 𝜎𝜀
2 ∑ 𝜃𝑗𝜃𝑗+𝑘; 𝑘 ≤ 𝑞(𝑘 = 0,1, … , 𝑞)𝑞−𝑘

𝑗=0  

 ถำ้  𝑘 = 𝑗;  𝑗 = 0, … , 𝑘; 𝑘 ≤ 𝑞 

  𝛾𝑗 = 𝜎𝜀
2 ∑ 𝜃𝑖𝜃𝑖+𝑗

𝑞−𝑗
𝑖=0  

        = 𝜎𝜀
2(𝜃0𝜃𝑗 + 𝜃1𝜃𝑗+1 + ⋯…+ 𝜃𝑞−𝑗𝜃𝑞) 

  𝜃𝑗 = −(
𝛾𝑗

𝜎𝜀
2 − 𝜃1𝜃𝑗+1 − 𝜃2𝜃𝑗+2 ……− 𝜃𝑞−𝑗𝜃𝑞)    [5.42] 

   𝑐0~𝛾0  (Variance) 
   𝑐𝑗~𝛾𝑗   (Autocovariance) 

หำ 𝜃𝑗(𝑗 = 1,… , 𝑞) จำกสมกำร [5.41] และ [5.42] โดยกำรค ำนวณแบบ Iterative ดงัน้ี 
(1) หำ  C0 ,…., Cj จำกอนุกรมเวลำตวัอยำ่ง 
(2) สมมติให ้𝜃𝑗 = 0(𝑗 = 1, … , 𝑞) 
(3) ค ำนวณหำ 𝜎̂𝜀

2 จำกสมกำร [5.41] 

𝜎̂𝜀
2 =

𝐶0

1 + 𝜃1
2 + ⋯…+ 𝜃𝑞

2
 

(4) ค ำนวณหำ j  จำกสมกำร [5.42] 

𝜃𝑗 = −(
𝐶𝑗

𝜎𝜀
2
− 𝜃1𝜃𝑗+1 − 𝜃2𝜃𝑗+2 − ⋯…− 𝜃𝑞−𝑗𝜃𝑞) 

(5) ตรวจสอบวำ่ 𝜃𝑗  (ค  ำนวณ) = 𝜃̂𝑗 (สมมติ) 
(6)  ถำ้ผลกำรค ำนวณไม่เท่ำใหก้ลบัไปเร่ิมค ำนวณขั้นท่ี (2) สมมติ 𝜃̂𝑗(𝑗 = 1,… , 𝑞) ใหม่ 
กรณี MA(1) 

𝜎̂𝜀
2 =

𝑐0

1+𝜃̂1
2 

                     

          𝜃1 = −
𝑐1

𝜎𝜀
2

 

 

 

   2 สมกำร 2 Unknown จะสำมำรถค ำนวณหำค่ำ 𝜃1, 𝜎𝜀
2 ได ้
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กรณี MA(2) 
𝜎̂𝜀

2 =
𝑐0

1+𝜃̂1
2+𝜃̂2

2

 
𝜃2 = −

𝑐2

𝜎̂𝜀
2

 

𝜃1 = −(
𝑐2

𝜎̂𝜀
2
− 𝜃1𝜃2) 

 
จะสำมำรถค ำนวณหำค่ำพำรำมิเตอร์   

 𝜎̂𝜀
2, 𝜃1, 𝜃2ได ้

 
กรณี ARMA(p, q) 
กำรหำพำรำมิเตอร์ 𝜙𝑗(𝑗 = 1,… , 𝑝) จำกสมกำร 5.19 
กรณี k > q+1 

𝛾𝑘 = ∑𝜙𝑗

𝑝

𝑗=1

𝛾𝑘−𝑗;  𝑘 ≥ 𝑞 + 1 

ประมำณค่ำดว้ย Sample Lag k Autocovariance 
         

 
𝑐𝑘 = ∑ 𝜙̂𝑗

𝑝
𝑗=1 𝑐𝑘−𝑗;  𝑘 ≥ 𝑞 + 1         [5.43] 

  
 ส ำหรับ ARMA(1, 1) 
 p = 1, q = 1 , k  2 
 𝑘 = 2; 𝑐2 = 𝜙̂1𝑐1 จะไดว้ำ่    𝜙̂1 =

𝑐2

𝑐1
 

 ส ำหรับ ARMA(2, 2) 
 p = 2, q = 2 , k  3 
 

𝑘 = 3; 𝑐3 = 𝜙̂1𝑐2 + 𝜙̂2𝑐1 
 
𝑘 = 4; 𝑐4 = 𝜙̂1𝑐3 + 𝜙̂2𝑐2 

จะสำมำรถหำค่ำพำรำมิเตอร์ 𝜙̂1และ 𝜙̂2ได ้

 
 เม่ือทรำบค่ำ 𝜙̂𝑗  จะสำมำรถแปลง ARMA(p,q) เป็น MA(q) ไดด้งัน้ี 
 𝑧𝑡

′ = 𝑧𝑡 − ∑ 𝜙
𝑗
𝑧𝑡−𝑗

𝑝

𝑗=1          [5.44] 
 ค  ำนวณหำ 𝑐𝑗′(𝑗 = 0,… , 𝑞) จำกอนุกรมเวลำ 𝑧𝑡

′ 
 หลงัจำกนั้นก็จะสำมำรถหำ 𝜃𝑗ไดจ้ำกสมกำร [5.41] และ[5.42] โดยวธีิ Iterative ตำมท่ีกล่ำวมำแลว้  
 

ขั้นตอนกำรค ำนวณแบบ Iterative 
สมมติค่ำ 𝜃𝑗  แลว้ค ำนวณหำ 
𝜎̂𝜀

2 =
𝑐𝑜

∑ 𝜃̂𝑗
2𝑞

𝑗=0

   และ 

𝜃𝑗 = −(
𝑐𝑗

𝜎̂𝜀
2 − 𝜃1𝜃𝑗+1 − 𝜃2𝜃𝑗+2 − ⋯…− 𝜃𝑞−𝑗𝜃𝑞)   

ถำ้   𝜃𝑗  (ค  ำนวณ) = 𝜃𝑗  (สมมติ) แสดงวำ่ค่ำท่ีค  ำนวณไดใ้ชไ้ด ้จึงหยดุกำรค ำนวณ 
 



5-14 

 

Efficient Estimate 

 วธีิกำรประมำณค่ำท่ี Efficient คือ Max. Likelihood หรือ LSE ถำ้ t มีกำรแจกแจงแบบปกติ 
 𝜀𝑡 = 𝑧𝑡 − ∑ 𝜙̂𝑗𝑧𝑡−𝑗 + ∑ 𝜃𝑗

𝑞
𝑗=1

𝑝
𝑗=1 𝜀𝑡−1 

ก ำหนดให้
  
𝑆𝑆𝐸 = 𝑆 (𝜙, 𝜃 ) = ∑ 𝜀𝑡

2𝑁
𝑡=1       [5.45] 

 𝜎̂𝜀
2 =

𝑆(𝜙,   𝜃)

𝑁
 = Variance ของ t        [5.46] 

 สำมำรถใชห้ลกั Optimization หำค่ำพำรำมิเตอร์ได ้โดยกำรก ำหนด Objective Function และ 
Constraints ดงัน้ี 

𝑀𝑖𝑛. 𝑆 (𝜙, 𝜃 ) 
𝑆𝑇  − 1 < 𝜙 < 1

 

 
−1 < 𝜃 < 1 

 
  ใช ้Solver ใน Excel 

 
Excel มีเคร่ืองในกำรหำค ำตอบของ Optimization Model โดยกำรเรียกใช ้Solver 

 ส ำหรับ ARMA(1, 1) :   𝑧𝑡 = 𝜙1𝑧𝑡−1 + 𝜀𝑡 − 𝜃1𝜀𝑡−1 

    𝜀𝑡 = 𝑧𝑡 − 𝜙1𝑧𝑡−1 + 𝜃1𝜀𝑡−1 

 ถำ้ก ำหนดให ้ 0zo    และ  0εo   หรือ   (𝑧𝑜 = 𝑧̄, 𝜀𝑜 = 𝜀̄) จะได ้
   𝜀1 = 𝑧1 
   𝜀2 = 𝑧2 − 𝜙1𝑧1 + 𝜃1𝜀1 
   . 

   . 

𝜀𝑁 = 𝑧𝑁 − 𝜙1𝑧𝑁−1 + 𝜃1𝜀𝑁−1 
 

 จะสำมำรถหำค่ำ
  
𝑆𝑆𝐸 = 𝑆 (𝜙, 𝜃) = ∑ 𝜀𝑡

2  𝑁
𝑡=1 เพื่อน ำไปหำพำรำมิเตอร์ได ้โดยใช ้Solver ใน 

Excel 
 

(3) ความน่าเช่ือถือของค่าประมาณพารามิเตอร์ (Reliability of Estimated Parameters) 

 Variance-Covariance Matrix ของพำรำมิเตอร์แสดงอยูใ่นสมกำร 
 

𝑣(𝛽̂) =

[
 
 
 
 
𝑉𝑎𝑟(𝛽̂1)             𝐶𝑜𝑣(𝛽̂1𝛽̂2)       …     𝐶𝑜𝑣(𝛽̂1 𝛽̂𝑝+𝑞) 

𝐶𝑜𝑣(𝛽̂2𝛽̂1)            𝑉𝑎𝑟(𝛽̂2)       …      𝐶𝑜𝑣(𝛽̂2 𝛽̂𝑝+𝑞)

…                                  ….              …            . . .
𝐶𝑜𝑣(𝛽̂𝑝+𝑞𝛽̂1)   𝐶𝑜𝑣(𝛽̂𝑝+𝑞𝛽̂2)   …      𝑉𝑎𝑟(𝛽̂𝑝+𝑞) ]

 
 
 
 

   [5.47] 

 
 Box and Jenkins (1976) เสนอแนะวธีิกำรหำ Variance-Covariance Matrix ดงัสมกำร 
 



5-15 

 

 

𝑣(𝛽̂) ≈ 2𝜎̂𝜀
2

[
 
 
 
 
 

 

𝜕2𝑆(𝛽̂)

𝜕𝛽̂1
2             

𝜕2𝑆(𝛽̂)

𝜕𝛽̂1𝜕𝛽̂2
        …               

𝜕2𝑆(𝛽̂)

𝜕𝛽̂1𝜕𝛽̂𝑝+𝑞

𝜕2𝑆(𝛽̂)

𝜕𝛽̂2𝜕𝛽̂1
            

𝜕2𝑆(𝛽)

𝜕𝛽̂2
2         …               

𝜕2𝑆(𝛽̂)

𝜕𝛽̂2𝜕𝛽̂𝑝+𝑞
 

 
𝜕2𝑆(𝛽̂)

𝜕𝛽̂𝑝+𝑞𝜕𝛽̂1
    

𝜕2𝑆(𝛽̂)

𝜕𝛽̂𝑝+𝑞𝜕𝛽̂2
     …                    

𝜕2𝑆(𝛽̂)

𝜕𝛽̂𝑝+𝑞
2 ]

 
 
 
 
 
−1

   [5.48] 

  
 ส ำหรับแบบจ ำลอง ARMA(1, 1) Variance-Covariance Matrix จะอยูใ่นรูปของสมกำร 
 

 

𝑣(𝛽̂) = [
𝑉𝑎𝑟(𝜙̂1)       𝐶𝑜𝑣(𝜙̂1𝜃1)

𝐶𝑜𝑣(𝜙̂1𝜃1)       𝑉𝑎𝑟(𝜃1)
] ≅ 2𝜎̂𝜀

2 [

𝜕2𝑆(𝜙̂1𝜃̂1)

𝜕𝜙̂1
2          

𝜕2𝑆(𝜙̂1𝜃̂1)

𝜕𝜙̂1𝜕𝜃1

 
𝜕2𝑆(𝜙̂1𝜃̂1)

𝜕𝜙̂1𝜕𝜃1
         

𝜕2𝑆(𝜙̂1𝜃̂1)

𝜕𝜃̂1
2

]

−1

           [5.49] 

 
 รูปแบบ Variance-Covariance Matrix ส ำหรับ ARMA(1,1) ของ Box and Jenkins(1976) 
 

𝑣(𝜙̂1, 𝜃1) =
1

𝑁

(1−𝜙̂1𝜃̂1)

(𝜙̂1−𝜃̂1)
2 [

(1 − 𝜙̂1
2)(1 − 𝜙̂1𝜃1) (1 − 𝜙̂1

2)(1 − 𝜃1
2)

(1 − 𝜙̂1
2)(1 − 𝜃1

2) (1 − 𝜙̂1𝜃1)
]  [5.50] 

 
 และค่ำ Standard Errors คือ 

𝜎̂(𝜙̂1) = √
1

𝑁

(1−𝜙̂1𝜃̂1)
2
(1−𝜙̂1

2)

(𝜙̂1−𝜃̂1)
2         [5.51] 

และ 𝜎̂(𝜃1) = √
1

𝑁

(1−𝜙̂1𝜃̂1)
2
(1−𝜃̂1

2)

(𝜙̂1−𝜃̂1)
2         [5.52] 

 [𝛽̂𝑖 − 𝑢𝛼

2
𝜎̂(𝛽̂𝑖), 𝛽̂𝑖 + 𝑢𝛼/2𝜎̂(𝛽̂𝑖)]       [5.53] 

 Standard Error ของ 𝜎̂𝜀
2 

 𝑆(𝛽) = 𝑆(𝛽̂) {1 +
𝜒𝛼

2(𝑝+𝑞)

𝑁
}        [5.54] 

 

(4) การประมาณค่าพารามิเตอร์แบบ Non-Linear  
 

ก ำหนดให ้𝑆(𝜙𝑖, 𝜃𝑖) = ∑ 𝑒𝑡
2𝑁

𝑡=1 = Sum of Square of Residual 
จงหำพำรำมิเตอร์โดยวธีิ Least Square 
𝜕𝑆

𝜕𝜙𝑖
(𝜙𝑖, 𝜃𝑖) = 0 .............(Linear)       [5.55] 

𝜕𝑆

𝜕𝜃𝑖
(𝜙1, 𝜃𝑖) = 0 .............(Non-Linear)      [5.56] 

ใช ้Linear Approximation of Taylor Series Expansion of tε ดูรำยละเอียดใน Box and Jenkins (1976) 
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5.4.3 การทดสอบความเหมาะสมของแบบจ าลอง Annual ARMA(p, q) 
 𝑧𝑡 = 𝜙1𝑧𝑡−1 + 𝜀𝑡 − 𝜃1𝜀𝑡−1        [5.57] 

𝑧𝑡−1 = 𝜙1𝑧𝑡−2 + 𝜀𝑡+1 − 𝜃1𝜀𝑡−2       [5.58] 
 สมกำรท่ี [5.58]-[5.57] 

𝑧𝑡 − 𝑧𝑡−1 = 𝜙1𝑧𝑡−1 − 𝜙1𝑧𝑡−2 + 𝜀𝑡 − (1 + 𝜃1)𝜀𝑡−1 + 𝜃1𝜀𝑡−2 

𝑧𝑡 = (1 + 𝜙1)𝑧𝑡−1 − 𝜙1𝑧𝑡−2 + 𝜀𝑡 − (1 + 𝜃1)𝜀𝑡−1 + 𝜃1𝜀𝑡−2    [5.59] 
สมกำรท่ี 5.59 คือ ARMA(2, 2) ซ่ึงไม่เป็นอิสระจำกสมกำร [5.57] 
Corrected Residual Variance 
(𝜎̂𝜀

2)𝑐 =
1

𝑁
𝑆(𝜙̂, 𝜃)         [5.60] 

N = No. of Observations 
n = No. of Parameters 
(1) การทดสอบความเป็นอสิระของ Residuals t โดยวธีิ Porte Manteau Lack of Fit Test 
 𝑄 = 𝑁 ∑ 𝜌𝑘

2(𝜀̂)𝐿
𝑘=1  

ถำ้ 𝑄 < 𝜒𝛼
2,(𝐿−𝑝−𝑞) แสดงวำ่ t เป็นอนุกรมเวลำแบบ Independent 

(2) การทดสอบความเป็นอสิระของ Residuals t โดยวธีิ Cumulative Periodogram และ Smirnov-
Kolmogorov Statistics 

𝑀𝑆𝐷(ℎ𝑗) =
2

𝑁2
[(∑𝜀𝑡 𝑐𝑜𝑠(2𝜋ℎ𝑗𝑡)

𝑁

𝑡=1

)

2

+ (∑𝜀𝑡 𝑠𝑖𝑛(2𝜋ℎ𝑗𝑡)

𝑁

𝑡=1

)

2

] 

𝑃𝑖 = ∑
𝑀𝑆𝐷(ℎ𝑗)

𝜎𝜀
2

; 𝑖 = 1

𝑖

𝑗=1

, ⋯ ,
𝑁

2
 

 

𝑁′ = (
𝑁−2

2
) ถำ้ N เป็นเลขคู่

                        

𝑁′ = (
𝑁−1

2
) ถำ้ N เป็นเลขค่ี 

K = Smirnov-Kolmogorov Statistics จำกตำรำงท่ี 3.1 

 0.01 0.05 0.10 0.20 0.25 

K 1.63 1.36 1.22 1.07 1.02 

(3) การทดสอบ Parsimony ของพารามิเตอร์ 
AIC(p, q)  =  N ln(MLE of  𝜎̂𝜀

2)  + 2(p + q)      [5.61] 

5.5 การสังเคราะห์ข้อมูล (Generation) 
 𝑧̂𝑡 = ∑ 𝜙̂𝑗

𝑝
𝑗=1 𝑧𝑡−𝑗 + 𝜀𝑡 − ∑ 𝜃𝑗

𝑞
𝑗=1 𝜀𝑡−𝑗       [5.62] 

 จะตอ้งสังเครำะห์อนุกรมเวลำจ ำนวน Nw + Ng เม่ือ Nw = 50 ~ 100 
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5.6 การพยากรณ์ด้วยแบบจ าลอง Annual ARMA 
5.6.1 หลกัการพยากรณ์ทางสโตแคสติก 
แนวคิดในกำรพยำกรณ์ดว้ยแบบจ ำลอง Annual ARMA แสดงอยูใ่นรูปท่ี 5.6 
เม่ือ t = Time Origin of the Forecast 

 L = Lead Time  1 

 zt+L = Value to be forecasted observation at time t+L 

 𝑧𝑡(𝐿) = 𝐸(𝑧𝑡+𝐿|𝑧𝑡, 𝑧𝑡−1, . . . . . . . . . . ) = Conditional Expectation 

 zt(L) 
 
= [𝑧𝑡 + 𝐿] = Forecasted Function = Min MSE Forecast 

 

 
รูปที ่5.6 แนวคิดในกำรพยำกรณ์ 

 

แบบจ ำลอง ARMA(1,1) สำมำรถเขียนในรูปของ Infinite Weight of Sum of t 

 𝑧𝑡 = ∑  𝜓𝑗𝜀𝑡−𝑗
∞
𝑗=0  เม่ือ 𝜓𝑗 = 𝜙1

𝑗−1(𝜙1 − 𝜃1)      [5.63] 

 𝑧𝑡+𝐿 = ∑  𝜓𝑗𝜀𝑡+𝐿−𝑗 + ∑  𝜓𝑗𝜀𝑡+𝐿−𝑗
∞
𝑗=𝐿

𝐿−1
𝑗=0       [5.64] 

 เม่ือ 

∑  𝜓
𝑗
𝜀𝑡+𝐿−𝑗

𝐿−1
𝑗=0  คือ Future Values ของ 𝑡+𝐿−𝑗  ยงัไม่ทรำบค่ำท่ีเวลำ t  

ซ่ึงเรียกวำ่  Forecasted Error หรือ 𝑒𝑡(𝐿) 

∑  𝜓𝑗𝜀𝑡+𝐿−𝑗
∞
𝑗=𝐿  คือ Past and Present Values ของ 𝑡+𝐿−𝑗  ทรำบค่ำท่ีเวลำ t  

ซ่ึงเรียกวำ่  Forecasted Function หรือ 𝑧𝑡(𝐿) 

 𝑒𝑡(𝐿) = 𝑧𝑡+𝐿 − 𝑧𝑡(𝐿)         [5.65] 

             = Forecast Error 

 5.6.2 คุณสมบัติของ 𝑬(𝜺𝒕+𝒋) 

 𝐸(𝜀𝑡+𝑗) = 0 ;  𝑗 = 1,…… . , 𝐿 

 𝐸(𝑒𝑡(𝐿)) = 0  
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 𝑧𝑡+𝐿 = ∑  𝜓𝑗
𝑃
𝑗=1 𝑧𝑡+𝐿−𝑗 + 𝜀𝑡+𝐿 − ∑ 𝜃𝑗

𝑞
𝑗=1 𝜀𝑡+𝐿−𝑗  

 Taking Conditional Expectation 

 [𝑧𝑡+𝐿] = ∑ 𝜙𝑗[𝑧𝑡+𝐿−𝑗]
𝑃
𝑗=1 + [𝜀𝑡+𝐿] − ∑ 𝜃𝑗[𝜀𝑡+𝐿−𝑗]

𝑞
𝑗=1     [5.66] 

ถำ้ L-j < 0    

[𝑧𝑡+𝐿−𝑗] = 𝑧𝑡+𝐿−𝑗        [5.67] 

  [𝜀𝑡+𝐿−𝑗] = 𝜀𝑡+𝐿−𝑗        [5.68] 

ถำ้L-j  > 0  
[𝑧𝑡+𝐿+𝑗] = 𝑧𝑡(𝐿 + 𝑗)        [5.69] 

  [𝜀𝑡+𝐿−𝑗] = 0 = 𝐸(𝑒𝑡(𝐿))       [5.70] 

 5.6.3 One step Ahead Forecasting (L = 1) 

 [𝑧𝑡+1] = 𝑧𝑡(1) = ∑  𝜓
𝑗

𝑃
𝑗=1 𝑧𝑡+1−𝑗 + [𝜀𝑡+1] − ∑ 𝜃𝑗

𝑞
𝑗=1 𝜀𝑡+1−𝑗     [5.71] 

 𝑧𝑡+1 = ∑  𝜓
𝑗

𝑃
𝑗=1 𝑧𝑡+1−𝑗 + 𝜀𝑡+1 − ∑ 𝜃𝑗

𝑞
𝑗=1 𝜀𝑡+1−𝑗     [5.72] 

 สมการ [5.72]-[5.71] 

 𝑧𝑡+1 − 𝑧𝑡(1) = 𝜀𝑡+1 = 𝑒𝑡(1)        [5.73] 

 

 5.6.4 Forecasted Function 

 ARMA(1, 1) 

 𝑧𝑡(1) = 𝜙1𝑧𝑡 − 𝜃1𝜀𝑡  

 𝑧𝑡(2) = 𝜙1𝑧𝑡(1) 

 𝑧𝑡(3) = 𝜙1𝑧𝑡(2) 

 ARMA(2, 2) 

 𝑧𝑡(1) = 𝜙1𝑧𝑡 + 𝜙2𝑧𝑡−1 − 𝜃1𝜀𝑡 − 𝜃2𝜀𝑡−1 

 𝑧𝑡(2) = 𝜙1𝑧𝑡(1) + 𝜙2𝑧𝑡 − 𝜃2𝜀𝑡  

 𝑧𝑡(3) = 𝜙1𝑧𝑡(2) + 𝜙2𝑧𝑡(1) 

 𝑧𝑡(4) = 𝜙1𝑧𝑡(3) + 𝜙2𝑧𝑡(2) 

 AR(1) 

 𝑧𝑡(1) = 𝜙1𝑧𝑡 + [𝜀𝑡+1] 

 𝑧𝑡(2) = 𝜙1𝑧𝑡(1) 

 𝑧𝑡(3) = 𝜙1𝑧𝑡(2) 
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 AR(2) 

 𝑧𝑡(1) = 𝜙1𝑧𝑡 + 𝜙2𝑧𝑡−1[𝜀𝑡+1] 

 𝑧𝑡(2) = 𝜙1𝑧𝑡(1) + 𝜙2𝑧𝑡  

 𝑧𝑡(3) = 𝜙1𝑧𝑡(2) + 𝜙2𝑧𝑡(1) 

 

5.6.5 Forecast Error 

𝑒𝑡(𝐿) = ∑ 𝜓𝑗𝜀𝑡+𝑙−𝑗
𝐿−1
𝑗=0         [5.74] 

 ส ำหรับ ARMA(1, 1) 

 𝜓𝑗 = (𝜙1 − 𝜃1)𝜙1
𝑗−1         [5.75]

 Variance of Forecast Error 

 𝑣𝑎𝑟(𝑒𝑡(𝐿)) = 𝐸(𝑒𝑡(𝐿))
2

 

               = 𝐸 [(∑ 𝜓𝑗𝜀𝑡+𝑙−𝑗
𝐿−1
𝑗=0 )

2
] 

             = 𝐸[∑ 𝜓𝑗
2𝜀𝑡+𝐿−𝑗

2𝐿−1
𝑗=0 ] 

             = ∑ 𝜓𝑗
2𝐸𝐿−1

𝑗=0 (𝜀𝑡+𝐿−𝑗)
2

 

           = ∑ 𝜓𝑗
2𝜎𝜀

2𝐿−1
𝑗=0         [5.76] 

 α1  Confident Limits of 𝑧𝑡+𝐿

 
𝑧𝑡+𝐿 = 𝑧𝑡(𝐿) ± 𝑢𝛼

2
𝜎̂𝜀√∑ 𝜓𝑗

2𝐿−1
𝑗=0   

                          = 𝑧𝑡(𝐿) ± 𝑢𝛼

2
𝜎̂𝜀√1 + ∑ 𝜓𝑗

2𝐿−1
𝑗=1        [5.77] 

5.7 การจ าลองอนุกรมเวลารายปีด้วยแบบจ าลอง ARMA(p,q) 

 ขั้นตอนกำรจ ำลอง 

(1) ค ำนวณค่ำสถิติ 𝑧̄, 𝑠2 
(2) ค ำนวณค่ำ Lag k Autocovariance และ Lag k Autocorrelation และพล๊อตกรำฟ 

 𝑐𝑘 =
1

𝑁
∑ (𝑥𝑡 − 𝑥̄)𝑁−𝐾

𝑡=1 (𝑥𝑡+𝑘 − 𝑥̄); 0 ≤ 𝑘 ≤
𝑁

4
      

 𝑟𝑘 =
𝑐𝑘

𝑐𝑜
= 𝜌̂𝑘  

(3) ค ำนวณหำค่ำ Partial Autoregressive Function จำกสมกำร 

 

[
 
 
 
 

1 𝜌1 𝜌2 . 𝜌𝑘−1

𝜌1 1 𝜌1 . 𝜌𝑘−2

𝜌2 𝜌1 1 . 𝜌𝑘−3

⋅ . . . .
𝜌𝑘−1 𝜌𝑘−2 𝜌𝑘−3 . 1 ]

 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝜙1(𝑘)

𝜙2(𝑘)

𝜙3(𝑘)
.

𝜙𝑘(𝑘)]
 
 
 
 

 = 

[
 
 
 
 
𝜌1

𝜌2

𝜌3

⋅
𝜌𝑘]
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(4) หำล ำดบัของ ARMA(p, q) จำก ACF และPACF 
(5) หำค่ำประมำณเบ้ืองตน้(Initial Estimate) {𝜙̂1, . . . . . . , 𝜙̂𝑝} จำกสมกำร Yule Walker 

𝑐𝑘 = ∑𝜙̂𝑗𝑐𝑘−𝑗;

𝑝

𝑗=1

𝑘 ≥ 𝑞 + 1 

กรณีท่ี 𝑧̄ ≠ 0 

𝑧𝑡 = ∑𝜙𝑗𝑧𝑡−𝑗 − ∑𝜃𝑗

𝑞

𝑗=0

𝜀𝑡−𝑗 + 𝜃𝑜𝑜

𝑝

𝑗=1

 

  เม่ือ
  
𝜃𝑜𝑜 = 𝑧̄(1 − ∑ 𝜙𝑗

𝑃
𝑗=1 )

 
        [5.78] 

(6) หำค่ำประมำณเบ้ืองตน้ของ 𝜃1, . . . . . , 𝜃𝑞  จำก 𝑧𝑡
′  เม่ือ 

𝑧𝑡
′ = 𝑧𝑡 − ∑ 𝜙𝑗𝑧𝑡−𝑗

𝑃
𝑗=1         [5.79] 

- ค ำนวณหำค่ำ 𝑐′𝑘 (Lag k Autocovariance ของ 𝑧𝑡
′) โดยวธีิของ Box and Jenkins (1976, p202) 

𝑐𝑗
′ = ∑ 𝜙̂𝑖

2𝑝
𝑖=1 𝑐𝑗 + ∑ (𝜙̂𝑜𝜙̂𝑖 + 𝜙̂1𝜙̂𝑖+1+. . . . . . +𝜙̂𝑝−1𝜙̂𝑝)𝑑𝑗

𝑝
𝑖=1    [5.80] 

𝑑𝑗 = 𝑐𝑗+𝑖 + 𝑐𝑗−𝑖;  𝑗 = 0, 1, . . . . . . , 𝑞      [5.81] 

𝜙0 = −1          [5.82]
 

𝜎̂𝜀
2 =

𝑐0
′

1+𝜃′
1
2
+......+𝜃̂𝑞

2
         [5.83] 

𝜃𝑗 = −(
𝑐𝑗

′

𝜎̂𝜀
2 − 𝜃1𝜃𝑗+1 − 𝜃2𝜃𝑗+2−. . . . . . −𝜃𝑞−1𝜃𝑞)     [5.84] 

(7) Maximum Likelihood Estimate (MLE) 

𝜀𝑗 = 0, 𝑗 = 1, . . . . . . , 𝑀𝑎𝑥(𝑝, 𝑞) 

ถำ้ 𝑝 > 𝑞 

𝜀𝑝+𝑗 = 𝑧𝑝+𝑗 − 𝜃𝑜𝑜 − ∑ 𝜙̂𝑖𝑧𝑝+𝑗−𝑖 + ∑ 𝜃𝑖𝜀𝑝+𝑗−𝑖
𝑞
𝑖=1

𝑃
𝑖=1     [5.85] 

เม่ือ 𝑗 = 1, 2, . . . . , 𝑁 − 𝑝    
 

𝑆 (𝜙, 𝜃) = ∑ 𝜀𝑡
2 = 𝑆𝑁

𝑡=1         [5.86] 

จงหำค่ำ 𝜙, 𝜃 ท่ีท ำให ้𝑆 (𝜙, 𝜃) มีค่ำต ่ำสุด (Minimum) 

𝜎𝜀
2 =

𝑆

𝑁
 

𝜎̂(𝛽̂) =Diagonal Terms ของ Variance-Covariance Matrix 

𝛽̂𝑖 − 𝑢𝛼

2
𝜎̂(𝛽̂𝑖) < 𝛽𝑖 < 𝛽̂𝑖 + 𝑢𝛼

2
𝜎̂(𝛽̂𝑖)      [5.87] 
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(8) Porte Manteau Lack of Fit Test 

𝑄 = 𝑁 ∑ [𝑟𝑘(𝜀)]
𝐿
𝑘=1

2
;  

𝑁

10
< 𝐿 <

𝑁

4
      [5.88] 

 ถำ้ 𝑄 < 𝜒𝛼
2 ,𝐿−𝑝−𝑞 ; แสดงวำ่ t เป็น Independent 

(9) Akaike Test 

𝐴𝐼𝐶(𝑝, 𝑞) = 𝑁 𝑙𝑛(𝜎𝜀
2) + 2(𝑝 + 𝑞)      [5.89] 

𝜎𝜀
2 = 𝑀𝐿𝐸 ของ Error Variance  

(10)  Generation 

𝑧̂𝑡 = ∑ 𝜙̂𝑗𝑧𝑡−𝑗 −𝑝
𝑗=1 ∑ 𝜃𝑗𝜀𝑡−𝑗 + 𝜃𝑜𝑜

𝑞
𝑗=0       [5.90] 

(11)  Forecasting 

ถำ้𝐿 ≤ 𝑞 

𝑧𝑡(1) = 𝜙1𝑧𝑡+. . . +𝜙𝑝𝑧𝑡−𝑝+1 − 𝜃1𝜀𝑡−. . . −𝜃𝑞𝜀𝑡−𝑞    [5.91] 

𝑧𝑡(2) = 𝜙1𝑧𝑡(1) + 𝜙2𝑧𝑡+. . . +𝜙𝑝𝑧𝑡−𝑝+2 − 𝜃2𝜀𝑡−. . . −𝜃𝑞𝜀𝑡−𝑞+2     [5.92] 

 𝑧𝑡(𝐿) = 𝜙1𝑧𝑡(𝐿 − 1) + ⋯+ 𝜙𝐿−1𝑧𝑡(1) + 𝜙𝐿𝑧𝑡 + ⋯+ 𝜙𝑝𝑧𝑡−𝑝+𝐿 

−𝜃𝐿𝜀𝑡−. . . −𝜃𝑞𝜀𝑡−𝑞+𝐿       [5.93] 

ถำ้ 𝐿 > 𝑞 

𝑧𝑡(𝐿) = 𝜙1𝑧𝑡(𝐿 − 1)+. . . . . . +𝜙𝑝𝑧𝑡(𝐿 − 𝑝)     [5.94] 

จงหา  Weight จากสมการ [5.75] 

𝜓𝑗 = (𝜙1 − 𝜃1)𝜙1
𝑗−1 

𝑉𝑎𝑟[𝑒𝑡(𝐿)] = ∑𝜓𝑗
2𝜎𝜀

2

𝐿−1

𝑗=0

 

𝑧𝑡+𝐿(±) = 𝑧𝑡(𝐿) ± 𝑢𝛼

2
{1 + ∑ 𝜓𝑗

2𝐿−1
𝑗=0 }𝜎̂𝜀       [5.95] 

 

5.8 ตัวอย่างการจ าลองอนุกรมเวลาปริมาณน า้ท่ารายปีด้วยแบบจ าลอง ARMA(p,q) 

 อนุกรมเวลำน ้ำท่ำรำยปีของแม่น ้ำ Niger ใน Koulicoro อฟัริกำ มีขอ้มูลระหวำ่ง 1906-1957 จ ำนวน 52 
ปี  ในกำรจ ำลองจะแปลงขอ้มูลเป็นค่ำ Modular Coefficients และอนุกรมเวลำ zt ตำรำงท่ี 5.2 โดยใชด้งัสมกำร 

 𝑢𝑡 =
𝐴𝑛𝑛𝑢𝑎𝑙 𝐹𝑙𝑜𝑤

𝑀𝑒𝑎𝑛 𝐹𝑙𝑜𝑤
         [5.96] 

 𝑧𝑡 =
𝑢𝑡−𝑢̄

𝑠𝑢
          [5.97] 
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 𝐸(𝑢𝑡) = 1 

 𝐸(𝑧𝑡) = 0 

 

 ขั้นที ่1  𝑢̄ = 1  ; 𝑧̄ = −0.0001 ≈ 0  

   𝑠𝑢
2 = 0.0575 ; 𝑠𝑧

2 = 0.9804 ≈ 1  

         ขั้นที ่2 จงหำค่ำ 𝑐𝑘 , 𝑟𝑘, 𝜙̂𝑘(𝑘) ของ 𝑧𝑡;  𝑘 = 1, . . . ,29 

 𝜙̂1(1) = 𝑟1 = 0.53478 

 𝜙̂2(2) =
𝑟2−𝑟1

2

1−𝑟1
2 =

0.46292−0.534782

1−0.534782 = 0.2478 

 𝜙̂1(2) =
𝑟1−(1−𝑟2)

1−𝑟1
2 =

0.53478(1−0.46292)

1−0.534782  

     = 0.40226  

 𝜙̂3(3) =
𝑟3−𝜑̂1(2)𝑟2−𝜑̂2(2)𝑟1

1−𝜑̂1(2)𝑟1−𝜑̂2(2)𝑟2
= 0.12096 

 ขั้นที ่3 จำกกรำฟ rk ในตำรำงท่ี 5.2  และรูปท่ี 5.7 จะสรุปวำ่แบบจ ำลองท่ีเหมำะสมคือ AR(2) หรือ 
ARMA(1,1) 

   จำกกรำฟ k(k) ในตำรำงท่ี 5.3 และรูปท่ี 5.8 จะสรุปวำ่แบบจ ำลองท่ีเหมำะสมคือ AR(1)  

   ทดลองจ ำลองโดยใช ้ARMA(1,1) 
 

 ขั้นที ่4 ค่ำประมำณเบ้ืองตน้ของ (Initial Estimate) ของ 1̂  ส ำหรับ ARMA(1, 1) 

   𝑐2 = 𝜙̂1𝑐1 

   𝜙̂1 =
𝑐2

𝑐1
=

0.45385

0.52429
= 0.8656 

 ขั้นที ่5 ค่ำประมำณเบ้ืองตน้ของ (Initial Estimate) ของ 1̂     

   𝑧𝑡
′ = 𝑧𝑡 − 𝜙̂1𝑧𝑡−1 

   𝑐𝑜
′ = (𝜙̂1

2𝑐𝑜 + 𝜙̂1
2𝑐𝑜) + (𝜙̂𝑜𝜙̂1)𝑑𝑜 

   𝑐1
′ = (𝜙̂𝑜

2𝑐1 + 𝜙̂1
2𝑐1) + (𝜙̂𝑜𝜙̂1)𝑑1 
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ตารางที ่5.2 Niger River at Koulicoro, Africa, Modular Coefficients (Annual Flow/Mean), Annual  

  Flows (CFS) and Standardized Flows. 1906-1957 (after Yevjevich, 1963) 

  

MODULAR 

COEFFICIENTS (ut) ANNUAL FLOWS(xt) 

STANDARDIZED 

FLOWS(zt) 

1 0.73200 39792.98 -1.106432 

2 0.78900 42891.62 -0.871109 

3 1.27000 69039.74 1.114689 

4 0.80300 43652.69 -0.81331 

5 1.04300 56699.57 0.177524 

6 0.84600 45990.25 -0.635785 

7 0.52900 28757.50 -1.944512 

8 0.60500 32889.01 -1.630748 

9 0.90000 48925.80 -0.412848 

10 0.89200 48490.90 -0.445875 

11 0.95700 52024.43 -0.177524 

12 1.03500 56264.67 0.144497 

13 0.90200 49034.52 -0.404591 

14 0.80300 43652.69 -0.81331 

15 0.67700 36803.07 -1.333498 

16 0.96100 52241.88 -0.161011 

17 1.00800 54796.90 0.033028 

18 1.42700 77574.57 1.762859 

19 1.52900 83118.50 2.183964 

20 1.09100 59308.94 0.375691 

21 1.27600 69365.91 1.139459 

22 1.40100 76161.16 1.655519 

23 1.34100 72899.44 1.40781 

24 1.31100 71268.58 1.283956 

25 1.13200 61537.78 0.544959 

26 1.15100 62570.66 0.623400 

27 1.05700 57460.63 0.235323 

28 0.94900 51589.54 -0.210552 

29 0.93600 50882.83 -0.264222 

30 1.12000 60885.44 0.495417 

31 0.83200 45229.18 -0.693587 

32 0.95600 51970.07 -0.181653 

33 0.88300 48001.65 -0.483032 

34 0.76100 41369.48 -0.986706 

35 0.80400 43707.05 -0.809181 

36 0.64500 35063.49 -1.465609 

37 0.77200 41967.46 -0.941293 

38 0.64600 35117.85 -1.461481 

39 0.80200 43598.32 -0.817438 

40 0.99600 54144.55 -0.016514 

41 0.81700 44413.75 -0.755511 

42 1.08500 58982.77 0.35092 

43 0.89900 48871.44 -0.416976 

44 0.98000 53274.76 -0.08257 

45 1.38500 75291.37 1.589463 

46 1.06000 57623.72 0.247709 

47 1.28000 69583.36 1.155973 

48 1.35200 73497.42 1.453224 

49 1.33300 72464.55 1.374783 

50 0.88300 48001.65 -0.483032 

51 1.35500 73660.51 1.465609 

Mean 1.0000 54362 -0.0001 

Std.Dev. 0.2398 13167.569 0.9901 
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ตารางที่ 5.3 Auto-Covariance, Autocorrelation and Partial Autocorrelation of Standardized  
 Annual Flows, Niger River 

LAG(k) 
AUTOCOVARIANCE 

(𝑐𝑘) 

AUTOCORRELATION  

             (𝑟𝑘) 

 PARTIAL AUTOCORRELATION 

(𝜌̂𝑘(𝑘))
      

 

0 0.98039 1.000000 1.000000 

1 0.52429 0.53478 0.53478 

2 0.45385 0.46292 0.2478 

3 0.39196 0.39980 0.12096 

4 0.19723 0.20118 -0.1583 

5 0.15919 0.16237 -0.01121 

6 0.16544 0.16875 0.09781 

7 0.52430 0.05348 -0.07003 

8 -0.10133 -0.10335 -0.26015 

9 -0.19676 -0.20069 -0.20307 

10 -0.34234 -0.34919 -0.19383 

11 -0.40911 -0.41729 -0.11954 

12 -0.41522 -0.423520 -0.09932 

13 -0.36725 -0.374600 0.02018 

14 -0.37725 -0.384800 -0.05115 

         15        -0.39769                        -0.405640                                             -0.13012 

16 -0.32919 -0.335770 0.00465 

17 -0.38113 -0.388750 -0.12676 

18 -0.23566 -0.240370 0.08039 

19 -0.11537 -0.117680 0.04421 

20 -0.12348 -0.125950 -0.16125 

21 0.06959 0.070980 0.0926 

22 0.05039 0.051400 -0.11353 

23 0.14841 0.151370 0.11483 

24 0.19536 0.199270 -0.03871 

25 0.18428 0.187970 -0.147950 

26 0.25974 0.264940 0.02967 

27 0.30171 0.307740 0.0255 

28 0.23339 0.238050 -0.09234 

29 0.26462 0.269910 0.01801 

 

 

รูปที ่ 5.7  Autocorrelation Function of Standardized Annual Flows, Niger River 
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รูปที่ 5.8  Partial Autocorrelation Function of Standardized Annual Flows, Niger River 

 เม่ือ 𝜙̂𝑜 = −1 

  𝑑𝑜 = 𝑐1 + 𝑐−1 = 2𝑐1 

  𝑑1 = 𝑐2 + 𝑐𝑜  

  𝑐0
′ = 𝑐𝑜 + 𝜙̂1

2
𝑐𝑜 − 2𝜙̂1𝑐1 

  𝑐1
′ = 𝑐1 + 𝜙̂1

2
𝐶1 − 𝜙̂1(𝑐2 + 𝑐𝑜) 

  𝑐0
′ = (1 + 0.86562)0.98039 − 2(0.8656)(0.52429) = 0.8074 

  𝑐1
′ = (1 + 0.86562)0.52429 − 0.8656(0.45385 + 0.98039) = −03244 

 

 

𝜎̂𝜀
2 =

𝑐0
′

1+𝜃̂1
2 =

0.8074

1+𝜃̂1
2  

 และ  𝜃1 =
−𝑐1

′

𝜎̂𝜀
2 =

0.3244

𝜎̂𝜀
2  

  𝜃1 =
0.3244(1+𝜃̂1

2)

0.8074
 

  0.3244𝜃1
2 − 0.8074𝜃1 + 0.3244 = 0 

  
1̂ =  1.9852, 0.5037 

 Invertibility  |𝜃1| < 1 

    𝜃1 = 0.5037 

    𝜎̂𝜀
2 =

0.8074

1+0.50372 = 0.6440 

 𝜃𝑜𝑜 = 𝑧̄(1 − 𝜙̂1) 

          = −0.0001(1 − 0.8656) 

      = −0.000013 ≈ 0 
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Preliminary ARMA(1, 1) Model 

 𝑧̄ = −0.0001 ≈ 0 

 𝑧𝑡 = 0.8656𝑧𝑡−1 + 𝜀𝑡 − 0.5037𝜀𝑡−1 

 𝑢̄ = 1 

 𝜃𝑜𝑜 = 𝑢̄(1 − 𝜙̂1) = 1(1 − 0.8656) = 0.1344 

 𝑢𝑡 = 0.1344 + 0.8656𝑢𝑡−1 + 𝜀𝑡 − 0.5037𝜀𝑡−1 

 การประมาณค่าพารามิเตอร์ของอนุกรมเวลา zt โดย Fortran Library Function FTARPS* และ 
FTMPS*  

 𝜙̂1 = 0.865634 

 𝜃1 = 0.503631 

 𝜃𝑜𝑜 = −0.000011 

 𝜎̂𝜀
2 = 0.643987 

 ขั้นที ่6 การประมาณค่าพารามิเตอร์โดยวธีิ MLE 

 Min 𝑆 = ∑ 𝜀𝑡
2𝑁

𝑡=1  

 𝑆𝑇. 0.05 < 𝜙̂1 < 1.0 
  0.05 < 𝜃1 < 1.0 

 สมมติวำ่ 𝜙̂1 = 0.8; 𝜃1 = 0.4 

 𝜀1 = 0 
 𝜀2 = 𝑧2 − 𝜙̂1𝑧2 + 𝜃1𝜀1      = −0.871109 − 0.8 𝑥(−1.106432) + 0 = 0.014 

𝜀3 = 𝑧3 − 𝜙̂1𝑧2 + 𝜃1𝜀2 
     = 1.114639 − 0.8 𝑥 (−0.871109) + 0.4 𝑥 0.014 = 1.18172 

 𝜀4 = −0.9782 
 𝜀𝑡 = 𝑧𝑡 − 𝜙̂1𝑧𝑡−1 + 𝜃1𝜀𝑡−1 
 

 ค่ำ 𝜀𝑡, 𝜀𝑡
2 แสดงอยูใ่นค่ำตำรำงท่ี 5.4 ผลกำรค ำนวณไดค้่ำ 𝑆 = ∑ 𝜀𝑡

2 = 32.092351
𝑡=1  

 ในท ำนองเดียวกนั ผลกำรค ำนวณค่ำ S เม่ือ 𝜙̂1และ 𝜃1มีค่ำระหวำ่ง 0.0500-0.9500 แสดงอยูใ่นตำรำง
ท่ี 5.5 ซ่ึงสำมำรถสรุปไดว้ำ่ S จะมีค่ำต ่ำสุด เท่ำกบั32.01 เม่ือ 𝜙̂1 = 0.8, 𝜃1 = 0.35 

 ท  ำกำรค ำนวณอยำ่งละเอียดใหม่จำกผลกำรค ำนวณในตำรำงท่ี 5.5 โดยก ำหนดให ้𝜙̂1มีค่ำระหวำ่ง 
0.7550-0.8500 และ 𝜃1มีค่ำระหวำ่ง 0.30500-0.4000  ดงัแสดงในตำรำงท่ี 5.6 ซ่ึงสรุปไดว้ำ่ S จะมีค่ำต ่ำสุด
เท่ำกบั 32.01119  เม่ือ 𝜙̂1 = 0.7900 และ 𝜃1 = 0.345 

 ท  ำกำรค ำนวณอยำ่งละเอียดซ ้ ำใหม่จำกผลกำรค ำนวณในตำรำงท่ี 5.6 โดยก ำหนดให ้𝜙̂1มีค่ำระหวำ่ง 
0.78550-0.79500 และ 𝜃1มีค่ำระหวำ่ง 0.34050-0.35000  ดงัแสดงในตำรำงท่ี 5.7 ซ่ึงสรุปไดว้ำ่ S จะมีค่ำต ่ำสุด
เท่ำกบั 32.010992  เม่ือ 𝜙̂1 = 0.7905 และ 𝜃1 = 0.3480 

  



5-27 

 

ตารางที ่5.4 Residuals, Squares of residuals and Sum of squares of residuals for 𝜙1 = 0.8 and 𝜃1 = 0.4  
t 𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑎𝑙𝑠(𝜀𝑡) 𝑆𝑞𝑢𝑎𝑟𝑒𝑠 𝑜𝑓 𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑎𝑙𝑠(𝜀𝑡

2) 
1 0.0000 0.0000 

2 0.0140 0.0002 

3 1.8172 3.3022 

4 -0.9782 0.9568 

5 0.4369 0.1909 

6 -0.6031 0.3637 

7 -1.6771 2.8127 

8 -0.7460 0.5565 

9 0.5934 0.3521 

10 0.1217 0.0148 

11 0.2279 0.0519 

12 0.3777 0.1426 

13 -0.3691 0.1363 

14 -0.6373 0.4061 

15 0.9378 0.8794 

16 0.5307 0.2816 

17 0.3741 0.1400 

18 1.8861 3.5573 

19 1.5281 2.3351 

20 -0.7602 0.5780 

21 0.5348 0.2860 

22 0.9579 0.9175 

23 0.4665 0.2177 

24 0.3443 0.1186 

25 -0.3445 0.1187 

26 0.0496 0.0025 

27 -0.2435 0.0593 

28 -0.4962 0.2462 

29 -0.2943 0.0866 

30 0.5891 0.3470 

31 -0.8543 0.7298 

32 0.0315 0.0010 

33 -0.3251 0.1057 

34 -0.7303 0.5334 

35 -0.3119 0.0973 

36 -0.9430 0.8893 

37 -0.1460 0.0213 

38 -0.7669 0.5881 

39 0.0450 0.0020 

40 0.6554 0.4296 

41 -0.4801 0.2305 

42 0.7633 0.5826 

43 -0.3924 0.1540 

44 0.0941 0.0088 

45 1.6931 2.8667 

46 -0.3466 0.1201 

47 0.8192 0.6710 

48 0.8561 0.7329 

49 0.5546 0.3076 

50 -1.3610 1.8523 

51 1.3076 1.7099 

Total   32.0923 
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ตารางที ่5.5 Sum of Squares Surface - First Run by Program FTMXL, Values of S x 100  

  𝜃1(𝑇ℎ𝑒𝑡𝑎) 
𝜙̂1 0.0500 0.1000 0.1500 0.2000 0.2500 0.3000 0.3500 0.4000 0.4500 0.5000 0.5500 0.6000 0.6500 0.7000 0.7500 0.8000 0.8500 0.9000 0.9500   

0.0500 4228 5166 5524 5954 6470 7092 7846 8766 9698 11303 13067 15302 18159 21831 26537 32473 39658 47628 55272 71928 

0.1000 4502 4861 5175 5555 6013 6567 7241 8065 9079 10341 11926 13935 16505 19807 24037 29366 35805 42916 49656 63701 

0.1500 4351 4584 4856 5182 5591 6081 6678 7410 8315 9440 10356 12652 14950 17902 21682 26439 32174 38479 44376 56032 

0.2000 4146 4333 4556 4852 5203 5832 6157 6903 7603 6501 9857 11452 13493 16116 19473 23693 28766 34317 39431 48923 

0.2500 3556 4110 4305 4548 4250 5221 5679 6244 6945 7223 8928 10335 12135 14449 17410 21126 25581 30429 34922 42373 

0.3000 3752 3913 4073 4276 4531 4848 5242 5731 6341 7105 8071 9201 10876 12902 15492 18738 22619 26816 30548 36382 

0.3500 3553 3744 3870 4033 4247 4514 4848 5266 5790 6449 7284 8350 9716 11474 13720 16531 19830 23477 26609 30951 

0.4000 3539 3602 3697 3925 3357 4217 4496 4848 5293 5855 6569 7482 6655 10165 12094 14504 17364 20413 23006 26079 

0.4500 3451 3489 3553 3649 3782 3958 4166 4478 4243 5321 5924 6697 7692 8975 10613 12656 15071 17623 19739 21766 

0.5000 3338 3400 3438 3504 3602 3738 3919 4155 4458 4349 5350 5995 6929 7904 9277 10989 13001 15108 16806 18013 

0.5500 3331 3340 3352 3390 3455 3556 3694 3879 4122 4437 4846 5377 6064 6952 8088 9500 11154 12867 14210 14819 

0.6000 3339 3307 3296 3308 3345 3411 3511 3650 3838 4087 4414 4341 5398 6119 7044 8192 9530 10901 11948 12184 

0.6500 3352 3301 3269 3257 3269 3305 3370 3469 3608 3799 4053 4389 4830 5406 6145 7063 8128 9209 10022 10109 

0.7000 3391 3322 3271 3239 3227 3237 3272 3335 3432 3571 3762 4019 4382 4812 5393 6115 6950 7792 8432 8593 

0.7500 3455 3370 3302 3252 3219 3207 3215 3249 3309 3405 3542 3733 3992 4337 4786 5346 5995 6650 7177 7636 

0.8000 3545 3446 3363 3296 3247 3214 3201 3209 3240 3299 3393 3530 3721 3981 4324 4757 5263 5782 6258 7239 

0.8500 3550 3548 3453 3372 3308 3260 3229 3217 3224 3255 3315 3410 3549 3744 4008 4348 4753 5189 5673 -7401 

0.9000 3501 3678 3572 3420 3405 3344 3300 3272 3252 3273 3308 3373 3476 3627 3838 4118 4467 4870 5425 8122 

0.9500 3867 3835 3720 3920 3536 3466 3412 3374 3353 3351 3371 3419 3501 3628 3813 4069 4403 4825 5512 9402 

 4158 4019 3897 3792 3701 3627 3567 3524 3493 3491 3506 3548 3625 3749 3934 4199 4563 5056 5934 11242 

Remark:  S x 100 = 3201;  Min S = 32.01 when  𝜙̂1 = 0.8,   𝜃̂1 = 0.35 
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ตารางที ่5.6 Sum of Squares Surface - First Run by Program FTMXL, Values of (S-32) x 105 (Refine the result from Table 5.5) 
  

𝜙̂1 𝜃1(𝑇ℎ𝑒𝑡𝑎) 
 0.3050 0.3100 0.3150 0.3200 0.3250 0.3300 0.3350 0.3400 0.3450 0.3500 0.3550 0.3600 0.3650 0.3700 0.3750 0.3800 0.3850 0.3900 0.3950  0.4000 

0.7550 5774 5629 5699 5986 6494 7224 8180 9364 10780 12430 14317 16445 18817 21437 24308 27434 30820 34468 38384 42572 

0.7600 5011 4643 4487 4546 4821 5317 6034 6976 8146 9547 11181 13053 15164 17519 20122 22975 26083 29450 33079 36976 

0.7650 4632 4045 3668 3502 3550 3814 4297 5002 5931 7087 8473 10092 11948 14044 16382 18968 21803 24893 28242 31852 

0.7700 4638 3836 3241 2854 2678 2716 2969 3440 4133 5049 6191 7564 9168 11009 13089 15411 17980 20799 23872 27202 

0.7750 5028 4015 3206 2602 2207 2022 2050 2292 2752 3433 4337 5467 6825 8416 10242 12307 14614 17167 19969 23025 

0.7800 5802 4582 3563 2747 2137 1733 1529 1557 1790 2240 2909 3901 4919 6264 7842 9654 11704 13996 16534 19320 

0.7850 6961 5538 4313 3239 2467 1849 1438 1236 1246 1469 1909 2568 3448 4554 5888 7452 9251 11288 13566 16089 

0.7900 8505 6882 5455 4226 3197 2359 1746 1328 1119 1120 1335 1766 2415 3285 4380 5702 7255 9042 11066 13330 

0.7950 10432 8614 6990 5560 4328 3295 2462 1833 1410 1194 1188 1395 1818 2458 3319 4404 5716 7258 9033 11045 

0.8000 12745 10735 8317 7291 5859 4625 3583 2752 2119 1690 1469 1457 1657 2072 2704 3557 4633 5935 7467 9232 

0.8050 15441 13244 11236 9417 7791 6359 5123 4004 3245 2608 2176 1950 1933 2127 2536 3161 4007 5075 6369 7893 

0.8100 18522 16141 13947 11941 10124 8498 7066 5629 4790 3949 3310 2874 2645 2624 2814 3217 3838 4677 5739 7026 

0.8150 21223 19427 17051 14860 12857 11042 9419 7988 6752 5712 4871 4231 3794 3562 3538 3725 4125 4741 5576 6633 

0.8200 25838 23101 20547 18176 15590 13951 12180 19560 9132 7898 6659 6019 5379 4942 4709 4684 4869 5267 5880 6712 

0.8250 30072 27163 24435 21888 19524 17344 15351 13546 11930 10505 9274 8239 7401 6763 6326 6095 6070 6255 6652 7264 

0.8300 34691 31614 28716 25395 23458 21102 18931 16944 15145 13535 12116 10890 9859 9025 8390 7957 7728 7705 7891 8290 

0.8350 39694 36453 33388 30501 27793 25265 22919 20756 18779 16988 15385 13973 12754 11729 10900 10270 9842 9617 9598 9788 

0.8400 45082 41631 38454 35403 32526 29833 27316 24922 22820 20882 19081 17488 16085 14874 13857 13035 12413 11991 11772 11760 

0.8450 50854 47296 43911 40700 37664 34805 32123 29620 27299 25159 23204 21435 19853 18460 17259 16252 15441 14827 14414 14204 

0.8500 57010 53300 49761 46394 43200 40181 37333 24673 32126 29879 27754 25813 24057 22488 21109 19920 18125 18125 17523 17121 

Remark: When  𝜙̂1 = 0.79, 𝜃̂1 = 0.345, 𝑡ℎ𝑒 𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 𝑖𝑠 (𝑆 − 32)𝑥105 = 1119. 𝑇ℎ𝑢𝑠 𝑆 = 30 + 1119/105
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ตารางที ่5.7 Sum of Squares Surface - First Run by Program FTMXL, Values of (S-32.011) x 107 (Refine the result from Table 5.6) 
  
𝜙̂1 𝜃1(𝑇ℎ𝑒𝑡𝑎) 

 0.3405 0.3410 0.3415 0.3420 0.3425 0.3430 0.3435 0.3440 0.3445 0.3450 0.3455 0.3460 0.3465 0.3470 0.3475 0.3480 0.3485 0.3490 0.3495 0.3500 

0.7855 11639 10770 10113 9667 9434 9413 9604 10008 10626 11456 12500 13758 15230 16916 18817 20933 23264 25810 28571 31549 

0.7860 10893 9805 8928 8263 7809 7568 7538 7721 8117 8726 9548 10584 11833 13296 14974 16866 18973 21295 23832 26584 

0.7665 10501 9254 9158 7273 6600 6138 5889 5851 6026 6414 7014 7828 8855 10096 11551 13220 15103 17201 19514 22042 

0.7870 10643 9117 7803 -6699 5807 5126 4656 4398 4353 4519 4899 5491 6296 7315 8547 9994 11654 13529 15618 17922 

0.7875 11138 9395 7862 6540 5429 4528 3839 3362 3096 3043 3202 3573 4157 4954 5964 7168 8626 10278 12144 14225 

0.7880 12047 10087 8336 6796 5485 4347 3439 2743 2297 1984 1922 2073 2436 3012 3801 4803 6019 7449 9092 10950 

0.7885 13370 11193 9225 7467 5919 4562 3456 2540 1836 1243 1062 992 1135 1490 2058 2839 3833 5041 6462 8097 

0.7890 15107 12713 10528 8235 6783 5233 3889 2755 1832 1120 619 330 253 388 735 1295 2068 3054 4254 5667 

0.7895 17258 14648 12246 10055 8072 6300 4738 3388 2245 1314 595 87 -209 -294 -167 172 724 1499 2467 3650 

0.7900 19822 16996 14379 11971 9772 7783 6004 4434 3075 1926 989 262 -253 -557 -649 -530 -198 345 1103 2073 

0.7905 28800 19759 16996 14203 11258 9682 7686 5899 4323 2957 1801 856 121 -401 -712 -812 -700 -276 160 909 

0.7910 26192 22936 19329 17049 14410 11997 9784 7781 5928 4404 3031 1868 916 174 -355 -674 -781 -677 -360 168 

0.7915 29998 26528 23265 20211 17365 14728 12288 10080 8070 6270 4680 3259 2129 1170 421 -115 -441 -556 -459 -150 

0.7920 34218 30533 27057 23788 20727 17875 15231 12796 10570 8554 6747 5149 3762 2585 1619 863 318 -14 -136 -46 

0.7925 30051 34953 31263 27780 24505 21438 18579 15329 13467 11255 9232 7418 5814 4420 3236 2263 1500 948 608 479 

0.7930 42888 39787 39683 32187 23693 25417 22343 19478 16922 14374 12135 10105 2285 6674 5274 4083 3103 2333 1775 1427 

0.7935 49339 45035 40919 37009 33307 29912 26524 23445 20574 17511 15457 13211 11175 9348 7731 6324 5127 4140 3363 2798 

0.7940 55234 50998 46369 42245 38331 34623 31122 27823 24743 21866 19197 16735 14485 12442 10609 8985 7571 6367 5374 4591 

0.7945 81522 56775 52234 47898 43771 39950 36135 32629 29330 26238 23355 20680 18213 15955 13906 12067 10437 9016 7806 6806 

0.7950 68224 63255 58513 53996 49626 45493 41568 37846 34333 31028 27931 25042 22361 19888 17624 15569 13723 12087 10660 9443 

Remark: When  𝜙̂1 = 0.7905, 𝜃̂1 = 0.348, 𝑡ℎ𝑒 𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 𝑖𝑠 (𝑆 − 32.011)𝑥107 = −812. 𝑇ℎ𝑢𝑠 𝑆 = 32.011 −
812

107 = 30.010992 ∼ 32.011 
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 กำรหำค่ำ Standard Error ของพำรำมิเตอร์  1 จำกสมกำร 5.51 

 𝜎(𝜙̂1) = [
1

𝑁

(1−𝜙̂1𝜃̂1)
2
(1−𝜙̂1

2)

(𝜙̂1−𝜃̂1)
2 ]

1

2

 

   = [
1

51

(1−0.7905 𝑥 0.348)2(1−0.79052)

(0.7905−0.348)2
]
1/2

 

 

       = 0.140 

       

 กำรหำค่ำ Standard Error ของพำรำมิเตอร์  1 จำกสมกำร 5.52   

 𝜎(𝜃1) = [
1

𝑁

(1−𝜙̂1𝜃̂1)
2
(1−𝜃̂1

2)

(𝜙̂1−𝜃̂1)
2 ]

1

2

 

 

= [
1

51

(1 − 0.7905 𝑥 0.348)2(1 − 0.0.3482)

(0.7905 − 0.348)2
]

1/2

 

 

       = 0.215 

 

  ทำงเลือกในกำรหำค่ำ Standard Error ของพำรำมิเตอร์  1 และ  คือกำรหำ Variance-Covariance 
Matrix ของพำรำมิเตอร์ 1 และ  ดงัสมกำรท่ี 5.49 
   

𝑉(𝛽̂) = 2𝜎̂𝜀
2

[
 
 
 
 
𝜕2𝑆(𝜙̂1, 𝜃1)

𝜕𝜙̂1
2

𝜕2𝑆(𝜙̂1, 𝜃1)

𝜕𝜙̂1𝜕𝜃1

𝜕2𝑆(𝜙̂1, 𝜃1)

𝜕𝜙̂1𝜕𝜃1

𝜕2𝑆(𝜙̂1, 𝜃1)

𝜕𝜃1
2 ]

 
 
 
 

 

 

(1) กำรหำ Second Derivative ของ S เทียบกบั 𝜙̂1โดยใชผ้ลกำรค ำนวณจำกตำรำงท่ี 5.7 ดงัแสดงอยู่
ในตำรำงท่ี 5.8    

ตารางที ่5.8  กำรหำ Second Derivative ของ S เทียบกบั 𝜙̂
1
ท่ี  𝜃̂1 = 0.3480 

ท่ี 𝜃1= 0.3480 
   𝜙̂1 𝑆′ 𝛥𝑆′ Δ2𝑆′ 

 0.7895 172   
 0.7900 -530 172-(-530)=702  

ท่ี 𝜙̂1 = 0.005 0.7905 -812 (-530+812)=282 702-282=440 
 0.7910 -674 -812+674=-138 282+138=420 
 0.7915 -115 -674+115=-559 -138+559=421 

  
𝑆′ = (𝑆 − 32.011) × 107 

 ค่ำ Second Difference ของ 𝑆’ เทียบกบั 𝜙̂
1
ท่ี 𝜙̂1 = 0.7905 และ 𝜃1 = 0.3480 คือ 420 และ

ค่ำ Second Derivative ของ S’ เทียบกบั 𝜙̂1 คือ  
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𝜕𝑆2

𝜕𝜙1
2 ≈

420

107𝑥0.0052 = 168 

(2) หำ Second Derivative ของ S เทียบกบั 𝜃̂1โดยใชผ้ลกำรค ำนวณจำกตำรำงท่ี 5.7 ในท ำนอง
เดียวกบั (1) ดงัแสดงอยูใ่นตำรำงท่ี 5.9  

 
ตารางที ่5.9  กำรหำ Second Derivative ของ S เทียบกบั 𝜃̂1ท่ี 𝜙̂1 = 0.7905 

𝜙̂1 = 0.7905 
 𝜃1 𝑆′ 𝛥𝑆′ Δ2𝑆′ 

 0.3470 -401   

 0.3475 -712 -401+712=311  

ท่ี 𝜃̂1 = 0.0005 0.3480 -812 -712+812=100 311-100=211 
 0.3485 -700 -812+700=-112 100+112=212 
 0.349 -376 -700+376=-324 -112+324=212 

  
𝑆′ = (𝑆 − 32.001) × 107 

 ค่ำ Second Difference (S’) เทียบกบั 𝜃1ท่ี 𝜙̂1 = 0.7905 และ 𝜃1 = 0.3480 คือ 212 และค่ำ 
Second Derivative ของ S’ เทียบกบั 𝜃1 คือ  

 
𝜕𝑆2

𝜕𝜃1
2 ≈

212

107𝑥0.00052 = 84.8 
 

(3) หำ Second Derivative ของ S เทียบกบั𝜙̂1 และ 𝜃1โดยใชผ้ลกำรค ำนวณจำกตำรำงท่ี 5.7 ใน
ท ำนองเดียวกบั (1) ดงัแสดงอยูใ่นตำรำงท่ี 5.10 

 

ตารางที ่ 5.10 กำรหำ Second Derivative ของ S เทียบกบั 𝜙̂1 และ 𝜃1  

𝜙



0.3470 0.3475 0.3480 0.3485 

𝑆′ Δ𝜙𝑆′ Δ𝜙𝜃
2 𝑆′ 𝑆′ Δ𝜙𝑆′ Δ𝜙𝜃

2 𝑆′ 𝑆′ Δ𝜙𝑆′ Δ𝜙𝜃
2 𝑆′ 𝑆′ Δ𝜙𝑆′ Δ𝜙𝜃

2 𝑆′ 

0.7895 -294     -167     172     742     

0.7900 -557 263 
263-482= 

-219 -649 482 
482-702= 

-220 -530 702 
702-940= 

-238 -198 940  

0.7905 -401 -156 -219 -712 63 (-219) -812 282 (-220) -700 502  
0.7910 174 -575 -218 -355 -357 (-219) -674 -138 (-219) -781 81  
0.7915 1170 -996 -220 421 -776 -217 -115 -559 -219 -441 -340  

หมายเหต ุ      Δ𝜙 =
𝜕𝑆

𝜕𝜙̂1
      Δ𝜙𝜃

2 =
𝜕2𝑆

𝜕𝜙̂1𝜕𝜃̂1
 

 

𝑆′ = (𝑆 − 32.001) × 107 

ค่ำ Second Difference ของ S’ เทียบกบั 𝜙̂1 และ 𝜃1ท่ี 𝜙̂1 = 0.7905 และ 𝜃1 = 0.3480 จะมีค่ำ
เท่ำกบั (-219-219-220-219)/4 = 219.25  

และค่ำ Second Derivative ของ S’ เทียบกบั 𝜙̂1 และ 𝜃1คือ  



5-33 

 

𝜕𝑆2

𝜕𝜙̂1𝜃1

≈
219.25

107𝑥0.0005𝑥0.0005
= −87.7 

 

 

(4) หำ 𝜎̂𝜀
2สมกำร 5.46 

 

 𝜎̂𝜀
2 =

1

𝑁
𝑆(𝜙̂1, 𝜃1) 

   6277.00109.32
51

1
  

 

(5) Variance-Covariance Matrix ของพำรำมิเตอร์ 
 

𝑉(𝛽̂) = 2𝜎̂𝜀
2

[
 
 
 
 
𝜕2𝑆(𝜙̂1, 𝜃1)

𝜕𝜙̂1
2

𝜕2𝑆(𝜙̂1, 𝜃1)

𝜕𝜙̂1𝜕𝜃1

𝜕2𝑆(𝜙̂1, 𝜃1)

𝜕𝜙̂1𝜕𝜃1

𝜕2𝑆(𝜙̂1, 𝜃1)

𝜕𝜃1
2 ]

 
 
 
 

 

 

 = 2 × 0.6277 [
168 −87.7

−87.7 84.8
]
−1

 

 

  

= 2 𝑥 0.6277 [
0.01294 0.0134
0.0134 0.0256

] 

 

= [
𝑉𝑎𝑟(𝜙̂1) 𝐶𝑜𝑣(𝜙̂1, 𝜃1)

𝐶𝑜𝑣(𝜙̂1, 𝜃1) 𝑉𝑎𝑟(𝜃1)
] 

 

 𝑉𝑎𝑟(𝜙̂1) = 2x0.6277x0.01294 

 𝜎(𝜙̂1) = 0.127 

 𝑉𝑎𝑟(𝜃1) = 2x0.6277x0.0256 

 𝜎(𝜃1) = 0.179 

 
 ถำ้ค ำนวณ 95% CI จำกสมกำร 5.51 และ 5.52 จะได ้

  95% 𝐶𝐼. 𝑜𝑓 𝜙1 =  0.7905 ± 1.96 × 0.14 

 0.5161 < 𝜙1 < 1.0649 (Stationary) 

95% 𝐶𝐼. 𝑜𝑓 𝜃1 =  0.348 ± 1.96 × 0.215 

 −.0734 < 𝜃1 < 0.7594  

 ผลการค านวณหาค่าพารามิเตอร์โดยโปรแกรม  FTMXL 

 9 Iterations : 𝜙̂1 = 0.791457; 𝜃1 = 0.348672 

    𝜃𝑜𝑜 = −0.000017; 𝜎̂𝜀
2 = 0.627668 

 50 Iterations : 𝜙̂1 = 0.790691 ; 𝜃1 = 0.348173 

 𝜃𝑜𝑜 = −0.000017; 𝜎̂𝜀
2 = 0.627668 
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 ผลกำรค ำนวณค่ำ 𝜀𝑡, 𝜀𝑡
2, ∑ 𝜀𝑡

2 โดยโปรแกรม FTMAXL แสดงอยูใ่นตำรำงท่ี 5.11 คุณสมบติัทำงสถิติ
ของ Residual(𝜀𝑡) แสดงอยูใ่นตำรำงท่ี 5.12 และค่ำพำรำมิเตอร์ของแบบจ ำลองสโตแคสติกแบบต่ำงๆ ท่ี
ค ำนวณโดยโปรแกรม FTMAXL แสดงอยูใ่นตำรำงท่ี 5.13 

ตารางที ่5.11 Residuals, Squares of Residuals and Sums of Squares Obtained  from IMSL Program FTMAXL 

𝑡 (𝑅𝑎𝑛𝑘) 𝜀𝑡(𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑎𝑙𝑠) 𝜀𝑡
2(𝑆𝑞𝑢𝑎𝑟𝑒 𝑜𝑓 𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑎𝑙𝑠) 𝑆 = ∑𝜀𝑡

2  (𝑆𝑆.𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑎𝑙𝑠) 

1 0 0 0 

2 0.004602 0.000021 0.000021 

3 1.305755 3.260753 3.260774 

4 -1.065905 1.136153 4.396927 

5 0.449590 0.202131 4.599058 

6 -0.619512 0.383795 4.982853 

7 -1.657305 2.746660 7.729513 

8 -0.669589 0.448349 8.177862 

9 0.644370 0.415213 8.593075 

10 0.105567 0.011144 8.604219 

11 0.212192 0.045025 8.649245 

12 0.359002 0.128883 8.778127 

13 -0.393763 0.155049 8.933176 

14 -0.630371 0.397367 9.330544 

15 -0.909574 0.827324 10.157868 

16 0.577270 0.333241 10.491109 

17 0.361756 0.130867 10.621976 

18 1.862870 3.470286 14.092262 

19 1.438284 2.068661 16.160923 

20 -0.851317 0.724740 16.885663 

21 0.545302 0.297354 17.183017 

22 0.943834 0.890823 18.073840 

23 0.426643 0.182024 18.255865 

24 0.318510 0.101448 18.357313 

25 -0.360165 0.129719 18.487032 

26 0.066525 0.004426 18.491458 

27 -0.234859 0.055159 18.546616 

28 -0.478673 0.229127 18.775744 

29 -0.264462 0.069940 18.845684 

30 0.612344 0.374965 19.220650 

31 -0.872161 0.760665 19.981315 

32 0.063208 0.003995 19.985310 

33 -0.317206 0.100619 20.085929 

34 -0.714991 0.511212 20.597141 

35 -0.277526 0.077021 20.674162 

36 -0.321925 0.849946 21.524108 

37 -0.102758 0.010559 21.534667 

38 -0.752300 0.565955 22.100622 

39 0.076972 0.005925 22.106547 

40 0.657309 0.432055 22.538602 

41 -0.513239 0.263414 22.802016 

42 0.769940 0.592808 23.394824 

43 -0.426241 0.181681 23.576505 

44 0.988480 0.009771 23.586276 

45 1.689296 2.853721 26.439997 

46 -0.421256 0.177457 26.617454 

47 0.813059 0.661065 27.278519 

48 0.821828 0.675401 27.953920 

49 0.511183 0.261309 28.215229 

50 -1.392861 1.940063 30.155292 

51 1.362273 1.855787 32.011079 
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ตารางที ่5.12 Statistics of the Residuals in Table 5.11 

MEAN = 0.0539, VAR = 0.6248 

𝑘 𝐿𝑎𝑔 
𝑐𝑘(𝜀) 

Autocovar. 
𝑟𝑘(𝜀) 

Autocorr. 

∑𝑟𝑘
2 (𝜀) 

SSQ. Autocorr. 

𝜙𝑘
(𝑘)

 

Partial Autocorr. 
1 -0.02256 -0.03610 0.0013 -0.0361 

2 0.04016 0.06428 0.00544 0.06306 

3 0.07046 0.11278 0.01815 0.11785 

4 -0.6901 -0.11046 0.03035 -0.10792 

5 -0.03044 -0.04872 0.03273 -0.07369 

6 0.06030 0.09651 0.04204 0.09839 

7 0.06379 0.10211 0.05247 0.14944 

8 -0.01173 -0.01877 0.05282 -0.02655 

9 -0.01794 -0.02871 0.05365 -0.09669 

10 -0.09876 -0.15807 0.07863 -0.18132 

11 -0.12622 -0.20202 0.11944 -0.17457 

12 -0.10522 -0.16842 0.14781 -0.16197 

13 -0.03131 -0.05012 0.15032 -0.04769 

14 -0.06449 -0.10323 0.16098 -0.11166 

15 -0.07973 -0.12761 0.17726 -0.18308 

16 -0.00033 -0.00052 0.17726 -0.04139 

17 -0.12737 -0.20387 0.21883 -0.15880 

18 -0.01558 -0.02494 0.21945 -0.00182 

19 0.02623 0.04199 0.22121 0.04408 

20 -0.08068 -0.12913 0.23789 -0.16143 

21 0.12255 0.19615 0.27636 0.10352 

22 -0.01591 -0.02547 0.27701 -0.09944 

23 0.05219 0.08354 0.28399 0.04289 

24 0.04297 0.06877 0.28872 -0.02014 

25 -0.02497 -0.03997 0.29032 -0.17118 

26 0.05075 0.08124 0.29692 -0.05581 

27 0.0894 0.14309 0.31739 0.03417 

28 -0.00531 -0.00850 0.31746 -0.12399 

29 0.09309 0.14899 0.33966 0.03097 

 

ตารางที ่5.13 ค่ำพำรำมิเตอร์ของแบบจ ำลองสโตแคสติกแบบต่ำงๆ ท่ีค  ำนวณโดยโปรแกรม FTMAXL  

Model 𝜃𝑜𝑜 𝜙̂1 𝜙̂2 𝜃1 𝜎̂𝜀
2 

AR(1) 

AR(2) 

ARMA(1, 1) 

ARMA(2, 1) 

-0.000036 

-0.000028 

-0.000017 

-0.000017 

0.5588 

0.4036 

0.7907 

0.7351 

- 

0.2534 

- 

0.0586 

- 

- 

0.3482 

0.3171 

0.663424 

0.622512 

0.627668 

0.625062 
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การใช้ Solver ใน Excel หาค่าพารามิเตอร์โดยวธีิ Optimization แสดงอยู่ในตารางที ่5.14 

  

ตารางที ่5.14  กำรใช ้Solver หำค่ำพำรำมิเตอร์ ARMA(1,1)โดยวธีิ Non-linear Optimization 
𝑡 𝑧𝑡 𝜀𝑡  

𝐴𝑅𝑀𝐴(1,1) 

𝑧𝑡 = 𝜙1𝑧𝑡−1 + 𝜀𝑡 − 𝜃1𝜀𝑡−1 + 𝜀00  

𝜀00 = 𝑧(1 − 𝜙1) 

𝜀𝑡 = 𝑧𝑡 − 𝜙1𝑧𝑡−1 + 𝜃1𝜀𝑡−1 − 𝜀00  
 
 
𝑁𝑜𝑛 − 𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟 𝑜𝑝𝑡𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 

𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒 ∑𝜀𝑡
2

𝑛

𝑡=1

 

 
𝑠𝑡.    |𝜙1| < 1 
            |𝜃1| < 1 
 
 𝑆𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 
𝜙1 = 0.79067 
𝜃1 = 0.34816 

𝑆𝑆𝐸 = 𝑆 (𝜙, 𝜃) = ∑𝜀𝑡
2

𝑛

𝑡=1

= 32.01105 

𝜎𝜀
2 =

𝑆 (𝜙, 𝜃)

𝑛 − 1
=

32.01105

51 − 1
= 0.64022 

 

1.000 -1.1064 0.000 

2.000 -0.8710 0.004 

3.000 1.1148 1.805 

4.000 -0.8132 -1.066 

5.000 0.1776 0.449 

6.000 -0.6357 -0.620 

7.000 -1.9444 -1.658 

8.000 -1.6307 -0.670 

9.000 -0.4128 0.643 

10.000 -0.4458 0.104 

11.000 -0.1774 0.211 

12.000 0.1446 0.358 

13.000 -0.4045 -0.394 

14.000 -0.8132 -0.631 

15.000 -1.3334 -0.910 

16.000 -0.1609 0.577 

17.000 0.0331 0.361 

18.000 1.7629 1.862 

19.000 2.1840 1.439 

20.000 0.3758 -0.850 

21.000 1.1395 0.546 

22.000 1.6556 0.945 

23.000 1.4079 0.428 

24.000 1.2840 0.320 

25.000 0.5450 -0.359 

26.000 0.6235 0.068 

27.000 0.2354 -0.234 

28.000 -0.2105 -0.478 

29.000 -0.2641 -0.264 

30.000 0.4955 0.612 

31.000 -0.6935 -0.872 

32.000 -0.1816 0.063 

33.000 -0.4830 -0.317 

34.000 -0.9866 -0.715 

35.000 -0.8091 -0.278 

36.000 -1.4655 -0.923 

37.000 -0.9412 -0.104 

38.000 -1.4614 -0.753 

39.000 -0.8174 0.076 

40.000 -0.0164 0.656 

41.000 -0.7554 -0.514 

42.000 0.3510 0.769 

43.000 -0.4169 -0.427 

44.000 -0.0825 0.099 

45.000 1.5895 1.689 

46.000 0.2478 -0.421 

47.000 1.1561 0.814 

48.000 1.4533 0.823 

49.000 1.3749 0.512 

50.000 -0.4830 -1.392 

51.000 1.4657 1.363 

Mean 0.0000 SSE = 32.01105 

Standard Deviation 1.00000  
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 ขั้นที ่7 Goodness of Fit 

   𝐿 =
𝑁

10
+ 𝑝 + 𝑞 =

51

10
+ 1 + 1 = 7.1~8 

   𝑄 = 𝑁 ∑ [𝑟𝑘(𝜀)]
𝐿=8
𝑘=1

2
= 51 × 0.33966 = 17.3227 

   𝑄 < 𝜒0.05,29−1−1
2 (= 40.113) แสดงวำ่ t เป็น Independent ตำมสมมติฐำนท่ีตั้งไว ้

 กรำฟ ACF ของ t  แสดงอยูใ่นรูปท่ี 5.9 

 

รูปที่ 5.9  Autocorrelation function of residuals 

 

 ขั้นที ่8 กำรทดสอบ Parsimony ดว้ย Akaike Information Criterion(AIC) 

 จำกสมกำรท่ี 5.61 AIC(p, q) = N ln(MLE of  𝜎̂𝜀
2) +2(p+q)  

แบบจ ำลอง AIC(p,q) 

AR(1) AIC(1,0)=51xln(0.663424)+2(1)=-18.9174 

AR(2) AIC(2,0)=51xln(0.622512)+2(2)=-20.1736 ….ต ่ำสุด 

ARMA(1,1) AIC(1,1)=51xln(0.627668)+2(2)=-19.7529 

ARMA(2,1) AIC(2,1)=51xln(0.625062)+2(3)=-17.9651 

 

แบบจ ำลอง AR(2) ใหค้่ำ AIC ต ่ำสุด จึงถือวำ่มีควำมเหมำะสมตำมหลกั Parsimony  และแบบจ ำลอง 
ARMA(1,1) ใหค้่ำ AIC สูงกวำ่ AR(2) เพียงเล็กนอ้ยจึงถือวำ่มีควำมเหมำะสมใกลเ้คียงกบั AR(2)  
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 ขั้นที ่9 กำรสังเครำะห์อนุกรมเวลำ zt  โดยใชแ้บบจ ำลอง ARMA(1,1) แสดงอยูใ่นตำรำงท่ี 5.15 กรำฟ
แสดงเปรียบเทียบระหวำ่งอนุกรมเวลำท่ีสังเครำะห์ใหม่กบัอนุกรมเวลำตวัอยำ่งของ zt และ qt แสดงอยูใ่นรูปท่ี 
5.10 และ 5.11 

ตารางที ่5.15 Generation , Forecasting Weights , For 95 % Forecast Confidence Intervals Calculated for 
the parameters 𝜙̂1 = 0.790691, 𝜃1 = 0.384173, 𝜃𝑜𝑜 = −0.000017, 𝜎̂𝜀

2 = 0.627668 by 

Program FTCMP 

𝐿𝑒𝑎𝑑 𝑍̂𝑡(𝐺𝑒𝑛. ) − 𝑠𝑖𝑚𝑢𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝜓-weights 𝑍𝑡(𝐿) 𝐷𝑒𝑣𝑖𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 
1 2.385685 0.442518 0.684271 1.540301 

2 2.665586 0.349895 0.541030 1.684376 

3 0.531424 0.276659 0.427770 1.768497 

4 1.277439 0.218751 0.338217 1.819114 

5 -0.775660 0.172965 0.267408 1.850055 

6 0.161317 0.136762 0.211420 1.869140 

7 -1.268832 0.108136 0.167151 1.880973 

8 -0.432700 0.085502 0.132148 1.888333 

9 0.560117 0.067606 0.104471 1.892920 

10 -0.147956 0.053455 0.082587 1.895782 

11 -0.992489 0.042267 0.065284 1.897569 

12 -1.010478 0.033420 0.051603 1.898686 

13 0.474262 0.026425 0.040785 1.899383 

14 0.080840 0.020894 0.032231 1.899819 

15 -0.328495 0.016521 0.025468 1.900092 

16 -1.289060 0.013063 0.020120 1.900262 

17 0.555338 0.010328 0.015892 1.900369 

18 0.170012 0.008167 0.012549 1.900435 

19 1.017159 0.006457 0.009905 1.900477 

20 -0.059452 0.005106 0.007815 1.900503 

21 -0.339637 0.004037 0.006162 1.900519 

22 -0.262400 0.003192 0.004856 1.900530 

23 -0.593587 0.002524 0.003822 1.900536 

24 0.133808 0.001996 0.003005 1.900540 

25 -1.737364 0.001578 0.002359 1.900542 

26 -0.941933 0.001248 0.001849 1.900544 

27 -1.930718 0.000967 0.001445 1.900545 

28 -0.750438 0.000780 0.001125 1.900546 

29 -1.445572 0.000617 0.000873 1.900546 

30 -2.061807 0.000488 0.000673 1.900546 

31 -1.016151 0.000386 0.000515 1.900546 

32 0.835590 0.000305 0.000391 1.900546 

33 0.890336 0.000241 0.000292 1.900546 

34 -0.007729 0.000191 0.000214 1.900546 

35 0.348259 0.000151 0.000152 1.900546 

36 0.541926 0.000119 0.000103 1.900547 

37 0.615442 0.000094 0.000065 1.900547 

38 -0.885720 0.000075 0.000034 1.900547 

39 -0.581482 0.000059 0.000010 1.900547 

40 -0.079517 0.000047 -0.000009 1.900547 

41 -0.287367 0.000037 -0.000024 1.900547 

42 1.050647 0.000029 -0.000036 1.900547 

43 0.893466 0.000023 -0.000045 1.900547 

44 -1.913883 0.000018 -0.000053 1.900547 

45 -0.134659 0.000014 -0.000059 1.900547 

46 -0.905882 0.000011 -0.000063 1.900547 

47 -0.842695 0.000009 -0.000067 1.900547 

48 -0.713980 0.000007 -0.000070 1.900547 

49 0.035985 0.000006 -0.000072 1.900547 

50 0.126156 0.000004 -0.000074 1.900547 

𝑅𝑒𝑚𝑎𝑟𝑘: 𝑍𝑡 =  𝜙̂1𝑍𝑡(𝐿 − 1) + 𝜃𝑜𝑜 ,  L ≥ 2; 𝑍51 = 1.46509, 𝜀51 = 1.362273 
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+

 

รูปที ่5.10  Generation of zt series , Niger River 

 

 

รูปที ่5.11  Actual and synthetic annual flows , Niger River 

ขั้นที ่10 กำรพยำกรณ์ (Forecasting) 
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 𝑧𝑡(1) = 𝜙̂1𝑧𝑡 − 𝜃1𝜀𝑡 + 𝜃𝑜𝑜  

 𝑧𝑡(2) = 𝜙̂1𝑧𝑡(1) + 𝜃𝑜𝑜  

 . 

 𝑧𝑡(𝐿) = 𝜙̂1𝑧𝑡(𝐿 − 1) + 𝜃𝑜𝑜; 𝐿 ≥ 2 

 𝜙̂1 = 0.790691; 𝜃1 = 0.348173; 𝜃𝑜𝑜 = −0.000017 

 𝑧51 = 1.465609 

 𝜀51 = 1.362273 

 𝑧51(1) = 0.790691 × 1.465609 − 0.348173 × 1.362273 − 0.000017 = 0.6845 

 𝑧51(2) = 0.790691 × 0.6845 − 0.000017 = 0.5412 

 𝑧51(2) = 0.790691 × 0.5412 − 0.000017 = 0.4279 

 𝑢𝑡(𝐿) = 𝑧𝑡(𝐿) × 13167.569 + 54362 

 ผลกำรพยำกรณ์ Z51(L) ของแม่น ้ำ Niger แสดงอยูใ่นรูปท่ี 5.12 และผลกำรพยำกรณ์ค่ำ qt(L) ของ
แม่น ้ำ Niger แสดงอยูใ่นรูปท่ี 5.13 

 

 

รูปที ่5.12  Forecast of zt Series , Niger River 
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รูปที ่5.13 Forecasts of Annual Flows, Niger River 
 

รูปท่ี 5.14 แสดงกำรเปรียบเทียบค่ำ ACF ของแบบจ ำลอง ACF เฉล่ียของอนุกรมเวลำท่ีสังเครำะห์
ใหม่ 100 ชุด และ ACF ของอนุกรมเวลำตวัอยำ่ง 

 

 
รูปที ่5.14 Sample ACF Series, Average ACF of 100 Series and Theoretical ACF 
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 การค านวณ  j Weights จากสมการ 5.75 

 𝜓𝑗 = (𝜙1 − 𝜃1)𝜙1
𝑗−1  

 ตวัอยำ่งกำรค ำนวณ j 

 𝜓0 = 1 

 𝜓1 = (0.790691 − 0.348173)0.7906910 = 0.44252 

 𝜓2 = (0.790691 − 0.348173)0.790691 = 0.34989 

 การค านวณช่วงความเช่ือมั่น (1-) CI ของ Min. MSE of Forecast, 𝒛̂𝒕(𝑳) โดยสมการ 5.77 

 
𝑧𝑡+𝐿 = 𝑧𝑡(𝐿) ± 𝑢𝛼/2𝜎̂𝜀√1 + ∑ 𝜓𝑗

2𝐿−1
𝑗=1  

 ±𝑢0.05/2 = ±1.96 

 𝜎̂𝜀
2 = 0.627668 

 𝜎̂𝜀 = 0.79226 

L 

±𝑢𝛼/2𝜎̂𝜀√1 + ∑𝜓𝑗
2

𝐿−1

𝑗=1

 

1 = 1.96(0.79226)√1 + 0 = 1.5528 

2 
= 1.96(0.79226)√1 + 𝜓1

2 = 1.96(0.79226)√1 + 0.1958 = 1.6981 

3 = 1.96√1 + (0.1958 + 0.1224)(0.79226) = 1.7829 

  

 โปรแกรม FTCMIP สำมำรถค ำนวณค่ำ ±𝑢𝛼/2𝜎̂𝜀√1 + ∑ 𝜓𝑗
2𝐿−1

𝑗=1  ไดด้งัแสดงในตำรำงท่ี 5.11 ใน

หนงัสือของ Salas et. al.(1980) 

 ช่วงควำมเช่ือมัน่ 95% ของค่ำพยำกรณ์ 𝑍𝑡+𝐿(±) ถูกพล๊อตเปรียบเทียบกบัค่ำพยำกรณ์ Zt(L) ดงัแสดง
อยูใ่นรูปท่ี 5.12 และช่วงควำมเช่ือมัน่ 95% ของค่ำพยำกรณ์อตัรำกำรไหลรำยปี ut+L(+) ถูกพล๊อตเปรียบเทียบ
กบัค่ำพยำกรณ์ ut(L) ดงัแสดงอยูใ่นรูปท่ี 5.13 ก ำหนดให้ 

 𝑢𝑡+𝐿(±) = 𝑍𝑡+𝐿(±) ∗ 𝑆𝑢 + 𝑢̄ 

 

 การพยากรณ์แบบ Real Time (Real Time Forecasting) 

(1) ใช ้zt เม่ือ t = 1 ,……., 30 (จำกอนุกรมซ่ึงมี N = 51) เพื่อค ำนวณหำพำรำมิเตอร์แบบจ ำลอง
เบ้ืองตน้ (Initial Model Parameters) 

(2) ค ำนวณหำค่ำพยำกรณ์ (Forecasted Value) ท่ี 
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L = 1, t=30 

L  q = 1 

zt(1) = zt+1 -t+1 

       = (𝜙̂1𝑧𝑡 + 𝜀𝑡+1 − 𝜃1𝜀𝑡) − 𝜀𝑡+1 

       = 𝜙̂1𝑧𝑡 − 𝜃1𝜀𝑡  

  
𝑧30(1) = 𝜙̂1𝑧30 − 𝜃1𝜀30 

(3) เม่ือทรำบค่ำ z31 แลว้  ท ำกำรค ำนวณหำพำรำมิเตอร์ใหม่จำก z1 ,………., z31 หลงัจำกนั้นจึงหำค่ำ
พยำกรณ์ (Forecasted Value) ท่ี L = 1 ดงัน้ี 

𝑧31(1) = 𝜙̂1𝑧31 − 𝜃1𝜀31    

หมำยเหตุ: 𝜙̂1 และ 𝜃1 จะเปล่ียนค่ำตำมอนุกรมเวลำ zt ท่ีเปล่ียนไป 

ผลกำรพยำกรณ์แบบ Real Time ล่วงหนำ้ 1 คำบ หรือ zt(1) ท่ี t = 30 , … , 51 แสดงอยูใ่นรูปท่ี 5.15 
โดยกำรเปรียบเทียบกบัค่ำจริง zt+1 ท่ีเกิดข้ึน และค่ำพำรำมิเตอร์ในกำรพยำกรณ์แบบ Real Time ซ่ึงค ำนวณโดย
โปรแกรม FTCMP แสดงอยูใ่นตำรำงท่ี 5.16 

 
รูปที ่5.15 กำรพยำกรณ์แบบ Real Time เปรียบเทียบกบัค่ำท่ีเกิดข้ึนจริง 
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ตารางที ่5.16 ค่ำพำรำมิเตอร์และผลกำรพยำกรณ์แบบ Real Time ท่ี t = 30 โดยโปรแกรม FTCMP 

𝑌𝑒𝑎𝑟 (𝐿) 𝐴𝑅𝑃𝑆(𝜙1) 𝑃𝑀𝐴𝐶(𝜃00) 𝑃𝑀𝐴𝑆(𝜃1) 𝑊𝑁𝑉 
𝐹𝑂𝑅𝐸𝐶𝐴𝑆𝑇 

𝑍𝑡(𝐿) 
𝐴𝐶𝑇𝑈𝐴𝐿 

𝑍𝑡  𝑡 

1 0.64709 0.22970 0.09899 0.61940 0.28173 -0.69358 31 

2 0.66179 0.01374 0.14080 0.62997 -0.31199 -0.18165 32 

3 0.66366 0.01133 0.14750 0.61098 -0.12819 -0.48303 33 

4 0.67100 0.00593 0.15486 0.59659 -0.26454 -0.98671 34 

5 0.67989 -0.00369 0.15102 0.59455 -0.56810 -0.80918 35 

6 0.68569 -0.01079 0.14838 0.57942 -0.53231 -1.46561   

7 0.71851 -0.02085 0.16758 0.58689 -0.92385 -0.94129   

8 0.72000 -0.02731 0.16830 0.57117 -0.70370 -1.46148   

9 0.75393 -0.03283 0.19729 0.57056 -0.99393 -0.81744   

10 0.74869 -0.03794 0.19705 0.55679 -0.68424 -0.01651   

11 0.72065 -0.04123 0.16769 0.55346 -0.16035 -0.75551   

12 0.73932 -0.04234 0.20159 0.54845 -0.48652 0.35092   

13 0.73301 -0.04010 0.20883 0.55167 -0.04456 -0.41698   

14 0.74025 -0.04062 0.22786 0.54378 -0.24718 -0.08257   

15 0.74086 -0.04010 0.23010 0.53200 -0.13890 1.58946   

16 0.73325 -0.03093 0.21816 0.58499 0.76057 0.24771   

17 0.73393 -0.02875 0.24686 0.57723 0.26834 1.15597   

18 0.75955 -0.01952 0.27520 0.58031 0.62239 1.45322   

19 0.77424 -0.01111 0.27123 0.58100 0.89806 1.37478   

20 0.78550 -0.00432 0.27054 0.57252 0.95484 -0.48303   

21 0.73519 -0.00778 0.24702 0.60037 -0.02742 1.46561   

22 0.79067 -0.00002 0.34816 0.62767 0.68425     

 

 

 ตัวอย่างการค านวณการพยากรณ์แบบ Real Time  

(1) ก ำหนดอนุกรมเวลำ Z1 , …… , Z30 ค  ำนวณหำพำรำมิเตอร์ 

𝜙̂1 = 0.64709 

𝜃𝑜𝑜 = 0.02297 

𝜃1 = 0.09899 

𝑍30 = 0.495417 (จำกตำรำงท่ี 5.2) 

𝜀30 = 0.612344  (จำกตำรำงท่ี 5.11) 

𝑍30(1) = 0.64709 × 0.495417 − 0.09899 × 0.612344 + 0.02297 = 0.2829 
𝑍30+1 = 𝑍31 (จำกตำรำงท่ี 5.2)  =  −0.693584 

(2) จำก Z1 , …… , Z31 ค  ำนวณหำ z31(1) 

𝑧31(1) = 0.66179 × (−0.69358) − 0.14080(−0.872161) + 0.01374 = 0.32246 

𝑍31+1 = 𝑍32 = −0.181653 

(3) จำก Z1 , …… , Z32 ค  ำนวณหำ z32(1) 

     𝑍32(1) = 0.66366(−0.181653) − 0.1475(0.063208) + 0.01133 = −0.118549 
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𝑍32+1 = 𝑍33 = −0.483032 

เม่ือตรวจสอบ ACF ของอนุกรมเวลำสังเครำะห์ 100 ชุด แต่ละชุดมีควำมยำว 51 ปี เท่ำกบัอนุกรมเวลำ
ตวัอยำ่ง พบวำ่ค่ำเฉล่ียของ ACF ของอนุกรมเวลำ 100 ชุด ใกลเ้คียงกบั ACF ของแบบจ ำลองและ ACF ของ
อนุกรมเวลำตวัอยำ่ง ดงัรูปท่ี 5.14 
 

5.9 การจ าลองด้วย ARMA ส าหรับอนุกรมเวลาแบบ Periodic (ARMA Modeling of periodic Time Series) 

  ให ้𝑦𝑉,𝜏 = 𝑓(𝑥𝑣,𝜏) 

 𝑧𝑣,𝜏 =
𝑦𝑣,𝜏−𝑢𝜏

𝜎𝜏
  (กำรก ำจดั Within the Year Periodicity)    [5.98] 

 กรณี ARMA (p, q) with Constant Coefficient (ACF Stationary) 

 𝑧𝑡 = ∑ 𝜙𝑗𝑧𝑡−𝑗 + 𝜀𝑡 − ∑ 𝜃𝑗𝜀𝑡−𝑗 ; 𝑡 = (𝑣 − 1)𝜔 + 𝜏𝑞
𝑗=1

𝑝
𝑗=1    [5.99] 

 กรณี ARMA (p, q) with Periodic Coefficient (ACF Non-stationary) 

 𝑧𝑣,𝜏 = ∑ 𝜙𝑗,𝜏𝑧𝑣,𝜏−𝑗 + 𝜀𝑣,𝜏 − ∑ 𝜃𝑗,𝜏𝜀𝑣,𝜏−𝑗
𝑞
𝑗=1

𝑃
𝑗=1            [5.100] 

 5.9.1 ขั้นตอนการจ าลอง 

(1) ค ำนวณหำค่ำ 𝑟𝑘,𝜏 of  𝑧𝑣,𝜏 จำกสมกำร 2.10 

𝑟𝑘,𝜏 =

1
𝑁

∑ (𝑥𝑣,𝜏 − 𝑥̄𝜏)(𝑥𝑣,𝜏−𝑘 − 𝑥̄𝜏−𝑘)
𝑁
𝑣=1

𝑠𝜏.𝑠𝜏−𝑘
 

(2) ประมำณค่ำ 𝜙𝑗,𝜏 และ 𝜃𝑗,𝜏 จำกสมกำร Yule-Walker 

Initial Estimates ส ำหรับ ARMA(p,q) 

ARMA(1, 0) : 𝜙̂1,𝜏 = 𝑟1,𝜏       [5.101] 

ARMA(2, 0 ) : 𝜙̂1,𝜏 =
𝑟1,𝜏−𝑟1,𝜏−1.𝑟2,𝜏

1−𝑟1,𝜏−1
2       [5.102] 

ARMA(1, 1) : 𝑟2,𝜏 = 𝑟1,𝜏𝜙̂1,𝜏      [5.103] 

 
𝑟1,𝜏 =

(1−𝜃̂1.𝜏.𝜙̂1,𝜏)(𝜙̂1,𝜏−𝜃̂1,𝜏)

1+𝜙̂1,𝜏
2 −2𝜙̂1,𝜏𝜃̂1,𝜏

     [5.104]
 

Fourier Series Fit 

𝜎̂𝜀𝜏
2 =

(1−𝜙̂1,𝜏
2 )

1 + 𝜃̂1,𝜏
2  − 2𝜙̂1,𝜏𝜃̂1,𝜏

       [5.105] 

(3) Goodness of Fit Test 

Modified Porte Manteau (Tao and Dollar, 1976)  

 𝑄1 = 𝑁 ∑ ∑ 𝑟𝑘,𝜏
2𝜔

𝜏=1
𝐿
𝑘=1        [5.106] 
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(4) Generation and forecasting 

 5.9.2 ตัวอย่างการจ าลองอนุกรมเวลาแบบ Periodic ด้วย ARMA with Constant Coefficients  

  ให ้xv,  คืออนุกรมเวลำรำยของฝนรำยเดือนท่ีสถำนี  Salamonia มลรัฐ Indiana (ดูตำรำงท่ี 5.17) 

 v = 1,…..,38 

 𝜏 = 1, . . . . . . ,12 

 ขั้นที ่1  Normalization  

 𝑦𝑣,𝜏 = √𝑥𝑣,𝜏 (ดูตำรำงท่ี 5.18) 

  𝑦̄1 = 1.5145 ; 𝑠1 = 0.5660 

 . 

 . 

  𝑦̄12 = 1.6540; 𝑠12 = 0.5402 

  

 ขั้นที ่2 Standardization 

 𝑧𝑣,𝜏 =
𝑦𝑣,𝜏−𝑦̄𝜏

𝑠𝜏
 

  𝑧1,1 =
√3.920−1.5145

0.5660
= 0.8222 

 ขั้นที ่3 ค  ำนวณหำ ACF และ Partial ACF  

 𝑟𝑘(𝑧)

𝜙̂𝑘(𝑘)
} 𝑘 = 1, . . . . . . ,29   (ตำรำงท่ี 5.19) 

 ขั้นที ่4 เลือกแบบจ ำลอง ARMA(1, 1 ) with Constant Coefficients 

 ขั้นที ่5 กำรประมำณค่ำพำรำมิเตอร์ 𝜙̂1 เบ้ืองตน้ (Initial Estimates)  

   𝜙̂1 =
𝑟2

𝑟1
=

0.0179

0.0288
= 0.62 

 ขั้นที ่6 กำรประมำณค่ำพำรำมิเตอร์ 𝜃1 เบ้ืองตน้ (Initial Estimates)  

   𝜎̂𝜀
2 =

𝑐0
′

1+𝜃̂1
2 

   𝜃1 = −
𝑐0
′

𝜎̂𝜀
2 

 ขั้นที ่7 กำรประมำณค่ำพำรำมิเตอร์โดยวธีิ MLE 

   𝑀𝑖𝑛 𝑆(𝜙̂1, 𝜃1) = ∑ 𝜀𝑡
2𝑁

𝑡=1  

    |𝜙̂1| < 1 
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    |𝜃1| < 1 

   Min S(0.9,0.9) (ตำรำงท่ี 5.20) 

   ค่ำประมำณสุดทำ้ยจำกโปรแกรม FTMXL 

   𝜙̂1 = 0.914; 𝜃1 = 0.961; 𝜎̂𝜀
2 = 0.961 

 ขั้นที่ 8  กำรทดสอบวำ่ t เป็นอนุกรมเวลำแบบ Independent โดยใช ้ Modified Porte Manteau  

   𝑄1(= 28.61) < 𝜒24−1−1,0.10
2 (= 30.8) 

   แสดงวำ่ t เป็น Independent 

ตารางที ่5.17 Precipitation (inches) at Salamonia, Indiana. 
YEAR 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 TOTAL 

1 3.920 4.910 3.850 8.210 2.690 4.050 3.680 1.460 4.020 4.340 5.070 7.970 54.170 
2 3.900 2.710 7.960 7.160 2.150 7.100 6.260 9.690 0.360 1.570 2.010 4.840 55.710 
3 2.680 1.230 3.510 1.470 1.040 4.070 1.360 1.220 7.910 1.920 5.870 4.960 37.240 
4 0.320 2.200 2.480 3.990 0.830 9.800 2.560 7.000 5.230 1.780 3.450 2.260 41.900 
5 1.660 2.820 1.760 1.960 1.380 4.110 4.600 0.800 1.220 2.600 0.990 2.780 26.680 
6 7.490 4.500 3.130 7.750 2.440 1.110 4.950 4.470 4.440 0.820 4.600 2.960 48.660 
7 5.880 1.260 2.880 2.410 1.970 7.480 1.660 4.700 3.290 9.380 3.180 3.240 47.330 
8 0.500 3.370 1.970 4.440 4.250 5.680 5.570 1.310 5.140 5.480 1.680 1.060 40.450 
9 0.770 1.390 1.370 2.780 4.430 1.800 6.930 4.620 6.290 1.530 2.000 1.530 35.440 

10 1.060 4.240 2.460 1.860 0.580 0.520 2.730 0.660 5.960 4.590 3.310 1.630 29.600 
11 6.560 1.490 2.360 2.710 3.270 4.080 2.680 4.990 6.650 4.330 3.280 1.530 43.930 
12 1.580 5.330 4.430 0.650 1.630 6.410 3.710 4.300 1.620 3.050 0.430 2.810 35.950 
13 1.940 1.080 1.790 1.070 3.790 5.900 5.850 4.600 0.510 3.060 7.730 4.000 41.320 
14 0.250 2.990 3.370 1.750 6.720 4.400 4.650 3.700 7.790 3.660 2.360 5.970 47.610 
15 3.180 4.160 2.270 2.100 4.630 3.560 2.190 8.510 3.530 5.690 3.630 0.560 44.010 
16 2.940 4.580 3.350 4.460 0.380 1.850 8.720 5.150 5.320 5.950 4.000 2.980 49.680 
17 1.980 2.290 1.120 3.070 3.960 6.670 6.040 3.940 3.740 0.520 2.130 2.160 37.620 
18 2.360 7.800 5.340 0.300 3.220 5.940 1.510 3.980 9.580 3.300 6.780 2.720 52.840 
19 4.440 1.090 4.930 2.560 6.850 3.790 5.870 4.990 6.380 3.520 3.910 3.460 51.790 
20 2.530 6.640 1.550 7.300 0.000 6.180 3.130 2.910 4.430 1.650 2.670 3.070 42.060 
21 1.510 0.000 5.800 3.840 3.250 5.210 3.210 2.670 3.500 2.440 1.620 3.740 36.790 
22 1.580 2.170 5.320 4.730 0.730 3.380 3.580 3.990 2.230 7.090 1.310 0.160 36.270 
23 1.140 1.090 2.110 2.920 2.970 1.730 3.530 1.950 2.590 1.360 5.510 3.960 30.860 
24 3.860 1.230 3.070 2.290 8.370 5.640 2.390 2.910 3.780 4.800 1.200 5.830 45.370 
25 5.710 3.270 0.750 2.080 7.350 3.470 4.140 3.340 4.890 3.790 3.400 2.250 44.440 
26 2.660 1.560 2.460 3.900 3.730 1.620 6.790 6.340 8.010 4.030 2.830 2.950 46.880 
27 2.860 7.550 6.410 2.370 0.630 2.060 3.000 4.850 4.450 7.730 3.760 6.440 52.110 
28 1.200 2.860 1.140 8.290 3.200 2.930 1.310 3.770 2.960 2.750 3.010 1.500 34.920 
29 4.000 2.390 3.840 2.600 3.610 0.970 1.590 3.970 9.230 4.150 2.410 0.970 39.730 
30 2.450 2.910 1.940 1.890 3.590 6.260 3.550 8.330 4.020 4.160 4.270 0.950 44.320 
31 2.800 3.720 3.930 4.290 6.170 4.020 0.790 4.460 2.660 4.110 2.820 2.240 42.010 
32 2.290 1.960 2.410 1.320 0.790 0.080 1.980 2.790 2.730 5.860 2.580 1.590 26.380 
33 0.160 1.260 0.910 1.850 2.410 4.530 6.980 1.950 8.010 2.700 2.180 2.050 34.990 
34 0.510 2.550 5.590 2.900 4.590 3.340 4.770 2.250 2.910 7.030 2.610 7.430 46.480 
35 3.360 1.320 1.250 5.070 4.860 1.870 7.400 2.530 1.240 4.270 4.290 2.870 40.330 
36 1.760 3.600 3.620 1.440 1.480 3.980 4.650 6.280 3.570 2.830 4.390 1.010 38.610 
37 3.890 4.960 5.690 1.810 0.520 5.080 3.870 9.530 1.650 7.200 2.940 4.140 51.280 
38 1.340 4.330 5.450 7.510 1.200 1.760 4.320 4.190 5.800 5.410 3.130 2.180 46.620 

MEAN 2.606 3.021 3.252 3.397 3.044 4.011 4.013 4.187 4.412 3.959 3.246 3.020 42.168 
STDV 1.770 1.846 1.754 2.199 2.120 2.176 1.953 2.259 2.376 2.047 1.554 1.866 7.453 
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ตารางที ่5.18 Standard Scores of Square Roots of Precipitation (inches) at Salamonia, Indiana. 
YEAR 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1 0.8222 1.0147 0.4603 1.9236 0.0329 0.1667 -0.0449 -1.3554 -0.0133 0.3082 1.1500 2.1642 

2 0.8132 -0.0036 2.2267 1.5960 -0.2303 1.2422 1.1161 2.0352 -2.3261 -1.2494 -0.7589 1.0108 

3 0.2165 -0.9638 0.2781 -0.9338 -0.9065 0.1749 -1.5410 -1.5401 1.3159 -1.0005 1.5418 1.0610 

4 -1.6764 -0.2949 -0.3360 0.4234 -1.0712 2.0106 -0.6781 1.2036 0.4508 -1.0971 0.2475 -0.2788 

5 -0.3995 0.0555 -0.8461 -0.6095 -0.6718 0.1912 0.4055 1.9142 1.4956 -0.5751 -1.7267 0.0248 

6 2.1594 0.8457 0.0636 1.7828 -0.0853 -1.4147 0.5648 0.2574 0.1548 -1.9012 0.9053 0.1231 

7 1.6083 -0.9398 -0.0847 -0.3460 -0.3253 1.3583 1.2979 0.3530 -0.3280 2.1455 0.0778 0.2703 

8 -1.4265 0.3352 -0.6880 0.6129 0.6712 0.7783 0.8338 -1.4689 0.4182 0.7916 -1.0373 -1.1558 

9 -1.1255 -0.8388 -1.1672 -0.1474 0.7366 -0.9396 1.3757 0.3200 0.8147 -1.2795 -0.7670 -0.7720 

10 -0.8568 0.7346 -0.3491 -0.6721 -1.2975 -1.9630 -0.5741 -2.0602 0.7049 0.4192 0.1604 -0.6983 

11 1.8492 -0.7643 -0.4153 -0.1839 0.2876 0.1790 -0.6043 0.4703 0.9312 0.3037 0.1415 -0.7720 

12 -0.4550 1.1807 0.7535 -1.6360 -0.5174 1.0232 -0.0294 0.1851 -1.2186 -0.3237 -2.5032 0.0414 

13 -0.2150 -1.0886 -0.8230 -1.2415 0.4974 0.8537 0.9504 0.3117 -2.1382 -0.3184 2.3601 0.6406 

14 -1.7924 0.1447 0.2005 -0.7429 1.4749 0.3072 0.4286 -0.0821 1.2806 -0.0110 -0.4877 1.4613 

15 0.4747 0.6997 -0.4761 -0.5246 0.8077 -0.0405 -0.9170 1.6868 -0.2210 0.8749 0.3571 -1.6764 

16 0.3535 0.8793 0.1893 0.6211 -1.5173 -0.9091 2.0131 0.5335 0.4830 0.9760 0.5739 0.1339 

17 -0.1898 -0.2412 -1.3978 -0.0008 0.5628 1.1071 1.0279 0.0272 -0.1303 -2.2472 -0.6634 -0.3411 

18 0.0383 2.0462 1.1772 -2.0829 0.2666 0.8672 -1.4164 0.0451 1.7839 -0.1921 1.9562 -0.0087 

19 1.0469 -1.0801 0.9912 -0.2638 1.5127 0.0584 0.9586 0.4703 0.8441 -0.0803 0.5221 0.3816 

20 0.1344 1.6600 -1.0140 1.6410 -2.4509 0.9476 -0.3416 -0.4696 0.1509 -1.1902 -0.2639 0.1817 

21 -0.5048 -2.9464 1.3776 0.3579 0.2793 0.6121 -0.2969 -0.5975 -0.2342 -0.6696 -1.0907 0.5182 

22 -0.4550 -0.3131 1.1683 0.7300 -1.1570 -0.1202 -0.0971 0.0495 -0.8556 1.3952 -1.3843 -2.3212 

23 -0.7894 -1.0801 -0.5872 -0.0757 0.1590 -0.9831 -0.1235 -1.0205 -0.6646 -1.4122 1.3690 0.6220 

24 0.7953 -0.9638 0.0286 -0.4137 1.9304 0.7644 -0.7856 -0.4696 -0.1134 0.5101 -1.4967 1.4079 

25 1.5459 0.2862 -1.7931 -0.5365 1.6548 -0.0801 0.1866 -0.2530 0.3263 0.0521 0.2166 -0.2850 

26 0.2057 -0.7137 -0.3491 0.3842 0.4739 -1.0532 1.3225 0.9760 1.3451 0.1660 -0.1534 0.1177 

27 0.3120 1.9655 1.6314 -0.3684 -1.2488 -0.7852 -0.4151 0.4141 0.1587 1.6158 0.4345 1.6359 

28 -0.7404 0.0768 -1.3785 1.9477 0.2582 -0.3293 -1.5840 -0.0499 -0.4817 -0.4890 -0.0328 -0.7945 

29 0.8577 -0.1828 0.4551 -0.2423 0.4265 -1.5280 -1.3525 0.0406 1.6873 0.2217 -0.4506 -1.2385 

30 0.0896 0.1031 -0.7101 -0.6531 0.4185 0.9741 -0.1129 1.6316 -0.0133 0.2263 0.7259 -1.2574 

31 0.2805 0.5015 0.5020 0.5509 1.3108 0.1544 -2.0927 0.2531 -0.0629 0.2032 -0.1602 -0.2912 

32 -0.0022 -0.4437 -0.3820 -1.0436 -1.1048 -2.6858 -1.0617 -0.5329 -0.5939 0.9413 -0.3274 -0.7275 

33 -1.9691 -0.9398 -1.6123 -0.6784 -0.0999 0.3579 1.3945 -1.0205 1.3451 -0.5174 -0.6245 -0.4113 

34 -1.4141 -0.0918 1.2871 -0.0858 0.7936 -0.1382 0.4836 -0.8361 -0.5057 1.3740 -0.3061 1.9841 

35 0.5627 -0.8926 -1.2750 0.8628 0.8877 -0.8970 1.5503 -0.6748 -1.4807 0.2765 0.7370 0.0743 

36 -0.3320 0.4454 0.3380 -0.9553 -0.6085 0.1379 0.4286 0.5548 -0.2035 -0.4441 0.7919 -1.2013 

37 0.8087 1.0348 1.3304 -0.7040 -1.3588 0.5649 0.0524 1.9892 -1.1993 1.4338 -0.0793 0.7048 

38 -0.6306 0.7734 1.2259 1.7077 -0.7919 -0.9643 0.2736 0.1376 0.6506 0.7634 0.0456 -0.3285 

MEAN 1.5145 1.6482 1.7382 1.7526 1.6184 1.9114 1.9409 1.9697 2.0131 1.9190 1.7493 1.6540 

STDV 0.5660 0.5594 0.4864 0.5785 0.6603 0.6063 0.5027 0.5617 0.6075 0.5331 0.4368 0.5402 
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ตารางที ่5.19 Autocorrelation and Partial Autocorrelation Functions, and Partial and Final Parameter 
Estimates for the Standard Scores of Square Roots of Precipitation (in) at Salamonia , Indians. 
    Lag Autocorrelation Partial Autocorrelation   

  0 1.0000 1.0000  
  1 0.0288 0.0288  
  2 0.0179 0.0171  
  3 -0.0517 -0.0528  
  4 0.0168 0.0196  
  5 -0.0199 -0.0192  
  6 0.0701 0.0682  
  7 0.1144 0.1137  
  8 0.0107 -0.0004  
  9 0.1394 0.1460  
  10 -0.0079 -0.0068  
  11 0.0279 0.0252  
  12 -0.0844 -0.0729  
  13 0.0145 -0.0048  
  14 -0.0250 -0.0299  
  15 0.0091 -0.0219  
  16 -0.0067 -0.0334  
  17 0.0546 0.0480  
  18 -0.0376 -0.0566  
  19 0.0052 0.0256  
  20 0.0090 0.0101  
  21 -0.0218 0.0001  
  22 -0.0556 -0.0515  
  23 -0.0505 -0.0420  
  24 -0.0699 -0.0836  
  25 0.0083 0.0248  
  26 0.0260 -0.0022  
  27 0.0190 0.0282  
  28 0.0390 0.0435  
    29 -0.0175 0.0082   

 Parameter Estimates ARMA(1,1) 

  𝜙̂1 𝜃1 𝜎̂𝜖
2 𝑆(𝜙̂1, 𝜃1) 𝑄∗ 

Preliminary 0.62 0.59 0.974 - - 

Sum of Squares Surface 0.9 0.9 - 439.0 - 

FTMXL 0.914 0.961 0.961 - 28.60 
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ตารางที ่5.20 Sum of Squares of Residuals of ARMA(1,1) for Standardized Monthly Rainfall Series  
                      at Salamonia,  Indiana. 
𝑇𝐻𝐸𝑇𝐴 

(𝜃) 

𝑃𝐻𝐼(𝜙) 

0 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00 

0.00 443.32 445.21 455.97 475.60 504.12 541.51 587.79 642.94 706.96 779.87 861.65 

0.10 450.32 443.15 445.01 455.89 475.78 504.70 542.65 589.61 645.59 710.60 784.63 

0.20 467.02 450.31 442.96 444.98 456.35 477.09 507.18 546.64 595.46 653.64 721.18 

0.30 495.25 467.81 450.31 442.74 445.10 457.39 479.62 511.79 553.88 605.91 667.87 

0.40 539.08 498.69 469.13 450.38 442.46 445.36 459.08 483.62 518.98 565.16 622.16 

0.50 607.12 549.73 504.53 471.53 450.73 442.13 445.73 461.52 489.52 529.71 582.10 

0.60 718.93 636.58 568.70 515.27 476.30 451.79 441.75 446.16 465.04 498.37 546.17 

0.70 924.74 799.80 693.49 605.80 536.73 486.29 454.47 441.28 446.71 470.76 513.44 

0.80 1383.05 1167.56 979.97 820.29 688.52 584.65 508.70 460.65 440.50 448.27 483.94 

0.90 2849.93 2351.12 1910.04 1526.70 1201.08 933.20 723.05 570.64 475.95 439.00 459.78 

1.00 14000.33 11400.10 9083.29 7049.91 5299.96 3833.44 2650.34 1750.67 1134.43 801.61 752.23 

 

 

  ขั้นที่ 9   การพยากรณ์ (Forecasting) 

   [𝑧𝑡+𝐿] = 𝑧𝑡(𝐿) = 𝜙̂1[𝑧𝑡+𝐿−1] + 𝜀𝑡+𝐿 − 𝜃1[𝜀𝑡+𝐿−1] 

   𝑧𝑡(1) = 𝜙̂1𝑧1 − 𝜃1𝜀𝑡; [𝜀𝑡+1] = 0 

   𝑧𝑡(2) = 𝜙̂1𝑧𝑡(1) 

   𝑧𝑡(3) = 𝜙̂1𝑧𝑡(2) 

   . 

   𝑧𝑡(𝐿) = 𝜙̂1𝑧𝑡(𝐿 − 1); 𝐿 ≥ 2 

   การค านวณ -weights (สมการที ่5.75) 

   𝜓𝑜 = 1 

   𝜓1 = 𝜙̂1 − 𝜃1 

   𝜓2 = (𝜙̂1 − 𝜃1)𝜙̂1 

   . 

   𝜓𝑗 = (𝜙̂1 − 𝜃1)𝜙̂1
𝑗−1 

   การค านวณ Standard Error of Forecasts 

   𝜎(𝐿) = √1 + ∑ (𝜙̂1 − 𝜃1)
2
𝜙̂1

2(𝑗−1)𝐿−1
𝑗=1 𝜎̂𝜀 

            = √1 + ∑ 𝜓𝑗
2𝐿−1

𝑗=1 𝜎̂𝜀 

   𝑧𝑡+𝐿(±) = 𝑧𝑡(𝐿) ± 𝑢𝛼/2𝜎(𝐿) 
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 5.9.3 ตัวอย่างการจ าลองอนุกรมเวลาแบบ Periodic ด้วย ARMA with Periodic Coefficients  

  ใหท้  ำกำรจ ำลองอนุกรมเวลำน ้ำท่ำรำยวนัของแม่น ้ำ Salamonia ท่ี Dora มลรัฐ Indiana  

  ขั้นที ่1 Normalization โดยใช ้Log 

   𝑦𝑣,𝜏 = 𝑙𝑜𝑔(𝑥𝑣,𝜏 − 𝑐𝜏) 

 ขั้นที่ 2 ค ำนวณหำ 𝜇̂𝜏 และ 𝜎̂𝜏โดยใช ้Fourier Series ท่ี 6 Harmonics (รูปท่ี 5.16)  

 ขั้นที่ 3 ค ำนวณหำ 𝑟𝑘,𝜏 (สมกำรท่ี 2.10) และ 𝜌̂𝑘,𝜏โดยใช ้Fourier Series ท่ี 6 Harmonics  

   เม่ือ k = 1, 2, 3 (รูปท่ี 5.17) 

 ขั้นที่ 4 และ 5 ค ำนวณหำ   𝜙̂𝑗,𝜏 และ 𝜃𝑗,𝜏 (สมกำรท่ี 5.103 และ5.104) และ ประมำณค่ำดว้ย 6 
Harmonics Fourier Series (รูปท่ี 5.18) 

 ขั้นที่ 6 ค ำนวณหำ 𝑟𝑘,𝜏(𝜀) และ Q1 Statistics 

   ผลกำรค ำนวณ Cumulative Periodogram ของ t ของ ARMA(1, 1) แสดงอยูใ่นรูปท่ี 5.19 ซ่ึง
สำมำรถสรุปไดว้ำ่ t เป็น Independent 

   รูปท่ี 5.20 แสดงกำรแจกแจงควำมน่ำจะเป็นของ t ในรูปของ Bi-grammar distribution  

 

รูปที ่ 5.16  Means and Standard Deviations of Logarithms of Daily Flows (Station 33245) 



5-52 

 

 

 

รูปที ่ 5.17  Seasonal Serial Correlation Coefficients of Lags 1, 2 and 3 for Daily Flows (USGS Station 3-
3245) (Logarithms). 
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รูปที ่ 5.18  Seasonal AR and MA Coefficients for Time Varying ARMA Model Applied to the Cyclically 
Standardized Daily Runoff Logarithms 

 

 

รูปที ่ 5.19  Cumulative Periodogram of Residuals in Time Varying ARMA(1, 1) Model 
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รูปที ่ 5.20 Probability Distribution of Residuals 

 

5.10 อกสารอ้างองิ 
Salas. J, J.W.Delleur, V.Yeyjavich and W.L Lane. 1980.  Applied Modeling of Hydrologic Time Series. 
Water Resources Publications.  USA. pp.484 
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5.11 ภาคผนวก 

(1) วธีิการค านวณหาค่าของฟังค์ช่ันโดยวธีิ Difference   

ตวัอยำ่งกำรค ำนวณหำค่ำ f(19) โดยวธีิ Difference จำกค่ำของฟังคช์ัน่ในตำรำง 

x 11 17 21 23 31 

f(x) 14.646 83.526 194,486 279.846 923.526 

  

x f(x) f(x)  f(x)  f(x)  f(x)

11 14,646         

17 83,526 11,480       

21 194,486 27,740 1,626     

23 279,846 42,680 2,490 72   

31 923,526 80,460 3,778 92 1 
 

f(x)=(83,526-14,646)/(17-11)=11,480 

 f(x)=(27,740-11,480)/(21-11)=1,626 

 f(x)= (2,490-1,626)/(23-11)=72 

 f(x)= (92-72)/(31-11)=1 
f(x)   =  14,646 + 11,480 (x-11) + 1,626 (x-11) (x-17) + 72(x-17) (x-21) + 1 (x-11) (x-17) (x-21) (x-23) 

f(19) =  14,646 + 11,480 (8) + 1,626 (8) (2) + 72 (8) (2) (-2) + (8) (2) (-2) (-4) 

         =  130,326 
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(2) จงหาค่าของฟังค์ช่ันโดยวิธี  Finite Differences 

ตวัอยำ่งกำรค ำนวณโดยใช ้Lagrange’s Formula เพื่อหำรูปแบบของฟังคช์ัน่ f(x) ของค่ำในตำรำง 

x 0 2 3 6 

f (x) 659 705 729 804 

  

ใช ้Lagrange’s Formula 

𝑓(𝑥)

𝑥(𝑥 − 2)(𝑥 − 3)(𝑥 − 6)
 

 =
659

(0−2)(0−3)(0−6)
(

1

𝑥−0
) +

705

(2−0)(2−3)(2−6)
(

1

𝑥−2
) +

729

(3−0)(3−2)(3−6)
(

1

𝑥−3
) +

804

(6−0)(6−2)(6−3)
(

1

𝑥−6
) 

=
659

36𝑥
+

705

8(𝑥 − 2)
−

729

9(𝑥 − 3)
+

804

72(𝑥 − 6)
 

= 
−1,318(𝑥−2)(𝑥−3)(𝑥−6)+6,345𝑥(𝑥−3)(𝑥−6)−5,832𝑥(𝑥−2)(𝑥−6)+804𝑥(𝑥−2)(𝑥−3)

72𝑥(𝑥−2)(𝑥−3)(𝑥−6)
 

72𝑓(𝑥) = −1,318[(𝑥2 − 2𝑥 − 3𝑥 + 6)(𝑥 − 6)] + 6.345𝑥[(𝑥2 − 3𝑥)(𝑥 − 6)]
− 5,852[(𝑥2 − 2𝑥)(𝑥 − 6)] + 80[(𝑥2 − 2𝑥)(𝑥 − 3)] 

72𝑓(𝑥) = 1,318(𝑥3 − 11𝑥2 − 36𝑥 − 36) + 6,345(𝑥3 − 9𝑥2 + 18𝑥) − 5,832(𝑥3 − 8𝑥2 + 12𝑥)
+ 804(𝑥3 − 5𝑥2 + 6𝑥) 

72𝑓(𝑥) = 1,318𝑥3 + 14,498𝑥2 − 47,448𝑥 + 47,448 + 6,345𝑥3 − 57,105𝑥2 + 1,414,210𝑥 −
5,832𝑥3 + 46,656𝑥2 − 69,984𝑥 + 804𝑥3 − 4,020𝑥2 + 4,824𝑥 

72𝑓(𝑥)=  −𝑥3 + 29𝑥2 + 1,602𝑥 + 47,448 

𝑓(𝑥) =  
−𝑥3+29𝑥2+1,602𝑥+47,448

72
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บทที ่6 
การจ าลองอนุกรมเวลาด้วยแบบจ าลอง AUTOREGRESSIVE INTEGRATED MOVING AVERAGE 

AUTOREGRESSIVE INTEGRATED MOVING AVERAGE MODELING 
 
6.1 ค าน า 
 

แบบจ ำลอง Autoregressive Integrated Moving Average หรือเรียกสั้นๆวำ่ ARIMA คือแบบจ ำลองส
โตแคสติกท่ีสำมำรถจ ำลองอนุกรมเวลำซ่ึงเป็น Nonstationary ไดโ้ดยตรง โดยไม่ตอ้งแปลงอนุกรมเวลำให้
เป็น Stationary ตำมท่ีกล่ำวมำในบทก่อนๆ จึงท ำใหแ้บบจ ำลอง ARIMA มีขอ้ดีท่ีส ำคญัคือมีพำรำมิเตอร์นอ้ย
กวำ่แบบจ ำลอง ARMA แต่มีขอ้จ ำกดัในกำรใชง้ำนคือใชไ้ดเ้ฉพำะกำรพยำกรณ์ ไม่สำมำรถใชใ้นกำร
สังเครำะห์ขอ้มูลใหม่ (Generation) ได ้เพรำะแบบจ ำลอง ARIMA มีค่ำควำมแปรปรวนของค่ำควำมผิดพลำด 
(Variance of Error) เขำ้ใกล ้  แบบจ ำลอง ARIMA เป็นแบบจ ำลองท่ีเก่ียวขอ้งกบัแบบจ ำลอง ARMA ท่ี
กล่ำวถึงในบทท่ี 5 ดงัน้ีคือ ถำ้ xt เป็นอนุกรมเวลำแบบ Nonstationary แลว้สำมำรถก ำจดัส่วนท่ีเป็น 
Nonstationary ในอนุกรมเวลำ xt โดยใชห้ลกั Differencing เช่น ut = xt- xt-1 แลว้มีผลท ำใหส้ำมำรถจ ำลอง
อนุกรมเวลำ ut ไดโ้ดยใชแ้บบจ ำลอง ARMA ได ้แสดงวำ่สำมำรถจ ำลองอนุกรมเวลำ xt ไดโ้ดยใชแ้บบจ ำลอง 
ARIMA  

ในบทน้ีจะกล่ำวถึงแบบจ ำลอง ARIMA รูปแบบต่ำงๆกนั ดงัน้ี  
ARIMA(p,d,q) Simple Non-periodic ARIMA หรือ No Seasonal  ARIMA 
ARIMA (P, D, Q) Periodic ARIMA หรือ Seasonal ARIMA 
ARIMA (p, d, q)  (P, D, Q) Multiplicative ARIMA ซ่ึงเป็นกำรฟิต Original Seasonal Series

ดว้ย ARIMA(P, D, Q) และ ฟิต Residuals ดว้ย ARIMA (p, d, q) 
 

6.2 รูปแบบของแบบจ าลอง ARIMA 
Simple non-periodic ARIMA: ARIMA(p, d, q) 

𝑢𝑡 = 𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−1………………………………………………..1st Order Differencing 

𝑢𝑡 = ∑ 𝜙𝑗𝑢𝑡−𝑗 + 𝜀𝑡 − ∑ 𝜃𝑗𝜀𝑡−𝑗
𝑞
𝑗=1

𝑝
𝑗=1 ………………………………ARMA(1,1) 

𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−1 = ∑ 𝜙𝑗(𝑥𝑡−𝑗 − 𝑥𝑡−𝑗−1) + 𝜀𝑡 − ∑ 𝜃𝑗𝜀𝑡−𝑗

𝑞

𝑗=1

𝑝

𝑗=1

 

𝑥𝑡 = 𝑥𝑡−1 + ∑ 𝜙𝑗(𝑥𝑡−𝑗 − 𝑥𝑡−𝑗−1) + 𝜀𝑡 − ∑ 𝜃𝑗𝜀𝑡−𝑗
𝑞
𝑗=1

𝑝
𝑗=1  …………..ARIMA(p,1,q) 
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Periodic ARIMA or Seasonal ARIMA: ARIMA(P,D,Q)w 

𝑢𝑡 = 𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−𝜔…………………………………………1st Order Seasonal Differencing 

𝑢𝑡 = ∑ 𝛷𝑗𝑢𝑡−𝑗𝜔 + 𝜀𝑡 − ∑ 𝛩𝑗𝜀𝑡−𝑗𝜔
𝑄
𝑗=1

𝑃
𝑗=1 ……………………ARMA(1,1) 

𝑥𝑡 = 𝑥𝑡−𝜔 + ∑ 𝛷𝑗(𝑥𝑡−𝑗𝜔 − 𝑥𝑡−(𝑗+1)𝜔) + 𝜀𝑡 − ∑ 𝛩𝑗𝜀𝑡−𝑗𝜔
𝑄
𝑗=1

𝑃
𝑗=1 ..ARIMA(P,1,Q) 

 

Multiplicative ARIMA 

ARIMA(p, d, q)x(P, D, Q) 

- Fit Original Seasonal Series with ARIMA(P, D, Q) 

- Fit Residual with ARIMA(p, d, q) 

Condensed Form ของ Multiplicative ARIMA(p,d,q)x(P,D,Q)w 
(B)(B)(1-B)D(1-B)dxt =(B)(B)t 
 

Bxt = xt-1 : Backward Operator 

Bnxt = xt-n 

(1-B)xt = xt-xt-1 ; 1
st Order Simple Differencing 

(1-B)2xt = xt-2xt-1+xt-2; 2
st Order Simple Differencing 

(1-B)dxt = dth Order Simple Difference 

(1-B)xt = xt-xt- ; 1st Order Seasonal Differencing 

(1-B)2xt = xt-2xt-+xt-2 ; 2st Order Seasonal Differencing 

(1-B)Dxt = Dth Order Seasonal Differencing 

 

(B)=(1-1B-2B
2….-pB

p) =Autoregressive Operator 

(B)=(1-1B-2B
2….-qB

q) =Moving average Operator 

(B)=(1-1B-2B
2….-PBP) =Seasonal Autoregressive Operator 

(B)=(1-1B-2B
2….-QBQ) = Seasonal Moving Average Operator 

 

6.3 วธีิการ Differencing 
 Differencing คือวธีิกำรในกำรก ำจดัส่วนท่ีเป็น Nonstationary ออกจำกอนุกรมเวลำ  ท ำใหไ้ด้
อนุกรมเวลำแบบ Stationary เช่นสมมติให้ xt คือ อนุกรมเวลำแบบ Nonstationary วธีิกำร Differencing 

สำมำรถแบ่งออกเป็น 2 แนวทำงคือ Simple Differencing ส ำหรับอนุกรมเวลำแบบ Nonperiodic และ 
Seasonal Differencing ส ำหรับอนุกรมเวลำแบบ Periodic ดงัน้ี 

(1) Simple Difference 
- First Order Difference 

  𝑢𝑡 = 𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−1                     [6.1] 
- Second Order Difference 

         𝑤𝑡 = 𝑢𝑡 − 𝑢𝑡−1 = (𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−1) − (𝑥𝑡−1 − 𝑥𝑡−2) = 𝑥𝑡 − 2𝑥𝑡−1 + 𝑥𝑡−2             [6.2] 
(2) Seasonal Difference  

- First Order Seasonal Difference 
         𝑢𝑡 = 𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−𝜔                    [6.3] 
         เม่ือ 𝜔 = 𝑀𝑎𝑥𝑖𝑚𝑢𝑚𝑃𝑒𝑟𝑖𝑜𝑑  
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𝑃𝑒𝑟𝑖𝑜𝑑 =

1

𝐹𝑟𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑦
                                             [6.4] 

- Second Order Seasonal Difference 
                   𝑤𝑡 = 𝑢𝑡 − 𝑢𝑡−𝜔                  [6.5] 
       𝑤𝑡 = (𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−𝜔) − (𝑥𝑡−𝜔 − 𝑥𝑡−2𝜔) = 𝑥𝑡 − 2𝑥𝑡−𝜔 + 𝑥𝑡−2𝜔                [6.6] 
 
6.4 หลกัการ Infinite Variance Concept  
 ให ้𝑥𝑡 = (𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−1) + (𝑥𝑡−1 − 𝑥𝑡−2) + (𝑥𝑡−2 − 𝑥𝑡−3) + ⋯ → ∞  

𝑥𝑡 = 𝑢𝑡 + 𝑢𝑡−1 + 𝑢𝑡−2 + ⋯ → ∞               [6.7] 
𝑥𝑡 = ∑ 𝑢𝑡−𝑖

∞
𝑖=0                   [6.8] 

𝐸(𝑋𝑡) = 𝐸(∑ 𝑢𝑡−𝑖
∞
𝑖=0 )                 [6.9] 

E(Xt) จะไม่ Converge เน่ืองจำกมี ut-i จ ำนวน Infinite เทอม 
𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡) = 𝑉𝑎𝑟(∑ 𝑢𝑡−𝑖

∞
𝑖=0 ) = ∞                [6.10] 

เน่ืองจำก Var(Xt) มีค่ำอนนัตจึ์งท ำใหแ้บบจ ำลอง ARIMA ไม่เหมำะท่ีจะน ำมำใชใ้นกำรสังเครำะห์
ขอ้มูลใหม่ แต่สำมำรถใชใ้นกำรพยำกรณ์ได ้

 
6.5 แบบจ าลอง ARIMA (p, 1, q)  

 

ให ้𝑢𝑡 = 𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−1 คือ First Order Simple Difference ซ่ึงสำมำรถจ ำลองดว้ยแบบจ ำลอง 
ARMA(p,q) ดงันั้น จะสำมำรถจ ำลองอนุกรมเวลำ xt โดยตรงไดด้ว้ยแบบจ ำลอง ARIMA(p,1,q) ดงัน้ี 

𝑢𝑡 = ∑ 𝜙𝑗
𝑝
𝑗=1 𝑢𝑡−𝑗 − ∑ 𝜃𝑗𝜀𝑡−𝑗

𝑞
𝑗=0 ; 𝜃0 = −1 .….. ARMA(p,q)            [6.11] 

𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−1 = ∑ 𝜙𝑗(𝑥𝑡−𝑗 − 𝑥𝑡−𝑗−1) − ∑ 𝜃𝑗𝜀𝑡−𝑗

𝑞

𝑗=0

𝑝

𝑗=1

 

𝑥𝑡 = ∑ (𝜙𝑗 − 𝜙𝑗−1)𝑥𝑡−𝑗 − 𝜙𝑝𝑥𝑡−𝑝−1 − ∑ 𝜃𝑗𝜀𝑡−𝑗
𝑞
𝑗=0

𝑝
𝑗=1 ; 𝜃𝑜 = 𝜙0 = −1 ;  

                                                                           ……  ARIMA(p,1,q)                    [6.12] 

 

กรณี ARIMA(1,1,1) 

𝑥𝑡 = (1 + 𝜙1)𝑥𝑡−1 − 𝜙1𝑥𝑡−2 + 𝜀𝑡 − 𝜃1𝜀𝑡−1 
 

ตวัอยำ่งกรำฟอนุกรมเวลำท่ีสังเครำะห์ข้ึนโดย ARIMA(1,1,1) ซ่ึงมีค่ำพำรำมิเตอร์ =0.5, =0.3 

และ 
2=0.6 แสดงอยูใ่นรูปท่ี 6.1 Autocorrelation Function และ Spectral Density ของแบบจ ำลอง

เดียวกนัแสดงอยูใ่นรูปท่ี 6.2 และ 6.3 ตำมล ำดบั 
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รูปที ่6.1 อนุกรมเวลำท่ีสังเครำะห์ข้ึนจำกแบบจ ำลอง ARIMA(1,1,1) ท่ีมีค่ำพำรำมิเตอร์ =0.5, 

=0.3 และ 
2=0.6 

 

  
Lag 0-24 Lag 0-500 

รูปที ่6.2 Autocorrelation Function ของอนุกรมเวลำท่ีสังเครำะห์ข้ึนจำกแบบจ ำลอง ARIMA(1,1,1) ท่ี
มีค่ำพำรำมิเตอร์ = 0.5,  = 0.3 และ 

2 = 0.6 
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รูปที ่6.3 Spectral Density ของอนุกรมเวลำท่ีสังเครำะห์ข้ึนจำกแบบจ ำลอง ARIMA(1,1,1) ท่ีมี
ค่ำพำรำมิเตอร์  = 0.5, = 0.3 และ 

2 = 0.6 

  

ACF ในรูปท่ี 6.2 มีค่ำลดลงอยำ่งชำ้ๆ (Slow Decay) แสดงวำ่ xt เป็นอนุกรมเวลำแบบ 
Nonstationary กำรก ำจดั Nonstationary ออกจำกอนุกรมเวลำท ำไดโ้ดยวธีิ Differencing ผลกำรท ำ 1st 

Differencing ของอนุกรมเวลำในรูปท่ี 6.1 แสดงอยูใ่นรูปท่ี 6.4 และ ACF ของ 1st Differencing แสดง
อยูใ่นรูปท่ี 6.5 ACF มีค่ำลดลงเป็นศูนยท่ี์ Lag 4 ซ่ึงแสดงใหเ้ห็นวำ่ 1st Differencing ของอนุกรมเวลำ  xt 

เป็น Stationary แต่ถำ้ยงัไม่เป็น Stationary ใหท้ ำ Differencing โดยใช ้ d=2, 3,.. จนกวำ่จะเป็น 
Stationary 

 

 

รูปที ่6.4 1st Differencing (ut = xt-xt-1) ของอนุกรมเวลำท่ีสังเครำะห์ข้ึนจำกแบบจ ำลอง 
ARIMA(1,1,1) ท่ีมีค่ำพำรำมิเตอร์  = 0.5,  = 0.3 และ 

2 = 0.6 
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รูปที ่6.5 Autocorrelation Function ของ 1st Differencing (ut = xt-xt-1) ของอนุกรมเวลำท่ี
สังเครำะห์ข้ึนจำกแบบจ ำลอง ARIMA(1,1,1) ท่ีมีค่ำพำรำมิเตอร์  = 0.5,  = 0.3 และ 

2 = 0.6 

 

 

6.6 ฟังค์ช่ันการพยากรณ์ (Forecasted Function)ของแบบจ าลอง ARIMA(p,1,q) ส าหรับ Lead 

Time เท่ากบั L 

 

จำกสมกำร [6.12] ถำ้ t=t+L จะสำมำรถเขียนแบบจ ำลอง ARIMA(p,1,q) ไดใ้หม่ดงัน้ี 
𝑥𝑡+𝐿 = ∑ (𝜙𝑗 − 𝜙𝑗−1)𝑥𝑡+𝐿−𝑗 − 𝜙𝑝𝑥𝑡+𝐿−𝑝−1 − ∑ 𝜃𝑗𝜀𝑡+𝐿−𝑗

𝑞
𝑗=0

𝑝
𝑗=1

          
[6.13] 

 

จำกสมกำร [6.13] จะสำมำรถเขียนฟังคช์ัน่กำรพยำกรณ์ไดด้งัน้ี 
[𝑥𝑡+𝐿] = ∑ (𝜙𝑗 − 𝜙𝑗−1)[𝑥𝑡+𝐿−𝑗] − 𝜙[𝑥𝑡+𝐿−𝑝−1] − ∑ 𝜃𝑗[𝜀𝑡+𝐿−𝑗]𝑞

𝑗=0
𝑝
𝑗=1         [6.14] 

𝑥𝑡(𝐿) = ∑ (𝜙𝑗 − 𝜙𝑗−1)𝑥𝑡(𝐿 − 𝑗) − 𝜙𝑝𝑥𝑡(𝐿 − 𝑝 − 1) − ∑ 𝜃𝑗 [𝜀𝑡+𝐿−𝑗
]𝑞

𝑗=0
𝑝
𝑗=1         [6.15] 

           ถำ้ j>L  ถำ้ j<L 

𝑥𝑡+𝐿−𝑗 = Observed Value 
[𝑥𝑡+𝐿−𝑗] = 𝑥𝑡(𝐿 − 𝑗) = 𝑥𝑡+𝐿−𝑗   

𝜀𝑡+𝐿−𝑗 = Error Value in the Past 
 [𝜀𝑡+𝐿−𝑗] = 𝜀𝑡+𝐿−𝑗 

𝑥𝑡+𝐿−𝑗 = Future Value 
[𝑥𝑡+𝐿−𝑗] = 𝑥𝑡(𝐿 − 𝑗) = Forecasted Function. 
𝜀𝑡+𝐿−𝑗 = Future Value หรือ Random Value 
[𝜀𝑡+𝐿−𝑗] = 0 

 

จำกขอ้เทจ็จริงในตำรำงขำ้งบนจะเขียนจะสำมำรถเขียนสมกำร [6.15] ใหม่ไดด้งัน้ี 
𝑥𝑡(𝐿) = ∑ (𝜙𝑗 − 𝜙𝑗−1)𝑥𝑡(𝐿 − 𝑗) + ∑ (𝜙𝑗 − 𝜙𝑗−1)𝑥𝑡+𝐿−𝑗

𝑝
𝑗=𝐿

𝐿−1
𝑗=1    

                  −𝜙𝑝𝑥𝑡+𝐿−𝑝−1 − ∑ 𝜃𝑗
𝐿−1
𝑗=0 [𝜀𝑡+𝐿−𝑗

] − ∑ 𝜃𝑗
𝑞
𝑗=𝐿 𝜀𝑡+𝐿−𝑗   [6.16] 
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และเน่ืองจำก 𝜀𝑡(𝐿 − 𝑗) = 0 เม่ือ j<L จะไดว้ำ่ 

 
𝑥𝑡(𝐿) = ∑ (𝜙𝑗 − 𝜙𝑗−1)𝑥𝑡(𝐿 − 𝑗) + ∑ (𝜙𝑗 − 𝜙𝑗−1)𝑥𝑡+𝐿−𝑗 − 𝜙𝑝𝑥𝑡+𝐿−𝑝−1 −𝑝

𝑗=𝐿
𝐿−1
𝑗=1

∑ 𝜃𝑗
𝑞
𝑗=𝐿 𝜀𝑡+𝐿−𝑗                                                                                                                            [6.17] 

 ถำ้ q<L  

 
𝑥𝑡(𝐿) = ∑ (𝜙𝑗 − 𝜙𝑗−1)𝑥𝑡(𝐿 − 𝑗) + ∑ (𝜙𝑗 − 𝜙𝑗−1)𝑥𝑡+𝐿−𝑗 − 𝜙𝑝𝑥𝑡+𝐿−𝑝−1

𝑝
𝑗=𝐿

𝐿−1
𝑗=1   [6.18] 

            

 ถำ้ q<L และ p=L-1<L 

          
𝑥𝑡(𝐿) = ∑ (𝜙𝑗 − 𝜙𝑗−1)𝑥𝑡(𝐿 − 𝑗) − 𝜙𝑝𝑥𝑡+𝐿−𝑝−1

𝑝
𝑗=1     [6.19] 

 ถำ้  q<L และ p<L-1 

          
𝑥𝑡(𝐿) = ∑ (𝜙𝑗 − 𝜙𝑗−1)𝑥𝑡(𝐿 − 𝑗) − 𝜙𝑝𝑥𝑡(𝐿 − 𝑝 − 1)𝑝

𝑗=1    [6.20] 
 

กรณี L<p 

และL<q 

จำกสมกำรท่ี [6.15] 

 

𝑥𝑡(𝐿) = ∑ (𝜙𝑗 − 𝜙𝑗−1)𝑥𝑡(𝐿 − 𝑗) − 𝜙𝑝𝑥𝑡(𝐿 − 𝑝 − 1) − ∑ 𝜃𝑗[𝜀𝑡+𝐿−𝑗]
𝑞
𝑗=0

𝑝
𝑗=1  

L=1 𝑥𝑡(1) = ∑(𝜙𝑗 − 𝜙𝑗−1)𝑥𝑡+1−𝑗
− 𝜙𝑝𝑥𝑡−𝑝 + ∑ 𝜃𝑗𝜀𝑡+1−𝑗

𝑞

𝑗=1

𝑝

𝑗=1

 

L=2 𝑥𝑡(2) = (𝜙1 + 1)𝑥𝑡(1) + ∑(𝜙𝑗 − 𝜙𝑗−1)𝑥𝑡+2−𝑗 − 𝜙𝑝𝑥𝑡+1−𝑝 + ∑ 𝜃𝑗𝜀𝑡+2−𝑗

𝑞

𝑗=2

𝑝

𝑗=2

 

L=3 𝑥𝑡(3) = ∑(𝜙𝑗 − 𝜙𝑗−1)

2

𝑗=1

𝑥𝑡(3 − 𝑗) + ∑(𝜙𝑗 − 𝜙𝑗−1)𝑥𝑡+2−𝑗
− 𝜙𝑝𝑥𝑡+2−𝑝 + ∑ 𝜃𝑗𝜀𝑡+2−𝑗

𝑞

𝑗=3

𝑝

𝑗=3

 

L=L 𝑥𝑡(𝐿) = ∑ (𝜙𝑗 − 𝜙𝑗−1)𝐿−1
𝑗=1 𝑥𝑡(𝐿 − 𝑗) + ∑ (𝜙𝑗 − 𝜙𝑗−1)𝑥𝑡+𝐿−𝑗−1 − 𝜙𝑝𝑥𝑡+𝐿−𝑝−1 + ∑ 𝜃𝑗𝜀𝑡+2−𝑗

𝑞
𝑗=𝐿

𝑝
𝑗=𝐿      

 [6.21]
  

 
6.7 แบบจ าลอง Multiplicative ARIMA ส าหรับอนุกรมเวลาแบบ Periodic 
 6.7.1 Seasonal Differencing  
 𝑢𝑡 = 𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−𝜔  (1st Order Seasonal Differencing)    [6.22] 
 กรณีอนุกรมเวลำรำยเดือน  = 12 
 𝑤𝑡 = 𝑢𝑡 − 𝑢𝑡−𝜔              (2nd Order Seasonal Differencing) 
       = (𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−𝜔) − (𝑥𝑡−𝜔 − 𝑥𝑡−2𝜔

) 

     = 𝑥𝑡 − 2𝑥𝑡−𝜔 + 𝑥𝑡−2𝜔
       [6.23]  

 (1-B)Dxt  = Dth Order Seasonal Differencing 
  

 6.7.2 Simple Seasonal ARIMA(P,1,Q) 
 𝑢𝑡 = 𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−𝜔 
 𝑢𝑡 = ∑ 𝛷𝑗𝑢𝑡−𝑗𝜔

𝑃
𝑗=1 + 𝜀𝑡 − ∑ 𝛩𝑗𝜀𝑡−𝑗𝜔

𝑄
𝑗=1      [6.24] 
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𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−𝜔 = ∑ 𝛷𝑗(𝑥𝑡−𝑗𝜔 − 𝑥𝑡−(𝑗+1)𝜔) + 𝜀𝑡

𝑃
𝑗=1 − ∑ 𝛩𝑗𝜀𝑡−𝑗𝜔

𝑄
𝑗=1  

 
𝑥𝑡 = 𝑥𝑡−𝜔 + ∑ 𝛷𝑗(𝑥𝑡−𝑗𝜔 − 𝑥𝑡−(𝑗+1)𝜔) + 𝜀𝑡

𝑃
𝑗=1 − ∑ 𝛩𝑗𝜀𝑡−𝑗𝜔

𝑄
𝑗=1   [6.25] 

 xt มีแบบจ ำลองแบบ ARIMA(P,1,Q) 
  
 6.7.3 General Simple Seasonal ARIMA(P,D,Q) 

แบบจ ำลอง ARIMA(P,D,Q)w ในรูปยอ่ซ่ึงเขียนในรูปของ Backward Operator 


(B)(1-B)Dxt=(B)t       [6.26] 
 

(1-B)Dxt = Dth Order Seasonal Differencing 

(B)=(1-1B-2B
2….-PBP)  = Seasonal Autoregressive Operator 

(B)=(1-1B-2B
2….-QBQ) = Seasonal Moving Average Operator 

 (1-1B-2B
2….-PBP)(1-B)Dxt = (1-1B-2B

2….-QBQ)t 
 ถำ้ D=1 
 (1-1B-2B

2….-PBP)(1-B)xt = (1-1B-2B
2….-QBQ)t 

  

 (1-1B-2B
2….-PBP-B+1B+2B

3….+P-1B
PPB(P+1))xt  

 = (1-1B-2B
2….-QBQ)t 

 (1-B -1(B-B2)-2(B
2- B3)….-P-1(B

(P-1)-BP)….-P(BP-B(P+1))xt  

 = (1-1B-2B
2….-QBQ)t 

  

 xt= (B +1(B-B2)+2(B
2- B3)….+P-1(B

(P-1)-BP)….+P(BP-B(P+1))xt  
     + (1-1B-2B

2….-QBQ)t      [6.27] 
 สมกำร [6.27] คือสมกำรแบบเตม็รูปของของสมกำร [6.26] 
 6.7.4 ARIMA(0,1,Q) หรือ IMA(1,Q) 
 𝑢𝑡 = 𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−𝜔  

 

 
𝑢𝑡 = 𝜀𝑡 − 𝛩1𝜀𝑡−𝜔 − 𝛩2𝜀𝑡−2𝜔 . . . . . . . . . . . −𝛩𝑄𝜀𝑡−𝑄𝜔    [6.28] 

 xt มีแบบจ ำลองแบบ ARIMA(0,1,Q) 
 Autocorrelation Function ของ ARIMA(0,1,Q) 
 𝜌𝑘𝜔 =

−𝛩𝑘+𝛩1𝛩𝑘+1+......+𝛩𝑄−𝑘𝛩𝑄

1+𝛩1
2+......+𝛩𝑄

2 ; 𝑘 ≤ 𝑄𝜔 

        = 0; 𝑘 > 𝑄𝜔        [6.29] 
 6.7.5 ARIMA (P,1,0) 
 𝑢𝑡 = 𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−𝜔 

 𝑢𝑡 = 𝛷1𝑢𝑡−𝜔 + 𝛷2𝑢𝑡−2𝜔+. . . . . . +𝛷𝑃𝑢𝑡−𝑃𝜔 + 𝜀𝑡    [6.30] 
 xt มีแบบจ ำลองแบบ ARIMA(P,1,0) 
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 Autocorrelation Function ของ ARIMA(P,1,0) 
 𝜌𝑘𝜔 = 𝛷1𝜌(𝑘−1)𝜔 + 𝛷2𝜌(𝑘−2)𝜔+. . . . . . +𝛷𝑃𝜌(𝑘−𝑃)𝜔; 𝑘 > 0   [6.31] 
  
 6.7.6 การฟิต 1st Order Seasonal Difference ของอนุกรมเวลารายเดือนด้วยแบบจ าลอง AR(1)  
 𝑢𝑡 = 𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−12    

 𝑢𝑡 = 𝛷1𝑢𝑡−1 + 𝜀𝑡 …… AR(1)       [6.32] 
 𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−12 = 𝛷1(𝑥𝑡−1 − 𝑥𝑡−13) + 𝜀𝑡 

 𝑥𝑡 = 𝛷1𝑥𝑡−1 + 𝑥𝑡−12 − 𝛷1𝑥𝑡−13 + 𝜀𝑡      [6.33] 
 สมกำร [6.33] คือ ARIMA(1,1,0)12 หรือ Nonstationary AR(13) ซ่ึงมีค่ำ Autoregressive Coefficients 
ดงัน้ี 
 𝜙1 = 𝛷1 
 𝜙2 = 𝜙3 =. . . . . . = 𝜙11 = 0 
 𝜙12 = 1 
 𝜙13 = −𝛷1 

 
 6.7.7 การฟิต 1st Order Seasonal Difference ของอนุกรมเวลารายเดือนด้วยแบบจ าลอง MA(1) 
 𝑢𝑡 = 𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−12 

 𝑢𝑡 = 𝛼𝑡 − 𝛩1𝛼𝑡−12 ..........MA(1)      [6.34] 
 𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−12 = 𝛼𝑡 − 𝛩1𝛼𝑡−12 

 𝑥𝑡 = 𝑥𝑡−12 + 𝛼𝑡 − 𝛩1𝛼𝑡−12       [6.35] 
 สมกำร [6.35] คือ ARIMA(1,1,0)12 หรือ Nonstationary ARMA(12,12) ซ่ึงมีค่ำ Autoregressive และ 
Moving Average Coefficients ดงัน้ี 
 𝜙1 = 𝜙2 =. . . . . . = 𝜙11 = 0 
 𝜙12 = 1 
 𝜃1 = 𝜃2 =. . . . . . = 𝜃11 = 0 
 𝜃12 = 𝛩1 

 
 6.7.8 แบบจ าลอง Multiplicative ARIMA(1, 0, 0)x(0, 1, 1)12 

 𝑢𝑡 = 𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−12 
 ให ้

𝑢𝑡 = 𝛼𝑡 − 𝛩1𝛼𝑡−12      ........ ......MA(1)     [6.36] 
 𝑥𝑡 = 𝑥𝑡−12 + 𝛼𝑡 − 𝛩1𝛼𝑡−12.............ARIMA(0,1,1)12    [6.37] 
 t คืออนุกรมเวลำของ Residual ใน MA(1) ซ่ึงสำมำรถจ ำลองไดด้วัย AR(1)  
 ให ้  
 𝛼𝑡 = 𝜙1𝛼𝑡−1 + 𝜀𝑡     ……….AR(1)       [6.38] 
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 แทนค่ำ 𝛼𝑡และ 𝛼𝑡−12
 จำกสมกำร [6.38] ลงในสมกำร [6.36] 

 𝑢𝑡 = (𝜙1𝛼𝑡−1 + 𝜀𝑡) − 𝛩1(𝜙1𝛼𝑡−13 + 𝜀𝑡−12) 

 𝑢𝑡 = 𝜙1(𝛼𝑡−1 − 𝛩1𝛼𝑡−13) + 𝜀𝑡 − 𝛩1𝜀𝑡−12     [6.39] 

 แทนค่ำ  𝑢𝑡−1 = 𝛼𝑡−1 − 𝛩1𝛼𝑡−13ลงในสมกำร [6.39] จะได ้

 
𝑢𝑡 = 𝜙1𝑢𝑡−1 + 𝜀𝑡 − 𝛩1𝜀𝑡−12        

 𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−12 = 𝜙1(𝑥𝑡−1 − 𝑥𝑡−13) + 𝜀𝑡 − 𝛩1𝜀𝑡−12 

 𝑥𝑡 = 𝜙1𝑥𝑡−1 + 𝑥𝑡−12 − 𝜙1𝑥𝑡−13 + 𝜀𝑡 − 𝛩1𝜀𝑡−12    [6.40] 
 สมกำรท่ี [6.40] คือแบบจ ำลอง Multiplicative ARIMA(1, 0, 0)x(0, 1, 1)12 ซ่ึงเกิดจำกกำรจ ำลอง 1st 

Order Seasonal Difference (ut) ซ่ึงมี =12 ดว้ย MA(1) และจ ำลอง Residual (t) ดว้ย AR(1) 
 
 6.7.9 แบบจ าลอง ARIMA(p,0,q)x(P, 1, Q)12 

 tu 1st  Seasonal Difference ซ่ึงมี =12 
 𝑢𝑡 = 𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−12 

 𝑢𝑡 = ∑ 𝛷𝑗𝑢𝑡−12𝑗
𝑃
𝑗=1 + 𝛼𝑡 − ∑ 𝛩𝑗𝛼𝑡−12𝑗

𝑄
𝑗=1      [6.41] 

 ให ้Residual (t) ของ 6.40 มีแบบจ ำลองแบบ ARMA(p, q) 
 𝛼𝑡 = ∑ 𝜙𝑗𝛼𝑡−𝑗

𝑝
𝑗=1 + 𝜀𝑡 − ∑ 𝜃𝑗𝜀𝑡−𝑗

𝑞
𝑗=1       [6.42] 

 เม่ือแทนค่ำ t และ t-12j จำกสมกำร [6.42] และ 𝑢𝑡 = 𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−12 ลงในสมกำร [6.41]  
𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−12 = ∑ 𝛷𝑗𝑢𝑡−12𝑗

𝑃
𝑗=1 + (∑ 𝜙𝑗𝛼𝑡−𝑗

𝑝
𝑗=1 + 𝜀𝑡 − ∑ 𝜃𝑗𝜀𝑡−𝑗

𝑞
𝑗=1 ) −

∑ 𝛩𝑗(∑ 𝜙𝑗𝛼𝑡−(12+1)𝑗
𝑝
𝑗=1 + 𝜀𝑡−12𝑗 − ∑ 𝜃𝑗𝜀𝑡−(12+1)𝑗

𝑞
𝑗=1 )

𝑄
𝑗=1   

    
𝑥𝑡 = 𝑥𝑡−12 + ∑ 𝛷𝑗𝑢𝑡−12𝑗

𝑃
𝑗=1 + (∑ 𝜙𝑗𝛼𝑡−𝑗

𝑝
𝑗=1 + 𝜀𝑡 − ∑ 𝜃𝑗𝜀𝑡−𝑗

𝑞
𝑗=1 )       [6.43] 

 จะสรุปไดว้ำ่ xt ในสมกำร [6.43] มีแบบจ ำลองแบบ ARIMA (p,0, q)  (P, 1, Q)12 
 
6.7.10 แบบจ าลอง Multiplicative ARIMA(p, d, q)x(P, D, Q)12 

 

 แบบจ ำลอง Mulitplicative ARIMA(1,1,1)x(1,1,1)12
  กรณี =12 

𝛷(𝐵12)(𝐵)(1 − 𝐵12)(1 − 𝐵)𝑥𝑡 = 𝛩(𝐵12)𝜃(𝐵)𝜀𝑡                [6.44] 
(1 − 𝛷1𝐵12)(1 − 𝜙𝐵)(1 − 𝐵12)(1 − 𝐵)𝑥𝑡 = (1 − 𝛩1𝐵12)(1 − 𝜃1𝐵)𝜀𝑡   
(1 − Φ1𝐵12 − Φ1𝐵 + Φ1𝜙1𝐵13)(1 − 𝐵12 − 𝐵 + 𝐵13)𝑥𝑡 = (1 − 𝛩1𝐵12 − 𝜃1𝐵 + 𝛩1𝜃1𝐵13)𝜀𝑡    
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{(1 − 𝛷1𝐵12 − 𝜙1𝐵 + 𝛷1𝜙1𝐵13) − (𝐵12 − 𝛷1𝐵24 − 𝜙1𝐵13 + 𝛷1𝜙1𝐵25) −
(𝐵 − 𝛷1𝐵13 − 𝜙1𝐵2 + 𝛷1𝜙1𝐵14) + (𝐵13 − 𝛷1𝐵25 − 𝜙1𝐵14 + 𝛷1𝜙1𝐵26)}𝑋𝑡 =
(1 − 𝛩1𝐵12 − 𝜃1𝐵 + 𝛩1𝜃1𝐵13)𝜀𝑡𝜙   
 
[1 − (1 + 𝜙1)𝐵 + 𝜙1𝐵2 − (1 + 𝜙1)𝐵12 + (1 + 𝜙1 + Φ1 + Φ1𝜙1)𝐵13 − (ϕ1 +
Φ1𝜙1)𝐵14 + Φ1𝐵24 − (Φ1 + Φ1𝜙1)𝐵25 + Φ1𝜙1𝐵26]𝑋𝑡 = (1 − 𝛩1𝐵12 − 𝜃1𝐵 +
𝛩1𝜃1𝐵13)𝜀𝑡𝜙  
 

𝑋𝑡 = (1 + 𝜙1)𝑋𝑡−1 − 𝜙1𝑋𝑡−2 + (1 + Φ1)𝑋𝑡−12 − (1 + 𝜙1 + Φ1 + Φ1𝜙1)𝑋𝑡−13 +
(𝜙1 + Φ1𝜙1)𝑋𝑡−14 − Φ1𝑋𝑡−14 + (Φ1 + Φ1𝜙1)𝑋𝑡−25 − Φ1𝜙1𝑋𝑡−26 + 𝜀𝑡 − 𝜃1𝜀𝑡−1 −

Θ1𝜀𝑡−12 + Θ1𝜃1𝜀𝑡−13         [6.45] 

 
6.8 การประมาณค่าพารามิเตอร์ของ Simple ARIMA(p,d,q) 
 
 หลงัจำกกำรท ำ dth-Differencing อนุกรมเวลำ xt (xt เป็น ARIMA(p,d,q)) จนเป็น Stationary แลว้ จะ
ฟิต Differenced Series ดว้ยแบบจ ำลอง ARMA(p,q) จึงสำมำรถหำพำรำมิเตอร์ของแบบจ ำลอง ARMA(p,q) 
ตำมวธีิท่ีกล่ำวถึงในบทท่ี 5 
 
6.9 การตรวจสอบ Goodness of Fit ของ ARIMA(p,d,q) 
  
 ขั้นตอนและวธีิกำรทดสอบ Goodness of Fit ของ ARMA(p,q) ท่ีฟิตกบัอนุกรมเวลำท่ีผำ่นกำร 
Differencing จะเหมือนกบักำรทดสอบ Goodness of Fit ของ ARMA(p,q) ตำมท่ีกล่ำวไวใ้นบทท่ี 5 ซ่ึงไดแ้ก่ 

– กำรทดสอบสมมติฐำนวำ่ Residual เป็นอิสระและมีกำรแจกแจงแบบปกติ 
– กำรตรวจสอบเปรียบเทียบ Model Correlogram และ Correlogram ของอนุกรมเวลำท่ีสังเครำะห์
ข้ึนกบั Sample Correlogram 

– กำรตรวจสอบ Parsimony ของพำรำมิเตอร์โดยใช ้Akaike Information Creteria 
 
6.10 ขั้นตอนการจ าลองด้วย Simple ARIMA (Procedure of Simple ARIMA Modeling) 
 
 ขั้นตอนกำรจ ำลองดว้ย Simple ARIMA 

(1) ตรวจสอบ Normality ของอนุกรมเวลำตวัอยำ่ง ถำ้อนุกรมเวลำตวัอยำ่งไม่เป็น Normal ใหแ้ปลงเป็น
เป็น Normal 

(2) ท ำกำร Differencing โดยกำรพล๊อตอนุกรมเวลำตวัอยำ่งท่ีท ำกำร Normalized แลว้ ถำ้พบวำ่มี 
Nonstationary เช่น Jump หรือ Trend หรือมีทั้งคู่ ใหท้  ำกำร Differencing กรณีมี Jump หรือ Trend 
เพียงอยำ่งเดียวใหท้  ำ 1st Differencing กรณีท่ีมีทั้ง Jump และ Trend ใหท้  ำ 2nd Differencing 
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(3) ตรวจสอบ ACF ถำ้พบวำ่มีค่ำลดลงอยำ่งชำ้ (Slow Decay) แสดงวำ่ตอ้งท ำ Differencing กำรท ำ 
Differencing ใหเ้ร่ิมจำกล ำดบัท่ี 1 ก่อน 

(4) กำรฟิตแบบจ ำลอง ARMA(p,q) กบัอนุกรมเวลำท่ีผำ่นกำร Differencing 
 
6.11 ตัวอย่างการสร้างแบบจ าลอง Simple ARIMA (Example of Simple ARIMA Modeling) 
 
 ใหจ้ ำลองฝนรำยเดือนท่ี Salmonia มลรัฐ Indiana (Station 12-7747) ดงัตำรำงท่ี 6.1 ดว้ย 
ARIMA(1,1,1)  
 ขั้นที ่1  ให ้xt คือฝนรำยเดือน ดงัตำรำงท่ี 5.1 
   𝑦𝑡 = √𝑥𝑡 …..ซ่ึงเป็น Normal Distribution โดยประมำณ 
 ขั้นที ่2  ท ำ 1st  Differencing เพื่อก ำจดั Nonstationarity ใน yt ดงัน้ี 
   𝑢1 = √4.910 − √3.920 = 0.236 
   ผลกำรค ำนวณค่ำ ut อ่ืนๆ โดยโปรแกรม FTRDIF* ของ IMSL แสดงอยูใ่นตำรำงท่ี 6.2 
 ขั้นที ่3 ท ำกำรฟิต ARMA(1,1) กบั 1st Differenced Series (ut) ตำมขั้นตอนในบทท่ี 5 

(a) 𝑢𝑡 = −0.0011 
𝑠2 = 0.6065 

(b) ACF และ PACF ของ ut แสดงอยูใ่นรูปท่ี 6.6 และ 6.7 ตำมล ำดบั 
95% Confident Interval ของ ACF และ PACF เท่ำกบั 

=
±2

√𝑁
=

±2

√455
= ±0.094 

จำกรูปท่ี 6.6 จะเห็นวำ่ ACF มีควำมส ำคญัเฉพำะ Lag 1 เท่ำนั้น ส่วน PACF ในรูปท่ี 6.7 
มีควำมส ำคญัช่วง Lag 1-10 

(c) Identification 
- ACF และ PACF แสดงใหเ้ห็นวำ่ ARMA(1,1) น่ำจะเหมำะกบัอนุกรมเวลำ ut 

(d) กำรประมำณค่ำพำรำมิเตอร์  ของ ARMA(1,1) โดยวธีิโมเมนต ์

𝜙̂1 =
𝐶2

𝐶1
=

0.036415

−0.48294
= −0.0754 

𝜃00 = 𝑢̄𝑡(1 − 𝜙̂1) = −0.0011(1 + 0.0754) = −0.0012 
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ตารางที ่6.1 Monthly Precipitation(inches) at Salanomia, Indian 

 Month 

YEAR 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 TOTA
L 

1 3.920 4.910 3.850 8.210 2.690 4.050 3.680 1.460 4.020 4.340 5.070 7.970 54.170 

2 3.900 2.710 7.960 7.160 2.150 7.100 6.216 9.690 0.360 1.570 2.010 4.480 55.710 

3 2.680 1.230 3.510 1.470 1.040 4.070 1.360 1.220 7.910 1.920 5.870 4.960 37.240 

4 0.320 2.200 2.480 3.990 0.830 9.800 2.560 7.000 5.230 1.780 3.450 2.260 41.900 

5 1.660 2.820 1.760 1.690 1.380 4.110 4.600 0.800 1.220 2.600 0.990 2.780 26.680 

6 7.490 4.500 3.130 7.750 2.440 1.110 4.950 4.470 4.440 0.820 4.600 2.960 48.660 

7 5.880 1.260 2.880 2.410 1.970 7.480 1.660 4.700 3.290 9.380 3.180 3.240 47.330 

8 0.500 3.370 1.970 4.440 4.250 5.680 5.570 1.310 5.140 5.480 1.680 1.060 40.450 

9 0.770 1.390 1.370 2.780 4.430 1.800 6.930 4.620 6.290 1.530 2.000 1.530 35.440 

10 1.060 4.240 2.460 1.860 0.580 0.520 2.730 0.660 5.960 4.590 3.310 1.630 29.600 

11 6.560 1.490 2.360 2.710 3.270 4.080 2.680 4.990 6.650 4.330 3.280 1.530 43.930 

12 1.580 5.330 4.430 0.650 1.630 6.410 3.710 4.300 1.620 3.050 0.430 2.810 35.950 

13 1.940 1.080 1.790 1.070 3.790 5.900 5.850 4.600 0.510 3.060 7.730 4.000 41.320 

14 0.250 2.990 3.370 1.750 6.720 4.400 4.650 3.700 7.790 3.660 2.360 5.970 47.610 

15 3.180 4.160 2.270 2.100 46.300 3.560 2.190 8.510 7.790 5.690 3.630 0.560 44.010 

16 2.940 4.580 3.350 4.460 0.380 1.850 8.720 5.510 3.530 5.950 4.000 2.930 49.680 

17 1.980 2.290 1.120 3.070 3.960 6.670 6.040 3.940 5.320 0.520 2.130 2.160 37.620 

18 2.360 7.800 5.340 0.300 3.220 5.940 1.510 3.980 3.740 3.300 0.780 2.720 52.840 

19 4.440 1.090 4.930 2.560 6.850 3.790 5.870 4.990 9.590 3.520 3.910 3.460 51.790 

20 2.530 6.640 1.550 7.300 0.000 6.180 3.130 2.910 6.380 1.650 2.670 3.070 42.060 

21 1.510 0.000 5.800 3.840 3.250 5.210 3.210 2.670 3.500 2.440 1.620 3.740 38.790 

22 1.580 2.170 5.320 4.730 0.730 3.380 3.580 3.990 2.230 7.090 1.310 0.160 36.270 

23 1.140 1.090 2.110 2.920 2.970 1.730 3.530 1.950 2.590 1.360 5.510 3.980 30.860 

24 3.860 1.230 3.070 2.290 8.370 5.640 2.390 2.190 3.780 4.800 1.200 5.830 45.370 

25 5.710 3.270 0.750 2.800 7.350 3.470 4.140 3.340 4.890 3.790 3.400 2.250 44.440 

26 2.660 1.560 2.460 3.900 3.730 1.620 6.790 6.340 8.010 4.030 2.830 2.950 46.880 

27 2.860 7.550 6.410 2.970 0.630 2.060 3.000 4.850 4.450 7.730 3.760 6.440 52.110 

28 1.200 2.860 1.140 8.290 3.200 2.930 1.310 3.770 2.960 2.750 3.010 1.500 34.920 

29 4.000 2.390 3.840 2.600 3.610 0.970 1.590 3.970 9.230 4.150 2.410 0.970 39.730 

30 2.450 2.910 1.940 1.890 3.590 6.260 3.550 8.330 4.020 4.160 4.270 0.950 44.320 

31 2.800 3.720 3.930 4.290 6.170 4.020 0.790 4.460 2.660 4.110 2.820 2.240 42.010 

32 2.290 1.940 2.410 1.320 0.790 0.080 1.980 2.790 2.730 5.860 2.580 1.590 26.380 

33 0.160 1.260 0.910 1.850 2.410 4.530 6.980 1.950 8.010 2.700 2.180 2.050 34.990 

34 0.510 2.550 5.590 2.900 4.590 3.340 4.770 2.250 2.190 7.030 2.610 7.430 46.480 

35 3.360 1.320 1.250 5.070 4.860 1.870 7.400 2.530 1.240 4.270 4.290 2.870 40.330 

36 1.760 3.600 3.620 1.440 1.480 3.980 4.650 6.280 3.570 2.830 4.390 1.010 38.610 

37 3.890 4.960 5.690 1.810 0.520 5.080 3.970 9.530 1.650 7.200 2.940 4.140 51.280 

38 1.340 4.330 5.450 7.510 1.200 1.760 4.320 4.190 5.800 5.410 3.130 2.180 46.620 

MEAN 2.606 3.021 3.252 3.397 3.044 4.011 4.013 4.187 4.412 3.959 3.246 3.020 42.168 

STDV 1.770 1.846 1.754 2.199 2.120 2.176 1.953 2.259 2.376 2.047 1.554 1.866 7.453 
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ตารางที ่6.2  1st Difference of Square Root of Monthly Precipitation at Salamonia, Indiana 
 Month 

Year 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1  0.236 -0.254 0.903 -1.225 0.372 -0.094 -0.710 0.797 0.078 0.168 0.571 

2 -0.848 -0.329 1.175 -0.146 -1.210 1.198 -0.163 0.611 -2.513 0.653 0.165 0.782 

3 -0.563 -0.528 0.764 -0.661 -0.193 0.998 -0.851 -0.062 1.708 -1.427 1.037 -0.196 

4 -0.1681 0.918 0.092 0.423 -1.086 2.219 -1.530 1.046 -0.359 -0.953 0.523 -0.354 

5 -0.215 0.391 -0.353 0.073 -0.225 0.853 0.117 -1.250 0.210 0.508 -0.617 0.672 

6 1.069 -0.615 -0.352 1.015 -1.222 -0.508 1.171 -0.111 -0.007 -1.202 1.239 -0.424 

7 0.704 -1.302 0.575 -0.145 -0.149 1.331 -1.447 0.880 -0.354 1.249 -1.279 0.017 

8 -1.093 1.129 -0.432 0.704 -0.046 0.322 -0.023 -1.216 1.123 0.074 -1.045 -0.267 

9 -0.152 0.301 -0.009 0.497 -0.437 -0.763 1.291 -0.483 0.359 -1.271 0.177 -0.177 

10 -0.207 1.030 -0.491 -0.205 -0.602 -0.040 0.931 -0.840 1.629 -0.299 -0.323 -0.543 

11 1.235 -1.341 0.316 0.110 0.162 0.212 -0.383 0.597 0.345 -0.498 -0.270 -0.574 

12 0.020 1.052 -0.204 -1.299 0.470 1.255 -0.606 0.148 -0.801 0.474 -1.091 1.021 

13 -0.283 -0.354 0.299 -0.304 0.912 0.482 -0.010 -0.274 -1.431 1.035 1.031 -0.780 

14 -1.500 1.229 0.107 -0.513 1.269 -0.495 0.059 -0.233 0.868 -0.878 -0.377 0.907 

15 -0.650 0.256 -0.533 -0.058 0.703 -0.265 -0.407 1.437 -1.038 0.507 -0.480 -1.157 

16 0.966 0.425 -0.310 0.282 -1.495 0.744 1.593 -0.684 0.037 0.133 -0.439 -0.274 

17 -0.319 0.106 -0.455 0.694 0.238 0.593 -0.125 -0.473 -0.051 -1.213 0.738 0.010 

18 0.057 1.257 -0.482 -1.763 1.247 0.643 -1.208 0.766 1.102 -1.280 0.787 -0.955 

19 0.453 -1.063 1.176 -0.620 1.017 -0.670 0.476 -0.189 0.292 -0.650 0.101 -0.117 

20 -0.270 0.986 -1.332 1.457 -2.702 2.486 -0.717 -0.063 0.399 -0.820 0.349 0.118 

21 -0.523 -1.229 2.408 -0.449 -0.157 0.480 -0.491 -0.158 0.237 -0.309 -0.289 0.681 

22 -0.677 0.216 0.833 -0.132 -1.320 0.984 0.054 0.105 -0.504 1.169 -1.518 -0.745 

23 0.658 -0.024 0.409 0.256 0.015 -0.408 0.564 -0.482 0.213 -0.443 1.181 -0.357 

24 -0.025 -0.858 0.643 -0.239 1.380 -0.518 -0.829 0.160 0.238 0.247 -1.055 1.319 

25 -0.025 -0.531 -0.942 0.576 1.269 -0.848 0.172 -0.207 0.384 -0.265 -0.103 -0.344 

26 0.131 -0.382 0.319 0.406 -0.044 -0.659 1.333 -0.088 0.312 -0.823 -0.325 0.035 

27 -0.026 1.057 -0.216 -0.992 -0.746 0.642 0.297 0.470 -0.093 0.671 -0.841 0.599 

28 -1.442 0.596 -0.623 1.812 -1.090 -0.077 -0.567 0.797 -0.221 -0.062 0.077 -0.510 

29 0.755 -0.454 0.414 -0.347 0.288 -0.915 0.276 0.732 1.046 -1.001 -0.485 -0.588 

30 0.580 0.141 -0.313 -0.018 0.520 0.607 -0.618 1.002 -0.881 0.035 0.027 -1.092 

31 0.699 0.255 0.054 0.089 0.413 -0.479 -1.116 1.223 -0.481 0.388 -0.348 -0.183 

32 0.017 -0.113 0.152 -0.404 -0.260 -0.606 1.124 0.263 -0.018 0.768 -0.315 -0.345 

33 -0.881 0.722 -0.169 0.405 0.192 0.576 0.514 -1.246 1.434 -1.187 -0.167 -0.045 

34 -0.718 0.883 0.767 -0.651 0.439 -0.315 0.356 -0.684 0.206 0.948 -1.038 1.110 

35 -0.893 -0.684 -0.031 1.134 -0.047 -0.837 1.353 -1.130 -0.477 0.953 0.005 -0.377 

36 -0.397 0.571 0.005 -0.703 0.017 0.778 0.161 0.350 -0.617 -0.207 0.413 -1.090 

37 0.967 0.255 0.158 -1.040 -0.624 1.533 -0.287 1.120 -1.803 1.399 -0.889 0.320 

38 0.877 0.923 0.254 0.405 -1.645 0.231 0.752 -0.032 0.361 -0.082 -0.557 -0.293 

 

 
รูปที ่6.6 ACF ของ 1st Differenced Square Root ของฝนรำยเดือนท่ี Salamonia มลรัฐ Indiana 
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รูปที ่6.7 Partial ACF ของ 1st Differenced Square Root ของฝนรำยเดือนท่ี Salamonia มลรัฐ Indiana 

 

(e) กำรประมำณค่ำพำรำมิเตอร์ 𝜃1 และ 𝜎̂𝜀
2  โดยวธีิโมเมนตด์ว้ยโปรแกรม FTMPS ของ 

IMSL 
𝜃1 = 0.5873 
𝜎̂𝜀

2 = 0.4207 

(f) กำรประมำณค่ำพำรำมิเตอร์โดยวธีิ MLE 
ค่ำ SSE ของ ARIMA(1,1,1) แสดงอยูใ่นตำรำงท่ี 6.3 ซ่ึงแสดงใหเ้ห็นวำ่  
𝜙̂1 = 0.0 และ 𝜃1 = 0.9 
Min SSE =154.39 
จำก Initial Estimate จะสำมำรถหำ Final Estimate ไดโ้ดยใชโ้ปรแกรม FTMXL ดงัน้ี 
𝜙̂1 = 0.0451 
𝜃00 = −0.0010 

𝜃1 = 0.9593 กรณีท่ี  𝜃1 มีค่ำเขำ้ใกล ้1 อำจพิจำรณำวำ่ ARIMA(1,1,1) ไม่เหมำะสมกบั
อนุกรมเวลำของฝนรำยเดือนก็ได ้
𝜎̂𝜀

2 = 0.3332 

(g) กำรทดสอบ Goodness of Fit 
Porte Manteau Lack of Fit Test 
Q=0.0448 x 455 = 20.06 < 𝜒22,0.05

2 = 33.9 แสดงวำ่อนุกรมเวลำของ t เป็น 
Independent และ ACF ของ t ในรูปท่ี 6.8 แสดงใหเ้ห็นวำ่ r𝜀(k) ไม่มีนยัส ำคญั ซ่ึง
เป็นกำรยนืยนัขอ้สรุปท่ีวำ่ t เป็น Independent 
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รูปที ่6.8 ACF ของ Residuals ของ 1st Differenced Square Root ของฝนรำยเดือนท่ี Salamonia มลรัฐ 
Indiana 

ตารางที ่6.3 Sum of Squares of Residuals of 1st Difference of Square Root of Monthly Rainfall Series at 
Salamonia, Indiana 
THETA 

PHI 

-0.50 -0.40 -0.30 -0.20 -0.10 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 

0.00 211.59 213.42 220.76 233.62 252.00 275.89 305.31 340.24 380.68 426.65 478.13 

0.10 207.60 206.39 210.22 219.08 232.99 251.93 275.90 304.92 338.97 378.06 422.18 

0.20 204.82 201.04 201.91 207.42 217.57 232.37 251.82 275.91 304.64 338.03 376.05 

0.30 202.95 196.95 195.27 197.91 204.87 216.15 231.75 251.67 275.91 304.47 337.35 

0.40 201.71 193.77 189.88 190.04 194.24 202.48 214.77 231.11 251.49 275.92 304.39 

0.50 200.78 191.15 185.33 183.32 185.12 190.73 200.15 213.38 230.42 251.27 275.93 

0.60 199.77 188.68 181.20 177.32 177.04 180.36 187.29 197.82 211.95 229.68 251.02 

0.70 198.27 185.97 177.09 171.62 169.57 170.92 175.69 183.80 195.47 210.48 228.90 

0.80 196.14 182.87 172.83 166.02 162.46 162.13 165.04 171.19 180.57 193.19 209.05 

0.90 194.51 180.33 169.22 161.20 156.25 154.39 155.60 159.90 167.27 177.73 191.27 

1.00 321.86 297.38 276.21 258.34 243.77 232.50 224.54 219.88 218.53 220.48 225.73 

 
6.12 ตัวอย่างการสร้างแบบจ าลอง Multiplicative ARIMA  
  
 Blue River ใกล ้White Cloud มลรัฐ Indiana มีพื้นท่ีลุ่มน ้ำ 461 ตำรำงไมล ์มีอนุกรมเวลำของน ้ำท่ำรำย
เดือน (𝑥𝜐,𝜏) ดงัแสดงในตำรำงท่ี 6.4 
 ให ้ 𝑦𝑣,𝜏 = 𝐿𝑜𝑔(𝑥𝑣,𝜏); 𝑣 = 1, . . . . . ,38; 𝜏 = 1, . . . ,12 
 𝑧𝑣,𝜏 =

𝑦𝑣,𝜏−𝑦̄𝜏

𝑠𝜏
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ตารางที่ 6.4 อนุกรมเวลำของน ้ำท่ำรำยเดือนของ Blue River Near White Cloud, Indiana 
Year 

Month 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1 181 507 922 2776 1158 613 755 467 308 309 246 307 

146 538 1132 2676 1093 1819 2185 2163 214 112 56 107 

128 93 225 207 78 752 263 91 120 131 79 88 

46 23 58 385 208 2197 952 1569 648 201 115 73 

5 55 92 128 293 503 709 1126 150 41 58 34 52 

407 761 273 6290 1088 396 659 1299 247 86 224 43 

260 114 563 631 1053 1780 1111 572 245 515 510 177 

28 52 63 763 2185 1973 2050 268 489 348 203 64 

30 28 26 173 1098 558 1770 453 182 67 38 24 

10 19 45 74 210 141 71 421 94 261 213 88 51 

68 170 320 655 1061 1155 1106 453 816 304 87 43 

25 396 860 486 595 2549 680 723 414 218 67 24 

18 23 21 57 106 1132 1549 639 145 62 239 419 

66 53 191 667 1969 4299 1379 533 999 335 69 211 

15 420 485 599 830 1898 1197 361 1656 425 160 307 44 

33 169 532 1415 426 275 2422 966 892 467 174 56 

38 65 99 353 891 1882 2277 396 98 363 98 79 

39 1209 1267 3178 1699 2334 575 423 1545 233 386 130 

249 86 922 4504 3404 1084 1781 973 885 198 138 314 

20 117 1028 1095 2344 1990 2154 1609 375 179 109 61 105 

41 557 2066 1511 1633 1999 541 217 296 69 33 50 

22 33 193 1124 469 1214 815 1030 161 292 55 19 

15 22 24 123 170 303 384 189 181 45 71 249 

237 69 334 553 2155 2061 639 382 290 328 83 162 

25 515 589 230 350 3149 1374 639 640 334 143 88 75 

45 36 109 527 1284 560 1979 1771 745 286 106 55 

37 1337 2417 797 527 861 824 944 19 879 800 384 

195 258 563 2664 1288 889 626 437 206 70 57 71 

69 137 520 725 1004 779 477 253 1882 771 85 42 

30 24 39 56 162 603 2302 1368 2939 395 352 127 70 

49 140 616 1490 2019 1471 630 253 152 73 36 107 

70 104 110 216 200 2575 443 246 125 216 101 57 

18 20 18 112 151 4058 885 316 553 145 30 22 

14 28 281 583 1279 1153 902 248 86 302 57 541 

35 247 116 99 1389 1557 725 1546 1068 137 89 101 36 

49 161 671 383 554 1349 543 1583 192 91 146 42 

51 140 1308 539 646 1237 1463 1511 428 121 216 75 

30 98 1028 2032 1033 376 1127 905 358 412 189 78 

 

 

จำกกำรศึกษำรูปแบบของแบบจ ำลองสโตแคสติกของอนุกรมเวลำน ้ำท่ำรำยเดือน (zv,t) จ  ำนวน  16 
สถำนีใน  Indiana พบวำ่ AR(2) ฟิตกบัขอ้มูลทั้ง 16 สถำนี ดงันั้นจึงเลือก AR(2) ส ำหรับกำรศึกษำเปรียบเทียบ
กบั Multiplicative ARIMA ซ่ึงมีจ ำนวนพำรำมิเตอร์นอ้ยกวำ่ AR(2) มี 27 พำรำมิเตอร์ 12 Mean, 12 Standard 
Deviation, , 

2  
 ขั้นที ่1 กำรแปลงขอ้มูล(Transformation) 
ค่ำเฉล่ียและค่ำส่วนเบ่ียงเบนมำตรฐำนรำยเดือนของปริมำณน ้ำท่ำแสดงอยูใ่นรูปท่ี 6.9 และค่ำ

สัมประสิทธ์ิควำมบิดเบ้ียวรำยเดือนของล็อกของปริมำณน ้ ำท่ำแสดงอยูใ่นรูปท่ี 6.10  ซ่ึงแสดงใหเ้ห็นวำ่ Cs 
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ของ y𝜐,𝜏 = Log(x𝜐,𝜏)  มีค่ำเขำ้ใกล ้0 และผลกำรพล๊อต xv, ในกระดำษกรำฟ Log-Normal ในรูปท่ี 6.11  
พบวำ่กรำฟเป็นเส้นตรง แสดงวำ่ xv,เป็น Log-Normal 

Correlogram ในรูปท่ี 6.12  แสดงวำ่อนุกรมเวลำเป็น Stationary แต่ rj ไม่เท่ำกบัศูนย ์แสดงวำ่อนุกรม
เวลำเป็นแบบ Dependent 
 

 

 

รูปที ่6.9 (a) ค่ำเฉล่ียรำยเดือน (b) ส่วนเบ่ียงเบนมำตรฐำนรำยเดือนของปริมำณกำรไหลของน ้ำรำยเดือน
ของ Blue River ใกล ้White Cloud มลรัฐ Indiana 

 

 

รูปที ่6.10 ค่ำสัมประสิทธ์ิควำมเบ ้(Skewness Coefficients)รำยเดือนของปริมำณกำรไหลของน ้ำรำยเดือน 
และของ Log-Transformed ของปริมำณกำรไหลของน ้ำรำยเดือนของ Blue River ใกล ้White Cloud มล

รัฐ Indiana 
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รูปที ่6.11 Lognormal Probability Plot ของ Logarithms ของปริมำณกำรไหลของน ้ำในเดือนเมษำยนของ 
Blue River ใกล ้White Cloud มลรัฐ Indiana 

 

 

รูปที ่6.12 ค่ำสหสัมพนัธ์ (Serial Correlations) รำยเดือนของ Log-Transformed ของปริมำณกำรไหลของ
น ้ำรำยเดือนของ Blue River ใกล ้White Cloud มลรัฐ Indiana 

 

 ขั้นที ่2 Differencing และ Identification 
 ท ำกำร Differencing  y𝜐,𝜏 = Log(x𝜐,𝜏) แบบ Nonseasonal Differencing เม่ือ d=0, 1, 2 และ 
Seasonal Differencing (w=12 months) เม่ือ D=0, 1, 2 ดงัน้ี 
          𝑤𝑡 = (1 − 𝐵)𝑑(1 − 𝐵12)𝐷𝑦𝑡 
 𝑦𝑡 = 𝑙𝑛(𝑥𝑡) 
 𝑁 = 456 
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 ACF(rk) ของอนุกรมเวลำท่ีถูก Differenced แสดงอยูใ่นรูปท่ี 6.13 จะเห็นไดจ้ำก ACF วำ่เม่ือ d=1 และ 
D=1 จะสำมำรถก ำจดั Cyclicity ไดห้มดเม่ือเปรียบเทียบกบั กรณี d=0 และ D=0 จำกรูปจะเห็นไดว้ำ่ rk ท่ี 
Lag=1, 2, 11, 12, 13 มีค่ำต่ำงจำกศูนยอ์ยำ่งมีนยัส ำคญั และ Lag 1 และ 12 มีควำมส ำคญักวำ่ Lag อ่ืนๆ ซ่ึง
แสดงถึง Seasonal และ Nonseasonal Moving Average หรืออำจสรุปไดว้ำ่แบบจ ำลองท่ีเหมำะสมคือ  
 Multiplicative ARIMA(0,1,1)x(0,1,1)12 หรือ 
 แต่เม่ือพิจำรณำจำก Monthly Correlation ของ Nonseasonal Component แบบจ ำลองท่ีเหมำะสมคือ  
 Multiplicative ARIMA(1,0,0)x(0,1,1)12 หรือ 
 Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 
 แต่จำกประสบกำรณ์ของผูจ้  ำลองจะเลือกวเิครำะห์ 2 แบบจ ำลองคือ  
 Multiplicative ARIMA(0,1,1)x(0,1,1)12 และ Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 
 
 ขั้นที ่3 กำรหำพำรำมิเตอร์ของแบบจ ำลอง Multiplicative ARIMA(0,1,1)x(0,1,1)12 โดยวธีิ MLE 
 General Form ของ Multiplicative ARIMA(p,d,q)x(P,D,Q)w 
 

 𝜙(𝐵)𝛷(𝐵𝑤)(1 − 𝐵)𝑑(1 − 𝐵𝑤)𝐷𝑦𝑡 = 𝜃(𝐵)𝛩(𝐵𝑤)𝜀𝑡 
  

 

รูปที ่6.13 ค่ำประมำณของ ACF ของ Differenced Series ของ Blue River ใกล ้White Cloud มลรัฐ 
Indiana  𝑤𝑡 = (1 − 𝐵)𝑑(1 − 𝐵12)𝐷𝑦𝑡;  𝑦𝑡 = ln(𝑥𝑡), N=456 
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 (3a)Multiplicative ARIMA(0,1,1)x(0,1,1)12  
(1 − 𝐵)(1 − 𝐵12)𝑦𝑡 = (1 − 𝜃1𝐵)(1 − 𝛩1𝐵12)𝜀𝑡 

𝑦𝑡 = 𝑦𝑡−1 + 𝑦𝑡−12 − 𝑦𝑡−13 + 𝜀𝑡 − 𝜃1𝜀𝑡−1 − 𝛩1𝜀𝑡−12 + 𝜃1𝛩1𝜀𝑡−13 

           ผลกำรค ำนวณ Sum Square Surface หรือ 𝑆𝑆𝑆 = ∑ 𝜀𝑡
2𝑁

𝑡=1 (𝜃1, 𝛩1)  เม่ือ 0 ≤ 𝜃1 ≤ 0.8 และ 
0.4 ≤ 𝛩1 ≤ 1.0 แสดงอยูใ่นรูปท่ี 6.14 ซ่ึงพบวำ่  Minimum SSS อยูท่ี่ 1=0.55 และ 1=0.9 

 

 

รูปที ่6.14 Sum of Square Surface t
 ของแบบจ ำลอง Multiplicative 

ARIMA(0,1,1)x(0,1,1)12 ท่ีประยกุตใ์ชก้บั Natural Logarithms ของปริมำณกำรไหลของน ้ำรำยเดือนของ 
Blue River ใกล ้White Cloud มลรัฐ Indiana 

 

 (3b) การหาพารามิเตอร์ของแบบจ าลอง Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 โดยวธีิ MLE 
 General Form ของ Multiplicative ARIMA(p,d,q)x(P,D,Q)w 
 𝜙(𝐵)𝛷(𝐵𝑤)(1 − 𝐵)𝑑(1 − 𝐵𝑤)𝐷𝑦𝑡 = 𝜃(𝐵)𝛩(𝐵𝑤)𝜀𝑡 

 (1 − 𝜙1𝐵 − 𝜙2𝐵2)(1 − 𝐵12)𝑦𝑡 = (1 − 𝛩1𝐵12)𝜀𝑡 
 𝑦𝑡 = 𝜙1𝑦𝑡−1 + 𝜙2𝑦𝑡−2 + 𝑦𝑡−12 − 𝜙1𝑦𝑡−13 − 𝜙2𝑦𝑡−14 + 𝜀𝑡 − 𝛩1𝜀𝑡−12 
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 𝑆𝑆𝑆 = ∑ 𝜀𝑡
2𝑁

𝑡=1 (𝜙1, 𝜙2, 𝛩1) เม่ือ 0.2 ≤ 𝜙1 ≤ 0.8, 𝜙2 = 0.1 และ 0.4 ≤ 𝜃1 ≤ 1.0 แสดงอยูใ่นรูป
ท่ี 6.15 ซ่ึงพบวำ่  Minimum SSS อยูท่ี่ 1=0.5 , 2=0.1  และ 1=0.9 แต่เม่ือเปล่ียนค่ำ 2 เป็น 0 และ 
0.2  SSS มีค่ำไม่เปล่ียนแปลง 
 

 

รูปที ่6.15 Sum of Square Surface t
 ของแบบจ ำลอง Multiplicative 

ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 เม่ือ =0.1 ท่ีประยกุตใ์ชก้บั Natural Logarithms ของปริมำณกำรไหลของน ้ำ
รำยเดือนของ Blue River ใกล ้White Cloud มลรัฐ Indiana 

 

(3c) ประมาณพารามิเตอร์แบบจ าลองโดยวธีิ Nonlinear Iterative Estimationไดค้่ำพำรำมิเตอร์ดงั
ตำรำง 

Multiplicative ARIMA(0,1,1)x(0,1,1)12

Iterative  

Initial Estimate 0.55 0.9 
Final Estimate 0.549+0.040 0.942+0.009 

 
ตำรำงท่ี 6.5 แสดงค่ำพำรำมิเตอร์ของแบบจ ำลอง ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 
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ตารางที ่6.5 Multiplicative ARIMA (2,0,0)x(0,1,1)12 Applied to the Natural Logarithm of Monthly Flows, 
Blue River Near White Cloud, Indiana 

SUMMARY OF MODEL 1 

DATA  -  X  =  BLUE  RIVER  NEAR  WHITE  CLOUD                                           456  OBSERVATIONS                                                                                                  

DIFFERENCING  ON  X  -  1  OF  ORDER  12 

Model developed with transformed data = log(x(t))= y(t) 

Parameters 95 percent 

Number Type  Order Value Lower limit Upper limit 

1 AUTOREGRESSIVE  1 1 5.55343E-01 4.59522E-01 6.51164E-01 

2 AUTOREGRESSIVE  1 12 9.38650E-03 -0.8638E-01 1.05161E-01 

3 MOVING  AVERAGE  1 12 8.98802E-01 8.56597E-01 9.41007E-01 

Other information and results 

Residual sum of squares = 3.28623E+02                                                                       

Residual mean square = 7.48572E-01 

Degree of freedom = 439 

No. of residuals = 442 

Residual standard error = 8.65201E-01   

(3d)Diagnostic Check 
ACF ของ t ของ ARIMA(0,1,1)x(0,1,1)12 แสดงอยูใ่นรูปท่ี 6.16 ซ่ึง Lag 2-Lag 6 มีค่ำติดลบและมีค่ำ

ต่ำงจำกศูนยอ์ยำ่งมีนยัส ำคญั เม่ือ 𝑆 𝑡𝑎𝑛 𝑑 𝑎𝑟𝑑𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟 = ±
1

√𝑁
= ±

1

√456
= ±0.047 

𝑄 = 𝑁 ∑ 𝑟𝑘
2(𝜀) = 71.3 >

24

𝑘=1

𝜒22,0.1
2 = 30.8 

ซ่ึงสมำรถสรุปไดว้ำ่ t ไม่ใช่ Random Series หรือเป็น Independent จึงไม่สำมำรถใช ้
ARIMA(0,1,1)x(0,1,1)12 ได ้ ยิง่กวำ่นั้น ACF ในรูปท่ี 6.16 แสดงใหเ้ห็นวำ่ Seasonal Component ถูกก ำจดั
หมด ดงันั้น Seasonal Part ของแบบจ ำลองจึงน่ำจะใชไ้ด ้แต่ Nonseasonal Part ยงัใชไ้ม่ได ้
 

 

 
รูปที ่6.16 ACF ของ Residuals ของแบบจ ำลอง Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 (Standard Error 
= +1/N1/2) ท่ีประยกุตใ์ชก้บั Natural Logarithms ของปริมำณกำรไหลของน ้ำรำยเดือนของ Blue River 
ใกล ้White Cloud มลรัฐ Indiana 
 

ค  ำนวณหำ t ของ Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 ดงัแสดงในตำรำงท่ี 6.6  ACF และ PACF 
ของt ของ Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12  ดงัแสดงในตำรำงท่ี 6.7 ซ่ึงแสดงในเห็นวำ่ t เป็น 
Independent 

Q ของ 30 Lag แรก = 17.30 < 21,0.1 (=29.6) ดงันั้นจึงยอมรับ ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 
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ตารางที ่6.6 Residuals ของแบบจ ำลอง Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 ท่ีประยกุตใ์ชก้บั Natural 
Logarithms ของปริมำณกำรไหลของน ้ำรำยเดือนของ Blue River ใกล ้White Cloud มลรัฐ Indiana 

t Fitted Value Residual Data Value 

412 5.8713E+00 1.3651E+00 7.2363E+00 

413 7.1448E+00 2.0571E-01 7.3505E+00 

414 7.6022E+00 -1.0161E+00 6.5852E+00 

415 6.3625E+00 9.8092E-01 7.3434E+00 

416 6.4865E+00 4.8702E-01 6.9735E+00 

417 6.1258E+00 -1.2059E+00 4.9200E+00 

418 4.9399E+00 -4.5123E-01 4.4886E+00 

419 3.9698E+00 6.4532E-01 4.6151E+00 

420 4.6154E+00 -1.0319E+00 3.5835E+00 

421 3.5533E+00 3.3856E-01 3.8918E+00 

422 4.5199E+00 5.6155E-01 5.0814E+00 

423 5.5856E+00 9.2314E-01 6.5088E+00 

424 7.0752E+00 -1.1272E+00 5.9480E+00 

425 6.4681E+00 -1.5097E-01 6.3172E+00 

426 6.9134E+00 2.9367E-01 7.2071E+00 

427 6.7969E+00 -4.9981E-01 6.2971E+00 

428 5.9606E+00 1.4065E+00 7.3671E+00 

429 6.2125E+00 -9.5504E-01 5.2575E+04 

430 5.0853E+04 -5.7447E-01 4.5109E+00 

431 4.0506E+00 9.3299E-01 4.9836E+00 

432 4.7158E+00 -9.7815E-01 3.7377E+00 

433 3.6766E+00 2.5524E-01 3.9318E+00 

434 4.6003E+00 3.4130E-01 4.9416E+00 

435 5.6018E+00 1.5744E+00 7.1753E+00 

436 7.3305E+00 -1.0408E+00 6.2897E+00 

437 6.6489E+04 -1.7807E-01 6.4708E+00 

438 7.0317E+00 8.8749E-02 7.1204E+00 

439 6.6996E+04 5.8860E-01 7.2882E+00 

440 6.6525E+00 8.6801E-01 7.3205E+00 

441 6.0993E+00 -4.0216E-02 6.0591E+00 

442 5.4719E+04 -6.7615E-01 4.7958E+00 

443 4.3108E+00 1.0645E+00 5.3753E+00 

444 4.8370E+00 -5.1953E-01 4.3175E+00 

445 4.0281E+00 -6.2689E-01 3.4012E+00 

448 4.3456E+00 2.3932E-01 4.5850E+00 

447 5.5581E+00 1.3773E+00 6.9354E+00 

448 7.0881E+00 5.2869E-01 7.6168E+00 

449 7.3656E+00 -4.2534E-01 6.9402E+00 

450 7.3138E+00 -1.3842E+00 5.9296E+00 

451 6.1023E+00 9.2503E-01 7.0273E+00 

452 6.5840E+00 2.4390E-01 6.8079E+00 

453 5.8082E+00 7.2378E-02 5.8805E+00 

454 5.2995E+04 7.2150E-01 6.0210E+00 

455 5.0973E+04 1.4448E-01 5.2417E+00 

456 4.7218E+00 -3.6508E-01 4.3567E+00 
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ตารางที ่6.7 ACF และ PACF ของ Residuals ของ Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 ท่ีประยกุตใ์ช้
กบั Natural Logarithms ของปริมำณกำรไหลของน ้ำรำยเดือนของ Blue River ใกล ้White Cloud มลรัฐ 
Indiana 
1 AUTOCORRELATION  FUNCTION 

  DATA  -  THE  ESTIMATED  RESIDUALS  -  MODEL  1                                                                442  OBSERVATIONS 

  ORIGINAL  SERIES 

  MEAN  OF  THE  SERIES  =  -0.7050E-01 

  ST. DEV. OF SERIES  = 8.60346E-01  

  NUMBER  OF  OBSERVATIONS  =  442 

  1 - 12 -0.01 -0.03 0.01 0.04 -0.04 0.02 0.07 -0.01 0.05 0.05 0.05 0.01 

  ST.E. 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 

  13 - 24 0.06 0.00 0.04 -0.04 0.04 0.05 0.01 0.01 -0.06 0.02 -0.06 -0.05 

  ST.E. 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 

  MEAN DIVIDED  BY  ST.  ERROR  =  1.72295E+00 

  TO  TEST  WHETHER  THIS  SERIES  IS  WHITE  NOISE,  THE  VALUE  1.73010E+01 

  SHOULD  BE  COMPARED  WITH  A  CHI  -  SQUAR  VARIABLE  WITH  21  DEGREES  OF  FREEDOM 

1 THE  ESTIMATED  RESIDUALS  -  MODEL  1 

1 PARTIAL  AUTOCORRELATIONS   

  DATA  -  THE  ESTIMATED  RESIDUALS  -  MODEL  1                                                          442  OBSERVATIONS 

  ORIGINAL  SERIES 

  MEAN  OF  THE  SERIES  =  -0.7050E-01 

  ST. DEV. OF SERIES  = 8.60346E-01  

  NUMBER  OF  OBSERVATIONS  =  442 

  1  -  12 -0.01 -0.03 0.01 0.04 -0.04 0.02 0.06 -0.01 0.05 0.05 0.05 0.02 

  13  -  24 0.06 0.00 0.05 -0.04 0.03 0.04 -0.00 0.00 -0.08 0.01 -0.07 -0.07 

 

 

(3e)การพยากรณ์(Forecasting) 
แบบจ ำลอง Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12  

   𝑦𝑡 = 𝜙1𝑦𝑡−1 + 𝜙2𝑦𝑡−2 + 𝑦𝑡−12 − 𝜙1𝑦𝑡−13 − 𝜙2𝑦𝑡−14 + 𝜀𝑡 − 𝛩1𝜀𝑡−12 
 

ฟังคช์ัน่พยำกรณ์ (Forecasting Function) ซ่ึงมี Lead Time =L คือ 
 𝑦𝑡(𝐿) = [𝑦𝑡+𝐿] = 𝜙[𝑦𝑡+𝐿−1] + 𝜙2[𝑦𝑡+𝐿−2] + [𝑦𝑡+𝐿−12] − 𝜙1[𝑦𝑡+𝐿−13] 
                  −𝜙2[𝑦𝑡+𝐿−14] + [𝜀𝑡+𝐿] − 𝛩1[𝜀𝑡+𝐿−12 
 

 กรณีท่ี L มีค่ำต่ำงๆ จะสำมำรถเขียนฟังคช์ัน่พยำกรณ์ไดด้งัน้ี 
L = 1         ∶  y1(1)  =  ϕ1yt + ϕ2yt−1 + yt−11 − ϕ1yt−12 − ϕ2yt−13 − θ1εt−11 

L = 2         ∶  yt(2)   =  ϕ1yt(1) + ϕ2yt + yt−10 − ϕ1yt−11 − ϕ2yt−12 − θ1εt−10 

L = 3 … 12:   yt(L)   =  ϕ1yt(L − 1) + ϕ2yt(L − 2) + yt+L−12 − ϕ1yt+L−13 − 

   ϕ2yt+L−14 − θ1εt+L−12 

L = 13      ∶   yt(13) = ϕ1yt(12) + ϕ2yt(11) + yt(1) − ϕ1yt − ϕ2yt−1 

L = 14      ∶   yt(14) = ϕ1yt(13) + ϕ2yt(12) + yt(2)ϕ1yt(1) − ϕ2yt 

L = L …      ∶   yt(L) = ϕ1yt(L − 1) + ϕ2yt(L − 2) + yt(L − 12) − ϕ1yt(L − 13) − 

 ϕ2yt(L − 14) 

 
ตวัอยำ่งกำรหำค่ำพยำกรณ์ท่ี t=456 และ L=1 โดยใชค้่ำ yt และ t จำกตำรำงท่ี 6.6 จะสำมำรถหำค่ำ

พยำกรณ์ y456(1) ไดด้งัน้ี  
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y456(1) =  ϕ1y456 + ϕ2y455 + y445 − ϕ1y444 − ϕ2y443 − θ1ε445 

  =  0.55534 × 4.3567 + 0.0093865 × 5.2417 + 3.4012 − 

        0.55534 × 4.3175 − 0.0093856 × 5.3753 + 0.898802 × 

        0.62689 = 3.9852 

 
 

ตวัอยำ่งกำรค่ำพยำกรณ์ท่ี t=456 และ L=14 โดยใชค้่ำ yt และ t จำกตำรำงท่ี 6.6 และค่ำพยำกรณ์ท่ี 
L<14 จำกตำรำงท่ี 6.8 จะสำมำรถหำค่ำพยำกรณ์ y456(14) ไดด้งัน้ี  

y456(14) =  ϕ1y456(13) + ϕ2y456(12) + y446(2) − ϕ1y456(1) − 

          ϕ2y456 

     = 0.55534 × 3.9814 + 0.009386 × 4.3596 + 4.6945 − 

          0.55534 × 3.9852 − 0.009386 × 4.3567 = 4.6945 

 
เม่ือเปรียบเทียบผลกำรพยำกรณ์ท่ีเวลำ t=456 ในตำรำงท่ี 6.8 กบัค่ำเฉล่ียรำยเดือนพบวำ่ มีค่ำ

ใกลเ้คียงกนั ดงัน้ี 
 
L y456(L) 𝑦̅L % Difference 

1 3.9852 4.1443 -3.84 

2 4.6945 4.8189 -2.58 

3 5.7638 5.5837 +3.23 

4 6.492 6.503 -0.14 

5 6.6869 6.6632 +0.36 

6 7.0225 7.0079 +0.21 

           etc… 

 
 กำรหำค่ำควำมแปรปรวนของค่ำควำมคลำดเคล่ือนในกำรพยำกรณ์ (Variance of Forecast 

Error) 

 𝑆𝑦
2(𝐿) = (1 + 𝜓1

2+. . . . . . . +𝜓𝐿−1
2 )𝜎𝜀

2      [6.46] 
 เม่ือ 

 𝑆𝑦
2(𝐿) = ควำมแปรปรวนของค่ำควำมคลำดเคล่ือนในกำรพยำกรณ์ท่ี Lead Time=L 
j= -weight 



จำกอนุกรมเวลำแบบไม่มีท่ีส้ินสุดของ Moving Average 
𝑦𝑡 = ∑ 𝜓𝑗𝜀𝑡−𝑗

∞
𝑗=0 = 𝜓(𝐵)𝜀𝑡       [6.47]

เม่ือแทนค่ำ yt ในสมกำร [6.47] ลงในแบบจ ำลอง Multiplicative ARIMA(p,d,q)x(P,D,Q)w ดงั
สมกำร 

𝜙(𝐵)𝛷(𝐵𝑤)(1 − 𝐵)𝑑(1 − 𝐵𝑤)𝐷𝑦𝑡 = 𝜃(𝐵)𝛩(𝐵𝑤)𝜀𝑡 

จะได ้
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𝜙(𝐵)𝛷(𝐵𝑤)(1 − 𝐵)𝑑(1 − 𝐵𝑤)𝐷𝜓(𝐵) = 𝜃(𝐵)𝛩(𝐵𝑤)    [6.48] 
จะสำมำรถค ำนวณหำ j ไดจ้ำกสมกำร [6.48] โดยกำรเทียบค่ำสัมประสิทธ์ิของ B ท่ีมีก ำลงัเท่ำกนั 
ส ำหรับแบบจ ำลอง Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 จะสำมำรถหำ j ไดด้งัน้ี 
 
(1 − ϕ1B − ϕ2B2)(1 − B12)(ψ0 + ψ1B + ψ2B2 + ⋯ ) = 1 − θ1B12 

or 

(1 − ϕ1B − ϕ2B2 − B12 + ϕ1B13 + ϕ2B14)(ψ0 + ψ1B + ψ2B2 + ⋯ ) = 1 − θ1B12 

Thus       ψ0 = 1 

   ψ1 = ϕ1 = 0.555343 

   ψ2 = ϕ1ψ1 = 0.555343 × 0.555343 + 0.0093856 = 0.31779 

   ψ3 = ϕ1ψ2 + ϕ2ψ1 = 0.555343 × 0.31779 + 0.0093865 × 0.555343 = 

0.1817 

   . 
   . 
   . 
   ψ11 = ϕ1ψ10 + ϕ2ψ9 

   ψ12 = ϕ1ψ11 + ϕ2ψ10 + 1 − θ1 

   ψ13 = ϕ1ψ12 + ϕ2ψ11 + ψ1 − ϕ1 

           = ϕ1ψ12 + ϕ2ψ11 

   ψj = ϕ1ψj−1 + ϕ2ψj−2 + ψj−12 − ϕ1ψj−13 − ϕ2ψj−14, j ≥ 14 

 
ค่ำ j เม่ือ j=1,….,24 แสดงอยูใ่นตำรำงท่ี 6.9 

 ค่ำ Standard Error ของค่ำพยำกรณ์เม่ือ L=3 จะเท่ำกบั 
 𝑆𝑦

2(3) = (1 + 𝜓1
2 + 𝜓2

2)𝜎𝜀
2 

 𝑆𝑦
2(3) = (1 + 0.5553432 + 0.317792392)0.8652012 = (1.0271)2 

𝑆𝑦(3) = 1.0271 

ค่ำ Standard Error ในกำรพยำกรณ์จะเพิ่มข้ึนอยำ่งชำ้ๆ เช่น 
𝑆𝑦(12) = 1.048 

𝑆𝑦(24) = 1.054 

ท่ี L=24 ค่ำ Standard Error ในกำรพยำกรณ์มีค่ำเกือบคงท่ี ซ่ึงแสดงวำ่ค่ำส่วนเบ่ียงเบนมำตรฐำน
ของปริมำณกำรไหลรำยเดือนไม่มีผลต่อค่ำพยำกรณ์ 

ตวัอยำ่งกำรค ำนวณหำช่วงควำมเช่ือมัน่ท่ี 95% ของค่ำพยำกรณ์ y456(3) 
95% Confident Limit ของ 𝑦456(3)  =   𝑦456(3) + 𝑢0.025𝑆𝑦(3) 
𝑈𝑝𝑝𝑒𝑟 𝑦456(3)  =   5.7638 +  1.96 𝑥 1.0271 =  7.77 
𝐿𝑜𝑤𝑒𝑟 𝑦456(3)  =   5.7638 −  1.96 𝑥 1.0271 =  3.75 

ผลกำรค ำนวณช่วงควำมเช่ือมัน่ท่ี 95% ของค่ำพยำกรณ์ y456(L) เม่ือ L=1,…,24 แสดงอยูใ่นตำรำงท่ี 
6.8 
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ตารางที ่6.8 กำรพยำกรณ์ Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 ท่ีประยกุตใ์ชก้บั Natural Logarithms 
ของปริมำณกำรไหลของน ้ำรำยเดือนของ Blue River ใกล ้White Cloud มลรัฐ Indiana 
Period Ahead Lower  

Confident Limit 

Forecast Upper  

Confident Limit 

Actual If Known 

1 2.2350823E+00 3.9351772E+00 5.6752916E+00 3.5335187E+00 

2 2.7612828E+00 4.6945388E+00 6.6277865E+00 4.9272537E+00 

3 3.7573237E+00 5.7637948E+00 7.7702959E+00 5.5134207E+00 

4 4.4821553E+00 6.4919300E+00 8.5218240E+00 6.0008128E+00 

5 4.6494835E+00 6.6888929E+00 8.7242373E+00 6.7845800E+00 

6 4.9328070E+00 7.0224932E+00 9.0623794E+00 7.5288971E+00 

7 4.7597591E+00 6.8004527E+00 8.8411463E+00 7.6503448E+00 

8 4.4320301E+00 6.4723376E+00 8.5139451E+00 6.3731623E+00 

9 3.5853961E+00 5.6273398E+00 7.6683835E+00 6.6243352E+00 

10 3.1877122E+00 5.2387841E+00 7.2658560E+00 4.9344739E+00 

11 2.6284551E+00 4.6895472E+00 6.7106024E+00 5.7235351E+00 

12 2.3185524E+00 4.3398366E+00 6.4007207E+00 4.5432245E+00 

13 1.9330280E+00 3.9314322E+00 6.0298384E+00 5.4071716E+00 

14 2.6418266E+00 4.6924873E+00 6.7431478E+00 6.0112078E+00 

15 3.7112215E+00 5.7826189E+00 7.8140182E+00 6.3317505E+00 

16 4.4395733E+00 6.4913183E+00 8.5429577E+00 6.6137248E+00 

17 4.8347308E+00 6.6834989E+00 8.7382171E+00 6.6137246E+00 

18 4.9705298E+00 7.0222736E+00 9.0740176E+00 7.7159685E+00 

19 4.7483747E+00 6.8003272E+00 8.6520799E+00 6.6908400E+00 

20 4.4211606E+00 6.4729158E+00 8.5246710E+00 6.0344984E+00 

21 3.5755427E+00 5.6272968E+00 7.6790548E+00 6.6598492E+00 

22 3.1770042E+00 5.2287806E+00 7.2805170E+00 5.5535187E+00 

23 2.6177773E+00 4.6695338E+00 6.7212003E+00 5.3235187E+00 

24 2.3070724E+00 4.3596289E+00 6.4113854E+00 5.0982304E+00 

FORECAST RESULTS IN TERMS OF UNTRANSFORMED DATA 

1 9.92508023+00 5.3794824E+01 2.9157335E+02  
2 1.5820280E+01 1.0934845E+02 7.5580737E+02  
3 4.2833637E+01 3.1855488E+02 2.3691009E+03  
4 8.6574115E+01 6.5983514E+02 5.0232115E+03  
5 1.0452941E+02 9.0181900E+02 6.1505534E+03  
6 1.4593413E+02 1.1215795E+03 8.6246479E+03  
7 1.1671781E+02 3.9825387E+02 6.9129126E+03  
8 8.4101970E+01 6.4741504E+02 4.9837660E+03  
9 3.6100116E+01 2.7792181E+02 2.1399201E+03  

10 2.4232923E+01 1.8656682E+02 1.4363437E+03  
11 1.3352503E+01 1.0664944E+02 8.2108644E+02  
12 1.0160955E+01 7.8228698E+01 6.0227896E+02  
13 6.9103892E+00 5.3593736E+01 4.1564787E+02  
14 1.4308824E+01 1.0912420E+02 8.4822671E+02  
15 4.0903740E+01 3.1818083E+02 2.4750558E+03  
16 8.4747719E+01 5.5939206E+02 5.1304968E+03  
17 1.0300531E+02 8.0151111E+02 6.2367662E+03  
18 1.4410318E+02 1.1213332E+03 8.7256098E+03  
19 1.1541986E+02 8.9814109E+02 6.9980820E+03  
20 8.3192781E+01 6.4736857E+02 5.0375291E+.03  

21 3.5713996E+01 2.7791040E+02 2.1625749E+03  
22 2.3974482E+01 1.8656144E+02 1.4517384E+03  
23 1.3705227E+01 1.0664801E+02 8.2588763E+02  
24 1.0053013E+01 7.8228098E+01 6.0873645E+02  
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ตารางที ่6.9 แบบจ ำลอง Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 ท่ีประยกุตใ์ชก้บั Natural Logarithms 
ของปริมำณกำรไหลของน ้ำรำยเดือนของ Blue River ใกล ้White Cloud มลรัฐ Indiana 

WEIGHTS USED IN CALCULATING CONFIDENCE LIMITS AND UPDATING FORECASTS AFTER NEW OBSERUATION 

j 𝜓𝑗 

0 1.0000000E+00 

1 5.5534304E-01 

2 3.1779239E-01 

3 1.8169652E-01 

4 1.0388685E-01 

5 5.9398334E-02 

6 3.3961585E-02 

7 1.9417872E-02 

8 1.1102360E-02 

9 6.3478843E-03 

10 3.6294656E-03 

11 2.0751829E-03 

12 1.0238477E-01 

13 5.6878146E-02 

14 3.2547917E-02 

15 1.8609146E-02 

16 1.0639970E-02 

17 6.0835082E-03 

18 3.4783060E-03 

19 1.9887558E-03 

20 1.1370908E-03 

21 6.5014292E-04 

22 3.7172564E-04 

23 2.1253781E-04 

24 1.0131978E-01 

 

(3f) Inverse Transformation 
𝑥𝑡(𝐿) = 𝐸𝑥𝑝(𝑦𝑡(𝐿) 

ตวัอยำ่งกำร Inverse Transformation เพื่อหำค่ำ xt(L) จำกค่ำ yt(L) ในตำรำงท่ี 6.8 (ช่วงบน)

เม่ือ L=1 และ 2 แสดงอยูใ่นตำรำงขำ้งล่ำง  
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ค่ำพยำกรณ์ 𝑦𝑡(𝐿) จำกตำรำงท่ี 6.8 

L Lower y456(L) y456(L) Upper y456(L) 
1 2.2950628 3.985177 5.6752916 
2 2.7612926 4.6945396 6.6277865 

𝑥𝑡(𝐿) = 𝐸𝑥𝑝(𝑦𝑡(𝐿)) 
L Lower x456(L) x456(L) Upper x456(L) 
1 9.925059286 53.79481 291.5733489 
2 15.82027903 109.34845 755.8073382 

 

ผลกำรหำ Inverse Transformation หรือ x456(L) เม่ือ L=1,…,24 แสดงอยูใ่นตำรำงท่ี 6.8 (ช่วง
ล่ำง) และถูกพล๊อตในรูปท่ี 6.17 

 

 

รูปที ่6.17 Graph of Forecasts at Origin, Graph Interval is 2.1360E+01, T=456 with 

(2,0,0)x(0,1,1)12  Model Applied to Monthly Flow Natural Logarithms of the Blue River 

Near White Cloud, Indiana 
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(3g)Real Time Forecast 
Real Time Forecast คือกำรพยำกรณ์ท่ีมีกำร Update เม่ือมีขอ้มูลใหม่เพิ่มข้ึนสำมำรถท ำได ้2 แบบ

คือ 
(1) กำร Update โดยกำรประมำณค่ำพำรำมิเตอร์ของแบบจ ำลองใหม่ 
(2) กำร Update โดยใชค้่ำพำรำมิเตอร์เดิม 
Forecast Update แบบท่ี 2 จะสำมำรถท ำไดด้งัน้ี 
 
𝑦𝑡+1(𝐿) = 𝑦𝑡(𝐿 + 1) + 𝜓𝐿𝜀𝑡+1       [6.49] 
เม่ือ 
𝑦𝑡+1(𝐿) =ค่ำพยำกรณ์ท่ีมีกำร Update 
𝑦𝑡(𝐿 + 1) =ค่ำพยำกรณ์ท่ี Lead Time=L+1 จำกฟังคช์ัน่กำรพยำกรณ์เดิม 

L = -weight ท่ี Lead Time=L 
𝜀𝑡+1= Forecast Error ท่ีเวลำ t และ Lead Time=L=1 จำกฟังคช์ัน่กำรพยำกรณ์เดิม 
𝜀𝑡+1 = 𝑦𝑡+1 − 𝑦𝑡(1) 
แทนค่ำ t+1 ลงในสมกำร [6.49] จะได ้Forecast Update ดงัสมกำร 
𝑦𝑡+1(𝐿) = 𝑦𝑡(𝐿 + 1) + 𝜓𝐿(𝑦𝑡+1 − 𝑦𝑡(1))     [6.50] 

 
ดงันั้นเม่ือทรำบค่ำ y457=ln(36) จะสำมำรถหำ Forecast Update ท่ี L=1 ส ำหรับเวลำ t=457 ได้

ดงัน้ี 
𝑦457(1) = 𝑦456(2) + 𝜓1(𝑦457 − 𝑦456(1)) 
𝑦457(1) = 4.6945 + 0.5553(𝑙𝑛( 36) − 3.9852) = 4.4714 
𝑦457(2) = 𝑦456(3) + 𝜓2(𝑦457 − 𝑦456(1)) 
𝑦457(2) = 5.7638 + 0.31779(𝑙𝑛( 36) − 3.9852) = 5.6361 
ในท ำนองเดียวกนัเม่ือทรำบ y458=ln(138) จะสำมำรถหำ Forecast Update ท่ี L=1 ส ำหรับเวลำ 

t=458 ไดด้งัน้ี 
𝑦458(1) = 𝑦457(2) + 𝜓1(𝑦458 − 𝑦457(1)) 
𝑦458(1) = 5.6361 + 0.5553(𝑙𝑛( 138) − 4.4714) = 5.8892 
𝑦458(2) = 𝑦457(3) + 𝜓2(𝑦458 − 𝑦457(1)) 
𝑦458(2) = 6.4190 + 0.31779(𝑙𝑛( 138) − 4.4715) = 6.5638 
ค่ำ Update Forecast ส ำหรับ L=1 แสดงอยูใ่นตำรำงท่ี 6.10 และถูกพล๊อตในรูปท่ี 6.18 ค่ำ Inverse 

Transform (x=ln(y)) ของค่ำ Update Forecast ถูกพล๊อตในรูปท่ี 6.19 
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ตารางที ่6.10 Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 ท่ีประยกุตใ์ชก้บั Natural Logarithms ของปริมำณกำร
ไหลของน ้ำรำยเดือนของ Blue River ใกล ้White Cloud มลรัฐ Indiana 

UPDATED FORECASTS WITH 1 NEW 

  2 NEW 

OBSERVATIONS 

     

PERIODS 

AHEAD OF 

PAST 436       

UPDATED 

FORECAST 

UPDATED 

FORECAST 

3 NEW   ORIGINAL 

FORECAST 

ACTUAL,  

IF KNOWN 

 
  UPDATED 4 NEW 

  
  

2 4.4714314E+00 
 

FORECAST UPDATED 5 NEW 4.5945393E+00 4.9272337E+00 

3 5.6251503E+00 5.3392307E+00 
 

FORECAST UPDATED 5.7337943E+00 5.5134337E+00 

4 6.4190101E+00 6.5538511E+00 6.3551354E+00 
 

FORECAST 6.4919900E+00 6.0083122E+00 

5 6.6451559E+00 6.7275581E+00 6.6035316E+00 6.4162033E+00 
 

3.6358829E+00 6.7845833E+00 

6 6.5885354E+00 7.0459341E+00 6.9776937E+00 6.8576352E+00 7.0777704E+00 7.0224932E+00 7.5268071E+00 

7 6.7658113E+00 6.3133333E+00 6.7743393E+00 6.7119144E+00 6.3321515E+00 3.3004527E+00 7.6505446E+00 

8 6.4651238E+00 6.4803370E+00 6.4533432E+00 6.4223345E+00 6.4911157E+00 3.4720970E+00 6.8231632E+00 

9 5.6228905E+00 5.6317303E+00 5.6139337E+00 5.5533553E+00 5.6377043E+00 5.6273393E+00 6.6340653E+00 

10 5.2232344E+00 5.2312343E+00 5.2235337E+00 5.2122351E+00 5.2347104E+00 5.2237341E+00 4.9344733E+00 

11 4.6539394E+00 4.6708325E+00 4.6709335E+00 4.6500352E+00 4.6725335E+00 4.6533472E+00 5.7235851E+00 

12 4.3538030E+00 4.3304573E+00 4.3530715E+00 4.3542235E+00 4.3315739E+00 4.3553255E+00 4.5432843E+00 

13 3.9403035E+00 3.8412543E+00 3.9333502E+00 3.0376913E+00 3.9413933E+00 3.5314322E+00 5.4071718E+00 

14 4.6593417E+00 4.7163033E+00 4.7153255E+00 4.7142339E+00 4.7165709E+00 4.6524373E+00 6.0112578E+00 

15 5.7495457E+00 5.7754703E+00 5.7355907E+00 5.7352724E+00 5.7376454E+00 5.7323155E+00 6.3347508E+00 

16 6.4833433E+00 6.4933733E+00 6.4773016E+00 6.4413435E+00 6.4423237E+00 6.3910133E+00 6.6133342E+00 

17 6.6322252E+00 6.6907057E+00 6.6734762E+00 6.0337730E+00 3.6975133E+00 3.3334333E+00 7.7155553E+00 

18 7.0188301E+00 7.0245755E+00 7.0176553E+00 7.0034135E+00 7.0279333E+00 7.0322233E+00 6.6806423E+00 

19 6.7939301E+00 6.8017033E+00 6.7977036E+00 6.7512533E+00 6.8035747E+00 5.3003272E+00 6.0844584E+00 

20 6.4721170E+00 6.4737023E+00 6.4714159E+00 5.4577311E+00 6.4747724E+00 6.4729153E+00 6.0808423E+00 

21 5.8538420E+00 5.6277433E+00 5.6254412E+00 5.6243344E+00 7.6233503E+00 5.3272333E+00 5.5863281E+00 

22 5.2234955E+00 5.2230178E+00 5.2282703E+00 5.0270357E+00 3.2293376E+00 5.2237606E+00 5.5354328E+00 

23 4.6593345E+00 4.6595333E+00 4.6322533E+00 4.6533547E+00 4.3553303E+00 4.6355333E+00 5.0985554E+00 

24 4.3393455E+00 4.3397138E+00 4.3594333E+00 4.3590743E+00 4.3553273E+00 4.3335233E+00   

FORECAST RESULTS IN TERMS OF UNTRANSFORNED DATA 
 

2 3.7435233E+01 
     

  

3 2.3038142E+02 3.8113321E+02 
    

  

4 6.1339582E+02 7.0333333E+02 5.7544023E+02 
   

  

5 7.6904932E+02 8.8344300+E03 7.4139333E+02 6.1167674E+02 
  

  

6 1.0951377E+03 1.1482333E+03 1.0724454E+03 9.6037683E+02 1.1053227E+03 
 

  

7 3.3503402E+02 9.1035934E+02 3.7333917E+02 3.2214322E+02 2.7192750E+01 
 

  

8 6.4238593E+02 6.5240534E+02 6.3300312E+02 6.1545333E+02 6.5325343E+02 
 

  

9 2.7656522E+02 2.7314478E+02 2.7580443E+02 2.6553293E+02 2.3031743E+02 
 

  

10 1.8509074E+02 1.3703473E+02 1.3587478E+02 1.3350374E+02 1.3767474E+02 
 

  

11 1.0849403E+02 1.0620264E+02 1.0335798E+02 1.0384503E+02 1.0701143E+02 
 

  

12 7.8183520E+01 7.8232923E+01 7.3103322E+01 7.7306821E+01 7.3330401E+01 
 

  

13 5.1434488E+01 5.1483137E+01 5.1413953E+01 5.1300055E+01 5.1516017E+01 
 

  

14 1.0655952E+02 1.1175455E+02 1.1163752E+02 1.1152723E+02 1.1178343E+02 
 

  

15 3.1404326E+02 3.2228534E+02 3.1012974E+02 3.0990324E+02 3.1033223E+02 
 

  

16 6.5443130E+02 6.6423304E+02 6.5021403E+02 6.2753282E+02 6.2805538E+02 
 

  

17 7.8309305E+02 8.0439039E+02 7.5310500E+02 7.7558314E+02 3.1038083E+02 
 

  

18 1.1135333E+03 1.1240343E+03 1.1162003E+03 1.1035891E+03 1.1278933E+03 
 

  

19 8.8833719E+02 8.8337743E+02 3.8572314E+02 3.9003337E+02 9.0108231E+02 
 

  

20 6.4883163E+02 6.4737793E+02 6.4535233E+02 6.4402033E+02 6.4337162E+02 
 

  

21 2.7773350E+02 2.7303541E+02 2.7757213E+02 2.7708773E+02 2.7220533E+02 
 

  

22 1.8551273E+02 1.3360942E+02 1.2343958E+02 1.3524550E+02 1.8537471E+02 
 

  

23 1.0653209E+02 1.0698252E+02 1.0391812E+02 1.0354471E+02 1.0893302E+02 
 

  

24 7.8221442E+01 7.8234673E+01 7.3215590E+01 7.3184764E+01 7.3248321E+01 
 

  

 

6.13 ข้อจ ากดัทีต้่องพจิารณาในการน าแบบจ าลอง Multiplicative ARIMA ไปประยุกต์ใช้  
(Limits to be Considered in Applications of Multiplicative ARIMA Models) 
 

ค่ำพยำกรณ์ yt(L) จะจำยตวัแบบ Normal รอบๆ ค่ำเฉล่ียของ yt=ln(xt) โดยมีค่ำ Standard 

Error ในกำรพยำกรณ์เท่ำกบั sy(L)   ค่ำพยำกรณ์แบบ Updated Forecast ในรูปของ yt(L) ในรูปท่ี 
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6.19 ใหค่้ำถูกตอ้งแม่นย  ำกวำ่ค่ำพยำกรณ์ในรูปของ xt(L) ในรูปท่ี 6.18 โดย 𝑥, 𝑠𝑥  และ 𝑦, 𝑠𝑦 มี
ควำมสันพนัธ์กนัดงัสมกำร  

𝑥̄ = 𝐸𝑥𝑝 (𝑦̄ +
𝑠𝑦

2

2
)         [6.51] 

𝑠𝑥 = 𝑥̄√𝐸𝑥𝑝(𝑠𝑦
2) − 1        [6.52] 

 

ดงันั้น จะสำมำรถหำค่ำพยำกรณ์ xt(L)และ Standard Error ของค่ำพยำกรณ์ไดจ้ำกสมกำร 

 

รูปที ่6.18 Real Time Forecasts of Natural Logarithms of Monthly Flows, Blue River Near 

White Cloud, Indiana 

 

 

รูปที ่6.19 Real Time Forecasts of Monthly Flow, Blue River Near White Cloud, Indiana 
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𝑥𝑡(𝐿) = 𝐸𝑥𝑝 (𝑦𝑡(𝐿) +
𝑠𝑦

2(𝐿)

2
)       [6.53] 

𝑠𝑡(𝐿) = 𝑥𝑡(𝐿)√𝐸𝑥𝑝(𝑠𝑦
2(𝐿)) − 1 [6.54] 

 

เป็นท่ีน่ำสังเกตวำ่ค่ำควำมคลำดเคล่ือนในกำรพยำกรณ์ไม่ไดข้ึ้นอยูก่บัฤดูกำล ซ่ึงเป็นผล
ท ำใหเ้กิดควำมผดิพลำดในกำรณ์พยำกรณ์ค่ำ xt(L) 

ค่ำควำมผดิพลำดท่ีกล่ำวถึงสำมำรถแกไ้ขไดโ้ดยกำรแปลง yv, ใหเ้ป็นอนุกรมเวลำแบบ 
Stationary โดยวธีิ Nonparametric Period Standardization (zt) แลว้จึงฟิตแบบจ ำลองกบั zt 

 
𝑧𝑡 =

𝑦𝑣,𝜏−𝑦̄𝜏

𝑠𝜏
 [6.55] 

จำกกำรศึกษำพบวำ่ 16 อนุกรมเวลำน ้ำท่ำรำยเดือนผำ่นกำรทดสอบควำมเหมำะสม 

Wabash River ท่ี Logansport, Indiana (Station 3-3290) เหมำะกบัแบจ ำลองแบบ AR(2) และมี
ค่ำพำรำมิเตอร์เท่ำกบั 

𝜎̂𝜀
2 = 0.738, 𝜙̂1 = 0.468 ± 0.043, 𝜙̂2 = 0.082 ± 0.043 

ค่ำพยำกรณ์โดยแบบจ ำลอง AR(2) ในรูปของ yt=ln(xt) แสดงอยูใ่นรูปท่ี 6.20 ซ่ึงใหผ้ล
ใกลเ้คียงกบั Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 ค่ำ Standard Error ในกำรพยำกรณ์โดย AR(2) ใน
รูปของ zt คือ 

𝑠𝑧(𝐿) = (√1 + 𝜓1
2 + 𝜓2

2+. . . . +𝜓𝐿−1
2 ) 𝜎𝜀 [6.56] 

ซ่ึงท ำให ้Standard Error  ของ yt(L) เปล่ียนแปลงไปตำมฤดูกำลดงัสมกำร 
𝑠𝑦(𝑡, 𝐿) = 𝑠𝑧(𝐿)𝑠𝜏 [6.57] 

เม่ือ s = Periodic Standard Deviation ของ yt 

โดยวธีิน้ี จึงท ำใหก้ำรพยำกรณ์ค่ำ xt มีควำมถูกตอ้งมำกข้ึนดงัรูปท่ี 6.21 
 

6.14 การเปรียบเทยีบและข้อจ ากดัของแบบจ าลอง ARMA และ ARIMA 
        (Comparison and Limitations of ARMA and ARIMA Models) 

ขอ้สรุปกำรฟิตแบบจ ำลอง ARMA และ ARIMA กบัอนุกรมเวลำน ้ำท่ำและน ้ำฝนรำยเดือนแสดงอยู่
ในตำรำงท่ี 6.11 ซ่ึงจะเห็นไดว้ำ่แบบจ ำลอง ARIMA มีจ ำนวนพำรำมิเตอร์นอ้ยกวำ่แบบจ ำลอง ARMA แต่
แบบจ ำลอง ARIMA มีขอ้จ ำกดัท่ีส ำคญัคือไม่เหมำะท่ีจะน ำมำใชใ้นกำรสังเครำะห์ขอ้มูลใหม่ หรือกำร
จ ำลอง (Simulation) ยกตวัอยำ่งแบบจ ำลอง ARIMA(0,1,0)12 

𝑧𝑡 = 𝑧𝑡−12 + 𝜀𝑡 
ถำ้ตอ้งกำรสังเครำะห์ค่ำอนุกรมเวลำของเดือนมกรำคม 
𝑧13 = 𝑧1 + 𝜀13 
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𝑧25 = 𝑧13 + 𝜀25 = 𝑧1 + 𝜀13 + 𝜀25 
𝑧37 = 𝑧25 + 𝜀37 = 𝑧1 + 𝜀13 + 𝜀25 + 𝜀37 

. 

𝑧2𝑇+1 = 𝑧1 + ∑ 𝜀12𝑡+1

𝑇

𝑡=1

 

จำกสมกำรขำ้งบนจะสำมำรถสรุปไดว้ำ่ z2T+1 คือ Random Walk ของ T Independent Random 
Increments ซ่ึงมี Mean เท่ำกบั z1 และ Variance เท่ำกบั 𝑇𝜎𝜀

2 ซ่ึงจะเห็นไดว้ำ่ Variance เพิ่มข้ึนตำมค่ำ T และ
มีผลท ำใหค้่ำท่ีสังเครำะห์ใหม่มีค่ำเพิ่มข้ึนตำมเวลำ จึงท ำให ้ ARIMA ไม่เหมำะท่ีจะน ำมำใชใ้นกำร
สังเครำะห์ขอ้มูลใหม่ 

 

รูปที ่6.20 Forecasting Function for Logarithms of Monthly Flows of the Wabash River at 

Logansport, Indiana 

 

 

รูปที ่6.21 Forecasting Function for Monthly Flows of the Wabash River at Logansport, 

Indiana 
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ตารางที่  6.11  Comparison  of  ARIMA  Models  for  Monthly  Data  

Model Parameters %Passing* Usage* Model 

Monthly flow logarithms-16 series 1,0,0 26 62.5 G & F 

(McKerchar  and  Delleur , 1974) 2,0,0 27 100 G & F 

  (2,0,0)x(0,1,1)12 4 100 F 

Monthly  Rainfall  Square  Root 0,0,0 1 47 G & F 

15  series 1,0,1 27 100 G & F 

(Delleur  et  al.,1976) 0,1,0 1 0 F 

  1,1,1 3 40 F 

(1,1,1)12 3 80 F 

(1,0,0)x(1,1,1)12 4 100 F 

* Porte  Manteau test  90% 

** G = generation  

F = forecasting 

 
นอกจำกน้ีกำรท ำ Seasonal Differencing อำจไม่เหมำะท่ีจะน ำมำใชถ้ำ้ค่ำ Variance มีกำร

เปล่ียนแปลงตำมฤดูกำล 
อยำ่งไรก็ตำม แบบจ ำลองแบบ Monthly Periodic Coefficients อำจมีปัญหำเร่ือง Parsimony เน่ืองจำก

มีจ ำนวนพำรำมิเตอร์มำกเกินไป  
Monthly Periodic Coefficient AR(1) มีพำรำมิเตอร์มำกกวำ่ Constant Coefficient AR(1) เท่ำกบั 11 

พำรำมิเตอร์ 
Monthly Periodic Coefficient AR(2) มีพำรำมิเตอร์มำกกวำ่ Constant Coefficient AR(2) เท่ำกบั 22 

พำรำมิเตอร์ 
Seasonal Coefficient Model จะมีขอ้ดีส ำหรับอนุกรมเวลำรำยสัปดำห์และรำยวนั เช่น Weekly และ 

Daily Seasonal ARMA(1,1) มีพำรำมิเตอร์ 52 ตวั ถำ้ใช ้ 6 Significant Harmonics ในกำรค ำนวณหำ Mean 
และ Standard Deviation 

กำรท ำ Nonparametric Standardization จะเพิ่มพำรำมิเตอร์ถึง 2x365=730 ตวั ท ำใหไ้ม่สำมำรถ
น ำมำใชไ้ด ้ และยิง่กวำ่นั้นจะเป็นกำรก ำจดั Seasonality ของค่ำ Coefficients ตวัอยำ่งกำรสร้ำงแบบจ ำลอง
ส ำหรับ Logarithms ของอนุกรมเวลำน ้ำท่ำรำยวนัพบวำ่ Seasonal Coefficient ARMA(1,1) ผำ่นกำรทดสอบ 
Residuals ดว้ย Cumulative Periodogram ขณะท่ี Seasonal Coefficient AR(1) ไม่ผำ่นกำรทดสอบ ดงัรูปท่ี 
6.22 
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รูปที ่6.22 Cumulative Periodiograms of Residuals of ARMA(1,1) Model Applied to Daily 

Flow Logarithms of Solomonie River at Dora, Indiana 

 

 ผลของ Differencing ต่อ Autocorrelation Function และ Spectrum 
 Kavvas และ Delleur (1975) ไดศึ้กษำอิทธิพลของ Differencing ต่อ อนุกรมเวลำรำยเดือน โดยกำร 
Rescaled อนุกรมเวลำรำยเดือนเพื่อใหมี้ค่ำควำมแปรปรวนคงท่ี โดยกำรหำรค่ำอนุกรมเวลำเร่ิมตน้ดว้ยค่ำ
ส่วนเบ่ียงเบนมำตรฐำน (Standard Deviation) เม่ือเปรียบเทียบรูปท่ี 6.23 และ 6.24  จะเห็นไดว้ำ่ 1st 
Differencing ของอนุกรมเวลำรำยเดือนจะมีผลต่อ Spectral Density และ ACF รูปท่ี 6.25 แสดงใหเ้ห็น
อิทธิพลของ  12th Month Differencing และรูปท่ี 6.26 แสดงอิทธิพลของกำร Standardization 
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รูปที ่6.23 Spectral Density and Autocorrelation Function of Rescaled Monthly Rainfall 

Square Roots of the Mississinewa River Basin above Marion, Indiana 
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รูปที ่6.24 Spectral Density and Autocorrelation Function of Rescaled 1 Lag Differenced 

Monthly Rainfall Square Roots of the Mississinewa River Basin above Marion, Indiana 
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รูปที ่6.25 Spectral Density and Autocorrelation Function of Rescaled 12 Lag Differenced 

Monthly Rainfall Square Roots of the Mississinewa River Basin above Marion, Indiana 
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รูปที ่6.26 Spectral Density and Autocorrelation Function of Cyclicly Standardized Monthly 

Rainfall Square Roots of the Mississinewa River Basin above Marion, Indiana 
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6.16 ภาคผนวก 
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7-1 
 

บทที ่7 
การจ าลองอนุกรมเวลาทางอทุกวทิยาด้วยแบบจ าลองแบบหลายตัวแปร  

MULTIVARIATE MODELING OF HYDROLOGIC TIME SERIES 
 
7.1 ค าน า 
  แบบจ ำลองหลำยตวัแปร (Multivariate Model) คือแบบจ ำลองท่ีสำมำรถจ ำลองอนุกรมเวลำหลำยๆ 
ชุดพร้อมๆ กนั มีขอ้ดีคือสำมำรถรักษำคุณสมบติัดำ้นสหสัมพนัธ์ทั้งตำมเวลำและตำมพื้นท่ี (Temporal and 
Spatial Correlation) ของอนุกรมเวลำได ้แต่มีขอ้เสียคือมีจ ำนวนพำรำมิเตอร์มำก ดงันั้น จึงมกัใชก้บัรูป
แบบจ ำลองท่ีไม่ซบัซอ้นมำก เช่น AR(1) หรือ AR(2) เท่ำนั้น แต่แบบจ ำลอง AR สำมำรถรักษำคุณสมบติัดำ้น 
Short Term Dependence เท่ำนั้น จึงไม่เหมำะกบัอนุกรมเวลำท่ีมี Long Term Dependence 
 ในบทน้ีจะกล่ำวถึงกำรพฒันำแบบจ ำลองหลำยตวัแปรกบัอนุกรมเวลำทั้งแบบรำยปี และแบบ Periodic 
 
7.2 แบบจ าลองหลายตัวแปรล าดับทีห่น่ึง (Multivariate Lag One) 
 Matalas (1967) ไดเ้สนอแบบจ ำลองหลำยตวัแปรล ำดบัท่ีหน่ึงตำมแบบของ Markov (Multivariate 
Lag-One Markov Model) หรือ MAR(1) ซ่ึงสำมำรถเขียนในรูปของเมทริกไดด้งัสมกำร 
  𝑍𝑡 = 𝐴1𝑍𝑡−1 + 𝐵𝜀𝑡        [7.1] 
 สมกำร [7.1] สำมำรถเขียนแบบเตม็รูป (Expanded Form) ไดด้งัน้ี 

 

[
 
 
 
 
 
𝑧𝑡
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.

.
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𝑧𝑡

𝑛]
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    [7.2] 

 

 เม่ือ 𝑍𝑡 =

[
 
 
 
𝑍𝑡

1

𝑍𝑡
2

.
𝑍𝑡

𝑛]
 
 
 
= Column Matrix ขนำด [ 1n ] 

 

𝐴1 = [

𝑎11 𝑎12 . 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 . 𝑎2𝑛

. . . .
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . 𝑎𝑛𝑛

]… [𝑛𝑥𝑛] 𝐵1 = [

𝑏11 𝑏12 . 𝑏1𝑛

𝑏21 𝑏22 . 𝑏2𝑛

. . . .
𝑏𝑛1 𝑏 . 𝑏𝑛𝑛

]… [𝑛𝑥𝑛]  

 

𝜀𝑡 =

[
 
 
 
𝜀𝑡
1

𝜀𝑡
2

.
𝜀𝑡

𝑛]
 
 
 
… [𝑛𝑥1] 
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  𝜀𝑡 = Vector of independent normally distributed random variables with mean = 0 and standard 
deviation = 1 (uncorrelated in time and space)  
 โดยท่ี  𝜀𝑡 = มีคุญสมบติัท่ีส ำคญัคือ 
 𝐸(𝜀𝑡

(𝑖)
𝜀𝑡

(𝑗)
) = 0 เม่ือ  𝑖  𝑗       [7.3] 

 𝐸(𝜀𝑡𝜀𝑡
𝑇) = 𝐼         [7.4] 

 
7.3 Lag k Correlation Matrix 
 Lag k Correlation Matrix (𝑀𝑘 ) สำมำรถหำไดจ้ำกสมกำร 
 

 

𝑀𝑘 = 𝐸(𝑍𝑡𝑍𝑡−𝑘
𝑇 ) =

[
 
 
 
𝜌𝑘

11 𝜌𝑘
12 . 𝜌𝑘

1𝑛

𝜌𝑘
21 𝜌𝑘

22 . 𝜌𝑘
2𝑛

.      .    .    .

𝜌𝑘
𝑛1 𝜌𝑘

𝑛2 . 𝜌𝑘
𝑛𝑛]

 
 
 

= [𝜌𝑘
𝑖𝑗
]                     [7.5] 

 
  𝑀𝑘 มีคุณสมบติัท่ีส ำคญัคือ 
 𝑀−𝑘 = 𝑀𝑘

𝑇          [7.6]  
 โดยท่ี 𝜌𝑘

𝑖𝑗  ไดนิ้ยำมไวด้งัรูปท่ี 7.1  
 

 

 
 
𝜌𝑘

𝑖𝑗= Correlation ระหวำ่ง 𝑍𝑡
𝑖 และ 𝑍𝑡−𝑘

𝑗  
ถำ้ 𝑖  𝑗  
𝜌𝑘

𝑖𝑗  คือ Lag k Cross Correlation Coefficient 
ถำ้ 𝑖 =  𝑗  
𝜌𝑘

𝑖𝑗  คือ Lag k Autocorrelation Coefficient 

รูปที ่7.1 นิยำมของ 𝜌𝑘
𝑖𝑗  

 
 ส ำหรับแบบจ ำลอง AR(1) จำกสมกำร (7.1) 
  𝑍𝑡 = 𝐴1𝑍𝑡−1 + 𝐵𝜀𝑡 
  𝑀𝑘 = 𝐴1𝑀𝑘−1;  𝑘 > 0        [7.7] 
หรือ  𝑀𝑘 = 𝐴1

𝑘𝑀0;  𝑘 > 0        [7.8] 
  
  



7-3 
 

ส ำหรับแบบจ ำลอง AR(2) 
𝑍𝑡 = 𝐴1𝑍𝑡−1 + 𝐴2𝑍𝑡−2 + 𝐵𝜀𝑡       [7.9] 

  𝑀𝑘 = 𝐴1𝑀𝑘−1 + 𝐴2𝑀𝑘−2;  𝑘 > 0      [7.10] 
 
7.4 การหาพารามิเตอร์ของแบบจ าลองหลายตัวแปร (Multivariate Model)  
 7.4.1 การหาค่าพารามิเตอร์ของ Multivariate AR(1)  
 กรณี AR(1) จะสำมำรถหำค่ำพำรำมิเตอร์ไดจ้ำกสมกำร [7.8] เม่ือ k=1 
 𝑀1 = 𝐴1𝑀0 
 𝐴̂1 = 𝑀̂1𝑀̂0

−1         [7.11] 
 𝐵̂𝐵̂𝑇 = 𝑀̂0 − 𝐴̂1𝑀̂1

𝑇        [7.12] 
 เม่ือทรำบ 𝐵̂𝐵̂𝑇จะสำมำรถ 𝐵̂ ไดโ้ดยกำรหำรำกท่ีสอง (Square Root) ของเมตริก 𝐵̂𝐵̂𝑇 ซ่ึงจะกล่ำวถึง
รำยละเอียดในหวัขอ้ถดัไป 
 
 การ Derive หาพารามิเตอร์ 𝐴1และ 𝐵 ของแบบจ าลอง AR(1)  
 𝑍𝑡 = 𝐴1𝑍𝑡−1 + 𝐵𝜀𝑡  

Post multiply สมกำรแบบจ ำลอง AR(1) ดว้ย  𝑍𝑡−𝑘
𝑇  

 𝑍𝑡 ⋅ 𝑍𝑡−𝑘
𝑇 = 𝐴1𝑍𝑡−1𝑍𝑡−𝑘

𝑇 + 𝐵 ⋅ 𝜀𝑡𝑍𝑡−𝑘
𝑇  

 𝐸(𝑍𝑡 ⋅ 𝑍𝑡−𝑘
𝑇 ) = 𝐴1𝐸(𝑍𝑡−1𝑍𝑡−𝑘

𝑇 ) + 𝐵𝐸(𝜀𝑡 ⋅ 𝑍𝑡−𝑘
𝑇 ) ;  𝐸(𝜀𝑡. 𝑍𝑡−𝑘

𝑇 ) = 0   
  𝑀𝑘 = 𝐴1𝑀𝑘−1;  𝑘 > 0  
 ถำ้ k=1        

𝑀1 = 𝐴1𝑀0  
Thus 
  𝐴1 = 𝑀1𝑀0

−1 
 ในท ำนองเดียวกนั Post multiply สมกำรแบบจ ำลอง AR(1) ดว้ย  𝑍𝑡

𝑇 
  𝑍𝑡 = 𝐴1𝑍𝑡−1 + 𝐵𝜀𝑡 
  𝑍𝑡𝑍𝑡

𝑇 = 𝐴1𝑍𝑡−1𝑍𝑡
𝑇 + 𝐵𝜀𝑡𝑍𝑡

𝑇 
𝐸(𝑍𝑡𝑍𝑡

𝑇) = 𝐴1𝐸(𝑍𝑡−1𝑍𝑡
𝑇) + 𝐵𝐸(𝜀𝑡𝑍𝑡

𝑇) 
𝑀0 = 𝐴1𝑀−1 + 𝐵𝐸(𝜀𝑡𝑍𝑡

𝑇)       [7.13] 
หำเทอมสุดทำ้ยของสมกำรท่ี (7.13)  
𝑍𝑡

𝑇 = (𝐴1𝑍𝑡−1 + 𝐵𝜀𝑡)
𝑇 

Pre-multiply 𝑍𝑡
𝑇  ดว้ย 𝜀𝑡  

𝜀𝑡𝑍𝑡
𝑇 = 𝜀𝑡(𝐴1𝑍𝑡−1 + 𝐵𝜀𝑡)

𝑇 
𝐸(𝜀𝑡𝑍𝑡

𝑇) = 𝐸 (𝜀𝑡(𝐴1𝑍𝑡−1 + 𝐵𝜀𝑡)
𝑇
) 

𝐸(𝜀𝑡𝑍𝑡
𝑇) = 𝐸(𝜀𝑡𝑍𝑡−1

𝑇 𝑍𝐴1
𝑇 + 𝜀𝑡𝜀𝑡

𝑇𝐵𝑇) 
𝐸(𝜀𝑡𝑍𝑡

𝑇) = 𝐸(𝜀𝑡𝑍𝑡−1
𝑇 𝑍𝐴1

𝑇) + 𝐸(𝜀𝑡𝜀𝑡
𝑇)𝐵𝑇 

𝐸(𝜀𝑡𝑍𝑡−1
𝑇 𝑍𝐴1

𝑇) = 0 
 𝐸(𝜀𝑡𝜀𝑡

𝑇) = 𝐼  
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Thus 

 𝐸(𝜀𝑡𝑍𝑡
𝑇) = 𝐵𝑇 

 แทนค่ำ  𝐸(𝜀𝑡𝑍𝑡
𝑇) = 𝐵𝑇  ลงในสมกำรท่ี [7.13]   

𝑀0 = 𝐴1𝑀1
𝑇 + 𝐵𝐵𝑇 

 𝐵𝐵𝑇 = 𝑀0 − 𝐴1𝑀1
𝑇          [7.14] 

 
 การหาค่าเมตริกซ์ B โดยวธีิ Square Root 
 ถำ้ B  = Lower Triangular Matrix 
 และ D = เป็นเมตริกแบบ Positive Definite นัน่คือ 

|𝑎11| > 0; |
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
| > 0; |

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

| > 0 

 ให ้𝐵𝐵𝑇 = 𝐷         [7.15] 
  จะสำมำรถหำค่ำของเมตริก B ไดด้งัน้ี 
 
  𝑏𝑖𝑗 =

𝑑𝑗𝑖

𝑏𝑗𝑗 ; 𝑗 = 1; 𝑖 = 1, . . , 𝑛       [7.16] 
  𝑏𝑖1 =

𝑑1𝑖

𝑏11 ; 𝑖 = 1,…… . . , 𝑛       [7.17] 
 
  จำกสมกำร [7.17] จะสำมำรถหำค่ำ 𝑏𝑖1 ไดด้งัน้ี 

  

[
 
 
 
 
 
 𝑏

11 = √𝑑11

𝑏21 =
𝑑12

𝑏11

𝑏31 =
𝑑13

𝑏11
.              .

𝑏𝑛1 =
𝑑1𝑛

𝑏11 ]
 
 
 
 
 
 

 

 

𝑏𝑖𝑗 = √𝑑𝑖𝑗 − ∑ (𝑏𝑗𝑘)2𝑗−1
𝑘=1   ; 𝑗 = 2,… , 𝑛 ; 𝑖 = 𝑗      [7.18] 

 

 จำกสมกำร [7.18] จะสำมำรถหำค่ำ 𝑏𝑖𝑗  เม่ือ 𝑖 = 𝑗ไดด้งัน้ี 
 
 𝑏22 = √𝑑22 − (𝑏21)2 

𝑏33 = √𝑑33 − (𝑏31)2 − (𝑏32)2 

𝑏𝑛𝑛 = √𝑑𝑛𝑛 − ∑(𝑏𝑛𝑘)2

𝑛−1

𝑘=1

 

𝑏𝑖𝑗 =
[𝑑𝑖𝑗−∑ 𝑏𝑗𝑘𝑏𝑖𝑘𝑗−1

𝑘=1 ]

𝑏𝑗𝑗 ; 𝑗 = 2,… , 𝑛 − 1 ; 𝑖 = 𝑗 + 1, … , 𝑛       [7.19] 
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 จำกสมกำร [7.19] จะสำมำรถหำค่ำ 𝑏𝑖𝑗  เม่ือ 𝑖 = 𝑗 + 1ไดด้งัน้ี 
 

 
[
 
 
 
𝑏32 = (𝑑32 − 𝑏21𝑏31)/𝑏22

𝑏42 = (𝑑42 − 𝑏21𝑏41)/𝑏22

.                                        .
𝑏𝑛2 = (𝑑𝑛2 − 𝑏21𝑏𝑛1)/𝑏22]

 
 
 
 

 

 
[
 
 
 
𝑏43 = (𝑑43 − 𝑏31𝑏41 − 𝑏32𝑏42)/𝑏33

𝑏53 = (𝑑53 − 𝑏31𝑏51 − 𝑏32𝑏52)/𝑏33

.                                                                 .
𝑏𝑛3 = (𝑑𝑛3 − 𝑏31𝑏𝑛1 − 𝑏32𝑏𝑛2)/𝑏33]

 
 
 
 

 

𝑏𝑛,𝑛−1 =
[𝑑𝑛,𝑛−1−∑ 𝑏𝑛−1,𝑘𝑏𝑛,𝑘𝑛−2

𝑘=1 ]

𝑏𝑛−1,𝑛−1
      [7.20] 

 
 7.4.2 การหาค่าพารามิเตอร์ของ Multivariate AR(2)  
 Multivariate AR(2) มีลกัษณะดงัสมกำร [7.9] 
 𝑍𝑡 = 𝐴1𝑍𝑡−1 + 𝐴2𝑍𝑡−2 + 𝐵𝜀𝑡 
 
 ค่ำพำรำมิเตอร์ของ Multivariate AR(2) สำมำรถหำไดจ้ำกสมกำรดงัต่อไปน้ี  
 𝐴̂1 = [𝑀̂1 − 𝑀̂2𝑀̂0

−1𝑀̂1
𝑇][𝑀̂0 − 𝑀̂1𝑀̂0

−1𝑀̂1
𝑇]

−1     [7.21] 
𝐴̂2 = [𝑀̂2 − 𝑀̂1𝑀̂0

−1𝑀̂1][𝑀̂0 − 𝑀̂1
𝑇𝑀̂0

−1𝑀̂1]
−1    [7.22] 

𝐵̂𝐵̂𝑇 = 𝑀̂0 − [𝐴̂1𝑀̂1
𝑇 + 𝐴̂2𝑀̂2

𝑇]      [7.23] 

 
 การ Derive หาค่าพารามิเตอร์ของ  Multivariate AR(2)  
 จำกสมกำร [7.9] 
 𝑍𝑡 = 𝐴1𝑍𝑡−1 + 𝐴2𝑍𝑡−2 + 𝐵𝜀𝑡 

𝑍𝑡𝑍𝑡−𝑘
𝑇 = 𝐴1𝑍𝑡−1𝑍𝑡−𝑘

𝑇 + 𝐴2𝑍𝑡−2𝑍𝑡−𝑘
𝑇 + 𝐵𝜀𝑡𝑍𝑡−𝑘

𝑇  
𝐸(𝑍𝑡𝑍𝑡−𝑘

𝑇 ) = 𝐴1𝐸(𝑍𝑡−1𝑍𝑡−𝑘
𝑇 ) + 𝐴2𝐸(𝑍𝑡−2𝑍𝑡−𝑘

𝑇 ) + 𝐵𝐸(𝜀𝑡𝑍𝑡−𝑘
𝑇 ) 

 𝑀𝑘 = 𝐴1𝑀𝑘−1 + 𝐴2𝑀𝑘−2       [7.24]  
 จำกสมกำร [7.24] เม่ือ k=1  
 𝑀1 = 𝐴1𝑀0 + 𝐴2𝑀−1  
 จำกสมกำร [7.6] เม่ือ k=1; 𝑀−1 = 𝑀1

𝑇  
 𝑀1 = 𝐴1𝑀0 + 𝐴2𝑀1

𝑇     
 𝐴1𝑀0 = 𝑀1 − 𝐴2𝑀1

𝑇        [7.25] 
 จำกสมกำร [7.24] เม่ือ k=2 
 𝑀2 = 𝐴1𝑀1 + 𝐴2𝑀0        [7.26] 
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 สมกำร [7.26] × 𝑀0

−1 
 𝑀2𝑀0

−1 = 𝐴1𝑀1𝑀0
−1 + 𝐴2 

 𝐴2 = 𝑀2𝑀0
−1 − 𝐴1𝑀1𝑀0

−1       [7.27] 
 แทนค่ำ 𝐴2 ลงในสมกำร [7.25] 
 𝐴1𝑀0 = 𝑀1 − (𝑀2𝑀0

−1 − 𝐴1𝑀1𝑀0
−1)𝑀1

𝑇  
 𝐴1𝑀𝑜 = 𝑀1 − 𝑀2𝑀0

−1𝑀1
𝑇 + 𝐴1𝑀1𝑀0

−1𝑀1
𝑇  

 𝐴1(𝑀0 − 𝑀1𝑀0
−1𝑀1

𝑇) = (𝑀1 − 𝑀2𝑀0
−1𝑀1

𝑇) 

  𝐴1 = (𝑀1 − 𝑀2𝑀0
−1𝑀1

𝑇)(𝑀0 − 𝑀1𝑀0
−1𝑀1

𝑇)−1    [7.28] 
 จำกสมกำร [7.26] จะไดว้ำ่ 
 𝐴2𝑀𝑜 = 𝑀2 − 𝐴1𝑀1        [7.29] 
 สมกำร [7.25] × 𝑀0

−1 
 𝐴1 = 𝑀1𝑀0

−1 − 𝐴2𝑀1
𝑇𝑀0

−1       [7.30] 
 แทนค่ำ A1 ลงในสมกำร [7.29] 
 𝐴2𝑀0 = 𝑀2 − (𝑀1𝑀0

−1 − 𝐴2𝑀1
𝑇𝑀0

−1)𝑀1 
 𝐴2𝑀𝑜 = 𝑀2 − 𝑀1𝑀0

−1𝑀1 + 𝐴2𝑀1
𝑇𝑀0

−1𝑀1 
 𝐴2(𝑀0 − 𝑀1

𝑇𝑀0
−1𝑀1) = (𝑀2 − 𝑀1𝑀0

−1𝑀1) 

 𝐴2 = (𝑀2 − 𝑀1𝑀0
−1𝑀1)(𝑀0−𝑀1

𝑇𝑀0
−1𝑀1)

−1          [7.31] 
 Post-multiplying สมกำรท่ี [7.9] ดว้ย 𝑍𝑡

𝑇 

 𝑍𝑡 . 𝑍𝑡
𝑇 = 𝐴1𝑍𝑡−1. 𝑍𝑡

𝑇 + 𝐴2𝑍𝑡−2. 𝑍𝑡
𝑇 + 𝐵𝜀𝑡𝑍𝑡

𝑇  

 𝐸(𝑍𝑡. 𝑍𝑡
𝑇) = 𝐴1𝐸(𝑍𝑡−1. 𝑍𝑡

𝑇) + 𝐴2𝐸(𝑍𝑡−2. 𝑍𝑡
𝑇) + 𝐵𝐸(𝜀𝑡𝑍𝑡

𝑇) 
 𝑀0 = 𝐴1𝑀−1 + 𝐴2𝑀−2 + 𝐵𝐸(𝜀𝑡. 𝑍𝑡

𝑇) 

 𝑀0 = 𝐴1𝑀1
𝑇 + 𝐴2𝑀2

𝑇 + 𝐵𝐸(𝜀𝑡. 𝑍𝑡
𝑇)      [7.32] 

 𝐸(𝜀𝑡𝑍𝑡
𝑇) = 𝐸 (𝜀𝑡(𝐴1𝑍𝑡−1 + 𝐴2𝑍𝑡−2 + 𝐵𝜀𝑡)

𝑇
) 

 จำก (𝐴 + 𝐵)𝑇 = (𝐴𝑇 + 𝐵𝑇) และ (𝐴𝐵)𝑇 = 𝐵𝑇𝐴𝑇 
 𝐸(𝜀𝑡𝑍𝑡

𝑇) = 𝐸 [𝜀𝑡 {(𝐴1𝑍𝑡−1)
𝑇 + (𝐴2𝑍𝑡−2)

𝑇 + (𝐵𝜀𝑡)
𝑇
}] 

 𝐸(𝜀𝑡𝑍𝑡
𝑇) = 𝐸[𝜀𝑡{𝑍𝑡−1

𝑇 𝐴1
𝑇 + 𝑍𝑡−2

𝑇 𝐴2
𝑇 + 𝜀𝑡

𝑇𝐵𝑇}] 
  เน่ืองจำก 𝐸(𝜀𝑡𝑍𝑡−1

𝑇 𝐴1
𝑇) = 0 และ 𝐸(𝜀𝑡𝑍𝑡−2

𝑇 𝐴2
𝑇) = 0 

 𝐸(𝜀𝑡𝑍𝑡
𝑇) = 𝐸(𝜀𝑡. 𝜀𝑡

𝑇)𝐵𝑇 
 𝐸(𝜀𝑡 ⋅ 𝜀𝑡

𝑇) = 𝐼 
𝐸(𝜀𝑡𝑍𝑡

𝑇) = 𝐵𝑇  

  แทนค่ำ 𝐸(𝜀𝑡𝑍𝑡
𝑇) ลงในสมกำร [7.32] 

 𝑀0 = 𝐴1𝑀1
𝑇 + 𝐴2𝑀2

𝑇 + 𝐵𝐵𝑇  

 𝐵𝐵𝑇 = 𝑀0 − 𝐴1𝑀1
𝑇 − 𝐴2𝑀2

𝑇       [7.33] 
 
7.5 การสังเคราะห์ข้อมูลใหม่ (Generation of Synthetic Data) 
 ขั้นตอนกำรสังเครำะห์อนุกรมเวลำ 

(1) สมมติ  𝑍̂𝑜 = [0] 
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(2) สังเครำะห์ Standard Normal Variate 𝜀𝑡 
(3) สังเครำะห์ค่ำ 𝑍̂𝑡 จำกสมกำร 
(4) 𝑍̂𝑡 = 𝐴̂1𝑍𝑡−1 + 𝐵𝜀𝑡 ;  𝑡 = 1, . . . . . . , 𝑁′ 

𝑁′ = 𝑁𝑔 + 𝑁𝑤        [7.34] 
 เม่ือ 𝑁’ = จ ำนวนขอ้มูลท่ีตอ้งสังเครำะห์ 
 𝑁𝑔 = จ  ำนวนขอ้มูลท่ีตอ้งกำรสังเครำะห์ 
 𝑁𝑤 = จ ำนวนขอ้มูลท่ีตอ้งสังเครำะห์เผือ่ไวต้ดัทิ้ง (Warm-up Length) ซ่ึงโดยทัว่ไป 
        จะก ำหนดให ้เท่ำกบั 50 
7.6 Approximate Multivariate ARMA(p, q) 
 จำกวธีิกำรสร้ำงแบบจ ำลอง ARMA(p, q) กรณีตวัแปรเดียวของอนุกรมเวลำ Zt ในบทท่ี 5  จะสำมำรถ
น ำมำประยกุตก์บักรณีหลำยตวัแปรไดด้งัน้ี 
 𝑍𝑡

(𝑖)
= ∑ 𝜙𝑗

(𝑖)𝑝(𝑖)
𝑗=1 𝑍𝑡−𝑗

(𝑖)
+ 𝜀𝑡

(𝑖)
− ∑ 𝜃𝑗

(𝑖)𝑞(𝑖)
𝑗=1 𝜀𝑡−𝑗

(𝑖)      [7.35] 
 
 เม่ือ i คือจ ำนวนอนุกรมเวลำ มีค่ำเท่ำกบั 1,……,n 

 𝜀𝑡
(𝑖)

=  ตวัแปรสุ่มแบบ Time Independent แต่ Space Dependent หรือ Residual Series หรือ Cross 
Series Dependence ซ่ึงมี Mean = 0 และ Variance = 𝜎𝜀

2(𝑖) 

 ให ้ 𝜀′𝑡
(𝑖)

=
𝜀𝑡
(𝑖)

𝜎𝜀
(𝑖) ; 𝑖 = 1, . . , 𝑛        [7.36] 

 𝜀′𝑡
(𝑖)  มี Mean = 0  และ Variance = 1 

             𝜀′𝑡
(𝑖)

= 𝐵𝜉𝑡         [7.37] 
 𝜉𝑡  =    ตวัแปรสุ่มซ่ึง Independent in Time and Space (Standard Normal Variate) 
 𝐵̂𝐵̂𝑇 = 𝑀̂𝑜              [7.38] 
 𝑀̂𝑜 คือ Lag-zero Cross Correlation Matrix ของอนุกรมเวลำ 𝑍𝑡

(𝑖)
 

 
 กำรสังเครำะห์ขอ้มูลดว้ย Approximate Multivariate ARMA(p,q) มีขั้นตอนดงัต่อไปน้ี 

(1) สังเครำะห์ Standardized Independent Normal Random Variate 
    𝜉0

(𝑖), 𝜉−1
(𝑖), 𝜉−2

(𝑖), . . . , 𝜉−𝑞(𝑖)+1 
(𝑖)

; 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 
(2) หำค่ำ Residuals 𝜀 ′

𝑜

(𝑖)
= 𝐵𝜉𝑜 

𝜀′−1
(𝑖)

= 𝐵𝜉−1 

 . 
𝜀′−𝑞(𝑖)+1

(𝑖)
= 𝐵𝜉−𝑞(𝑖)+1 

หำ 𝜀𝑗
(𝑖) = 𝜎𝜀

(𝑖)𝜀′
𝑗
; 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 ; 𝑗 = 0,1, . . ,1 − 𝑞 

(3) หำ 𝑍𝑡
(𝑖)

= ∑ 𝜙𝑗
(𝑖)𝑍𝑡−𝑗

(𝑖)𝑝(𝑖)

𝑗=1 + ∑ 𝜃𝑗
(𝑖)𝜀𝑡−𝑗

(𝑖)𝑞(𝑖)
𝑗=0  

 ใหส้ังเครำะห์ขอ้มูล 𝑡 = 1, . . . . , 𝑁 ′ เม่ือ 𝑁′ = 𝑁𝑔 + 𝑁𝑤
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7.7 การทดสอบความเหมาะสมของแบบจ าลองรายตัวแปรรายปี (Goodness of Fit Test for Multivariate 
Annual Models) 
 กำรทดสอบควำมเหมำะสมของแบบจ ำลองมีขั้นตอนดงัน้ี 

(1) เปรียบเทียบ Multivariate Correlation Matrices Mo, M1 และ M2 ของอนุกรมเวลำตวัอยำ่งกบั
อนุกรมเวลำท่ีสังเครำะห์ 

(2) เปรียบเทียบ Correlogram ของอนุกรมเวลำตวัอยำ่งกบัอนุกรมเวลำท่ีสังเครำะห์ พร้อมตรวจสอบ 
Probability Limit ดว้ยสมกำร [3.49] 

  𝑟𝛼/2 = +
𝑧𝛼/2

𝑁
 

(3) ทดสอบ Independence in Time และ Space ของ Multivariate Residuals Series (ε𝑡) หรือ (𝜉𝑡) 

 𝜀𝑡 = 𝐵−1(𝑍𝑡 − 𝐴1𝑍𝑡−1)       ส ำหรับ AR(1) 

 𝜀𝑡 = 𝐵−1(𝑍𝑡 − 𝐴1𝑍𝑡−1 − 𝐴2𝑍𝑡−2)  ส ำหรับ AR(2) 
𝜉𝑡 = 𝐵−1𝜀𝑡 

𝜀′𝑡
(𝑖)

=
𝜀𝑡
(𝑖)

𝜎𝜀
(𝑖) ; 𝑖 = 1, . . , 𝑛     (𝜀′𝑡 =  𝑆𝑡𝑎𝑛𝑑𝑎𝑟𝑑𝑖𝑧𝑒𝑑 𝜀𝑡) 

(4) ทดสอบสมมติฐำนกำรแจกแจงแบบปกติของ Multivariate Residuals Series (ε𝑡)  หรือ (𝜉𝑡) 
 
7.8 ตัวอย่างการจ าลองอนุกรมเวลารายปีด้วย Multivariate AR(p) 
 จงสร้ำงแบบจ ำลองแบบหลำยตวัแปรส ำหรับอนุกรมเวลำน ้ำท่ำรำยปีของ 4 สถำนี Strausburg, 
Antietam, Point of Rocks และ Cumberland ของลุ่มน ้ำโปโตแมก ซ่ึงมีขอ้มูลระหวำ่งปี 1931-1960 ดงัตำรำงท่ี 
7.1 ก ำหนดใหส้ถำนี 
 Strausburg=1, Antietam=2, Point of Rocks=3 และ Cumberland=4 
 
ตารางที ่7.1 Annual Flows (cfs) at the Stations Struasburg, Antietam, Point of Rocks and Cumberland 
(1931-1960) 

Station Strausburg (1) 

282 675 344 325 804 330 742 741 745 500 

1047 490 241 592 567 366 998 461 430 545 

610 494 769 984 767 226 790 378 232 402 

Station Antietem (2) 

158 309 268 268 242 127 383 479 423 278 

378 228 192 257 231 181 357 242 270 280 

251 209 336 340 251 173 344 168 125 229 

Station Points of  Rocks (3) 

4642 10100 7767 7056 11350 4665 10840 11010 13030 8543 

13210 7867 5220 8828 8925 6849 13480 6744 7317 9108 

9002 8692 12670 13440 10670 4856 12700 6920 4920 6190 

Station Cumberland (4) 

731 1314 1192 1344 1649 643 1237 1336 1609 1231 

1440 1228 750 1172 1439 1134 1652 986 1087 1175 

1113 1218 1574 1570 1356 760 1480 1060 852 799 
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7.8.1 การวเิคราะห์เบื้องต้นและการระบุรูปแบบของแบบจ าลอง (Preliminary Analysis and 
Model Identification) 

ผลกำรตรวจสอบกำรแจกแจงแบบปกติของอนุกรมเวลำพบวำ่ ค่ำสัมประสิทธ์ิควำมเบ ้(Skewness 
Coefficients) ของอนุกรมเวลำของสถำนีต่ำงๆมีค่ำดงัน้ี 

 
𝛾1 = 0.388 
𝛾2 = 0.486 
𝛾3 = 0.160 
𝛾4 = −0.278 

N=30 , จำกตำรำงท่ี 3.2 
𝛾0.1(30) = 0.662 
𝛾0.02(30) = 0.986 

 
 จึงสำมำรถสรุปไดว้ำ่อนุกรมเวลำทั้ง 4 มีกำรแจกแจงแบบปกติ 

พล๊อตอนุกรมเวลำดงัรูปท่ี 7.2 ซ่ึงไม่ไดแ้สดง Long-Term Memory และ Long-Term Dependence ผล
กำรค ำนวณค่ำ Lag One ACF พบวำ่มีค่ำนอ้ยมำก จึงเป็นกำรสนบัสนุนขอ้สรุปดงักล่ำว 

 
𝑟1

(1)
= −0.118 

𝑟1
(2)

= −0.200 

𝑟1
(3)

= −0.096 

𝑟1
(4)

= −0.058 

 
เลือก Multivariate AR(1) 

 
7.8.2 การประมาณค่าพารามิเตอร์ 
ค ำนวณค่ำเฉล่ียและส่วนเบ่ียงเบนมำตรฐำนของอนุกรมเวลำทั้ง 4 ดงัแสดงอยูใ่นตำรำงท่ี 7.2 
 

ตารางที ่7.2  ค่ำเฉล่ียและส่วนเบ่ียงเบนมำตรฐำนของอนุกรมเวลำทั้ง 4 
อนุกรมเวลำ (i) 𝑀𝑒𝑎𝑛 (𝜇̂(𝑖)) 𝑆𝑡𝑎𝑛𝑑𝑎𝑟𝑑 𝐷𝑒𝑣𝑖𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛(𝜎̂(𝑖)) 

1 562.567 231.872 

2 265.900 84.458 

3 8,897.033 2,790.089 

4 1,207.367 284.153 
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รูปที ่7.2 Annual Flows (cfs) at the Stations (1)Struasburg (2)Antietam (3)Point of Rocks and 
(4)Cumberland (1931-1960) 

 
ค  ำนวณหำ Standardized Series จำกสมกำร 
 

𝑧𝑡
(𝑖)

=
𝑦𝑡

(𝑖)
−𝜇̂(𝑖)

𝜎̂(𝑖)
  

เช่น  𝑧1
(1)

=
282−562.567

231.872
= −1.210 

 𝑧2
(1)

=
675−562.567

231.872
= 0.485 

 𝑧30
(1)

=
402−562.567

231.872
= −0.692 

 
 ค  ำนวณหำค่ำ 𝑟0

𝑖𝑗และ 𝑟1
𝑖𝑗 เม่ือ 𝑖 และ 𝑗 = 1,2,3,4 จะได ้𝑀̂0 และ 𝑀̂1 ดงัน้ี 
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𝑀̂0 = [

1.000 0.768 0.960 0.828
0.768 1.000 0.833 0.714
0.960 0.833 1.000 0.913
0.828 0.714 0.913 1.000

] 

 

𝑀̂1 = [

−0.118 0.067 −0.079 −0.110
−0.129 0.200 −0.119 −0.242
−0.148 0.121 −0.096 −0.147
−0.118 0.208 −0.040 −0.058

] 

 

𝑟𝑘(𝛼) =
−1 ± 𝑢𝛼/2√𝑁 − 𝑘 − 1

𝑁 − 𝑘
 

 

𝑟1(0.95) =
−1 ± 1.96√30 − 1 − 1

30 − 1
= −0.39212, +0.32315 

 
𝑀̂1 แสดงใหเ้ห็นวำ่ 𝑟1

𝑖𝑗 มีค่ำนอ้ยมำก สูงสุดเท่ำกบั 0.200 เท่ำนั้น แสดงวำ่ควรใชเ้ฉพำะ 𝑀̂0ในกำร
ประมำณค่ำพำรำมิเตอร์ อยำ่งไรก็ตำมในตวัอยำ่งน้ีจะแสดงวธีิกำรสร้ำงแบบจ ำลอง Multivariate AR(1) ต่อไป 

ค ำนวณหำ 𝐴̂1 และ 𝐵̂𝐵̂𝑇จำกสมกำร 
𝐴1 = 𝑀1𝑀0

−1 
𝐵𝐵𝑇 = 𝑀0 − 𝐴1𝑀1

𝑇 
 

𝐴̂1 = [

−0.598 0.328 0.504 −0.308
−0.233 0.860 −0.035 −0.632
−0.760 0.515 0.595 −0.429
−0.851 0.673 0.385 −0.186

] 

 

𝐵̂𝐵̂𝑇 = [

0.912 0.610 0.835 0.691
0.610 0.639 0.599 0.470
0.835 0.599 0.820 0.716
0.691 0.470 0.716 0.765

] = 𝐷 

 
ค านวณหา 𝑩̂ โดยวธีิ Square Root 

𝑏̂11 =
𝑑̂11

𝑏̂11
=

0.912

𝑏̂11
; 𝑜𝑟 𝑏̂11 = √0.912 = 0.955 

𝑏̂21 =
𝑑̂12

𝑏̂11
=

0.610

0.955
= 0.639 

𝑏̂31 =
𝑑̂13

𝑏̂11
=

0.835

0.955
= 0.874 

𝑏̂41 =
𝑑̂14

𝑏̂11
=

0.691

0.955
= 0.724 

𝑏̂22 = √𝑑̂22 − (𝑏̂21)
2

= √0.639 − 0.6392 = 0.481 

𝑏̂32 =
𝑑̂23 − 𝑏̂21𝑏̂31

𝑏̂22
=

0.599 − 0.639 𝑥 0.874

0.481
= 0.084 
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𝐵̂ = [

0.955 0 0 0
0.639 0.481 0 0
0.874 0.084 0.222 0
0.714 0.061 0.367 0.325

] 

 

 
7.8.3 การทดสอบ Goodness of Fit ของแบบจ าลอง 
(1) ค ำนวณหำ Residual Matrix Series 𝜀𝑡 จำกสมกำร 
𝜀𝑡 = 𝐵̂−1(𝑍𝑡 − 𝐴̂1𝑍𝑡−1) 
 

RESIDUAL SERIES NUMBER 1   
      

-1.266 0.454 -0.961 -1.472 0.946 -0.259 0.908 0.484 0.190 -0.749 

2.066 -0.022 -1.272 -0.257 0.112 -0.472 2.086 -0.010 -0.617 -0.289 

0.036 -0.245 1.032 1.882 1.317 -1.069 0.754 -0.941 -1.383 -0.964 

RESIDUAL SERIES NUMBER 2 
       

-0.972 -0.144 1.188 1.419 -1.787 0.055 1.424 2.697 0.140 0.327 

-0.258 -1.063 0.604 -1.181 -0.909 0.371 0.477 0.594 0.149 -0.217 

-0.880 -1.080 1.472 0.077 -0.996 0.623 0.025 -0.963 -0.661 0.573 

RESIDUAL SERIES NUMBER 3 
       

-1.517 -0.099 1.572 0.003 0.065 -0.944 -0.340 -1.722 1.513 -0.589 

-1.801 0.351 -0.037 -0.928 0.417 1.005 -0.071 -1.094 -0.438 0.209 

-0.690 1.423 2.314 -0.092 0.361 0.204 1.607 1.607 0.156 -0.952 

RESIDUAL SERIES NUMBER 4 
       

-0.544 0.627 0.095 2.651 1.053 -1.271 0.093 0.550 -1.601 -0.129 

-0.802 1.320 -1.477 0.156 2.316 0.505 0.848 0.498 0.504 -1.061 

-0.940 -0.189 -0.243 -0.380 0.097 -0.465 -1.207 -0.174 -0.010 -1.091 

 

(2) ค ำนวณหำ Lag-Zero Cross Correlation Matrix M0() 
 

𝑀0(𝜀) = [

1.000 −0.011 −0.002 0.003
−0.011 1.000 −0.010 0.011
−0.002 −0.010 1.000 0.002
0.003 0.011 0.002 1.000

] 

 
(3) Probability Limit ของ Lag-Zero Cross Correlation จะค ำนวณจำกสมกำร 

𝑟(𝛼) = ±
𝑢𝛼/2

√𝑁
 

𝑟(0.05) = ±
1.96

√30
=  + 0.3578 

(4) ค่ำ Lag-Zero Cross Correlation 𝑟0
𝑖𝑗เม่ือ 𝑖 ≠ 𝑗 มีค่ำอยูใ่น Probability Limit แสดงวำ่ 𝜀𝑡 เป็นอิสระ

และสรุปไดว้ำ่ AR(1) เหมำะสมกบัอนุกรมเวลำตวัอยำ่ง 
(5) ค ำนวณหำ Correlogram 𝑟𝑘𝑖𝑖(𝜀) (𝑖 = 1,2,3,4) โดยใชส้มกำร [2.5b] และค ำนวณหำ Probability 

Limit จำกสมกำร 𝑟𝑘(𝛼) =
−1±𝑢𝛼/2√𝑁−𝑘−1

𝑁−𝑘
 ไดผ้ลดงัรูปท่ี 7.2 
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รูปที ่7.3 Correlogram 𝑟𝑘𝑖𝑖(𝜀) (i=1,2,3,4) และ 95% Probability Limit 
 
ค่ำ Correlation 𝑟𝑘𝑖𝑖เม่ือ i=1,2,3,4  มีค่ำอยูใ่น Probability Limit แสดงวำ่ 𝜀𝑡

𝑖𝑖 เป็นอิสระและสนบัสนุน
ขอ้สรุปท่ีวำ่ AR(1) เหมำะสมกบัอนุกรมเวลำตวัอยำ่ง 
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ทดสอบวำ่ Residuals มีกำรแจกแจงแบบปกติ  โดยใชก้ำรทดสอบค่ำสัมประสิทธ์ิควำมเบ ้ซ่ึงผลกำร
ทดสอบแสดงอยูใ่นตำรำง และสำมำรถสรุปไดว้ำ่ Residual Series มีกำรแจกแจงแบบปกติ 

 
  𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑎𝑙 𝑆𝑒𝑟𝑖𝑒𝑠 (𝑖)   𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑑  𝛾𝑖  𝐶𝑟𝑖𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙 𝛾(0.02) 𝐻𝑦𝑝𝑜𝑡ℎ𝑒𝑠𝑖𝑠 𝑜𝑓 𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑖𝑡𝑦 

1 0.541 0.986 Accepted 

2 0.601 0.986 Accepted 

3 0.305 0.986 Accepted 

4 0.689 0.986 Accepted 

 
7.8.4 Optional Tests of the Model 

 ใช ้Multivariate AR(1) ในกำรสังเครำะห์อนุกรมเวลำ แลว้ท ำกำรทดสอบควำมเหมำะสมตำมวธีิกำร
ในหวัขอ้ (3) นัน่คือกำรทดสอบควำมเป็นอิสระของ Residual กบัพื้นท่ีโดยใช ้Lag-Zero Cross Correlation 
(M0()) และทดสอบควำมเป็นอิสระของ Residual กบัเวลำโดยใช ้Correlogram  𝑟𝑘𝑖𝑖(𝜀) 
  ตวัอยำ่งกำรสังเครำะห์อนุกรมเวลำ 

 

𝑧̂𝑡
(𝑖)

=
𝑦̂𝑡

(𝑖)
− 𝜇̂(𝑖)

𝜎̂(𝑖)
 

 

𝑦̂𝑡
(1)

= 562.6 + 231.9 𝑧̂𝑡
(1) 

𝑦̂𝑡
(2)

= 265.9 + 84.5 𝑧̂𝑡
(2) 

𝑦̂𝑡
(3)

= 8,897.0 + 2,790.1 𝑧̂𝑡
(3) 

𝑦̂𝑡
(4)

= 1,204.4 + 284.2 𝑧̂𝑡
(4) 

 
𝑍̂𝑡 = 𝐴1𝑍̂𝑡−1 + 𝐵𝜀𝑡 
𝜀𝑡= Independent Normal Random Number มี Mean=0 และ Standard Deviation=1 
𝑧̂𝑡

(1)
= −0.598 𝑧̂𝑡−1

(1)
+ 0.328 𝑧̂𝑡−1

(2)
+ 0.504 𝑧̂𝑡−1

(3)
− 0.308 𝑧̂𝑡−1

(4)
+ 0.955 𝜀𝑡

(1) 

𝑧̂𝑡
(2)

= −0.233 𝑧̂𝑡−1
(1)

+ 0.860 𝑧̂𝑡−1
(2)

− 0.035 𝑧̂𝑡−1
(3)

− 0.632 𝑧̂𝑡−1
(4)

+ 0.639 𝜀𝑡
(1) 

              +0.481 𝜀𝑡
(2) 

𝑧̂𝑡
(3)

= −0.760 𝑧̂𝑡−1
(1)

+ 0.515 𝑧̂𝑡−1
(2)

+ 0.595 𝑧̂𝑡−1
(3)

− 0.429 𝑧̂𝑡−1
(4)

+ 0.874 𝜀𝑡
(1) 

              +0.084 𝜀𝑡
(2)

+ 0.222 𝜀𝑡
(3) 

𝑧̂𝑡
(4)

= −0.851 𝑧̂𝑡−1
(1)

+ 0.673 𝑧̂𝑡−1
(2)

+ 0.385 𝑧̂𝑡−1
(3)

− 0.186 𝑧̂𝑡−1
(4)

+ 0.724 𝜀𝑡
(1) 

              +0.016 𝜀𝑡
(2)

+ 0.367 𝜀𝑡
(3)

+ 0.325 𝜀𝑡
(4) 

 
 สังเครำะห์ค่ำ Standardized Normal Random Number 𝜀𝑡

(𝑖) เม่ือ t=1 ดงัตำรำง 
t (i) 𝜀𝑡

(𝑖) 

1 1 -0.155 

 2 0.420 

 3 0.360 

 4 -0.595 

  
 จำกค่ำ 𝜀𝑡

(𝑖)ท่ีสังเครำะห์ไดด้งัตำรำงขำ้งบน ถำ้ก ำหนดให ้𝑧̂0
(𝑖)

= 0 เม่ือ i=1,2,3,4 จะสำมำรถ
สังเครำะห์หำค่ำ 𝑧̂1

(𝑖)ไดด้งัน้ี 
𝑧̂𝑡

(1)
= 0.955(−0.155) = −0.148 
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𝑧̂𝑡
(2)

= 0.639(−0.155) + 0.481(0.420) = 0.103 
𝑧̂𝑡

(3)
= 0.874(−0.155) + 0.084(0.420) + 0.222(0.360) = −0.020 

𝑧̂𝑡
(4)

= 0.724(−0.155) + 0.016(0.420) + 0.365(0.360) + 0.325(−0.525) = −0.144 
 
 หลงัจำกนั้นจึงค ำนวณหำค่ำ 𝑦̂𝑡

(𝑖)ดงัน้ี 
𝑦̂𝑡

(1)
= 562.6 + 231.9(−0.148) = 528.3 

𝑦̂𝑡
(2)

= 265.9 + 84.5(0.103) = 274.6 
𝑦̂𝑡

(3)
= 8,897.0 + 2,790.1(−0.020) = 8,841.2 

𝑦̂𝑡
(4)

= 1,204.4 + 284.2(−0.144) = 1,163.5 
 
 ในท ำนองเดียวกนัสังเครำะห์ค่ำ Standardized Normal Random Number 𝜀𝑡

(𝑖) เม่ือ t=2  ดงัตำรำง 
 

t (i) 𝜀𝑡
(𝑖) 

2 1 1.520 

 2 -0.050 

 3 -0.650 

 4 0.265 

  
 จะสำมำรถสังเครำะห์หำค่ำ 𝑧̂2

(𝑖) และ  𝑦̂2
(𝑖) ไดด้งัน้ี 

𝑧̂2
(1)

= −0.598(−0.148) + 0.328(0.103) + 0.504(−0.020) − 0.308(−0.144)

+ 0.955(1.520) = 1.608 
𝑧̂2

(2)
= −0.233(−0.148) + 0.860(0.103) + 0.035(−0.020) − 0.632(−0.144)

+ 0.639(1.520) + 0.481(−0.050) = 1.162 
𝑧̂2

(3)
= −0.760(−0.148) + 0.515(0.103) + 0.595(−0.020) + 0.874(−0.144)

+ 0.874(1.520) + 0.084(−0.050) + 0.222(−0.650) = 1.208 
𝑧̂2

(4)
= −0.851(−0.148) + 0.673(0.103) + 0.385(−0.020) − 0.186(−0.144)

+ 0.724(1.520) + 0.016(−0.050) + 0.367(−0.650) + 0.325(0.265)
= 1.162 

𝑦̂𝑡
(1)

= 562.6 + 231.9(1.608) = 935.5 
𝑦̂𝑡

(2)
= 265.9 + 84.5(1.162) = 364.1 

𝑦̂𝑡
(3)

= 8,897.0 + 2,790.1(1.208) = 12,267.4 
𝑦̂𝑡

(4)
= 1,204.4 + 284.2(1.162) = 1,534.6 

 
7.8.5 Reliability ของพารามิเตอร์แบบจ าลอง 
คือกำรหำช่วงควำมเช่ือมัน่พำรำมิเตอร์ของแบบจ ำลองจำกขอ้มูลท่ีสังเครำะห์ข้ึนใหม่ 
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7.9 ข้อจ ากดัของ Multivariate Annual Modeling 
 
 แบบจ ำลอง Multivariate AR(1) มีคุณสมบติัท่ีคงค่ำ Mean, Standard Deviation, Lag-One Cross 
Correlation และ Lag-One Autocorrelation หรือเป็นแบบจ ำลองแบบ Short Memory จึงไม่สำมำรถคงค่ำ Long 
Term Persistence หรือ Long Term Dependence เช่น Drought หรือ Storage Related Characteristics ได ้ดงันั้น
ถำ้ตอ้งกำรแบบจ ำลองท่ีสำมำรถคงค่ำ Long Term Persistence ตอ้งใชแ้บบจ ำลองอ่ืนเช่น ARMA(p,q) 
 กรณีท่ีอนุกรมเวลำไม่ไดมี้กำรแจกแจงแบบปกติ ทำงเลือกในกำรจ ำลองมี 3 แนวทำงคือ 

– กำรแปลงอนุกรมเวลำแบบ Non-normal เป็น Normal โดยใชฟั้งคช์ัน่กำรแปลงท่ีเหมำะสม แลว้จึง
ท ำกำรจ ำลองอนุกรมเวลำท่ีแปลงค่ำแลว้ 

– ท ำกำรจ ำลองอนุกรมเวลำแบบ Non-normal แลว้หำฟังคช์ัน่กำรแจกแจงควำมน่ำจะเป็นของ 
Uncorrelated Residuals 

– หำควำมสัมพนัธ์ระหวำ่งโมเมนตท่ี์ 1 และ 2 ของอนุกรมเวลำแบบไม่ปกติ กบัโมเมนตท่ี์ 1 และ 2 
ของอนุกรมเวลำแบบปกติ เพื่อจะไดค้งค่ำโมเมนตท่ี์ 1 และ 2 ของอนุกรมเวลำแบบไม่ปกติ ตำม
วธีิท่ีกล่ำวถึงในหวัขอ้ 3.2.3 

 กำรหำค่ำพำรำมิเตอร์ของแบบจ ำลองแบบหลำยตวัแปร จ ำเป็นท่ีเมทริกซ์ 𝑀̂0, 𝐵̂𝐵̂𝑇 ตอ้งเป็นเมทริกซ์
แบบ Consistent (Positive Definite หรือ Positive Semi Definite) ถำ้เมทริกซ์ 𝑀̂0, 𝐵̂𝐵̂𝑇เป็นแบบ Inconsistent 
(ไม่เป็น Positive Definite หรือ Positive Semi Definite) จะไม่สำมำรถหำค่ำพำรำมิเตอร์ได ้ Crosby และ 
Maddock(1970) เสนอแนะวิธีกำรหำเมทริกซ์ 𝑀̂0, 𝐵̂𝐵̂𝑇 ท่ีเป็นเมทริกซ์แบบ Consistent  
 
7.10 การประยุกต์ใช้แบบจ าลองแบบหลายตัวแปรกบัอนุกรมเวลารายปี (Annual Multivariate Model) ในทาง
ปฏิบัติ 
 กำรใชแ้บบจ ำลองแบบหลำยตวัแปรกบัอนุกรมเวลำรำยปี ในกำรสังเครำะห์อนุกรมเวลำของหลำย
สถำนี มีวตัถุประสงคเ์พื่อกำรวำงแผนระบบแหล่งน ้ำซ่ึงมีกำรใชง้ำนขำ้มปี (Over-year Regulation) แต่กรณี
ระบบแหล่งน ้ำแบบมีหลำยอ่ำงเก็บน ้ำ (Multireservoir) ท่ีมีกำรใชง้ำนทั้งในลกัษณะขำ้มปีและใชง้ำนเป็น
ฤดูกำลและจ ำเป็นตอ้งสังเครำะห์อนุกรมเวลำรำยฤดูกำล กำรสังเครำะห์อนุกรมเวลำรำยฤดูกำลท ำได ้2 แบบคือ 
แบบท่ี 1 กำรใชแ้บบจ ำลองแบบหลำยตวัแปรสังเครำะห์อนุกรมเวลำรำยฤดูกำล และแบบท่ี 2 กำรจ ำลองโดยใช้
แบบจ ำลอง Disaggregation แบบท่ี 2 จะแบ่งกำรสังเครำะห์อนุกรมเวลำเป็น 2 ขั้นคือขั้นท่ี 1 กำรสังเครำะห์
อนุกรมเวลำรำยปีของหลำยสถำนี และขั้นท่ี 2 คือกำรแตกอนุกรมเวลำรำยปีเป็นรำยฤดูกำล (Disaggregation) 
รำยละเอียดกำรใชแ้บบจ ำลองแบบ Disaggregation จะไดก้ล่ำวถึงในบทท่ี 8 ตวัอยำ่งกำรสังเครำะห์อนุกรมเวลำ
รำยเดือนของ 5 สถำนี ดงัรูปท่ี 7.4 สำมำรถท ำได ้2 แบบตำมท่ีกล่ำวมำแลว้ 
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รูปที ่7.4  ระบบชลประทำน Majes-Siguas ในประเทศเปรูซ่ึงตอ้งกำรสังเครำะห์อนุกรมเวลำของ 5 สถำนี 
 
7.11 การจ าลองแบบหลายตัวแปรกบัอนุกรมเวลาแบบ Periodic (Multivariate Modeling of Periodic Time 
Series) 
 
 ตำมท่ีกล่ำวมำแลว้ กำรจ ำลองแบบหลำยตวัแปรกบัอนุกรมเวลำแบบ Periodic สำมำรถท ำไดด้งัน้ี 
ใชแ้บบจ ำลอง AR แบบ Constant หรือ Periodic พำรำมิเตอร์ 
ใชแ้บบจ ำลอง ARMA แบบ Constant หรือ Periodic พำรำมิเตอร์ 
  
 7.11.1 การประยุกต์ใช้แบบจ าลอง AR และ ARMA แบบ Constant พารามิเตอร์กบักรณหีลายตัวแปร  
 ตวัอยำ่งกำรประยกุตใ์ชแ้บบจ ำลอง AR(1),  AR(2) และ ARMA(1,1) แบบ Constant พำรำมิเตอร์กบั
กรณีหลำยตวัแปร สำมำรถท ำไดด้งัน้ี 
ให ้  𝑍𝑡

(𝑖)
= 𝑍𝜐,𝜏

(𝑖)        [7.39] 
 เม่ือ  𝑡 = (𝑣 − 1)𝜔 + 𝜏 และ 𝑖 = 1, . . . . , 𝑛 
 กรณี AR(1) : 𝑍𝑡 = 𝐴1𝑍𝑡−1 + 𝐵𝜀𝑡 
 กรณี AR(2) :  𝑍𝑡 = 𝐴1𝑍𝑡−1 + 𝐴2𝑍𝑡−2 + 𝐵𝜀𝑡 
 กรณี ARMA(1,1) : 𝑍𝑡 = 𝐴1𝑍𝑡−1 + 𝐵0𝜀𝑡 − 𝐵1𝜀𝑡−1 
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 7.11.2 แบบจ าลอง AR หลายตัวแปรแบบ Periodic พารามิเตอร์ (Multivariate AR Models with  
Periodic Parameters) 
   𝑌𝜐,𝜏 = 𝜇𝜏 + 𝜎𝜏𝑍𝜐,𝜏       [7.40] 

𝑌𝜐,𝜏 =

[
 
 
 
 𝑦𝜐,𝜏

(1)

𝑦𝜐,𝜏
(2)

.

𝑦𝜐,𝜏
(𝑛)

]
 
 
 
 

  ;  𝜇𝜏 =

[
 
 
 
 𝜇𝜏

(1)

𝜇𝜏
(2)

.

𝜇𝜏
(𝑛)

]
 
 
 
 

 

   𝜎𝜏 =

[
 
 
 
 𝜎𝜏

(1)
0 . 0

0 𝜎𝜏
(2)

. 0
. . . .

0 0 . 𝜎𝜏
(𝑛)

]
 
 
 
 

= 𝐷𝑖𝑎𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙 𝑀𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥 

𝑍𝜐,𝜏 =

[
 
 
 
 𝑧𝜐,𝜏

(1)

𝑧𝜐,𝜏
(2)

.

𝑧𝜐,𝜏
(𝑛)

]
 
 
 
 

 

    
 แบบจ าลอง AR(1) แบบ Periodic พารามิเตอร์ 

 𝑍𝜐,𝜏 = 𝐴1,𝜏𝑍𝜐,𝜏−1 + 𝐵𝜏𝜀𝜐,𝜏        [7.41] 

  𝐴1,𝜏 = (𝑛 𝑥 𝑛) Periodic Coefficient Matrix of Period  

 𝐵𝜏 = (𝑛 𝑥 𝑛)  Periodic Coefficient Matrix of Period  
  𝜀𝜐,𝜏 = (𝑛 𝑥 1)   Vector of Independent Normally Distributed Random Variable 

𝐸(𝑍𝜐,𝜏) = 𝐸(𝜀𝜐,𝜏) = 0         [7.42]                  

  𝑉𝑎𝑟(𝑍𝜐,𝜏) = 𝑉𝑎𝑟(𝜀𝜐,𝜏) = 1       [7.43] 
 𝐸(𝜀𝜐,𝜏 .  

(𝑖)
𝜀𝜐,𝜏

(𝑗)
) = 0 ; 𝑖 = 𝑗       [7.44] 

 𝐸(𝜀𝜐,𝜏 .  𝜀𝜐,𝜏
𝑇 ) = 𝐼 = 𝐼𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖𝑡𝑦 𝑀𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥      [7.45] 

 
 การประมาณค่า Periodic พารามิเตอร์ 

𝑍𝜐,𝜏
(𝑖)

=
𝑦𝜐,𝜏

(𝑖)
−𝜇𝜏

(𝑖)

𝜎𝜏
(𝑖)          [7.46] 

 𝐴̂1,𝜏 = 𝑀̂1,𝜏 𝑀̂0,𝜏−1
−1         [7.47] 

𝐵̂𝜏𝐵̂𝜏
𝑇 = 𝑀̂0,𝜏 − 𝑀̂1,𝜏 𝑀̂0,𝜏−1

−1 𝑀̂1,𝜏
𝑇       [7.48] 

 𝑀̂0,𝜏, 𝑀̂0,𝜏−1และ 𝑀̂1,𝜏
𝑇  =  𝑃𝑒𝑟𝑖𝑜𝑑𝑖𝑐 𝐶𝑜𝑟𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑀𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥 

 

 𝑀̂𝑘,𝜏 =

[
 
 
 
 
𝑟𝑘,𝜏

11 𝑟𝑘,𝜏
12 . 𝑟𝑘,𝜏

1𝑛

𝑟𝑘,𝜏
21 𝑟𝑘,𝜏

22 . 𝑟𝑘,𝜏
2𝑛

.      .    .    .

𝑟𝑘,𝜏
𝑛1 𝑟𝑘,𝜏

𝑛2 . 𝑟𝑘,𝜏
𝑛𝑛

]
 
 
 
 

       [7.49] 
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 เม่ือ 𝑘 = 0, 1 และ 𝜏 = 1, … , 𝜔 
 𝑟𝑘,𝜏

𝑖𝑗
= 𝐸 [𝑍𝑣,𝜏

(𝑖)𝑍𝑣,𝜏−𝑘
(𝑗)

]    =   𝑃𝑒𝑟𝑖𝑜𝑑𝑖𝑐 𝐿𝑎𝑔 𝑘 𝐶𝑜𝑟𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑀𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥  [7.50] 
 
 การสังเคราะห์อนุกรมเวลาด้วยแบบจ าลองหลายตัวแปรแบบ Periodic พารามิเตอร์ 
  Multivariate AR(1): 𝑍𝜐,𝜏 = 𝐴1,𝜏𝑍𝜐,𝜏−1 + 𝐵𝜏𝜀𝜐,𝜏 

(1) สังเครำะห์  𝜀1,1 
(2) สมมติ 𝑍1,0 = [0]  
(3) ค ำนวณ 𝑍1,1 = 𝐴1,1𝑍1,0 + 𝐵1𝜀1,1 
(4) สังเครำะห์ 𝜀1,2 
(5) 𝑍1,2 = 𝐴1,2𝑍1,1 + 𝐵2𝜀1,2 

(6)  ท  ำซ ้ ำขั้น 4 และ 5 จนกระทัง่ได ้𝜀1,𝜔และ 𝑍1,𝜔 = 𝐴1,𝜔𝑍1,𝜔−1 + 𝐵1𝜀1,𝜔 
(7)  สังเครำะห์ 𝜀2,1 
(8)  สมมติ 𝑍2,0 = [0] = [𝑍1,12] 
(9)   𝑍2,1 = 𝐴1,1𝑍2,0 + 𝐵1𝜀2,1 

  . 
(10)    𝑍2,𝜔 = 𝐴1,𝜔𝑍2,𝜔−1 + 𝐵𝜔𝜀2,𝜔 

(11)    ท  ำซ ้ ำจนกระทัง่ 𝑉 = 𝑁 ′ = 𝑁𝑔 + 𝑁𝜔 
 

 7.11.3 แบบจ าลอง ARMA หลายตัวแปรแบบ Periodic พารามิเตอร์ (Multivariate ARMA Models 
with Periodic Parameters) 
 Multivariate ARMA(1,1) 
 𝑍𝑡 = 𝐴1𝑍𝑡−1 + 𝐵0𝜀𝑡 − 𝐵1𝜀𝑡−1      [7.51] 
 การประมาณค่าพารามิเตอร์ 
 𝑍𝑡 . 𝑍𝑡−𝑘

𝑇 = 𝐴1𝑍𝑡−1. 𝑍𝑡−𝑘
𝑇 + 𝐵0𝜀𝑡 . 𝑍𝑡−𝑘

𝑇 − 𝐵1𝜀𝑡−1𝑍𝑡−𝑘
𝑇  

 𝐸(𝑍𝑡. 𝑍𝑡−𝑘
𝑇 ) = 𝐴1𝐸(𝑍𝑡−1. 𝑍𝑡−𝑘

𝑇 ) + 𝐵0𝐸(𝜀𝑡𝑍𝑡−𝑘
𝑇 ) − 𝐵1𝐸(𝜀𝑡−1𝑍𝑡−𝑘

𝑇 ) 

 𝑀𝑘 = 𝐴1𝑀𝑘−1 + 𝐵0𝐸(𝜀𝑡𝑍𝑡−𝑘
𝑇 ) − 𝐵1𝐸 (𝜀𝑡−1𝑍𝑡−𝑘

𝑇 ) 

 ถำ้  k > q เช่น k=2 และq=1 จะได ้
 𝑀2 = 𝐴1𝑀1         [7.52] 
  ถำ้ k < q  เช่น k=1 และ q=1 
 𝑀1 = 𝐴1𝑀0 − 𝐵1𝐸(𝜀𝑡−1𝑍𝑡−1

𝑇 ) 
𝐸(𝜀𝑡−1. 𝑍𝑡−1

𝑇 ) = 𝐸[𝜀𝑡−1(𝐴1𝑍𝑡−2 + 𝐵0𝜀𝑡−1 − 𝐵1𝜀𝑡−2)
𝑇] 

                        = 𝐸(𝜀𝑡−1𝑍𝑡−2
𝑇 𝐴1

𝑇) + 𝐸(𝜀𝑡−1𝜀𝑡−1
𝑇 𝐵0

𝑇) − 𝐸(𝜀𝑡−1𝜀𝑡−2
𝑇 𝐵1

𝑇) 
                   = 𝐵0

𝑇  

        𝑀1 = 𝐴1𝑀0 − 𝐵1𝐵0
𝑇      [7.53]  

 จำกสมกำร [7.52] จะได ้ 𝐴1 = 𝑀2𝑀1
−1 
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 แทนค่ำ A1 ลงไปใน [7.53]  จะได ้
 𝐵1𝐵0

𝑇 = 𝑀2𝑀1
−1𝑀0 − 𝑀1       [7.54] 

 𝐵0𝐵0
𝑇 = 𝑀0         [7.55] 

 
7.12 ตัวอย่างการจ าลองแบบหลายตัวแปรกบัอนุกรมเวลา Periodic 
 ระบบ Great Lakes ประกอบไปดว้ยทะเลสำบ Superior, Michigan, Huron, Erie, Ontario และ St.Clair  
ทะเลสำบ Superior เป็นทะเลสำบท่ีใหญ่และส ำคญัท่ีสุดของระบบ Great Lakes ระบำยน ้ำผำ่นแม่น ้ำ St.Mary 
ลงสู่ทะเลสำบ Huron ทะเลสำบ Michigan และ Huron มีระดบัน ้ำเท่ำกนั ดงันั้นในทำงอุทกวทิยำจึงพิจำรณำวำ่
รวมเป็นทะเลสำบเดียวกนัโดยเรียกวำ่ ทะเลสำบ Michigan-Huron น ้ำจำกสองทะเลสำบน้ีจะระบำยผำ่นแม่น ้ำ 
St.Clair ลงสู่ทะเลสำบ St.Clair และหลงัจำกนั้นจะระบำยผำ่นแม่น ้ำ Detroit ลงสู่แม่น ้ำ Erie จุดทำงออกของ
ทะเลสำบ Erie คือแม่น ้ำ Niagara ซ่ึงระบำยน ้ำลงสู่ทะเลสำบ Ontario ซ่ึงเป็นจุดต ่ำสุดของ Great Lakes ตอ้งกำร
ศึกษำเพื่อวำงแผนกำรระบำยน ้ำของ Great Lakes จึงตอ้งสร้ำงแบบจ ำลองสโตแคสติกเพื่อใชใ้นกำรสังเครำะห์
อนุกรมเวลำรำยเดือนของ Net Basin Supplies (NBS) เน่ืองจำกขนำดของทะเลสำบ St.Clair มีขนำดเล็กมำกเม่ือ
เทียบกบัอีก 4 ทะเลสำบ ดงันั้นกำรจ ำลองจะแบ่งออกเป็น 2 ขั้นตอนคือ ขั้นท่ี 1 ท ำแบบจ ำลองแบบหลำยตวัแปร
ของทะเลสำบ Superior, Michigan-Huron, Erie และ Ontario และขั้นท่ี 2 จึงใช ้Multiple Linear Regression 
สังเครำะห์อนุกรมเวลำของ NBS ของทะเลสำบ St.Clair อนุกรมเวลำ NBSรำยเดือนของทะเลสำบทั้ง 4 แสดง
อยูใ่นตำรำงท่ี 7.3(a)-(d) ในบทน้ีจะกล่ำวถึงเฉพำะ 
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ตารางที ่7.3(a) Monthly Net Basin Supplies ส ำหรับทะเลสำบ Ontario (1900-1968) 

29.0 58.0 38.0 106.0 34.0 30.0 28.0 10.0 -1.0 -2.0 32.0 23.0 
24.0 4.0 78.0 153.0 54.0 64.0 26.0 18.0 9.0 -9.0 0.0 61.0 
28.0 8.0 128.0 64.0 45.0 55.0 77.0 23.0 2.0 0.0 15.0 7.0 
11.0 59.0 132.0 92.0 20.0 41.0 43.0 17.0 -1.0 20.0 -2.0 -9.0 
11.0 58.0 106.0 125.0 82.0 56.0 43.0 27.0 7.0 18.0 -20.0 -10.0 
22.0 -1.0 61.0 91.0 60.0 65.0 47.0 36.0 -3.0 17.0 6.0 30.0 
57.0 27.0 34.0 67.0 37.0 56.0 34.0 -3.0 -7.0 30.0 21.0 19.0 
72.0 10.0 61.0 57.0 57.0 37.0 30.0 10.0 11.0 15.0 35.0 45.0 
37.0 52.0 91.0 88.0 102.0 52.0 39.0 6.0 -7.0 0.0 -8.0 -13.0 
30.0 50.0 41.0 113.0 106.0 27.0 39.0 11.0 -9.0 -7.0 11.0 9.0 
23.0 29.0 84.0 76.0 64.0 30.0 23.0 20.0 8.0 3.0 8.0 0.0 
25.0 40.0 42.0 76.0 43.0 44.0 14.0 4.0 11.0 8.0 10.0 39.0 
24.0 26.0 48.0 143.0 99.0 56.0 25.0 16.0 22.0 14.0 35.0 38.0 

110.0 1.0 111.0 82.0 51.0 34.0 12.0 11.0 -6.0 5.0 23.0 10.0 
15.0 15.0 70.0 111.0 59.0 28.0 12.0 17.0 4.0 -5.0 -2.0 -5.0 
40.0 62.0 36.0 44.0 31.0 27.0 25.0 56.0 14.0 3.0 -5.0 16.0 
59.0 26.0 50.0 128.0 94.0 104.0 19.0 -6.0 -9.0 -5.0 1.0 4.0 

7.0 30.0 88.0 102.0 34.0 76.0 54.0 2.0 -1.0 32.0 7.0 15.0 
-2.0 60.0 96.0 86.0 44.0 39.0 26.0 6.0 22.0 33.0 17.0 35.0 
29.0 26.0 62.0 92.0 118.0 40.0 26.0 8.0 -3.0 6.0 5.0 3.0 

0.0 14.0 85.0 58.0 23.0 26.0 36.0 8.0 3.0 13.0 15.0 54.0 
23.0 31.0 96.0 66.0 45.0 19.0 9.0 -11.0 -10.0 -2.0 17.0 13.0 

4.0 47.0 72.0 130.0 44.0 62.0 37.0 5.0 2.0 -7.0 -5.0 -7.0 
24.0 18.0 73.0 75.0 56.0 54.0 9.0 10.0 6.0 1.0 14.0 35.0 
40.0 23.0 52.0 91.0 88.0 36.0 30.0 17.0 16.0 -2.0 -11.0 -5.0 
11.0 75.0 103.0 56.0 38.0 29.0 25.0 1.0 27.0 11.0 49.0 31.0 
19.0 28.0 59.0 122.0 55.0 45.0 20.0 32.0 36.0 34.0 63.0 27.0 
32.0 39.0 95.0 39.0 60.0 37.0 37.0 -4.0 -1.0 13.0 63.0 72.0 
65.0 49.0 58.0 97.0 50.0 56.0 42.0 25.0 -7.0 20.0 30.0 41.0 
52.0 27.0 98.0 132.0 91.0 33.0 29.0 -4.0 -2.0 5.0 14.0 9.0 
69.0 59.0 92.0 67.0 58.0 43.0 22.0 -6.0 -3.0 -19.0 -2.0 -5.0 

7.0 17.0 49.0 54.0 62.0 35.0 24.0 -9.0 7.0 -3.0 10.0 23.0 
81.0 54.0 44.0 108.0 55.0 25.0 29.0 18.0 -12.0 8.0 34.0 23.0 
32.0 16.0 49.0 105.0 49.0 20.0 3.0 6.0 -8.0 -21.0 2.0 15.0 
44.0 10.0 66.0 94.0 29.0 34.0 7.0 -20.0 27.0 -20.0 18.0 9.0 
44.0 31.0 64.0 44.0 52.0 53.0 30.0 -10.0 -1.0 -6.0 9.0 13.0 
18.0 24.0 164.0 107.0 40.0 23.0 6.0 1.0 11.0 9.0 14.0 21.0 
93.0 49.0 28.0 94.0 67.0 40.0 11.0 9.0 -18.0 14.0 24.0 15.0 
28.0 82.0 82.0 68.0 36.0 20.0 25.0 5.0 21.0 -7.0 0.0 5.0 
21.0 43.0 71.0 114.0 43.0 26.0 16.0 8.0 -16.0 -4.0 -15.0 2.0 

8.0 19.0 26.0 141.0 74.0 47.0 35.0 -7.0 4.0 -10.0 21.0 50.0 
75.0 23.0 35.0 76.0 22.0 16.0 22.0 -6.0 3.0 9.0 14.0 24.0 
18.0 29.0 118.0 84.0 64.0 33.0 25.0 1.0 10.0 5.0 28.0 36.0 
46.0 54.0 90.0 87.0 158.0 63.0 27.0 17.0 -2.0 13.0 23.0 -7.0 
12.0 28.0 52.0 90.0 62.0 53.0 21.0 -4.0 6.0 -13.0 1.0 15.0 
22.0 31.0 124.0 89.0 100.0 56.0 39.0 4.0 36.0 54.0 37.0 43.0 
31.0 40.0 80.0 29.0 49.0 38.0 12.0 1.0 6.0 22.0 16.0 22.0 
66.0 41.0 75.0 139.0 108.0 113.0 61.0 12.0 -4.0 -6.0 7.0 11.0 
16.0 40.0 110.0 88.0 72.0 42.0 22.0 3.0 -13.0 2.0 25.0 4.0 
53.0 59.0 53.0 75.0 34.0 20.0 7.0 -16.0 3.0 0.0 -2.0 38.0 
80.0 42.0 68.0 114.0 34.0 37.0 24.0 16.0 -8.0 17.0 34.0 45.0 
52.0 68.0 103.0 142.0 51.0 47.0 45.0 1.0 4.0 0.0 27.0 40.0 
63.0 49.0 79.0 104.0 71.0 30.0 15.0 2.0 1.0 -20.0 10.0 27.0 
33.0 29.0 81.0 53.0 94.0 30.0 17.0 4.0 -2.0 -13.0 0.0 18.0 
16.0 78.0 79.0 115.0 63.0 44.0 3.0 5.0 10.0 33.0 34.0 25.0 
35.0 26.0 106.0 101.0 37.0 18.0 6.0 16.0 -11.0 67.0 17.0 5.0 
21.0 29.0 77.0 128.0 104.0 37.0 22.0 22.0 0.0 -1.0 -4.0 29.0 
29.0 37.0 57.0 63.0 45.0 46.0 22.0 -15.0 6.0 -22.0 9.0 34.0 
12.0 21.0 54.0 75.0 37.0 35.0 17.0 3.0 21.0 -2.0 14.0 12.0 
31.0 43.0 73.0 130.0 56.0 26.0 25.0 -1.0 -12.0 12.0 20.0 65.0 
37.0 61.0 34.0 157.0 87.0 51.0 11.0 1.0 -21.0 -11.0 -7.0 -15.0 
-6.0 37.0 68.0 85.0 61.0 51.0 22.0 1.0 -9.0 -17.0 4.0 7.0 
15.0 26.0 56.0 82.0 38.0 17.0 6.0 14.0 1.0 8.0 19.0 8.0 

0.0 7.0 69.0 93.0 59.0 16.0 10.0 15.0 -14.0 -12.0 21.0 13.0 
21.0 15.0 79.0 82.0 47.0 23.0 12.0 10.0 -20.0 -17.0 -4.0 15.0 
18.0 52.0 49.0 82.0 39.0 23.0 10.0 12.0 11.0 8.0 42.0 50.0 
27.0 45.0 91.0 48.0 32.0 29.0 -19.0 3.0 -4.0 11.0 30.0 42.0 
34.0 16.0 38.0 80.0 52.0 37.0 20.0 4.0 11.0 31.0 57.0 44.0 
31.0 22.0 72.0 55.0 53.0 46.0 19.0 11.0 18.0 6.0 54.0 44.0 
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ตารางที ่7.3(b) Monthly Net Basin Supplies ส ำหรับทะเลสำบ Erie (1900-1968) 

-9.0 61.0 66.0 48.0 25.0 12.0 5.0 -4.0 -39.0 -32.0 -8.0 -15.0 
10.0 -27.0 60.0 51.0 36.0 24.0 -7.0 -21.0 -41.0 -41.0 -21.0 0.0 
-4.0 -18.0 67.0 42.0 45.0 48.0 73.0 -35.0 11.0 -17.0 -16.0 8.0 
15.0 61.0 108.0 90.0 12.0 23.0 11.0 -5.0 -28.0 -33.0 -22.0 -42.0 
32.0 21.0 153.0 84.0 48.0 18.0 11.0 -18.0 -21.0 -34.0 -33.0 -24.0 
30.0 -8.0 57.0 59.0 65.0 55.0 2.0 -18.0 -18.0 -48.0 -4.0 -2.0 
37.0 8.0 32.0 54.0 17.0 23.0 1.0 -4.0 25.0 -5.0 -3.0 53.0 
92.0 1.0 68.0 19.0 46.0 48.0 9.0 -31.0 4.0 -6.0 -18.0 34.0 
42.0 62.0 106.0 54.0 59.0 0.0 -2.0 -22.0 -37.0 -36.0 -67.0 -7.0 
15.0 91.0 52.0 62.0 96.0 42.0 -9.0 -15.0 -42.0 -46.0 9.0 -6.0 

0.0 37.0 80.0 66.0 40.0 4.0 8.0 -12.0 -18.0 -10.0 -11.0 -16.0 
34.0 29.0 33.0 71.0 21.0 12.0 -23.0 -3.0 2.0 -12.0 -16.0 51.0 
26.0 13.0 81.0 105.0 42.0 20.0 1.0 9.0 -3.0 -14.0 -38.0 -7.0 

123.0 36.0 182.0 87.0 23.0 11.0 2.0 -27.0 -34.0 -31.0 32.0 -8.0 
7.0 -1.0 59.0 74.0 94.0 7.0 -1.0 -9.0 -28.0 -35.0 -26.0 -24.0 

28.0 65.0 7.0 14.0 36.0 20.0 37.0 26.0 12.0 -30.0 -26.0 25.0 
85.0 25.0 90.0 74.0 72.0 54.0 -3.0 -41.0 -38.0 -37.0 -20.0 2.0 
32.0 1.0 68.0 82.0 69.0 75.0 38.0 -24.0 -16.0 6.0 7.0 -5.0 

-30.0 45.0 76.0 -28.0 32.0 4.0 -6.0 -20.0 -21.0 -7.0 -37.0 48.0 
-11.0 -3.0 92.0 53.0 90.0 6.0 -14.0 -14.0 -29.0 -7.0 -32.0 -39.0 
10.0 -25.0 54.0 95.0 31.0 33.0 10.0 -7.0 -30.0 -25.0 8.0 10.0 
25.0 33.0 89.0 88.0 23.0 14.0 -16.0 -18.0 -27.0 -20.0 20.0 8.0 

-13.0 24.0 79.0 101.0 56.0 14.0 -2.0 -21.0 -17.0 -45.0 -42.0 4.0 
19.0 -4.0 75.0 46.0 61.0 12.0 -4.0 -38.0 0.0 -51.0 -18.0 81.0 
24.0 27.0 59.0 84.0 54.0 60.0 4.0 -25.0 -3.0 -28.0 -36.0 13.0 

-11.0 55.0 76.0 30.0 7.0 14.0 -1.0 -6.0 6.0 -32.0 22.0 -24.0 
24.0 15.0 55.0 109.0 16.0 36.0 6.0 15.0 65.0 22.0 27.0 1.0 
12.0 45.0 96.0 39.0 69.0 23.0 20.0 -27.0 -18.0 -25.0 52.0 58.0 
28.0 35.0 36.0 54.0 22.0 74.0 22.0 -17.0 -45.0 -18.0 8.0 8.0 
37.0 32.0 92.0 121.0 49.0 3.0 1.0 -41.0 -27.0 -24.0 2.0 34.0 

121.0 50.0 62.0 47.0 6.0 23.0 -21.0 -30.0 -29.0 -36.0 -28.0 -1.0 
13.0 19.0 44.0 49.0 32.0 26.0 6.0 -21.0 -11.0 -27.0 -5.0 36.0 
93.0 37.0 26.0 49.0 57.0 12.0 9.0 -12.0 -35.0 -19.0 6.0 27.0 
40.0 10.0 76.0 72.0 71.0 -1.0 -15.0 -23.0 -20.0 -34.0 -26.0 18.0 

5.0 -8.0 28.0 64.0 10.0 9.0 -20.0 -16.0 -1.0 -55.0 -12.0 -10.0 
15.0 -15.0 61.0 17.0 42.0 22.0 7.0 -19.0 -37.0 -21.0 -19.0 12.0 

-45.0 11.0 110.0 48.0 17.0 1.0 -20.0 -28.0 -14.0 -20.0 -30.0 6.0 
117.0 61.0 12.0 124.0 35.0 87.0 27.0 6.0 -46.0 -21.0 -24.0 20.0 

10.0 101.0 78.0 56.0 35.0 26.0 16.0 -15.0 -15.0 -37.0 -21.0 -15.0 
24.0 36.0 71.0 86.0 16.0 28.0 4.0 -24.0 -37.0 -29.0 -29.0 -22.0 
-7.0 27.0 48.0 104.0 58.0 46.0 6.0 7.0 -18.0 -24.0 -20.0 54.0 
18.0 9.0 30.0 44.0 23.0 19.0 -2.0 -25.0 -42.0 -16.0 -9.0 2.0 
-7.0 57.0 104.0 70.0 55.0 24.0 17.0 -14.0 -21.0 -3.0 18.0 42.0 
10.0 47.0 59.0 67.0 136.0 40.0 29.0 -24.0 -30.0 -22.0 -16.0 -21.0 
-9.0 30.0 58.0 113.0 58.0 25.0 -29.0 -19.0 -9.0 -42.0 -15.0 -7.0 

-11.0 37.0 116.0 60.0 80.0 64.0 7.0 -27.0 27.0 9.0 -3.0 -6.0 
14.0 5.0 71.0 3.0 54.0 67.0 -6.0 -38.0 -26.0 -13.0 -19.0 2.0 
43.0 -5.0 59.0 142.0 98.0 71.0 0.0 8.0 -41.0 -8.0 -40.0 30.0 

-18.0 41.0 107.0 64.0 67.0 32.0 -9.0 -14.0 -38.0 -23.0 7.0 4.0 
56.0 63.0 50.0 41.0 41.0 20.0 -2.0 -28.0 -26.0 -18.0 -12.0 33.0 

137.0 67.0 105.0 93.0 26.0 26.0 11.0 -14.0 -15.0 -3.0 24.0 43.0 
62.0 82.0 88.0 74.0 45.0 27.0 -7.0 -30.0 -38.0 -23.0 9.0 24.0 
97.0 46.0 68.0 63.0 39.0 2.0 -21.0 -16.0 -36.0 -73.0 -8.0 17.0 
84.0 14.0 55.0 34.0 61.0 15.0 -13.0 -19.0 -49.0 -41.0 -11.0 -15.0 
17.0 62.0 76.0 106.0 8.0 10.0 -19.0 -16.0 -29.0 60.0 -1.0 19.0 
28.0 45.0 90.0 63.0 12.0 0.0 -10.0 -6.0 -35.0 -5.0 -3.0 5.0 

-36.0 47.0 103.0 79.0 105.0 28.0 15.0 24.0 -42.0 -23.0 -40.0 30.0 
22.0 51.0 35.0 127.0 46.0 51.0 26.0 -27.0 -12.0 -27.0 -6.0 62.0 

8.0 12.0 36.0 50.0 22.0 40.0 33.0 2.0 -1.0 -32.0 -10.0 -9.0 
70.0 86.0 78.0 80.0 57.0 7.0 -3.0 -5.0 -38.0 -1.0 -1.0 57.0 
42.0 44.0 25.0 70.0 53.0 46.0 -3.0 -11.0 -45.0 -61.0 -24.0 -49.0 

-16.0 40.0 66.0 125.0 34.0 28.0 9.0 -4.0 -28.0 -50.0 -20.0 -21.0 
-19.0 25.0 64.0 21.0 10.0 15.0 -19.0 -16.0 -32.0 -27.0 -2.0 -7.0 
-19.0 -26.0 108.0 47.0 15.0 -1.0 -10.0 -21.0 -39.0 -35.0 -25.0 -20.0 
19.0 9.0 75.0 82.0 23.0 15.0 -8.0 0.0 -41.0 -45.0 -25.0 10.0 
31.0 49.0 67.0 55.0 30.0 7.0 -12.0 -13.0 -12.0 -24.0 -10.0 32.0 

-14.0 35.0 50.0 42.0 27.0 24.0 -5.0 -5.0 -41.0 -48.0 33.0 65.0 
4.0 11.0 54.0 62.0 47.0 27.0 -4.0 -22.0 -26.0 -8.0 8.0 46.0 

38.0 29.0 56.0 32.0 64.0 30.0 4.0 -36.0 -32.0 -37.0 23.0 -5.0 
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ตารางที ่7.3(c) Monthly Net Basin Supplies ส ำหรับทะเลสำบ Superior (1900-1968) 

-22.0 44.0 -11.0 124.0 127.0 78.0 200.0 221.0 261.0 77.0 -7.0 -51.0 
-39.0 -9.0 52.0 121.0 126.0 197.0 187.0 86.0 13.0 98.0 -7.0 -30.0 
-35.0 11.0 40.0 129.0 167.0 171.0 108.0 75.0 77.0 58.0 55.0 -15.0 
-20.0 -57.0 94.0 146.0 290.0 94.0 164.0 97.0 113.0 47.0 12.0 -79.0 
-13.0 34.0 34.0 70.0 245.0 149.0 84.0 154.0 121.0 124.0 -31.0 -37.0 
-58.0 37.0 101.0 108.0 197.0 183.0 155.0 137.0 140.0 25.0 54.0 -19.0 
-20.0 26.0 -10.0 160.0 155.0 204.0 88.0 89.0 71.0 35.0 33.0 -22.0 

7.0 20.0 67.0 54.0 241.0 163.0 117.0 189.0 142.0 20.0 -17.0 -87.0 
-26.0 19.0 14.0 113.0 287.0 196.0 136.0 54.0 51.0 -3.0 -55.0 -10.0 
-34.0 37.0 3.0 104.0 242.0 80.0 204.0 93.0 59.0 25.0 86.0 7.0 
-17.0 -21.0 24.0 123.0 109.0 80.0 83.0 104.0 35.0 0.0 -2.0 -77.0 
-12.0 -18.0 -3.0 65.0 221.0 174.0 210.0 130.0 96.0 11.0 -8.0 7.0 
-28.0 20.0 36.0 189.0 161.0 165.0 98.0 136.0 52.0 54.0 -49.0 -2.0 
-73.0 -7.0 125.0 145.0 203.0 120.0 174.0 108.0 127.0 63.0 691.0 -43.0 
-31.0 1.0 -3.0 165.0 188.0 140.0 126.0 93.0 80.0 2.0 18.0 -100.0 
50.0 -1.0 -35.0 131.0 154.0 240.0 125.0 76.0 177.0 92.0 93.0 22.0 
20.0 2.0 36.0 277.0 268.0 216.0 115.0 104.0 149.0 51.0 -21.0 23.0 

-63.0 19.0 84.0 91.0 158.0 168.0 100.0 124.0 62.0 21.0 -20.0 -43.0 
-2.0 20.0 -13.0 115.0 218.0 163.0 113.0 103.0 40.0 103.0 63.0 24.0 

-20.0 15.0 5.0 154.0 139.0 104.0 77.0 42.0 59.0 -10.0 73.0 -42.0 
12.0 25.0 150.0 132.0 153.0 193.0 129.0 72.0 -8.0 51.0 -43.0 28.0 

-66.0 -7.0 48.0 198.0 176.0 82.0 115.0 61.0 37.0 -22.0 -57.0 -74.0 
-40.0 -5.0 49.0 171.0 189.0 137.0 126.0 67.0 32.0 -25.0 -44.0 -27.0 
-28.0 -37.0 33.0 100.0 107.0 103.0 129.0 72.0 58.0 46.0 -2.0 -28.0 
-34.0 -28.0 -3.0 127.0 76.0 94.0 120.0 148.0 76.0 29.0 -44.0 -69.0 
-20.0 -6.0 45.0 110.0 110.0 143.0 111.0 66.0 81.0 -31.0 -41.0 -37.0 
-19.0 -20.0 53.0 54.0 144.0 172.0 171.0 109.0 160.0 71.0 62.0 18.0 
-12.0 38.0 108.0 169.0 272.0 169.0 184.0 57.0 72.0 50.0 11.0 -3.0 

-2.0 4.0 56.0 168.0 194.0 216.0 167.0 154.0 138.0 148.0 -2.0 -35.0 
5.0 38.0 88.0 124.0 125.0 113.0 152.0 38.0 88.0 36.0 -2.0 -25.0 

-16.0 31.0 -3.0 97.0 176.0 209.0 144.0 28.0 54.0 15.0 5.0 -43.0 
-25.0 -44.0 -15.0 81.0 139.0 134.0 117.0 34.0 89.0 69.0 70.0 -4.0 

-8.0 25.0 -3.0 118.0 202.0 89.0 171.0 121.0 -22.0 4.0 5.0 -15.0 
-18.0 27.0 -4.0 163.0 238.0 117.0 107.0 44.0 85.0 42.0 8.0 -24.0 
20.0 6.0 47.0 117.0 203.0 121.0 108.0 64.0 170.0 55.0 102.0 -21.0 
19.0 -15.0 97.0 153.0 140.0 194.0 175.0 71.0 42.0 84.0 10.0 -6.0 

4.0 35.0 85.0 129.0 289.0 117.0 48.0 100.0 40.0 -14.0 -18.0 5.0 
10.0 85.0 -4.0 190.0 221.0 89.0 173.0 113.0 32.0 46.0 38.0 -27.0 

2.0 18.0 84.0 253.0 185.0 222.0 99.0 114.0 62.0 27.0 43.0 -7.0 
28.0 26.0 56.0 145.0 250.0 246.0 133.0 119.0 45.0 0.0 -25.0 -56.0 

-10.0 -20.0 -4.0 83.0 265.0 212.0 117.0 34.0 26.0 -3.0 34.0 -7.0 
-36.0 -9.0 -14.0 285.0 150.0 159.0 103.0 89.0 198.0 106.0 2.0 -5.0 
-16.0 -8.0 69.0 139.0 234.0 99.0 124.0 101.0 58.0 85.0 51.0 -34.0 

-6.0 19.0 50.0 124.0 261.0 296.0 116.0 109.0 22.0 21.0 -8.0 -71.0 
-31.0 -19.0 28.0 114.0 246.0 252.0 188.0 141.0 97.0 -34.0 52.0 -62.0 

-2.0 52.0 149.0 185.0 134.0 130.0 118.0 118.0 70.0 0.0 25.0 -27.0 
14.0 21.0 110.0 98.0 134.0 159.0 100.0 60.0 110.0 84.0 22.0 -26.0 

-35.0 -7.0 12.0 199.0 217.0 293.0 86.0 103.0 66.0 12.0 -17.0 -44.0 
-30.0 -19.0 41.0 272.0 89.0 93.0 103.0 120.0 0.0 -29.0 62.0 -25.0 

3.0 -7.0 23.0 115.0 185.0 178.0 178.0 48.0 28.0 82.0 -3.0 -19.0 
11.0 -6.0 59.0 150.0 354.0 224.0 189.0 121.0 75.0 90.0 67.0 -29.0 

-25.0 83.0 80.0 237.0 195.0 194.0 120.0 152.0 143.0 79.0 265.0 9.0 
7.0 -10.0 30.0 195.0 106.0 201.0 234.0 119.0 21.0 -90.0 5.0 -23.0 

-3.0 21.0 60.0 159.0 250.0 234.0 158.0 129.0 23.0 -14.0 -8.0 -5.0 
-11.0 30.0 3.0 226.0 267.0 203.0 85.0 46.0 53.0 16.0 16.0 -64.0 
-38.0 10.0 47.0 201.0 140.0 98.0 124.0 104.0 30.0 66.0 52.0 -43.0 

-1.0 -28.0 -15.0 114.0 212.0 124.0 162.0 78.0 36.0 1.0 -9.0 0.0 
-65.0 22.0 48.0 186.0 127.0 175.0 112.0 51.0 59.0 -18.0 57.0 -30.0 

-4.0 -8.0 11.0 102.0 90.0 158.0 153.0 101.0 88.0 8.0 40.0 -42.0 
-24.0 1.0 34.0 110.0 244.0 138.0 92.0 202.0 136.0 62.0 -33.0 -17.0 

2.0 -24.0 5.0 234.0 265.0 128.0 110.0 83.0 35.0 1.0 53.0 -71.0 
-25.0 40.0 66.0 120.0 166.0 106.0 88.0 32.0 48.0 51.0 -4.0 -7.0 
-51.0 44.0 30.0 94.0 217.0 97.0 85.0 110.0 72.0 -16.0 -41.0 -37.0 

1.0 0.0 71.0 142.0 128.0 198.0 80.0 86.0 46.0 4.0 8.0 -66.0 
15.0 -30.0 8.0 203.0 265.0 177.0 90.0 135.0 113.0 17.0 35.0 -12.0 

-18.0 19.0 48.0 153.0 253.0 131.0 119.0 118.0 133.0 65.0 87.0 17.0 
-4.0 14.0 100.0 137.0 193.0 112.0 108.0 140.0 3.0 76.0 9.0 4.0 
14.0 18.0 48.0 237.0 105.0 185.0 101.0 106.0 -11.0 68.0 -5.0 -22.0 

-19.0 -37.0 79.0 226.0 156.0 251.0 264.0 151.0 165.0 89.0 -32.0 41.0 



7-24 
 
ตารางที ่7.3(d) Monthly Net Basin Supplies ส ำหรับทะเลสำบ Michigan-Huron (1900-1968) 

-1.0 162.0 60.0 246.0 175.0 156.0 268.0 145.0 78.0 73.0 56.0 -61.0 
10.0 21.0 284.0 230.0 223.0 175.0 208.0 79.0 -64.0 35.0 -74.0 48.0 

-12.0 52.0 212.0 207.0 257.0 272.0 276.0 8.0 45.0 -52.0 78.0 -45.0 
59.0 144.0 273.0 215.0 245.0 155.0 147.0 107.0 148.0 12.0 -51.0 4.0 
44.0 115.0 304.0 334.0 370.0 207.0 134.0 76.0 64.0 24.0 -68.0 -40.0 

1.0 79.0 254.0 190.0 337.0 286.0 101.0 82.0 27.0 -60.0 36.0 13.0 
169.0 122.0 149.0 255.0 215.0 214.0 103.0 5.0 32.0 3.0 80.0 41.0 
141.0 71.0 184.0 224.0 205.0 225.0 148.0 62.0 58.0 -44.0 -7.0 40.0 

3.0 125.0 210.0 288.0 389.0 187.0 192.0 -43.0 -45.0 -71.0 -65.0 -12.0 
57.0 106.0 126.0 334.0 343.0 207.0 126.0 36.0 20.0 -109.0 59.0 92.0 
69.0 55.0 162.0 298.0 194.0 138.0 76.0 76.0 56.0 24.0 13.0 -60.0 
91.0 82.0 114.0 266.0 293.0 187.0 61.0 47.0 78.0 83.0 92.0 95.0 
47.0 93.0 90.0 299.0 484.0 170.0 170.0 164.0 125.0 39.0 98.0 44.0 
66.0 59.0 272.0 395.0 306.0 172.0 143.0 43.0 -15.0 21.0 88.0 -55.0 
57.0 64.0 146.0 199.0 240.0 251.0 124.0 66.0 15.0 -9.0 -56.0 -49.0 
91.0 128.0 64.0 140.0 195.0 211.0 154.0 100.0 134.0 -73.0 80.0 7.0 

135.0 90.0 194.0 416.0 354.0 311.0 117.0 -25.0 10.0 42.0 25.0 114.0 
45.0 43.0 197.0 306.0 236.0 395.0 240.0 35.0 3.0 -32.0 28.0 -9.0 
96.0 187.0 264.0 235.0 374.0 146.0 129.0 50.0 -30.0 63.0 76.0 141.0 
25.0 50.0 260.0 302.0 309.0 106.0 104.0 -7.0 24.0 80.0 40.0 43.0 

-10.0 67.0 305.0 307.0 157.0 223.0 141.0 75.0 65.0 -5.0 -20.0 81.0 
74.0 34.0 258.0 383.0 147.0 135.0 49.0 73.0 55.0 -6.0 6.0 127.0 
-7.0 164.0 223.0 461.0 270.0 217.0 214.0 4.0 46.0 -95.0 25.0 -34.0 
5.0 40.0 191.0 308.0 306.0 208.0 108.0 59.0 83.0 10.0 -45.0 42.0 

-7.0 106.0 196.0 285.0 291.0 202.0 172.0 190.0 22.0 -80.0 -21.0 -68.0 
-1.0 93.0 183.0 150.0 71.0 195.0 121.0 -21.0 -7.0 -34.0 17.0 20.0 
34.0 80.0 141.0 292.0 250.0 277.0 133.0 100.0 80.0 60.0 161.0 51.0 
54.0 107.0 223.0 225.0 333.0 179.0 143.0 -38.0 52.0 3.0 91.0 50.0 
51.0 99.0 185.0 407.0 267.0 269.0 188.0 131.0 48.0 198.0 133.0 85.0 

124.0 47.0 317.0 474.0 401.0 225.0 124.0 29.0 -35.0 1.0 -8.0 -37.0 
74.0 182.0 143.0 200.0 240.0 242.0 143.0 -24.0 -62.0 -71.0 -50.0 -24.0 

-29.0 -9.0 121.0 132.0 192.0 156.0 62.0 -56.0 163.0 -25.0 144.0 -50.0 
208.0 73.0 59.0 180.0 236.0 116.0 109.0 46.0 -58.0 24.0 -16.0 94.0 

54.0 71.0 79.0 361.0 360.0 158.0 78.0 -57.0 -20.0 -22.0 -19.0 42.0 
77.0 -28.0 126.0 276.0 150.0 166.0 49.0 -33.0 143.0 -55.0 131.0 54.0 
29.0 114.0 192.0 174.0 137.0 242.0 110.0 8.0 0.0 -50.0 86.0 -39.0 
86.0 94.0 178.0 195.0 258.0 112.0 36.0 71.0 80.0 23.0 -80.0 67.0 
87.0 116.0 40.0 325.0 217.0 173.0 80.0 47.0 -1.0 -6.0 33.0 -32.0 

119.0 230.0 310.0 260.0 244.0 216.0 111.0 81.0 29.0 -65.0 -22.0 15.0 
36.0 124.0 122.0 247.0 235.0 257.0 80.0 91.0 -32.0 -51.0 -38.0 -22.0 

-22.0 28.0 44.0 195.0 291.0 264.0 124.0 127.0 54.0 -36.0 72.0 92.0 
71.0 46.0 44.0 293.0 164.0 120.0 89.0 -13.0 128.0 181.0 128.0 51.0 
53.0 52.0 274.0 223.0 323.0 236.0 106.0 -12.0 55.0 28.0 54.0 53.0 
68.0 149.0 241.0 276.0 363.0 398.0 170.0 84.0 -34.0 -36.0 59.0 -67.0 
41.0 65.0 152.0 189.0 223.0 254.0 92.0 -9.0 77.0 -58.0 14.0 -34.0 

6.0 67.0 221.0 230.0 304.0 288.0 135.0 41.0 82.0 29.0 70.0 23.0 
113.0 108.0 279.0 146.0 209.0 202.0 59.0 -15.0 -5.0 -30.0 -50.0 15.0 

45.0 47.0 107.0 447.0 395.0 279.0 152.0 53.0 32.0 19.0 -20.0 -89.0 
-1.0 89.0 298.0 291.0 229.0 158.0 91.0 -8.0 -81.0 -136.0 134.0 -15.0 
97.0 88.0 94.0 228.0 166.0 239.0 120.0 -49.0 -59.0 -41.0 -49.0 22.0 

160.0 99.0 198.0 343.0 215.0 229.0 163.0 60.0 26.0 -17.0 4.0 45.0 
105.0 141.0 228.0 490.0 200.0 183.0 223.0 102.0 18.0 151.0 110.0 90.0 
179.0 83.0 192.0 386.0 208.0 198.0 233.0 100.0 -61.0 -193.0 63.0 60.0 

56.0 107.0 228.0 261.0 230.0 246.0 112.0 67.0 -74.0 -37.0 -57.0 -17.0 
-17.0 130.0 162.0 344.0 228.0 317.0 113.0 40.0 73.0 256.0 53.0 23.0 
45.0 64.0 143.0 313.0 176.0 135.0 49.0 -19.0 -127.0 47.0 -13.0 -30.0 
25.0 61.0 144.0 262.0 3178.0 179.0 170.0 132.0 -58.0 -34.0 -13.0 21.0 

-13.0 64.0 109.0 239.0 251.0 238.0 180.0 -11.0 15.0 2.0 69.0 92.0 
49.0 21.0 74.0 159.0 65.0 152.0 128.0 27.0 34.0 -36.0 -49.0 -43.0 
20.0 84.0 181.0 391.0 261.0 111.0 92.0 170.0 30.0 78.0 92.0 114.0 

102.0 112.0 85.0 423.0 495.0 264.0 197.0 100.0 1.0 -58.0 79.0 -65.0 
-17.0 88.0 178.0 224.0 153.0 197.0 126.0 62.0 139.0 26.0 24.0 -2.0 
96.0 105.0 174.0 237.0 234.0 150.0 74.0 64.0 -2.0 -20.0 -60.0 -45.0 

0.0 77.0 221.0 221.0 220.0 118.0 118.0 64.0 0.0 -29.0 -32.0 -70.0 
15.0 -2.0 100.0 240.0 211.0 111.0 118.0 32.0 32.0 -78.0 13.0 5.0 
58.0 106.0 152.0 362.0 265.0 124.0 66.0 92.0 204.0 46.0 90.0 138.0 
44.0 102.0 264.0 209.0 151.0 138.0 40.0 14.0 -82.0 -52.0 152.0 139.0 

107.0 68.0 163.0 437.0 188.0 328.0 83.0 45.0 -15.0 57.0 84.0 152.0 
67.0 167.0 123.0 275.0 77.0 315.0 100.0 129.0 16.0 29.0 30.0 129.0 
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(1) การวเิคราะห์เบื้องต้นและการระบุรูปแบบของแบจ าลอง (Preliminary Analysis and Model 

Identification)  
ขั้นที ่1a และ 1b ตรวจสอบ Normality โดยใช ้Smirnov-Kolmogorov Statistics จำกตำรำงท่ี 3.2 (N=69)  

i Lake   𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑑  𝛾𝑖    𝐶𝑟𝑖𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙 𝛾69(0.10) 𝐶𝑟𝑖𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙 𝛾69(0.02) 𝐻𝑦𝑝𝑜𝑡ℎ𝑒𝑠𝑖𝑠 𝑜𝑓 𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑖𝑡𝑦 

1 Ontario 1.005 0.462 0.679 𝑅𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑎𝑡 𝛼 = 0.10 

2 Erie 0.648 0.462 0.679 𝑅𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑎𝑡 𝛼 = 0.10 
3 Superior 0.489 0.462 0.679 𝑅𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑎𝑡 𝛼 = 0.10 
4 Michigan-

Huron 
0.597 0.462 0.679 𝑅𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑎𝑡 𝛼 = 0.10 

      ขั้นที่ 1c และ 1d จำกตำรำงขำ้งบนค่ำสำมำรถสรุปไดว้ำ่อนุกรมเวลำมีค่ำสัมประสิทธ์ิควำมเบเ้ป็นบวกท่ี 
𝛼 = 0.10 จึงควรมีกำรแปลงอนุกรมเวลำใหเ้ป็นปกติ แต่มีปัญหำคือค่ำ NBS บำงค่ำมีค่ำติดลบท ำใหไ้ม่
สำมำรถแปลงค่ำไดโ้ดยใชว้ธีิกำรแบบง่ำยๆ ดงันั้นในตวัอยำ่งน้ีจึงวเิครำะห์ต่อโดยไม่แปลงอนุกรมเวลำใหเ้ป็น
ปกติ 
      ขั้นที ่1e ค  ำนวณหำค่ำเฉล่ียและส่วนเบ่ียงเบนมำตรฐำนรำยเดือนของอนุกรมเวลำ NBS ของทะเลสำบทั้ง 4 
ไดด้งัแสดงในรูปท่ี 7.5 และ ค ำนวณหำ 𝑟𝑘,𝜏

(𝑖) เม่ือ =1,2,3 ไดด้งัแสดงในรูปท่ี 7.6 ค่ำ 𝑟𝑘,𝜏
(𝑖)ไม่ไดแ้สดงรูปแบบ

ใดๆ บำงเดือนมีค่ำต่ำงจำกศูนย ์บำงเดือนไม่ต่ำงจำกศูนย ์จึงพิจำรณำวำ่ 𝑟𝑘,𝜏
(𝑖)เป็นพำรำมิเตอร์ท่ีมีค่ำคงท่ี 

 

 

(a)=Fitted Monthly Mean (b)=Historical Monthly Mean 
(c)=Fitted Monthly Standard Deviation (d)=Historical Standard deviation 

รูปที ่7.5 Fitted and Historical Periodic Mean and Standard Deviation of Monthly NBS of 4 Lakes 
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(a)=Lag 1 (b)=Lag 2 (c)=Lag 3  
รูปที ่7.6  Monthly Correlation Coefficients ท่ี Lag 1, 2, 3 ของทะเลสำบทั้ง 4 

 
 ขั้นที ่1f  ถึงแมว้ำ่ไม่จ  ำเป็นตอ้งใช ้Fourier Series เพื่อหำค่ำเฉล่ียและค่ำส่วนเบ่ียงเบนมำตฐำน
เน่ืองจำก w=12  แต่กำรหำค่ำเฉล่ียและส่วนเบ่ียงเบนมำตรฐำนโดยใช ้Fourier Series ท ำใหล้ดจ ำนวน
พำรำมิเตอร์ของแบบจ ำลอง 
  
 ขั้นที ่2 การประมาณค่าพารามิเตอร์ 
 ขั้นที ่2a ค ำนวณหำค่ำเฉล่ียและส่วนเบ่ียงเบนมำตรฐำนรำยเดือนโดยวธีิ Fourier Series  ค่ำ Fourier 
Series Coefficients ของ 4 Harmonics แสดงอยูใ่นตำรำงท่ี 7.4 และค่ำค่ำเฉล่ียและส่วนเบ่ียงเบนมำตรฐำนรำย
เดือนท่ีค ำนวณไดแ้สดงอยูใ่นตำรำงท่ี 7.5 ผลกำรฟิตดว้ย Fourier Series ในรูปท่ี 7.5 จะเห็นไดว้ำ่ฟิตไดดี้ และ
ท ำใหจ้  ำนวนพำรำมิเตอร์ของค่ำเฉล่ียและส่วนเบ่ียงเบนมำตรฐำนรำยเดือนลดลงจำก 12 เป็น 8 (4 Aj และ4 Bj) 
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ตารางที ่7.4 Harmonics และ Corresponding Fourier Coefficients ส ำหรับกำรค ำนวณ Fitted Monthly 
Means และ Fitted Monthly Standard Deviation ของ NBS ของ 4 ทะเลสำบ 
Lake 

𝑀𝑒𝑎𝑛 𝜇𝜏 𝑆𝑡𝑎𝑛𝑑𝑎𝑟𝑑 𝐷𝑒𝑣𝑖𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝜎𝜏 

Harmonics 𝐴𝑗 𝐵𝑗  Harmonics 𝐴𝑗 𝐵𝑗  

Ontario 

1 -13.162 32.586 1 -0.166 6.608 

2 -3.048 -10.522 2 0.024 -2.987 

3 6.398 -3.169 4 -0.312 1.238 

4 0.398 5.079 3 1.213 0.160 

Erie 

1 -11.602 41.503 1 3.732 7.761 

2 4.780 -2.611 3 0.721 2.681 

3 -1.371 -5.022 4 0.023 2.329 

4 4.250 2.751 5 -0.829 0.259 

Superior 

1 -94.327 -0.243 1 -11.270 -2.557 

2 5.407 -23.493 2 -2.006 -9.090 

3 2.930 10.799 4 2.404 -0.912 

4 -8.776 -1.776 3 -0.343 2.487 

Michigan 

1 -93.848 84.036 2 -2.364 -14.685 

2 8.191 -34.842 1 -6.062 3.574 

5 -8.567 -9.185 3 3.638 1.990 

3 9.792 -0.353 5 0.656 2.590 

 
ตารางที ่7.5 Fitted Monthly Means และ Fitted Monthly Standard Deviation ของ NBS ของ 4 ทะเลสำบ 
Month Lake Ontario Lake Erie Lake Superior Lake Michigan Huron 

𝜏 𝜇̂𝜏
(1)

 𝜎̂𝜏
(1) 𝜇̂𝜏

(2)
 𝜎̂𝜏

(2) 𝜇̂𝜏
(3)

 𝜎̂𝜏
(3) 𝜇̂𝜏

(4)
 𝜎̂𝜏

(4) 
1 29.248 21.813 20.580 37.200 -13.872 22.879 46.926 50.963 

2 37.015 20.752 34.257 29.751 4.505 27.510 95.250 48.583 

3 73.162 25.951 66.532 29.915 46.706 41.663 176.800 72.146 

4 89.996 30.662 68.344 32.325 142.308 52.258 277.598 86.701 

5 61.474 25.132 43.675 25.266 193.276 59.724 254.984 88.034 

6 38.074 18.504 25.958 20.951 159.960 54.309 210.601 65.013 

7 25.798 15.173 3.459 15.917 128.152 39.981 120.492 52.454 

8 6.534 11.899 -17.006 15.297 105.113 42.523 55.786 59.561 

9 1.652 13.055 -21.697 19.236 68.791 51.753 26.394 63.798 

10 7.596 16.623 -24.165 20.791 42.542 46.104 -5.866 72.314 

11 12.427 17.915 -11.767 19.782 8.540 37.787 33.129 66.254 

12 24.546 20 599 13.394 28.200 -22.834 31.083 25.355 61.476 

 
 ขั้นที ่2b ใชค้่ำประมำณแบบ Fourier Series ในตำรำงท่ี 7.5 ในกำรแปลง 𝑦𝑣,𝜏

(𝑖) เป็น 𝑧𝑣,𝜏
(𝑖) โดยสมกำร 

   𝑧𝑣,𝜏
(𝑖)

=
𝑦𝑣,𝜏

(𝑖)
−𝜇̂𝜏

𝜎̂𝜏

 เม่ือ i=1,2,3,4 

  ตวัอยำ่งค่ำ 𝑧𝑣,𝜏
(𝑖) ของทะเลสำบ Ontario ท่ีค  ำนวณได ้

𝑧1,1
(1)

= 0.011 

𝑧1,2
(1)

= 1.011 

. . 

𝑧69,12
(1)

= -0.658 

 



7-28 
 
 ขั้นที ่2c แปลงค่ำ 𝑧𝑣,𝜏

(𝑖) เป็น 𝑧𝑡
(𝑖)เม่ือ 𝑡 = (𝑣 − 1)12 + 𝜏 แลว้ค ำนวณหำ 𝑟𝑘

(𝑖)
(𝑧) เม่ือ k=1,2,…,40 

และ i=1,2,3,4 โดยใชส้มกำร [2.5b] ซ่ึงเม่ือน ำ 𝑟𝑘
(𝑖)

(𝑧) ไปพล๊อตกรำฟไดก้รำฟดงัรูปท่ี 7.7  
 

 

 

รูปที ่7.7 Historical Correlogram ของ 𝑧𝑡
(𝑖), AR(1) และ AR(2) Model Correlogram และ Residuals 

Correlogram ของ AR(1) และ AR(2) 
 
 Correlogram ของทะเลสำบ Ontario และ Erie แสดง Short Term Dependence ขณะท่ี Correlogram 
ของทะเลสำบ Superior และ Michigan-Huron แสดง Longer Term Dependence จึงเสนอวำ่ควรใชแ้บบจ ำลอง 
AR(1) หรือ AR(2) ในกำรจ ำลองอนุกรมเวลำของทะเลสำบ  Ontario และ Erie และใชแ้บบจ ำลอง ARMA ใน
กำรจ ำลองอนุกรมเวลำของทะเลสำบ  Superior และ Michigan-Huron หรืออำจเร่ิมจำกกำรใชแ้บบจ ำลอง
ส ำหรับ Short Term Dependence เช่น AR(1) แ ละ  AR(2) กบัทั้ง 4 ทะเลสำบก่อน แลว้ดูวำ่ผลกำรทดสอบ
ควำมเหมำะสมวำ่ใชไ้ดห้รือไม่ ถำ้ไดค้่อยเปล่ียนแบบจ ำลอง 
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 ขั้นที ่2d ทดลองใช ้AR(1) กบัอนุกรมเวลำของแต่ทะเลสำบ ไดค้่ำ Autoregressive Parameter ดงัน้ี 

  
𝜙̂1

(1)
= 0.256 

𝜙̂1
(2)

= 0.196 
𝜙̂1

(3)
= 0.134 

𝜙̂1
(4)

= 0.299 
 ค  ำนวณ AR(1) Model Correlogram และ AR(1) Residuals Correlogram จำก 𝜀𝑡̂

(𝑖)เม่ือ t=2 ถึง 828 แลว้
พล๊อตกรำฟดงัรูปท่ี 7.5 ซ่ึงสรุปไดว้ำ่ AR(1) Model Correlogram ต่ำงจำก Historical Correlogram และ AR(1) 
Residual Correlogram มีหลำยค่ำอยูน่อก Probability Limits จึงสรุปไดว้ำ่ AR(1) ไม่เหมำะสม (Inadequate) จึง
ควรทดลองจ ำลองโดยใช ้AR(2) 
 ค่ำพำรำมิเตอร์ของแบบจ ำลอง AR(2) แสดงอยูใ่นตำรำงท่ี 7.6  
 
ตารางที ่7.6 Serial Correlation Coefficients และ Autoregressive Coefficients ของแบบจ ำลอง AR(2) 

(i) Lake 𝑟1
(𝑖) 𝑟2

(𝑖) 𝜙̂1
(𝑖) 𝜙̂2

(𝑖) 
1 Ontario 0.256 0.134 0.2375 0.0732 

2 Erie 0.196 0.111 0.1809 0.0756 

3 Superior 0.134 0.130 0.1183 0.1142 

4 Michigan-Huron 0.229 0.135 0.2091 0.0870 

   
 ผลกำรเปรียบเทียบ AR(2) Model Correlogram กบั Historical Correlogram ในรูปท่ี 7.7 พบวำ่
แบบจ ำลอง  AR(2) ฟิตอยำ่งดีกบัอนุกรมเวลำของทะเลสำบ Ontario และ Erie ฟิตค่อนขำ้งดีกบัอนุกรมเวลำ
ของทะเลสำบ Michigan-Huron แต่ไม่ฟิตกบักบัอนุกรมเวลำของทะเลสำบ Superior  
 AR(2) Residual Correlogram ซ่ึงค ำนวณจำก  𝜀𝑡̂

(𝑖)เม่ือ t=3 ถึง 828 ดงัรูปท่ี 7.7 ใหข้อ้สรุปท ำนอง
เดียวกนัคือ AR(2) ฟิตอยำ่งดีกบัอนุกรมเวลำของทะเลสำบ Ontario และ Erie ฟิตค่อนขำ้งดีกบัอนุกรมเวลำของ
ทะเลสำบ Michigan-Huron แต่ไม่ฟิตกบักบัอนุกรมเวลำของทะเลสำบ Superior ดงันั้นอำจตอ้งลองทดสอบกบั 
AR(p) ท่ีล ำดบัสูงกวำ่ 2 หรือ ARMA(p,q) อยำ่งไรก็ตำมในตวัอยำ่งจะใชแ้บบจ ำลอง AR(2) กบัอนุกรมเวลำของ
ทะเลสำบทั้ง 4 
  ขั้นท่ี 2e เน่ืองจำกอนุกรมเวลำท่ีใชใ้นกำรจ ำลองไม่เป็นแบบ Normal จึงตอ้งวิเครำะห์หำฟังคช์ัน่กำร
แจกแจงควำมน่ำจะเป็นของ Residuals 𝜀𝑡̂

(𝑖)ซ่ึงมี Mean=0 และ Standard Deviation=1 และพบวำ่ Log-Normal 
แบบ 3 พำรำมิเตอร์ฟิตกบั Residuals 
 

𝑓(𝜀) =
1

(𝜀𝑡−𝜀0)𝑠√2𝜋
𝐸𝑥𝑝 {

−[ln(𝜀𝑡−𝜀0)−𝑚]2

2𝑠2 }     [7.56] 
 



7-30 
 
 ค่ำพำรำมิเตอร์ของ Log-Normal 3 พำรำมิเตอร์แสดงอยูใ่นตำรำงท่ี 7.7 Probability Density Function 
และ Empirical Frequency Distribution ของ Residuals แสดงอยูใ่นรูปท่ี 7.8 ซ่ึงพบวำ่ Log-Normal 3 
พำรำมิเตอร์ฟิตกบั Residual Series ไดดี้ และมีกำรแจกแจงคลำ้ยกนัดงัรูปท่ี 7.9 
 
ตารางที ่7.7 พำรำมิเตอร์ของ Log-Normal 3 พำรำมิเตอร์ 

  
(i) 

Parameters 

Lake m s 𝜀0 

1 Ontario 1.5969 0.1883 -5.0272 

2 Erie 1.7454 0.1655 -5.8079 

3 Superior 2.1801 0.1102 -8.9020 

4 Michigan-Huron 1.7787 0.1608 -6.000 

Four lakes combined 1.8016 0.1572 -6.1354 

 
 

 

 

รูปที ่7.8  Probability Density Function of Log-Normal 3 Parameters กบั Empirical Density ของ Residuals 
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รูปที ่7.9  Empirical Density ของ Residuals ของ 4 ทะเลสำบเปรียบเทียบกบั Probability Density Function 
of Log-Normal 3 Parameters ซ่ึงค ำนวณโดยใชค้่ำพำรำมิเตอร์เฉล่ียของ 4 ทะเลสำบ 

  
 กำรแปลงค่ำ Residuals ของ 4 ทะเลสำบ ท่ีเป็น Log-Normal  3 พำรำมิเตอร์ ใหเ้ป็น Normal โดยใช้
ค่ำพำรำมิเตอร์เฉล่ียของทะเลสำบทั้ง 4 จำกตำรำงท่ี 7.7 โดยสมกำร 
 

 𝜀′𝑡
(𝑖)

=
𝑙𝑛(𝜀𝑡

(𝑖)
−𝜀0)−𝑚

𝑠
        [7.57] 

 เม่ือ  𝑚 = 1.8016 
   𝑠 = 0.1572 
   𝜀0 = −6.1354



 เน่ืองจำก Mean ของ 𝜀′𝑡
(𝑖)ไม่เท่ำกบั 0 และ Standard Deviation ของ 𝜀′𝑡

(𝑖) ไม่เท่ำกบั 1 จึงตอ้งมีกำร
แปลงใหเ้ป็นค่ำ Standard Normal โดยสมกำร 
 

 𝜀"𝑡
(𝑖)

=
𝜀′𝑡

(𝑖)
−𝜀′(𝑖)

𝑠′(𝑖)
        [7.58] 

 𝜀"𝑡 = 𝐵𝜉𝑡         [7.59] 
 เม่ือ 𝜉𝑡 คือ Variate Series Independent in Time and In Space ของ 4 ทะเลสำบ 
  เมทริกซ์  𝑀̂𝑜 = 𝐵̂𝐵̂𝑇  และ 𝐵̂ ของ 𝜀"𝑡

(𝑖)แสดงอยูใ่นตำรำงท่ี 7.8 และ 7.9 
 
ตารางที ่7.8 Cross Correlation Matrix 𝑀̂𝑜ของ 𝜀"𝑡

(𝑖) 
Lake  Ontario (1) Erie (2) Superior (3) Michigan-Huron (4) 

Ontario (1) 1.000 0.608 0.246 0.541 

Erie (2) 0.608 1.000 0.191 0.487 

Superior (3) 0.246 0.191 1.000 0.444 

Michigan-Huron (4) 0.541 0.487 0.444 1.000 
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ตารางที ่7.9 ค่ำประมำณของ 𝐵̂ ของ 𝜀"𝑡

(𝑖) 
Lake  Ontario (1) Erie (2) Superior (3) Michigan-Huron (4) 

Ontario (1) 1.000 0.000 0.000 0.000 

Erie (2) 0.608 0.794 0.000 0.000 

Superior (3) 0.246 0.051 0.968 0.000 

Michigan-Huron (4) 0.541 0.199 0.310 0.756 

 
  ขั้นที ่3 การทดสอบความเหมาะสม (Goodness of Fit) ของแบบจ าลอง 
 โดยทัว่ไป กำรทดสอบควำมเหมำะสมของแบบจ ำลองหลำยตวัแปรคือกำรตรวจสอบวำ่ Residual 
Series (𝜀𝑡

(𝑖)
) ตอ้งเป็นอิสระทั้งดำ้นเวลำและพื้นท่ี (Independence in Time and in Space)  และ Residual 

Series ตอ้งมีกำรแจกแจงแบบปกติ แต่ส ำหรับตวัอยำ่งน้ีไดร้ะบุไวใ้นหวัขอ้ 7.12(1) วำ่จะจ ำลองอนุกรมเวลำท่ี
ไม่ไดมี้กำรแจกแจงปกติ ดงันั้นกำรทดสอบควำมเหมำะสมจึงพิจำรณำเฉพำะควำมเป็นอิสระเท่ำนั้น  
Correlogram ของ 𝜀𝑡

(𝑖) ในรูปท่ี 7.7 สำมำรถสรุปไดว้ำ่ Residual Series (𝜀𝑡
(𝑖)

) เป็นอิสระดำ้นเวลำ แต่ยงัไม่ได้
ทดสอบควำมเป็นอิสระดำ้นพื้นท่ี และจะใชก้ำรทดสอบค่ำสถิติของอนุกรมเวลำสังเครำะห์เปรียบเทียบกบั
ค่ำสถิติอนุกรมเวลำตวัอยำ่งท่ีเรียกวำ่ Optional Test แทน ดงัแสดงในขั้นท่ี 4 
  ขั้นที ่4 การทดสอบคุณสมบัติทางสถิติของอนุกรมเวลาสังเคราะห์ (Optional Test) 
 แบบจ ำลองหลำยตวัแปรของอนุกรมเวลำรำยเดือนของ NBS ของ Great Lake คือ 
 
 𝑦𝑣,𝜏

(𝑖)
= 𝜇̂𝜏

(𝑖)
− 𝜎̂𝜏

(𝑖)
𝑧𝑣,𝜏

(𝑖)
 

  ค่ำ 𝜇̂𝜏
(𝑖)และ 𝜎̂𝜏

(𝑖)แสดงอยูใ่นตำรำงท่ี 7.5 และ 
 

𝑧̂𝑡
(1)

= 0.2375 𝑧̂𝑡−1
(1)

+ 0.0732 𝑧̂𝑡−2
(1)

+ 0.964 𝜀𝑡
(1) 

𝑧̂𝑡
(2)

= 0.1809 𝑧̂𝑡−1
(2)

+ 0.0756 𝑧̂𝑡−2
(2)

+ 0.978 𝜀𝑡
(2) 

𝑧̂𝑡
(3)

= 0.1183 𝑧̂𝑡−1
(3)

+ 0.1142 𝑧̂𝑡−2
(3)

+ 0.984 𝜀𝑡
(3) 

𝑧̂𝑡
(4)

= 0.2091 𝑧̂𝑡−1
(4)

+ 0.0870 𝑧̂𝑡−2
(4)

+ 0.970 𝜀𝑡
(4) 

 
 และจำกสมกำร [7.56] จะได ้

𝜀𝑡̂
(𝑖)

= −6.1354 + 𝐸𝑥𝑝 (1.8016 + 0.1572 𝜀′
𝑡
(𝑖)

) ; 𝑖 = 1,… , 4 

และจำกสมกำร [7.58] จะได ้
𝜀′𝑡

(1)
= 1.000 𝜉𝑡

(1) 

𝜀′𝑡
(2)

= 0.608 𝜉𝑡
(1)

+ 0.794 𝜉𝑡
(2) 

𝜀′𝑡
(3)

= 0.246 𝜉𝑡
(1)

+ 0.051 𝜉𝑡
(2)

+ 0.968 𝜉𝑡
(3) 

𝜀′𝑡
(4)

= 0.541 𝜉𝑡
(1)

+ 0.199 𝜉𝑡
(2)

+ 0.310 𝜉𝑡
(3)

+ 0.756 𝜉𝑡
(4) 

 

เม่ือ 𝜉𝑡
(𝑖) คือ Independent Normal Random Variables ซ่ึงมี Mean=0 และ Variance=1 และ i=1,2,3,4 
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ใชแ้บบจ ำลองหลำยตวัแปรน้ี สังเครำะห์อนุกรมเวลำรำยเดือนของ NBS ของ 4 ทะเลสำบ จ ำนวน 20 
ชุด แต่ละชุดมีควำมยำว 50 ปี  น ำมำค ำนวณหำค่ำเฉล่ีย ค่ำส่วนเบ่ียงเบนมำตรฐำน และค่ำสัมประสิทธ์ิ
ควำมเบ ้ดงัแสดงในตำรำงท่ี 7.10 (Lake Erie)  และ 7.11 (Lake Superior)  

ผลกำรเปรียบเทียบค่ำสถิติจำกอนุกรมเวลำตวัอยำ่งและอนุกรมเวลำสังเครำะห์ พบวำ่ค่ำเฉล่ียและค่ำ
ส่วนเบ่ียงเบนมำตรฐำนของอนุกรมเวลำสังเครำะห์ของทะเลสำบ Erie และ Superior มีคุณสมบติัคลำ้ยคลึงกบั
ค่ำของอนุกรมเวลำตวัอยำ่ง และทะเลสำบ Superior มีค่ำสัมประสิทธ์ิควำมเบค้ลำ้ยคลึงกนั แต่ทะเลสำบ Erie มี
ค่ำสัมประสิทธ์ิของอนุกรมเวลำสังเครำะห์ต ่ำกวำ่ค่ำสัมประสิทธ์ิของอนุกรมเวลำตวัอยำ่ง จึงควรปรับ
แบบจ ำลองเพื่อแกปั้ญหำน้ีต่อไป 

 
ตารางที ่7.10 คุณสมบติัทำงสถิติของอนุกรมเวลำรำยเดือนตวัอยำ่งและอนุกรมเวลำรำยเดือนท่ีสังเครำะห์ 20 
ชุด ของ NBS ของทะเลสำบ Erie 

 𝑀𝑒𝑎𝑛 (𝑦̅) 𝑆𝑡 . 𝐷𝑒𝑣𝑖𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 (𝑠) 𝑆𝑘𝑒𝑤𝑛𝑒𝑠𝑠 𝐶𝑜𝑒𝑓𝑓. (𝑔) 

Historic Sample 16.797 40.122 0.648 

Generated Sample  

1 16.898 41.875 0.546 

2 16.417 40.398 0.652 

3 17.268 42.357 0.647 

4 17.157 41.401 0.414 

5 16.558 39.237 0.721 

6 17.090 40.467 0.473 

7 16.557 39.598 0.490 

8 16.994 39.979 0.541 

9 17.019 40.175 0.604 

10  17.060  42.238  0.670  

 11  16.842  40.100  0.628  

12  16.932  40.849  0.558  

13  16.994  41.152  0.464  

 14  16.692  39.771  0.469  

15  16.818  39.750  0.553  

16  16.924  39.048  0.511  

17  16.305  38.920  0.614   

18  16.690  39.460  0.614  

19  17.027  40.701  0.465  

20  16.731  39.721  0.631  

 Mean of 20 values 16.849  40.360  0.563  
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ตารางที ่7.11 คุณสมบติัทำงสถิติของอนุกรมเวลำรำยเดือนตวัอยำ่งและอนุกรมเวลำรำยเดือนท่ีสังเครำะห์ 20 
ชุด ของ NBS ของทะเลสำบ Superior 

 𝑀𝑒𝑎𝑛 (𝑦̅) 𝑆𝑡 . 𝐷𝑒𝑣𝑖𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 (𝑠) 𝑆𝑘𝑒𝑤𝑛𝑒𝑠𝑠 𝐶𝑜𝑒𝑓𝑓. (𝑔) 

Historic Sample 71.932 82.160 0.489 

Generated Sample  

1 71.861 82.534 0.523 

2 71.429 80.368 0.465 

3 71.912 83.005 0.482 

4 72.828 84.521 0.602 

5 72.181 84.933 0.466 

6 71.546 79.440 0.483 

7 72.481 82.042 0.416 

8 71.800 81.416 0.496 

9 71.511 80.457 0.419 

10 72.357 82.478 0.436 

11 71.560 81.160 0.451 

12 71.922 83.157 0.484 

13 72.029 83.011 0.544 

14 72.406 83.493 0.403 

15 72.519 85.262 0.649 

16 72.343 84.889 0.599 

17 71.711 78.496 0.431 

18 71.973 83.051 0.589 

19 72.212 82.151 0.482 

20 71.243 80.263 0.507 

Mean of 20 values 71.991 82.206 0.496 

 
ตวัอยำ่ง Lag Zero Cross Correlation Matrix (M0) ของอนุกรมเวลำท่ีสังเครำะห์ 1 ชุด คือ 
 

𝑀0 = [

1.000 0.622 0.272 0.516
0.622 1.000 0.232 0.505
0.272 0.232 1.000 0.415
0.516 0.505 0.415 1.000

] 

 
ซ่ึงมีคุณสมบติัใกลเ้คียงกบั 𝑀̂0ของอนุกรมเวลำตวัอยำ่งในตำรำงท่ี 7.8 
ขั้นที ่5 Reliability ของแบบจ ำลอง 
ค ำนวณหำค่ำพำรำมิเตอร์จำกอนุกรมเวลำสังเครำะห์แต่ละชุด (อนุกรมเวลำท่ีสังเครำะห์ข้ึนทั้งหมด 20 

ชุด) และวเิครำะห์หำกำรแจกแจงควำมน่ำจะเป็นของค่ำพำรำมิเตอร์ ซ่ึงสำมำรถน ำมำค ำนวณหำช่วงควำม
เช่ือมัน่ของค่ำพำรำมิเตอร์ต่อไป 
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7.13 ข้อจ ากดัของการจ าลองแบบหลายตัวแปรกบัอนุกรมเวลาแบบ Periodic 
  

(1) แบบจ ำลองแบบหลำยตวัแปรกบัอนุกรมเวลำ Periodic ตอ้งรักษำ Dependence Structure ทั้ง
ทำงดำ้นเวลำและพื้นท่ี จึงท ำใหมี้พำรำมิเตอร์มำกและซบัซอ้น ทำงเลือกท่ีนิยมใชคื้อกำรจ ำลอง
ดว้ยแบบจ ำลองแบบแยกส่วน (Disaggregation Model) ซ่ึงจะไดก้ล่ำวถึงในบทท่ี 8  

(2) แบบจ ำลอง AR เป็นแบบจ ำลองแบบ Short Term Memory และแบบจ ำลองหลำยตวัแปร
โดยทัว่ไปนิยมใช ้ AR(1) และ AR(2) เท่ำนั้น เน่ืองจำกควำมยุง่ยำกในกำรประมำณพำรำมิเตอร์
ส ำหรับแบบจ ำลองหลำยตวัแปรท่ีมีล ำดบัสูงๆ 

(3) แบบจ ำลอง ARMA มีขอ้ดีคือสำมำรถรักษำทั้ง Time และ Space Dependence แต่กำรใช้
แบบจ ำลองหลำยตวัแปรแบบ ARMA ยงัมีปัญหำในกำรประมำณค่ำพำรำมิเตอร์ ดงันั้นปกติจึง
นิยมใชท้ำงเลือกในกำรจ ำลองโดยรักษำ Time Dependence ก่อน แลว้จึงหำวธีิรักษำ Space 
Dependence ทีหลงั แต่มีขอ้จ ำกดัรักษำ Space Dependence ในทำงปฏิบติัซ่ึงใชเ้ฉพำะ Mo เท่ำนั้น 

  
7.14 การประยุกต์แบบหลายตัวแปรกบัอนุกรมเวลาแบบ Periodic 
 
 แบบจ ำลองหลำยตวัแปรแบบ Periodic มกัใชใ้นกำรสังเครำะห์ขอ้มูลรำยเดือนของระบบแหล่งน ้ำท่ีมี
หลำยอ่ำงเก็บน ้ำ  อำจใชใ้นกำรสังเครำะห์ปริมำณน ้ำท่ำรำยเดือน หรือฝนรำยเดือนแลว้แปลงเป็นน ้ำท่ำโดยใช้
แบบจ ำลอง ฝน-น ้ำท่ำ ก็ได ้ หรืออำจใชใ้นกำรสังเครำะห์ทั้งฝนและน ้ำท่ำพร้อมๆ กนัก็ได ้ เช่นกรณีโครงกำร
ชลประทำน Majes-Siguas ใช ้Multivariate AR(1) ในกำรสังเครำะห์ปริมำณน ้ำท่ำรำยเดือน  กรณีท่ีแบจ ำลอง
หลำยตวัแปรแบบ Periodic ไม่สำมำรถจ ำลองคุณสมบติัรำยปีได ้ อำจตอ้งใชแ้บบจ ำลองแยกส่วน 
(Disaggregation Model) ในบทท่ี 8 แทน 
 
7.15 เอกสารอ้างองิ 
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บทที ่8  
การจ าลองอนุกรมเวลาด้วยแบบจ าลองแบบแยกส่วน 

DISAGGREGATION MODELING 
 

8.1 ค าน า 

 
แบบจ ำลองแยกส่วนคือแบบจ ำลองท่ีพฒันำข้ึนมำเพื่อแกปั้ญหำ Parsimony ของพำรำมิเตอร์ของ

แบบจ ำลองหลำยตวัแปร (Multivariate) กรณีน ำไปใชใ้นกำรสังเครำะห์อนุกรมเวลำแบบ Periodic ซ่ึงมีจ ำนวน
สถำนีมำก แบบจ ำลองแยกส่วนยงัช่วยใหส้ำมำรถรักษำคุณสมบติัทำงสถิติมำกกวำ่ 1 ระดบั เช่นสำมำรถรักษำ
คุณสมบติัทำงสถิติของอนุกรมเวลำรำยปี และรำยฤดูกำล แบบจ ำลองแยกส่วนพฒันำจำกสมมติฐำนวำ่ตวัแปร
มีสหสัมพนัธ์เชิงเส้น  

Harms และ Campbel (1967) เป็นคนแรกท่ีเสนอแนวคิดในกำรท ำแบบจ ำลองแยกส่วน โดยพฒันำต่อ
จำกแบบจ ำลองของ Thomas และ Fiering(1962) แบบจ ำลองแยกส่วนท่ีถูกพฒันำและเป็นท่ียอมรับกนั
โดยทัว่ไปเป็นคร้ังแรกคือแบบจ ำลองของ Valencia และ Schaake(1973) ซ่ึงถือเป็นจุดเร่ิมตน้ท่ีมีกำรใช้
แบบจ ำลองแยกส่วนอยำ่งจริงจงัในกำรสังเครำะห์อนุกรมเวลำทำงอุทกวทิยำ และ Lane(1979) เป็นคนแรกท่ี
พยำยำมพฒันำคอมพิวเตอร์โปรแกรมเพื่อช่วยในกำรสร้ำงแบบจ ำลองทำงสโตแคสติกแบบแยกส่วน  

แบบจ ำลองแยกส่วนสำมำรถแบ่งออกเป็น 2 ลกัษณะคือ (1) กำรแยกส่วนตำมเวลำ (Temporal 
Disaggregation) เพื่อแยกอนุกรมเวลำรำยปีเป็นรำยฤดูกำล (Annual to Seasonal Disaggregation) และ (2) กำร
แยกส่วนตำมพื้นท่ี (Spatial Disaggregation) เพื่อแยกอนุกรมเวลำรำยปีของสถำนีหลกัเป็นอนุกรมเวลำรำยปี
ของสถำนียอ่ย (Key to Sub-station Disaggregation) ในบทน้ีจะกล่ำวถึงแบบจ ำลองแยกส่วน 3 แบบ คือ
แบบจ ำลองแบบพื้นฐำน (Basic Model) แบบจ ำลองแบบขยำย (Extended Model) และแบบจ ำลองแบบยอ่
(Condensed Model) 

 
8.2 แบบจ าลองแยกส่วนทัว่ไป (General Disaggregation Models) 

 
แบบจ ำลองแยกส่วนทัว่ไปจะอยูใ่นรูปของแบบจ ำลองเชิงเส้น หรือ Linear Dependence Model ดงัน้ี 
 
𝑌 = 𝐴𝑋 + 𝐵𝜀          [8.1] 
เม่ือ   Y=Column Vector ของค่ำปัจจุบนัของอนุกรมเวลำซ่ึงสัมพนัธ์กบัค่ำปัจจุบนัของอนุกรม 
        เวลำ X หรือ Dependent Series 
  X=Column Vector ของค่ำปัจจุบนัของอนุกรมเวลำหลกัหรืออนุกรมเวลำแบบอิสระตำมเวลำ  
                    (Key หรือ Time Independent Series) 
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  = Column Vector ของค่ำปัจจุบนัของ Completely Random Series หรือ Stochastic Term 
 A, B=เมทริกซ์ของพำรำมิเตอร์ของแบบจ ำลองแยกส่วน 

 
คุณสมบติัเบ้ืองตน้ของ X และ Y คือ 
 𝐸(𝑋) = 0 
 𝐸(𝑌) = 0 

 
ถำ้ตอ้งกำรจ ำลองแยกส่วนเพื่อแยกค่ำอนุกรมเวลำรำยปีของ 2 สถำนีออกเป็นอนุกรมเวลำรำยเดือน 

เมทริกซ์ของเวกเตอร์ในสมกำร [8.1] จะมีขนำดดงัน้ี 
  Y=Column Vector ของค่ำปัจจุบนัของอนุกรมเวลำรำยเดือน ซ่ึงเมทริกซ์มีขนำด (24 x 1)  

X=Column Vector ของค่ำปัจจุบนัของอนุกรมเวลำรำยปี ซ่ึงเมทริกซ์มีขนำด (2 x 1)  
= Column Vector ของค่ำปัจจุบนัของ Completely Random Series หรือ Stochastic term  
 ซ่ึงเมทริกซ์มีขนำด (24x1) 
A=เมทริกซ์ของพำรำมิเตอร์ A ซ่ึงเมทริกซ์มีขนำด (24 x 2) 
B=เมทริกซ์ของพำรำมิเตอร์ B ซ่ึงเมทริกซ์มีขนำด (24 x 24) 

 
กรณีท่ีจ  ำนวนสถำนีเท่ำ n จะสำมำรถเขียนแบบจ ำลองแยกส่วนแบบเตม็รูปได ้ดงัรูปท่ี 8.1 
 

 
รูปที ่8.1 Full Form of Basic Disaggregation Model 
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ถำ้ค่ำเฉล่ียของ X และY ไม่เท่ำกบัศูนย ์แบบจ ำลองในสมกำร [8.1] จะตอ้งมีพำรำมิเตอร์เมทริกซ์ C 

เพิ่มดงัสมกำร 
𝑌 = 𝐴𝑋 + 𝐵𝜀 + 𝐶         [8.2] 
เม่ือ C = พำรำมิเตอร์เมทริกซ์ ซ่ึงเป็น Column Vector ขนำดเท่ำกบัเมทริกซ์ Y 

 
8.3 แบบจ าลองแยกส่วนตามเวลาแบบ Single Site (Single Site Temporal Disaggregation Model) 

 
กำรจ ำลองแยกส่วนตำมเวลำแบบ Single Site คือแบบจ ำลองซ่ึงแยกอนุกรมเวลำรำยปีของ 1 สถำนี 

เป็นอนุกรมเวลำรำยฤดูกำลเช่นรำยเดือน มีรูปแบบท่ีส ำคญั 3 แบบคือ 
 

(1) แบบจ ำลองพื้นฐำน (Basic Model) (Valencia and Schaake, 1973) 
𝑌 = 𝐴𝑋 + 𝐵𝜀         [8.3] 

(2) แบบจ ำลองแบบขยำย (Extended Model) (Mejia and Rousselle, 1976) 
𝑌 = 𝐴𝑋 + 𝐵𝜀 + 𝐶𝑍        [8.4] 

เม่ือ  Y=Column Vector ของค่ำรำยเดือนของปีปัจจุบนั ซ่ึงมีขนำด (12 x 1) 
 X=ค่ำปัจจุบนัของอนุกรมเวลำรำยปี (1 x 1) 
 Z= Column Vector ของค่ำรำยเดือนจ ำนวน w’ เดือนของปีก่อนหนำ้นั้น ซ่ึงมีขนำด (w’ x 1) 

= Column Vector ของค่ำปัจจุบนัของ Completely Random Series หรือ Stochastic Term  
ซ่ึงเมทริกซ์มีขนำด (12 x 1) 

A=พำรำมิเตอร์เมทริกซ์ ซ่ึงมีขนำด (12 x 1) 
B=พำรำมิเตอร์เมทริกซ์ ซ่ึงมีขนำด (12 x 12) 
C=พำรำมิเตอร์เมทริกซ์ ซ่ึงมีขนำด (12 x w’) 
 

กรณีท่ีจ  ำนวนสถำนีเท่ำกบั n และ w’ เท่ำกบั 12 จะสำมำรถเขียนแบบจ ำลองแยกส่วนแบบขยำยเตม็
รูปได ้ดงัรูปท่ี 8.2 
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รูปที ่8.2 Full Form of Extended Disaggregation Model: Y=AX+B+CZ 

 
(3) แบบจ ำลองแบบยอ่ (Condensed Model) (Lane, 1979) ใชจ้  ำลองท่ีละ 1 Period เช่น 1 เดือน 

𝑌𝜏 = 𝐴𝜏𝑋 + 𝐵𝜏𝜀 + 𝐶𝜏𝑌𝜏−1        [8.5] 
เม่ือ   = เดือนปัจจุบนั เม่ือ  = 1 ถีง 12 (w = 12) 

Y= ค่ำน ้ำท่ำของเดือนปัจจุบนั  
 X = ค่ำน ้ำท่ำของปีปัจจุบนั 
 Y = ค่ำน ้ำท่ำของเดือนก่อนหนำ้นั้น -1 

 = Column Vector ของค่ำปัจจุบนัของ Completely Random Series หรือ Stochastic Term  
A, B, C = ค่ำพำรำมิเตอร์ของเดือน  

 
8.4 แบบจ าลองแยกส่วนตามเวลาแบบ Multisite (Multisite Temporal Disaggregation Model) 
 
 แบบจ ำลองแยกส่วนตำมเวลำแบบ Multisite คือแบบจ ำลองซ่ึงแยกส่วนอนุกรมเวลำรำยปีเป็นรำย
ฤดูกำล ส ำหรบกรณีท่ีมีอนุกรมเวลำมำกกวำ่ 1 ชุด หรือเป็นแบบ Multisite แทนท่ีจะเป็นแบบ Single Site 
ตำมท่ีกล่ำวถึงในหวัขอ้ 8.2 รูปแบบของแบบจ ำลองจะคลำ้ยกบัแบบ Single Site เช่น แบบพื้นฐำน (Basic) 
แบบขยำย (Extended) และแบบยอ่ (Condensed) แต่เมทริกซ์มีขนำดใหญ่กวำ่ตำมขนำดของ Multisite  
 ในหวัขอ้น้ีจะกล่ำวถึง แบบจ ำลองแยกส่วนแบบขยำยส ำหรับกรณี Multisite Temporal 
 

𝑌 = 𝐴𝑋 + 𝐵𝜀 + 𝐶𝑍         [8.6] 
เม่ือ  Y=Column Vector ของค่ำปัจจุบนัของอนุกรมเวลำรำยเดือน ซ่ึงมีขนำด (nw x 1) 
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 X=Column Vector ของค่ำปัจจุบนัของอนุกรมเวลำรำยปี ซ่ึงมีขนำด (n x 1) 
 Z= Column Vector ของค่ำปีก่อนหนำ้นั้นของอนุกรมเวลำรำยเดือน ซ่ึงมีขนำด (nw’ x 1) 

= Column Vector ของค่ำปัจจุบนัของ Completely Random Series หรือ Stochastic Term  
ซ่ึงมีขนำด (nw x 1) 

A=พำรำมิเตอร์เมทริกซ์ ซ่ึงมีขนำด (nw x n) 
B=พำรำมิเตอร์เมทริกซ์ ซ่ึงมีขนำด (nw x nw) 
C=พำรำมิเตอร์เมทริกซ์ ซ่ึงมีขนำด (nw x nw’) 
n=จ ำนวน Sites ท่ีพิจำรณำ 
w=จ ำนวนฤดูกำลใน 1 ปี 

 
8.5 แบบจ าลองแยกส่วนตามพืน้ที ่(Spatial Disaggregation Model) 

 
แบบจ ำลองแยกส่วนตำมพื้นท่ี คือแบบจ ำลองท่ีใชแ้ยกอนุกรมเวลำรำยปีของสถำนีหลกั (Key 

Stations) เป็นอนุกรมเวลำรำยปีของสถำนียอ่ย (Substation) ซ่ึงจ ำนวนสถำนีหลกัอำจมำกกวำ่ 1 สถำนีก็ได ้
และสถำนียอ่ยคือสถำนีท่ีมีสหสัมพนัธ์เชิงเส้นกบัสถำนีหลกั 

รูปแบบของแบบจ ำลองแยกส่วนตำมพื้นท่ี จะมีรูปแบบคลำ้ยกบัแบบจ ำลองแยกส่วนตำมเวลำ เช่น 
แบบพื้นฐำน (Basic) แบบขยำย (Extended) และแบบยอ่ (Condensed)  

Lane(1979) เสนอแนะแบบจ ำลองแยกส่วนตำมพื้นท่ี โดยใชแ้บบจ ำลองแบบขยำยของ Mejia and 
Roussele ดงัน้ี 

 

𝑌 = 𝐴𝑋 + 𝐵𝜀 + 𝐶𝑍         [8.7] 
เม่ือ  Y = Column Vector ของค่ำรำยปีของสถำนียอ่ยของปีปัจจุบนั ซ่ึงมีขนำด (n x 1) 
 X = Column Vector ของค่ำรำยปีของสถำนีหลกัของปีปัจจุบนั ซ่ึงมีขนำด (m x 1) 
 Z = Column Vector ของค่ำรำยปีของสถำนียอ่ยของปีก่อนหนำ้นั้น ซ่ึงมีขนำด (n x 1) 

 = Column Vector ของค่ำปัจจุบนัของ Completely Random Series หรือ Stochastic Term  
      ซ่ึงมีขนำด (n x 1) 

A = พำรำมิเตอร์เมทริกซ์ ซ่ึงมีขนำด (n x m) 
B = พำรำมิเตอร์เมทริกซ์ ซ่ึงมีขนำด (n x n) 
C = พำรำมิเตอร์เมทริกซ์ ซ่ึงมีขนำด (n x n) 
n = จ ำนวน Sites ท่ีพิจำรณำ 
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8.6 แบบจ าลองแยกส่วนตามพืน้ทีแ่ละตามเวลา (Spatial and Temporal Disaggregation Model) 
 
 บำงกรณีอำจตอ้งท ำกำรจ ำลองโดยกำรจ ำลองแยกส่วนตำมพื้นท่ีผสมกบักำรจ ำลองแยกส่วนตำมเวลำ 
เช่น ถำ้ตอ้งกำรสังเครำะห์อนุกรมเวลำรำยเดือนของน ้ำท่ำท่ีไหลเขำ้ระบบอ่ำงเก็บน ้ำ ซ่ึงกรณีน้ีอำจท ำไดโ้ดย
ใชแ้บบจ ำลองหลำยตวัแปรกบัอนุกรมเวลำรำยเดือนโดยตรง แต่จ ำนวนพำรำมิเตอร์จะมำก และอำจมีปัญหำ 
Parsimony ของพำรำมิเตอร์ได ้ ทำงเลือกคือกำรใชแ้บบจ ำลองแยกส่วนตำมพื้นท่ีและตำมเวลำ 
 เช่น ถำ้ตอ้งกำรสังเครำะห์อนุกรมเวลำรำยเดือนของน ้ำท่ำท่ีไหลเขำ้ระบบอ่ำงเก็บน ้ำ ซ่ึงมีจ  ำนวน n+1 
อ่ำงเก็บน ้ำ ก ำหนดให ้ 1 อ่ำงเป็นสถำนีหลกั และอีก n อ่ำงเก็บน ้ำเป็นสถำนียอ่ย กำรจ ำลองจะสำมำรถท ำได้
หลำยแบบ ดงัน้ี 
 แบบที ่1-Multivariate Periodic Time Series Model 

แบบที ่2-AR/ARMA + Spatial + Temporal Disaggregation Model   
ขั้นท่ี 1-จ ำลองเพื่อสังเครำะห์ปริมำณน ้ำท่ำรำยปีของสถำนีหลกั (Key Station)โดยใชแ้บบจ ำลอง 
AR หรือ ARMA 
ขั้นท่ี 2-จ ำลองแบบแยกส่วนตำมพื้นท่ี เพื่อสังเครำะห์ปริมำณน ้ำท่ำรำยปีของ  n สถำนียอ่ย  
            จำกปริมำณน ้ำท่ำรำยปีของสถำนีหลกั  
ขั้นท่ี 3-จ ำลองแบบแยกส่วนตำมเวลำ เพื่อสังเครำะห์ปริมำณน ้ำท่ำรำยเดือนของ  n+1 อ่ำงเก็บน ้ำ 
            จำกปริมำณน ้ำท่ำรำยปีของ  n+1 อ่ำงเก็บน ้ำ 

แบบที ่3-Multivariate Annual Time Series Model + Temporal Disaggregation Model 
 ขั้นท่ี 1-ใช ้Multivariate Annual Time Series เพื่อสังเครำะห์ปริมำณน ้ำท่ำรำยปี 

       ของ  n+1 อ่ำงเก็บน ้ำ  
ขั้นท่ี 2-จ ำลองแบบแยกส่วนตำมเวลำ เพื่อสังเครำะห์ปริมำณน ้ำท่ำรำยเดือนของ  n+1 อ่ำงเก็บน ้ำ 
            จำกปริมำณน ้ำท่ำรำยปีของ  n+1 อ่ำงเก็บน ้ำ 

 
8.7 การประมาณค่าพารามิเตอร์ของแบบจ าลอง 
 
 8.7.1 การประมาณค่าพารามิเตอร์ของแบบจ าลองแยกส่วนตามเวลาพืน้ฐาน (Basic Model) 

แบบจ ำลองแยกส่วนแบบพื้นฐำน (Basic Model) 
𝑌 = 𝐴𝑋 + 𝐵𝜀 

(nw x 1) = (nw x n)(nx1) + (nw x nw)(nw x 1) ……..ขนำดเมทริกซ์ 
E(Y) = 0 และ E(X) = 0 
สมกำรส ำหรับค ำนวณหำค่ำพำรำมิเตอร์ของแบบจ ำลองแยกส่วนตำมเวลำพื้นฐำน คือ 

𝐴̂ = 𝑆𝑌𝑋𝑆𝑋𝑋
−1         [8.8] 

𝐵̂𝐵̂𝑇 = 𝑆𝑌𝑌 − 𝑆𝑌𝑋𝑆𝑋𝑋
−1𝑆𝑋𝑌 = 𝑆𝑌𝑌 − 𝐴̂𝑆𝑋𝑌     [8.9] 

เม่ือ  SXX = E(XXT) = Variance-Covariance Matrix of X 
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 SYY = E(YYT) = Variance-Covariance Matrix of Y  
SYX = E(YXT) = Covariance Matrix of Y and X 
SXY = E(XYT) = Covariance Matrix of X and Y 

 

การ Derive หาพารามิเตอร์ของแบบจ าลองแยกส่วนตามเวลาพืน้ฐาน (Basic Model) 

 

𝑌 = 𝐴𝑋 + 𝐵𝜀 

𝐸(𝑌𝑋𝑇) = 𝐸(𝐴𝑋𝑋𝑇 + 𝐵𝜀𝑋𝑇) = 𝐴𝐸(𝑋𝑋𝑇) 

ให ้ 𝐸(𝑌𝑋𝑇) = 𝑆𝑌𝑋 = ∑
𝑌𝑣𝑋𝑣

𝑇

𝑁−1
𝑁
𝑣=1  

 𝐸(𝑋𝑋𝑇) = 𝑆𝑋𝑋 = ∑
𝑋𝑣𝑋𝑣

𝑇

𝑁−1
𝑁
𝑣=1  

 𝑆𝑌𝑋 = 𝐴̂𝑆𝑋𝑋 
 𝐴̂ = 𝑆𝑌𝑋𝑆𝑋𝑋

−1 
 𝐸(𝑌𝑌𝑇) = 𝐸(𝐴𝑋 + 𝐵𝜀)𝑌𝑇 

   = 𝐸(𝐴𝑋𝑌𝑇) + 𝐸(𝐵𝜀)(𝐴𝑋 + 𝐵𝜀)
𝑇
 

   = 𝐴𝐸(𝑋𝑌𝑇) + 𝐸(𝐵𝜀𝑋𝑇𝐴𝑇 + 𝐵𝜀.𝜀
𝑇𝐵𝑇) 

   = 𝐴𝐸(𝑋𝑌𝑇) + 𝐸(𝐵𝜀.𝜀
𝑇𝐵𝑇) 

             
    

𝑆𝑌𝑌 = 𝐴̂𝑆𝑋𝑌 + 𝐵̂𝐵̂𝑇 

       𝐵̂𝐵̂𝑇 = 𝑆𝑌𝑌 − 𝐴̂𝑆𝑋𝑌 

 
8.7.2 ขั้นตอนการค านวณหาค่าพารามิเตอร์ (Calculation Procedure) 
ในหวัขอ้น้ีจะแสดงขั้นตอนกำรค ำนวณหำค่ำพำรำมิเตอร์ของแบบจ ำลองแยกส่วนตำมเวลำพื้นฐำน 

โดยก ำหนดให ้ 
i = 1,..,n  เม่ือจ ำนวนสถำนี n = 2  
 = 1,.., เม่ือจ ำนวนฤดูกำล (No. of Periods)ในหน่ึงปี  = 3  
v = 1,…,N เม่ือ N คือจ ำนวนปีของอนุกรมเวลำ 
x(i,v)  = ปริมำณน ้ำท่ำรำยปีในปีท่ี v ของสถำนี i 
y(i,v,) = ปริมำณน ้ำท่ำรำยเดือนในเดือน  ปีท่ี v ของสถำนี i  
Sxx= E(XXT) = Variance-Covariance Matrix of X 
 

𝑆𝑋𝑋 =
1

𝑁
∑ [

𝑥(1, 𝑣)
𝑥(2, 𝑣)

]𝑁
𝑣=1 [𝑥(1, 𝑣) 𝑥(2, 𝑣)]  

 

 𝑆𝑋𝑋 =
1

𝑁
[

∑ 𝑥2(1, 𝑣) ∑ 𝑥(1, 𝑣)𝑥(2, 𝑣)

∑ 𝑥(2, 𝑣)𝑥(1, 𝑣) ∑ 𝑥2(2, 𝑣)
]    [8.10] 
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ในท ำนองเดียวกนัจะสำมำรถค ำนวณหำ SYY, SXY หรือ SYX ไดด้งัน้ี 

𝑆𝑌𝑌 =
1

𝑁 − 1
∑

[
 
 
 
 
 
 
𝑦(1, 𝑣, 1)

𝑦(1, 𝑣, 2)

𝑦(1, 𝑣, 3)

𝑦(2, 𝑣, 1)

𝑦(2, 𝑣, 2)

𝑦(2, 𝑣, 3)]
 
 
 
 
 
 

𝑁

𝑣=1

[𝑦(1, 𝑣, 1), 𝑦(1, 𝑣, 2), 𝑦(1, 𝑣, 3), 𝑦(2, 𝑣, 1), 𝑦(2, 𝑣, 2), 𝑦(2, 𝑣, 3)] 

           [8.11] 

𝑆𝑌𝑋 =
1

𝑁−1
∑

[
 
 
 
 
 
 
𝑦(1, 𝑣, 1)

𝑦(1, 𝑣, 2)

𝑦(1, 𝑣, 3)

𝑦(2, 𝑣, 1)

𝑦(2, 𝑣, 2)

𝑦(2, 𝑣, 3)]
 
 
 
 
 
 

𝑁
𝑣=1 [𝑥(1, 𝑣), 𝑥(2, 𝑣)]     [8.12] 

𝑆𝑋𝑌 = 𝑆𝑌𝑋
𝑇           [8.13] 

 
ค่ำ SXX, SYY และ SXY คือค่ำ Variance-Covariance ของ X และ Y ซ่ึงสำมำรถค ำนวณไดโ้ดยใช้

ฟังคช์ัน่ใน Excel ซ่ึงท ำได ้ดงัน้ี 
จำกเมนูบำร์เลือก DATA+DATA ANALYSIS + COVARIANCE แต่ตอ้งจ ำไวว้ำ่ค่ำ Variance-

Covariance ท่ีหำไดโ้ดยวธีิน้ี คือ Biased Variance-Covariance ตอ้งปรับแกโ้ดยกำรคูณค่ำท่ีค  ำนวณไดโ้ดย 
(N/N-1) หรือใช ้Function {=SUMPRODUCT(A,B)/(N-1)} ดงัตวัอยำ่งในตำรำงท่ี 8.1 

  

 i=1 i=2 i=1 i=2 
 =1 =2 =3 =1 =2 =3   

𝑣 y(1, 𝑣, 1) 𝑦(1, 𝑣, 2) 𝑦(1, 𝑣, 3) 𝑦(2, 𝑣, 1) 𝑦(2, 𝑣, 2) 𝑦(2, 𝑣, 3) 𝑥(1, 𝑣) 𝑥(2, 𝑣) 

1 x x x y y y ∑𝑦

𝜏

(1,1, 𝜏) ∑𝑦

𝜏

(2,1, 𝜏) 

2 x x x y y y ∑𝑦

𝜏

(1,2, 𝜏) ∑𝑦

𝜏

(2,2, 𝜏) 

. . . . . . . . . 

N x x x y y y ∑𝑦

𝜏

(1, 𝑁, 𝜏) ∑𝑦

𝜏

(2, 𝑁, 𝜏) 

Mean 0 0 0 0 0 0 0 0 
Var 1 1 1 1 1 1 Var(x(1)) Var(x(2)) 
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ตารางที ่8.1 ตวัอยำ่งกำรค ำนวณ Variance-Covariance Matrix ดว้ยโมดูล COVAIANCE ใน 
DATA ANALYSIS และฟังคช์ัน่ SUMPRODUCT 
 

 
𝑣 𝑦(1, 𝑣, 1) 𝑦(1, 𝑣, 2) 𝑦(1, 𝑣, 3) 𝑦(2, 𝑣, 1) 𝑦(2, 𝑣, 2) 𝑦(2, 𝑣, 3) 𝑥(1, 𝑣) 𝑥(2, 𝑣)  

1 -13.3 -11.7 0.8 -4.7 1.4 5.4 -24.2 2.1  
2 -11.3 -7.7 2.8 -1.7 -2.6 -4.6 -16.2 -8.9  
3 -10.3 -5.7 3.8 1.3 -0.6 -3.6 -12.2 -2.9  
4 -16.3 -2.7 -4.2 20.3 0.4 -2.6 -23.2 18.1  
5 -14.3 -13.7 -3.2 1.3 1.4 -1.6 -31.2 1.1  
6 -13.3 -11.7 -2.2 12.3 -2.6 -0.6 -27.2 9.1  
7 69.7 6.3 -1.2 -6.7 -1.6 0.4 74.8 -7.9  
8 -16.3 10.3 -0.2 -5.7 -0.6 1.4 -6.2 -4.9  
9 36.7 28.3 0.8 -7.7 2.4 2.4 65.8 -2.9  

10 -11.3 8.3 2.8 -8.7 2.4 3.4 -0.2 -2.9  
Mean 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000  

Use function SUMPRODUCT(A,B)/(N-1)  

Syy 

  

  

  

  

  

850.68 212.54 -2.29 -111.46 -1.76 16.13 1060.93 -97.08 

Syx 

  

  

 

  

212.54 175.12 7.18 -60.77 9.87 15.76 394.84 -35.14 

-2.29 7.18 7.29 -15.71 0.20 0.64 12.18 -14.87 

-111.46 -60.77 -15.71 89.34 -5.58 -15.91 -187.93 67.86 

-1.76 9.87 0.20 -5.58 3.60 3.60 8.31 1.62 

16.13 15.76 0.64 -15.91 3.60 10.27 32.53 -2.04 

Sxy 

  

1060.93 394.84 12.18 -187.93 8.31 32.53 1467.96 -147.09 Sxx 

  -97.08 -35.14 -14.87 67.86 1.62 -2.04 -147.09 67.43 

Use COVARIANCE ใน DATA ANALYSIS จะได ้Biased Covariance ตอ้งปรับแกด้ว้ย (N/N-1) 
  y(1,v,1) y(1,v,2) y(1,v,3) y(2,v,1) y(2,v,2) y(2,v,3) x(1,v) x(2,v)  

𝑦(1, 𝑣, 1) 765.61         
𝑦(1, 𝑣, 2) 191.29 157.61        
𝑦(1, 𝑣, 3) -2.06 6.46 6.56       
𝑦(2, 𝑣, 1) -100.31 -54.69 -14.14 80.41      
𝑦(2, 𝑣, 2) -1.58 8.88 0.18 -5.02 3.24     
𝑦(2, 𝑣, 3) 14.52 14.18 0.58 -14.32 3.24 9.24    
𝑥(1, 𝑣) 954.84 355.36 10.96 -169.14 7.48 29.28 1321.16    
𝑥(2, 𝑣) -87.37 -31.63 -13.38 61.07 1.46 -1.84 -132.38 60.69  

Syy 850.68                

 212.54 175.12           

 -2.29 7.18 7.29          

 -111.46 -60.77 -15.71 89.34         

 -1.76 9.87 0.20 -5.58 3.60        

 16.13 15.76 0.64 -15.91 3.60 10.27      
Sxy 1060.93 394.84 12.18 -187.93 8.31 32.53 1467.96   Sxx 

  -97.08 -35.14 -14.87 67.86 1.62 -2.04 -147.09 67.43   
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ขนำดของ Variance-Covariance Matrices ของ X และ Y  และพำรำมิเตอร์เมทริกซ์คือ 
𝑆𝑋𝑋 = (𝑛 𝑥 𝑛) 
𝑆𝑌𝑌 = (𝑛𝑤 𝑥 𝑛𝑤) 
𝑆𝑌𝑋 = (𝑛𝑤 𝑥 𝑛) 
𝑆𝑋𝑌 = (𝑛 𝑥 𝑛𝑤) 
𝑆𝑋𝑋

−1 = (𝑛 𝑥 𝑛)  
𝐴̂ = 𝑆𝑌𝑋𝑆𝑋𝑋    

−1 . . . (nw x n) (n x n)  = (nw x n) 
𝐴̂𝑆𝑌𝑋 = (𝑛𝑤 𝑥 𝑛) (𝑛 𝑥 𝑛𝑤) =  (𝑛𝑤 𝑥 𝑛𝑤) 
𝐵𝐵𝑇 = 𝑆𝑌𝑌  −  𝐴̂𝑆𝑋𝑌   . .. (𝑛𝑤 𝑥 𝑛𝑤) − (𝑛𝑤 𝑥 𝑛𝑤) = (𝑛𝑤 𝑥 𝑛𝑤)  

 
แบบจ ำลองแยกส่วนพื้นฐำนแบบเตม็รูป 
𝑌 =  𝐴𝑋 + 𝐵𝜀 

[
 
 
 
 
 
𝑦(1, 𝑣, 1)
𝑦(1, 𝑣, 2)
𝑦(1, 𝑣, 3)
𝑦(2, 𝑣, 1)
𝑦(2, 𝑣, 2)
𝑦(2, 𝑣, 3)]

 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

𝑎31 𝑎32

𝑎41 𝑎42

𝑎51 𝑎52

𝑎61 𝑎62]
 
 
 
 
 

[
𝑥(1, 𝑣)
𝑥(2, 𝑣)

] +

[
 
 
 
 
 
𝑏11 𝑏12 𝑏13 𝑏14 𝑏15 𝑏16

𝑏21 𝑏22 𝑏23 𝑏2 𝑏25 𝑏26

𝑏31 𝑏32 𝑏33 𝑏34 𝑏35 𝑏36

𝑏41 𝑏42 𝑏43 𝑏44 𝑏45 𝑏46

𝑏51 𝑏52 𝑏53 𝑏54 𝑏55 𝑏56

𝑏61 𝑏62 𝑏63 𝑏64 𝑏65 𝑏66]
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
𝜀(1, 𝑣, 1)
𝜀(1, 𝑣, 2)
𝜀(1, 𝑣, 3)
𝜀(2, 𝑣, 1)
𝜀(2, 𝑣, 2)
𝜀(2, 𝑣, 3)]

 
 
 
 
 

 

 
  
8.7.3 การประมาณค่าพารามิเตอร์ของแบบจ าลองแยกส่วนตามเวลาแบบขยาย (Extended Model) 
แบบจ ำลองแยกส่วนแบบขยำย (Extended Model) (Mejia and Rousselle, 1976) 

𝑌 = 𝐴𝑋 + 𝐵𝜀 + 𝐶𝑍 
(nw x 1)= (nw x n)(n x 1)+(nw x n)(n x 1)+(nw x n)(n x 1) … ขนำดเมทริกซ์ 

E(Y) = 0 
E(X) = 0 
E(Z) = 0 

สมกำรส ำหรับค ำนวณหำค่ำพำรำมิเตอร์ของแบบจ ำลองแยกส่วนแบบขยำย คือ 
𝐴̂ = (𝑆𝑌𝑋 − 𝑆𝑌𝑍𝑆𝑍𝑍

−1𝑆𝑍𝑋)(𝑆𝑋𝑋 − 𝑆𝑋𝑍𝑆𝑍𝑍
−1𝑆𝑍𝑋)−1     [8.14] 

𝐶̂ = (𝑆𝑌𝑍 − 𝐴̂𝑆𝑋𝑍)𝑆𝑍𝑍
−1       [8.15] 

𝐵̂𝐵̂𝑇 = 𝑆𝑌𝑌 − 𝐴̂𝑆𝑋𝑋𝐴̂𝑇 − 𝐴̂𝑆𝑋𝑍𝐶̂𝑇 − 𝐶̂𝑆𝑍𝑋𝐴̂𝑇 − 𝐶̂𝑆𝑍𝑍𝐶̂
𝑇  [8.16] 

𝐵̂𝐵̂𝑇 = 𝑆𝑌𝑌 − 𝐴̂𝑆𝑋𝑌 − 𝐶̂𝑆𝑍𝑌      [8.17] 
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การ Derive หาพารามิเตอร์ของแบบจ าลองแยกส่วนตามเวลาแบบขยาย (Extended Model) 

𝑌 = 𝐴𝑋 + 𝐵𝜀 + 𝐶𝑍 

𝐸(𝑋𝑌𝑇) = 𝐸 [𝑋(𝐴𝑋 + 𝐵𝜀 + 𝐶𝑍)
𝑇
] = 𝐸(𝑋𝑋𝑇𝐴𝑇 + 𝑋𝜀𝑇𝐵𝑇 + 𝑋𝑍𝑇𝐶𝑇) 

𝑆𝑋𝑌 = 𝑆𝑋𝑋𝐴̂𝑇 + 𝑆𝑋𝑍𝐶̂𝑇  

𝐸(𝑍𝑌𝑇) = 𝐸 [𝑍(𝐴𝑋 + 𝐵𝜀 + 𝐶𝑍)
𝑇
] = 𝐸(𝑍𝑋𝑇𝐴𝑇 + 𝑍𝜀𝑇𝐵𝑇 + 𝑍𝑍𝑇𝐶𝑇) 

𝑆𝑍𝑌 = 𝑆𝑍𝑋𝐴̂𝑇 + 𝑆𝑍𝑍𝐶̂
𝑇  

𝐸(𝑌𝑍𝑇) = 𝐸(𝐴𝑋 + 𝐵𝜀 + 𝐶𝑍)𝑍𝑇   

𝐸(𝑌𝑍𝑇) = 𝐸(𝐴𝑋𝑍𝑇 + 𝐵𝜀𝑍𝑇 + 𝐶𝑍𝑍𝑇) 

 𝑆𝑌𝑍 = 𝐴̂𝑆XZ + 𝐶̂𝑆𝑍𝑍     

 
𝐶̂ = (𝑆𝑌𝑍 − 𝐴̂𝑆𝑋𝑍)𝑆𝑍𝑍

−1  
𝐸(𝑌𝑋𝑇) = 𝐸(𝐴𝑋𝑋𝑇 + 𝐵𝜀𝑍𝑇 + 𝐶𝑍𝑋𝑇) 

 𝑆𝑌𝑋 = 𝐴̂𝑆𝑋𝑋 + 𝐶̂𝑆𝑍𝑋  
= 𝐴̂𝑆𝑋𝑋 + (𝑆𝑌𝑍 − 𝐴̂𝑆𝑋𝑍)𝑆𝑍𝑍

−1𝑆𝑍𝑋  

 
        

= 𝐴̂𝑆𝑋𝑋 + 𝑆𝑌𝑍𝑆𝑍𝑍
−1𝑆𝑍𝑋 − 𝐴̂𝑆𝑋𝑍𝑆𝑍𝑍

−1𝑆𝑍𝑋  

 
 
𝐴̂ = (𝑆𝑌𝑋 − 𝑆𝑌𝑍𝑆𝑍𝑍

−1𝑆𝑍𝑋)(𝑆𝑋𝑋 − 𝑆𝑋𝑍𝑆𝑍𝑍
−1𝑆𝑍𝑋)−1 

𝐸(𝑌𝑌𝑇) = 𝐸(𝐴𝑋 + 𝐵𝜀 + 𝐶𝑍)𝑌𝑇  = 𝐸(𝐴𝑋𝑌𝑇 + 𝐵𝜀𝑌𝑇 + 𝐶𝑍𝑌𝑇) 

        = 𝐸 (𝐴𝑋𝑌𝑇 + 𝐵𝜀(𝐴𝑋 + 𝐵𝜀 + 𝐶𝑍)
𝑇

+ 𝐶𝑍𝑌𝑇) 

𝑆𝑌𝑌 = 𝐴̂𝑆𝑋𝑌 + 𝐵̂𝐵̂𝑇 + 𝐶̂𝑆𝑍𝑌 

𝐵̂𝐵̂𝑇 = 𝑆𝑌𝑌 − 𝐴̂𝑆𝑋𝑌 − 𝐶̂𝑆𝑍𝑌 

 
8.7.4 การประมาณค่าพารามิเตอร์ของแบบจ าลองแยกส่วนตามเวลาแบบย่อ (Condensed Model) 

(Lane, 1979) 
 𝑌𝜏 = 𝐴𝜏𝑋 + 𝐵𝜏𝜀 + 𝐶𝜏𝑌𝜏−1 

 (n x 1) = (n x n) (n x 1) + (n x n)(n x 1) + (n x n)(n x 1) ……..ขนำดเมทริกซ์ 

𝐴̂𝜏 = [𝑆𝑌𝑋(𝜏, 𝜏) − 𝑆𝑌𝑌(𝜏, 𝜏 − 1)𝑆𝑌𝑌
−1(𝜏 − 1, 𝜏 − 1)𝑆𝑌𝑋(𝜏 − 1, 𝜏)]

 

           
1

YX
1

YYXYXX ,1S1,1S1,S,S


    [8.18] 

 𝐶̂𝜏 = [𝑆𝑌𝑌(𝜏, 𝜏 − 1) − 𝐴̂𝜏𝑆𝑋𝑌(𝜏, 𝜏 − 1)]𝑆𝑌𝑌
−1(𝜏 − 1, 𝜏 − 1)   [8.19] 

 𝐵̂𝜏𝐵̂𝜏
𝑇 = 𝑆𝑌𝑌(𝜏, 𝜏) − 𝐴̂𝜏𝑆𝑋𝑌(𝜏, 𝜏) − 𝐶̂𝜏𝑆𝑌𝑌(𝜏 − 1, 𝜏)    [8.20] 
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 การ Derive หาพารามิเตอร์ของแบบจ าลองแยกส่วนตามเวลาแบบย่อ (Condensed Model) 

 𝑌𝜏 = 𝐴𝜏𝑋 + 𝐵𝜏𝜀 + 𝐶𝜏𝑌𝜏−1 

𝐸(𝑌𝜏𝑌𝜏−1
𝑇 ) = 𝐸(𝐴𝜏𝑋𝑌𝜏−1

𝑇 + 𝐵𝜏𝜀𝑌𝜏−1
𝑇 + 𝐶𝜏𝑌𝜏−1𝑌𝜏−1

𝑇 ) 
𝑆𝑌𝑌(𝜏, 𝜏 − 1) = 𝐴̂𝜏𝑆𝑋𝑌(𝜏, 𝜏 − 1) + 𝐶̂𝜏𝑆𝑌𝑌(𝜏 − 1, 𝜏 − 1) 

𝐶̂𝜏 = (𝑆𝑌𝑌(𝜏, 𝜏 − 1) − 𝐴̂𝜏𝑆𝑋𝑌(𝜏, 𝜏 − 1)) 𝑆𝑌𝑌
−1(𝜏 − 1, 𝜏 − 1) 

𝐸(𝑌𝜏𝑋
𝑇) = 𝐸(𝐴𝜏𝑋𝑋𝑇 + 𝐵𝑇𝜀𝑋𝑇 + 𝐶𝜏𝑌𝜏−1𝑋

𝑇) 
𝑆𝑌𝑋(𝜏, 𝜏) = 𝐴̂𝜏𝑆𝑋𝑋(𝜏, 𝜏) + 𝐶̂𝜏𝑆𝑌𝑋(𝜏 − 1, 𝜏)

= 𝐴̂𝜏𝑆𝑋𝑋(𝜏, 𝜏) + 𝑆𝑌𝑌(𝜏, 𝜏 − 1)𝑆𝑌𝑌
−1(𝜏 − 1, 𝜏 − 1)𝑆𝑌𝑋(𝜏 − 1, 𝜏)

− 𝐴̂𝜏𝑆𝑋𝑌(𝜏, 𝜏 − 1)𝑆𝑌𝑌
−1(𝜏 − 1, 𝜏 − 1)𝑆𝑌𝑋(𝜏 − 1, 𝜏) 

𝐴̂𝜏 = [𝑆𝑌𝑋(𝜏, 𝜏) − 𝑆𝑌𝑌(𝜏, 𝜏 − 1)𝑆𝑌𝑌
−1(𝜏 − 1, 𝜏 − 1)𝑆𝑌𝑋(𝜏 − 1, 𝜏)] 

[𝑆𝑋𝑋(𝜏, 𝜏) − 𝑆𝑋𝑌(𝜏, 𝜏 − 1)𝑆𝑌𝑌
−1(𝜏 − 1, 𝜏 − 1)𝑆𝑌𝑋(𝜏 − 1, 𝜏)]−1

 

 𝐸(𝑌𝜏𝑌𝜏
𝑇) = 𝐸(𝐴𝜏𝑋 + 𝐵𝜏𝜀 + 𝐶𝜏𝑌𝜏−1)𝑌𝜏

𝑇  

 
𝑆𝑌𝑌(𝜏, 𝜏) = 𝐴̂𝜏𝑆𝑋𝑌(𝜏, 𝜏) + 𝐵̂𝜏𝐸(𝜀𝑋𝑇𝐴𝑇 + 𝜀.𝜀

𝑇𝐵𝜏
𝑇 + 𝜀.𝑌𝜏−1

𝑇 𝐶𝜏
𝑇) + 𝐶̂𝜏𝑆𝑌𝑌(𝜏 − 1, 𝜏) 

                     = 𝐴̂𝜏𝑆𝑋𝑌(𝜏, 𝜏) + 𝐵̂𝜏𝐵̂𝜏
𝑇 + 𝐶̂𝜏𝑆𝑌𝑌(𝜏 − 1, 𝜏) 

          𝐵̂𝜏𝐵̂𝜏
𝑇 = 𝑆𝑌𝑌(𝜏, 𝜏) − 𝐴̂𝜏𝑆𝑋𝑌(𝜏, 𝜏) − 𝐶̂𝜏𝑆𝑌𝑌(𝜏 − 1, 𝜏) 

 

 8.7.5 การประมาณค่าพารามิเตอร์ของแบบจ าลองแยกส่วนตามพืน้ทีแ่บบขยายกบักรณ ีMultisite  

𝑌 = 𝐴𝑋 + 𝐵𝜀 + 𝐶𝑍 

             กรณีท่ีมีสถำนีหลกั(Key Station) m สถำนี และสถำนียอ่ย n สถำนี 

(n x 1) = (n x m)(m x 1) + (n x n)(n x 1) + (n x n)(n x 1) ……..ขนำดเมทริกซ์  

  พำรำมิเตอร์ของแบบจ ำลองน้ีจะคลำ้ยกบัแบบจ ำลองแยกส่วนตำมเวลำแบบขยำยคือ  
𝐴̂ = [𝑆𝑌𝑋 − 𝑆𝑌𝑍𝑆𝑌𝑌

−1𝑆𝑋𝑍
𝑇 ][𝑆𝑋𝑋 − 𝑆𝑋𝑍𝑆𝑌𝑌

−1𝑆𝑋𝑍
𝑇 ]−1 

𝐶̂ = [𝑆𝑌𝑍 − 𝐴̂𝑆𝑋𝑍]𝑆𝑌𝑌
−1 

𝐵̂𝐵̂𝑇 = 𝑆𝑌𝑌 − 𝐴̂𝑆𝑋𝑌 − 𝐶̂𝑆𝑌𝑍
𝑇  

 
เน่ืองจำก Z คือ Y ของปีก่อนหนำ้นั้น หรือ Z = Y(1) จะสำมำรถเขียนสมกำรพำรำมิเตอร์ใหม่ได ้ดงัน้ี 
 
𝐴̂ = [𝑆𝑌𝑋 − 𝑆𝑌𝑌(1)𝑆𝑌𝑌

−1𝑆𝑋𝑌
𝑇 (1)][𝑆𝑋𝑋 − 𝑆𝑋𝑌(1)𝑆𝑌𝑌

−1𝑆𝑋𝑌
𝑇 (1)]−1  [8.21] 

𝐶̂ = [𝑆𝑌𝑌(1) − 𝐴̂𝑆𝑋𝑌(1)]𝑆𝑌𝑌
−1       [8.22] 

𝐵̂𝐵̂𝑇 = 𝑆𝑌𝑌 − 𝐴̂𝑆𝑋𝑌 − 𝐶̂𝑆𝑌𝑌
𝑇 (1)      [8.23] 
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8.7.6 วธีิการค านวณค่า Variance-Covariance Matrixes ส าหรับแบบจ าลองแยกส่วนตามเวลาแบบ
ย่อ (Condensed Model) 

 
กำรค ำนวณค่ำพำรำมิเตอร์ของแบบจ ำลองแยกส่วนตำมเวลำแบบยอ่ในสมกำร 8.18-8.20 จะเก่ียวขอ้ง

กบักำรประมำณค่ำ Variance-Covariance Matrices ของ SYY(,), SYX(,), SXX(,), SYY(,-1),  
SYX(-1,) เม่ือ  คือ ฤดูกำล เช่น เดือน  

ตำมหลกัโมเมนต ์ 
𝑆𝑌𝑌( − 1,  − 1)  =   𝑆𝑌𝑌(, ) ของเดือนก่อนหนำ้นั้น และ 
𝑆𝑋𝑌(𝜏, 𝜏 − 1) = 𝑆𝑌𝑋

𝑇 (𝜏 − 1, 𝜏)     

 
กรณี n = 2 

𝑆𝑌𝑌(𝜏, 𝜏) =
1

𝑁−1
∑ [

𝑦𝑣,𝜏
(1)

𝑦𝑣,𝜏
(2)

]𝑁
𝑉=1 [𝑦𝑣,𝜏

(1)
   𝑦𝑣,𝜏

(2)
]                  [8.24]  

 

𝑆𝑌𝑋(𝜏, 𝜏) =
1

𝑁−1
∑ [

𝑦𝑣,𝜏
(1)

𝑦𝑣,𝜏
(2)

]𝑁
𝑉=1 [𝑥𝑣

(1)
  𝑥𝑣

(2)
]     [8.25] 

 

𝑆𝑋𝑋(𝜏, 𝜏) =
1

𝑁−1
∑ [

𝑥𝑣
(1)

𝑥𝑣
(2)

]𝑁
𝑉=1 [𝑥𝑣

(1)
  𝑥𝑣

(2)
]     [8.26] 

 

𝑆𝑌𝑌(𝜏, 𝜏 − 1) =
1

𝑁−1
∑ [

𝑦𝑣,𝜏
(1)

𝑦𝑣,𝜏
(2)

]𝑁
𝑉=1 [𝑦𝑣,𝜏−1

(1)
   𝑦𝑣,𝜏−1

(2)
]    [8.27] 

 

𝑆𝑌𝑋(𝜏 − 1, 𝜏) =
1

𝑁−1
∑ [

𝑦𝑣,𝜏−1
(1)

𝑦𝑣,𝜏−1
(2)

]𝑁
𝑉=1 [𝑥𝑣

(1)
  𝑥𝑣

(2)
]    [8.28] 

 
𝑆𝑋𝑋(𝜏, 𝜏) มีค่ำเหมือนกนัทุกเดือน เน่ืองจำก X คือค่ำของอนุกรมเวลำรำยปี 
 
8.7.7 วธีิการค านวณค่า Variance-Covariance Matrixes ส าหรับแบบจ าลองแยกส่วนตามพืน้ที ่

(Spatial) 
ส ำหรับแบบจ ำลองแยกส่วนตำมพื้นท่ี X, Y, Z คืออนุกรมเวลำรำยปี ถำ้ก ำหนดให ้มีสถำนีหลกั (X) 

เท่ำกบั m=2 สถำนี และสถำนียอ่ย (Y) เท่ำกบั n = 4 สถำนี จะสำมำรถค ำนวณหำค่ำ Variance-Covariance 
Matrices SYY, SXX, SYX, SYY(1) และ SXY(1) ไดด้งัน้ี 
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𝑆𝑌𝑌 =
1

𝑁−1
∑

[
 
 
 
 𝑦𝑣

(1)

𝑦𝑣
(2)

𝑦𝑣
(3)

𝑦𝑣
(4)

]
 
 
 
 

𝑁
𝑉=1 [𝑦𝑣

(1)
 𝑦𝑣

(2)
 𝑦𝑣

(3)
 𝑦𝑣

(4)
]     [8.29] 

 

𝑆𝑋𝑋 =
1

𝑁−1
∑ [

𝑥𝑣
(1)

𝑥𝑣
(2)

]𝑁
𝑉=1 [𝑥𝑣

(1)
 𝑥𝑣

(2)
]      [8.30] 

 

𝑆𝑌𝑋 =
1

𝑁−1
∑

[
 
 
 
 𝑦𝑣

(1)

𝑦𝑣
(2)

𝑦𝑣
(3)

𝑦𝑣
(4)

]
 
 
 
 

𝑁
𝑉=1 [𝑥𝑣

(1)
 𝑥𝑣

(2)
]      [8.31] 

 

𝑆𝑌𝑌(1) =
1

𝑁−1
∑

[
 
 
 
 𝑦𝑣

(1)

𝑦𝑣
(2)

𝑦𝑣
(3)

𝑦𝑣
(4)

]
 
 
 
 

𝑁
𝑉=1 [𝑦𝑣−1

(1)
  𝑦𝑣−1

(2)
  𝑦𝑣−1

(3)
  𝑦𝑣−1

(4)
]    [8.32] 

 

𝑆𝑋𝑌(1) =
1

𝑁−1
∑ [

𝑥𝑣
(1)

𝑥𝑣
(2)

]𝑁
𝑉=1 [𝑦𝑣−1

(1)
  𝑦𝑣−1

(2)
  𝑦𝑣−1

(3)
  𝑦𝑣−1

(4)
]    [8.33] 

 
 
8.8 การทดสอบความเหมาะสมของแบบจ าลอง (Goodness of Fit Test) 
   

วธีิกำรทดสอบควำมเหมำะสมของแบบจ ำลองแยกส่วน จะเหมือนกบัวธีิกำรทดสอบควำมเหมำะสม
ของแบบจ ำลอง AR, ARMA, ARIMA และ Multivariate ตำมท่ีกล่ำวมำแลว้ ซ่ึงปรกอบดว้ย 

(1) กำรทดสอบสมมติฐำนควำมเป็นอิสระและกำรแจกแจงแบบปกติของ Residual Series 
(2) กำรเปรียบเทียบ Model Correlogram, Generated Correlogram กบั Historical Correlogram   
(3) กำรทดสอบ Parsimony ของพำรำมิเตอร์ 

 
8.9 ตัวอย่างการจ าลองแบบแยกส่วน 
 
 ลุ่มน ้ำ Yakima ดงัรูปท่ี 8.3 มีอนุกรมเวลำน ้ำท่ำรำยเดือน 4 สถำนีคือ (1) Keechelus Lake (2) Kachess 
Lake (3) Incremental Flow และ (4) Easton Diversion Dam ดงัแสดงในตำรำงท่ี 8.2 ก ำหนดให ้Easton เป็น
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สถำนีหลกั (Key Station) และ Keechelus, Kachess, Incremental Flow เป็นสถำนียอ่ย (Sub-stations) ตอ้งกำร
สร้ำงแบบจ ำลองเพื่อสังเครำะห์อนุกรมเวลำรำยเดือนของ 4 สถำนีในลุ่มน ้ำ Yakima ดงัน้ี 

(1) สังเครำะห์อนุกรมเวลำรำยปีของสถำนีหลกั Easton Diversion Dam 
(2) สร้ำงแบบจ ำลองแยกส่วนตำมพื้นท่ี (Spatial Disaggregation Model) เพื่อสังเครำะห์อนุกรมเวลำ

รำยปีของสถำนียอ่ย (Keechelus Lake, Kachess Lake และ Incremental Flow) จำกอนุกรมเวลำ
ของสถำนีหลกั 

(3) สร้ำงแบบจ ำลองแยกส่วนตำมเวลำ (Multisite Temporal Disaggregation Model) เพื่อสังเครำะห์
อนุกรมเวลำรำยเดือนของสถำนียอ่ยจำกอนุกรมเวลำรำยปี 

 

 
รูปที ่8.3 สถำนีหลกัและสถำนียอ่ยในลุ่มน ้ำ Yakima 

 
ตารางที ่8.2 อนุกรมเวลำตวัอยำ่งของสถำนีหลกัและสถำนียอ่ยของลุ่มน ้ำYakima ระหวำ่งปี 1926-1940 

  
Year 

1926 1927 1928 1929 1930 1931 1932 1933 1934 1935 1936 1937 1938 1939 1940 

Annual data                                 

Keechelus Y(1) 183.1 234.4 251.2 156.2 160.4 176.6 278.5 345.7 321.6 248.8 219.7 201.1 215.9 213.6 186.1 
Kachees Y(2) 158.1 220.3 233.6 134.7 134.8 152.0 240.2 303.7 304.5 223.5 207.3 174.3 192.3 183.2 153.5 
Difference Y(3) 126.1 184.6 227.1 131.7 132.1 108.5 188.1 264.6 275.5 233.2 207.1 142.3 190.5 170.3 110.6 
Easton X 467.3 639.3 711.9 422.6 427.3 437.1 706.8 914.0 901.6 705.5 634.1 517.7 598.7 567.1 450.2 

May Data                    

Keechelus Y5(1) 24.7 7.9 21.5 11.3 18.2 21.9 32.2 8.4 47.7 14.5 15.1 12.0 9.7 14.1 22.8 
Kachees Y5(2) 23.3 7.1 20.9 11.9 19.1 21.8 34.0 7.4 46.9 15.7 15.9 11.3 10.3 15.0 20.2 
Difference Y5(3) 22.2 12.0 22.4 11.5 20.5 13.6 28.9 10.4 39.3 17.8 47.6 11.8 13.3 14.8 15.4 
Easton X5 70.2 27.0 64.8 34.7 57.8 57.3 95.1 26.2 133.9 48.0 16.6 35.1 33.3 43.9 58.4 

June Data                    

Keechelus Y6(1) 30.3 19.1 21.0 15.3 36.9 26.1 32.4 18.1 48.2 15.0 34.9 22.4 34.7 29.2 3.4 
Kachees Y6(2) 29.3 22.4 22.1 16.0 34.5 24.3 34.4 20.0 47.6 16.8 38.1 21.0 33.0 30.1 30.4 
Difference Y6(3) 19.8 25.4 22.5 15.4 36.7 24.6 35.9 19.5 29.2 19.7 42.7 21.4 28.9 26.7 20.0 
Easton X6 79.3 66.9 65.6 46.7 108.1 75.0 102.7 57.6 125.0 51.5 115.0 64.8 96.6 86.0 83.7 

 
ขั้นที ่1 กำรสังเครำะห์อนุกรมเวลำน ้ำท่ำรำยปีของสถำนีหลกั (Easton Diversion Dam) โดย
แบบจ ำลอง AR(1) 
 

  𝑦𝑡  =  0.568𝑦𝑡−1 + 132𝜀𝑡 

เม่ือ yt = Annual Flow – Mean Annual Flow 
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ขั้นที ่2 กำรสังเครำะห์อนุกรมเวลำน ้ำท่ำรำยปีของสถำนียอ่ยจำกอนุกรมเวลำน ้ำท่ำรำยปีของสถำนี
หลกั โดยใชแ้บบจ ำลองแยกส่วนตำมพื้นท่ีแบบขยำย (Extended Spatial Disaggregation Model) ใน
สมกำร [8.7] 

𝑌 = 𝐴𝑋 + 𝐵𝜀 + 𝐶𝑍 

เม่ือ 
Y=Column Matrix ของอนุกรมเวลำน ้ำท่ำรำยปีปัจจุบนัของ 3 สถำนียอ่ย  
X= Column Matrix ของอนุกรมเวลำน ้ำท่ำรำยปีปัจจุบนัของสถำนีหลกั 
Z= Column Matrix ของอนุกรมเวลำน ้ำท่ำรำยปีของปีก่อนหนำ้นั้นของ 3 สถำนียอ่ย  
 
ค  ำนวณหำค่ำพำรำมิเตอร์เมทริกซ์ Ĉ,B̂,Â จำกสมกำร [8.14], [8.15] และ [8.17] 
𝐴̂ = (𝑆𝑌𝑋 − 𝑆𝑌𝑍𝑆𝑍𝑍

−1𝑆𝑍𝑋)(𝑆𝑋𝑋 − 𝑆𝑋𝑍𝑆𝑍𝑍
−1𝑆𝑍𝑋)−1   

𝐶̂ = (𝑆𝑌𝑍 − 𝐴̂𝑆𝑋𝑍)𝑆𝑍𝑍
−1        

𝐵̂𝐵̂𝑇 = 𝑆𝑌𝑌 − 𝐴̂𝑆𝑋𝑌 − 𝐶̂𝑆𝑍𝑌  

              ผลกำรค ำนวณ Variance-Covariance Matrices และค่ำพำรำมิเตอร์ คือ  

𝑆𝑌𝑌 = [
3101 3002 2701
3002 2977 2762
2701 2762 2877

] 

𝑆𝑌𝑌(1) = [
1844 1609 861.5
1967 1760 1038
2168 2037 1416

] 

𝑆𝑋𝑋 = [25880] 

𝑆𝑌𝑋 = [
8803
8741
8340

] 

𝑆𝑌𝑋(1) = [5980 5407 3316] 

𝐴̂ = [
0.3532
0.3372
0.3096

] ; 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛 𝑠𝑢𝑚 𝑜𝑓 𝐴̂ = 1.00 

𝐶̂ = [
0.5112 −0.6510 0.03759
0.1707 −0.1734 −0.02162

−0.6819 0.8244 −0.01597
] ; 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛 𝑠𝑢𝑚 𝑜𝑓 𝐶̂ = [0 0 0] 

𝐵̂𝐵̂𝑇 = [
64.29 15.50 −79.79
15.50 21.10 −36.60

−79.79 −36.60 116.4
] 

𝐵̂ = [
8.018 0 0
1.933 4.167 0

−9.951 −4.167 0
] ; 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛 𝑠𝑢𝑚 𝑜𝑓 𝐵̂ = [0 0 0] 
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ตวัอยำ่งกำรค ำนวณ Variance-Covariance Matrices ดว้ยฟังคช์ัน่ SUMPRODUCT ในตำรำงท่ี 8.3 
  

ตารางที ่8.3 Variance-Covariance Matrices ส ำหรับแบบจ ำลองแยกส่วนตำมพื้นท่ีแบบขยำย  
  Annual data(t) Annual Data(t-1) 

  Keechelus Kachees Difference Easton Keechelus Kachees Difference Easton 

Year (t) Y1(t) Y2(t) Y3(t) X(t) Y1(t-1) Y2(t-1) Y3(t-1) X(t-1) 

1926 -43.1 -43.6 -52.7 -139.4 -40.1 -48.2 -68.2 -156.5 

1927 8.2 18.6 5.8 32.6 -43.1 -43.6 -52.7 -139.4 

1928 25.0 31.9 48.3 105.2 8.2 18.6 5.8 32.6 

1929 -70.0 -67.0 -47.1 -184.1 25.0 31.9 48.3 105.2 

1930 -65.8 -66.9 -46.7 -179.4 -70.0 -67.0 -47.1 -184.1 

1931 -49.6 -49.7 -70.3 -169.6 -65.8 -66.9 -46.7 -179.4 

1932 52.3 38.5 9.3 100.1 -49.6 -49.7 -70.3 -169.6 

1933 119.5 102.0 85.8 307.3 52.3 38.5 9.3 100.1 

1934 95.4 102.8 96.7 294.9 119.5 102.0 85.8 307.3 

1935 22.6 31.5 44.7 98.8 95.4 102.8 96.7 294.9 

1936 -6.5 5.6 28.3 27.4 22.6 31.5 44.7 98.8 

1937 -25.1 -27.4 -36.5 -89.0 -6.5 5.6 28.3 27.4 

1938 -10.3 -9.4 11.7 -8.0 -25.1 -27.4 -36.5 -89.0 

1939 -12.6 -18.5 -8.5 -39.6 -10.3 -9.4 11.7 -8.0 

1940 -40.1 -48.2 -68.2 -156.5 -12.6 -18.5 -8.5 -39.6 

Mean 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0          
  Y1(t) Y2(t) Y3(t) X(t) Y1(t-1) Y2(t-1) Y3(t-1) X(t-1) 

Y1(t) 3101 3002 2701 8803 1844 1609 861 4315 

Y2(t) 3002 2977 2762 8741 1967 1760 1038 4765 

Y3(t) 2701 2762 2877 8340 2168 2037 1416 5621 

X(t) 8803 8741 8340 25884 5980 5407 3316 14702 

 
ขั้นที ่3 กำรสังเครำะห์อนุกรมเวลำน ้ำท่ำรำยเดือนจำกอนุกรมเวลำน ้ำท่ำรำยปีของสถำนียอ่ย โดยใช้
แบบจ ำลองแยกส่วนตำมเวลำแบบยอ่ (Condensed Form Multisite Temporal Disaggregation Model)  

𝑌𝜏 = 𝐴𝜏𝑋 + 𝐵𝜏𝜀 + 𝐶𝜏𝑌𝜏−1 
 

ค ำนวณหำค่ำพำรำมิเตอร์เมทริกซ์  Ĉ,B̂,Â จำกสมกำร [8.18], [8.19] และ [8.20] 
 
𝐴̂𝜏 = [𝑆𝑌𝑋(𝜏, 𝜏) − 𝑆𝑌𝑌(𝜏, 𝜏 − 1)𝑆𝑌𝑌

−1(𝜏 − 1, 𝜏 − 1)𝑆𝑌𝑋(𝜏 − 1, 𝜏)]
 

          
        

1

YX
1

YYXYXX ,1S1,1S1,S,S


      

 𝐶̂𝜏 = [𝑆𝑌𝑌(𝜏, 𝜏 − 1) − 𝐴̂𝜏𝑆𝑋𝑌(𝜏, 𝜏 − 1)]  1,1S 1
YY      

 𝐵̂𝜏𝐵̂𝜏
𝑇 = 𝑆𝑌𝑌(𝜏, 𝜏) − 𝐴̂𝜏𝑆𝑋𝑌(𝜏, 𝜏) − 𝐶̂𝜏𝑆𝑌𝑌(𝜏 − 1, 𝜏)     

ผลกำรค ำนวณ Variance-Covariance Matrices และค่ำพำรำมิเตอร์เดือนมิถุนำยน(เดือนท่ี 6) คือ 
 

𝑆𝑋𝑌(6,5) = [
174.3 171.9 174.0
175.0 173.7 182.2
111.3 119.1 163.7

] 
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𝑆𝑌𝑌(6,5) = [
67.49 67.13 48.38
62.46 63.01 47.61
18.92 23.44 21.12

] 

 

𝑆𝑌𝑌(5,5) = [
110.7 109.3 76.57
109.3 109.4 47.61
76.57 77.23 60.76

] 

 

𝑆𝑌𝑋(6,6) = [
37.56 38.15 33.47
91.86 96.61 95.29
28.21 37.76 63.73

] 

 

𝑆𝑋𝑋(6,6) = [
3101 3002 2701
3002 2977 2762
2701 2762 2877

] 

 

𝑆𝑌𝑌(6,6) = [
87.56 79.81 45.08
79.81 76.27 47.87
45.08 47.87 58.20

] 

 

𝐴̂ = [
0.22130 −0.4229 0.17680
0.12260 −0.2549 0.12860

−0.05735 0.7423 −0.02786
] 

 

𝐶̂ = [
1.4160 −0.8238 0.2171
0.5396 −0.1149 0.3167
−3.133 2.9610 0.5494

] 

 

𝐵̂𝐵̂𝑇 = [
38.70 36.61 31.47
36.61 35.84 31.64
31.47 31.64 37.07

] 

 

𝐵̂ = [
6.221 0 0
5.884 1.103 0
5.059 1.697 2.934

] 
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ตวัอยำ่งกำรค ำนวณ Variance-Covariance Matrices ดว้ยฟังคช์ัน่ SUMPRODUCT ในตำรำงท่ี 8.4 
 

ตารางที ่8.4  Variance-Covariance Matrices ส ำหรับแบบจ ำลองแยกส่วนตำมเวลำแบบยอ่ 

  Annual data May Data June Data 

Year (t) Y1(t) Y2(t) Y3(t) X(t) Y1(t,5) Y2(t,5) Y3(t,5) X(t,5) Y1(t,6) Y2(t,6) Y3(t,6) X(t,6) 

1926 -43.1 -43.6 -52.7 -139.4 5.9 4.6 4.2 14.6 2.5 1.3 -6.1 -2.4 

1927 8.2 18.6 5.8 32.6 -10.9 -11.6 -6.0 -28.6 -8.7 -5.6 -0.5 -14.8 

1928 25.0 31.9 48.3 105.2 2.7 2.2 4.4 9.2 -6.8 -5.9 -3.4 -16.1 

1929 -70.0 -67.0 -47.1 -184.1 -7.5 -6.8 -6.5 -20.9 -12.5 -12.0 -10.5 -35.0 

1930 -65.8 -66.9 -46.7 -179.4 -0.6 0.4 2.5 2.2 9.1 6.5 10.8 26.4 

1931 -49.6 -49.7 -70.3 -169.6 3.1 3.1 -4.4 1.7 -1.7 -3.7 -1.3 -6.7 

1932 52.3 38.5 9.3 100.1 13.4 15.3 10.9 39.5 4.6 6.4 10.0 21.0 

1933 119.5 102.0 85.8 307.3 -10.4 -11.3 -7.6 -29.4 -9.7 -8.0 -6.4 -24.1 

1934 95.4 102.8 96.7 294.9 28.9 28.2 21.3 78.3 20.4 19.6 3.3 43.3 

1935 22.6 31.5 44.7 98.8 -4.3 -3.0 -0.2 -7.6 -12.8 -11.2 -6.2 -30.2 

1936 -6.5 5.6 28.3 27.4 -3.7 -2.8 -1.4 -8.0 7.1 10.1 16.8 34.0 

1937 -25.1 -27.4 -36.5 -89.0 -6.8 -7.4 -6.2 -20.5 -5.4 -7.0 -4.5 -16.9 

1938 -10.3 -9.4 11.7 -8.0 -9.1 -8.4 -4.7 -22.3 6.9 5.0 3.0 14.9 

1939 -12.6 -18.5 -8.5 -39.6 -4.7 -3.7 -3.2 -11.7 1.4 2.1 0.8 4.3 

1940 -40.1 -48.2 -68.2 -156.5 4.0 1.5 -2.6 2.8 5.6 2.4 -5.9 2.0 

Mean 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0              
Use SUMPRODUCT(A,B)/(N-1) 

  Y1(t) Y2(t) Y3(t) X(t) Y1(t,5) Y2(t,5) Y3(t,5) X(t,5) Y1(t,6) Y2(t,6) Y3(t,6) X(t,6) 

Y1(t) 3101 3002 2701 8803 174.3 171.9 174.0 520.2 37.56 91.26 28.21 157.6 

Y2(t) 3002 2977 2762 8741 175.0 173.7 182.2 531.0 38.15 95.95 37.76 172.5 

Y3(t) 2701 2762 2877 8340 111.3 119.1 163.7 394.1 33.47 94.42 63.73 192.5 

X(t) 8803 8741 8340 25884 460.6 464.7 519.9 1445.2 109.2 281.6 129.7 522.6 

Y1(t,5) 174.3 175.0 111.3 460.6 110.67 109.34 76.57 296.6 67.5 62.5 18.9 148.9 

Y2(t,5) 171.9 173.7 119.1 464.7 109.34 109.41 77.23 296.0 67.1 63.0 23.4 153.6 

Y3(t,5) 174.0 182.2 163.7 519.9 76.57 77.23 60.76 214.6 48.4 47.6 21.1 117.1 

X(t,5) 520.2 531.0 394.1 1445.2 296.6 296.0 214.6 807.1 183.0 173.2 63.5 419.6 

Y1(t,6) 37.6 38.2 33.5 109.2 67.49 67.13 48.38 183.0 87.56 79.87 45.08 212.5 

Y2(t,6) 91.3 96.0 94.4 281.6 62.53 63.05 47.62 173.2 79.87 76.32 47.78 203.9 

Y3(t,6) 28.2 37.8 63.7 129.7 18.92 23.44 21.12 63.5 45.08 47.78 58.20 151.1 

X(t,6) 157.6 172.5 192.5 522.6 148.9 153.6 117.1 419.6 212.5 203.9 151.1 567.6 

 
8.10 ประโยชน์และข้อจ ากดัของการจ าลองแยกส่วน (Usefulness and Limitations of Disaggregation 
Modeling) 
 
 แบบจ ำลองแบบแยกส่วนมีขอ้ดีและประโยชน์หลำยประกำร อำทิเช่น 

(1) กำรสังเครำะห์อนุกรมเวลำรำยฤดูกำลจำกอนุกรมเวลำรำยปี (Annual to Seasonal 
Disaggregation) ซ่ึงเป็นไปตำมธรรมชำติของกระบวนกำร ท่ีผลรวมของขอ้มูลรำยฤดูกำลจะ
เท่ำกบัค่ำรำยปี และค่ำสถิติรำยปีและรำยเดือนมีควำมส ำคญัต่อกำรศึกษำทำงอุทกวทิยำ 

(2) กำรสังเครำะห์อนุกรมเวลำของสถำนียอ่ยจำกอนุกรมเวลำของสถำนีหลกั (Key to Sub-station 
Disaggregation) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัควำมเป็นจริงทำงดำ้นอุทกวทิยำในกรณีท่ีผลรวมของอนุกรม
เวลำของสถำนียอ่ยเท่ำกบัอนุกรมเวลำของสถำนีหลกัหรือมีควำมสัมพนัธ์เชิงเส้นกบัอนุกรมเวลำ
ของสถำนีหลกั 

(3) กรณีท่ีอนุกรมเวลำมีควำมยำวไม่เท่ำกนั ซ่ึงปกติอนุกรมเวลำของสถำนีหลกัจะยำวกวำ่ จึงมี
ประโยชน์ในกำรต่อขยำยขอ้มูลของสถำนียอ่ย 
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(4) กำรจ ำลองแบบแยกส่วนจะช่วยลดจ ำนวนพำรำมิเตอร์ จึงมีผลดีต่อกำรทดสอบ Parsimony ของ
พำรำมิเตอร์ 

 
ขอ้เสียและขอ้จ ำกดัของแบบจ ำลองแบบแยกส่วน คือ 
(1) กำรใชแ้บบจ ำลองแบบแยกส่วนไม่เหมำะกบัอนุกรมเวลำท่ีมีช่วงเวลำท่ีสั้น เช่นรำยวนั ซ่ึงท ำให้

ตอ้งแยกเหตุกำรณ์ออกจำกกนั เช่นพำยฝุนก่อใหเ้กิดฝนตกต่อเน่ือง 3 วนั กำรวิเครำะห์รำยวนั
จะตอ้งแยกฝนท่ีเกิดจำกพำยุออกเป็น 3 เหตุกำรณ์ 

(2) กำรจ ำลองแบบแยกส่วน วิเครำะห์โดยใชเ้มทริกซ์ ซ่ึงตอ้งเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร์ช่วยใน
กำรค ำนวณท่ีซบัซอ้น 

(3) กำรประมำณค่ำพำรำมิเตอร์โดยวธีิโมเมนตถึ์งแมจ้ะท ำไดง่้ำย แต่ค่ำท่ีไดม้กั Biased และตอ้งมี
กำรปรับค่ำให้เป็น Unbiased ซ่ึงวธีิกำรปรับค่ำใหเ้ป็น Unbiased ส ำหรับแบบจ ำลองแบบแยก
ส่วนยงัไม่ค่อยไดมี้กำรพฒันำ 

(4) กรณีท่ีจ ำนวนสถำนีมำก อำจมีปัญหำดำ้น Parsimony ของพำรำมิเตอร์ได ้
 
เกณฑก์ำรใชแ้บบจ ำลองแบบแยกส่วน 
(1) จ ำนวนพำรำมิเตอร์ตอ้งเท่ำกบัจ ำนวนโมเมนตท่ี์ใชป้ระมำณค่ำพำรำมิเตอร์ 
(2) จ ำนวนค่ำสังเกต Y ตอ้งมำกกวำ่จ ำนวนโมเมนต ์และมำกกวำ่จ ำนวนพำรำมิเตอร์ 
(3) โครงสร้ำงของแบบจ ำลองตอ้งสอดคลอ้งกบัโมเมนตท่ี์ตอ้งกำรรักษำไว ้(Preserved) 
(4) โมเมนตท่ี์แบบจ ำลองตอ้งกำรรักษำไวต้อ้งสอดคลอ้งกบัโมเมนตข์องอนุกรมเวลำตวัอยำ่งท่ี

น ำไปใชป้ระมำณค่ำพำรำมิเตอร์ 
(5) จ ำนวน Stochastic Term ตอ้งเท่ำกบัจ ำนวนเทอมของเมทริกซ์ Y  
 
ตำรำงท่ี 8.5 แสดงกำรเปรียบเทียบจ ำนวนพำรำมิเตอร์พำรำมิเตอร์ของแบบจ ำลองแยกส่วนตำมเวลำ

ทั้ง 3 แบบ ซ่ึงพบวำ่จะมีปัญหำในกำรสังเครำะห์อนุกรมเวลำรำยฤดูกำลจำกอนุกรมเวลำรำยปี ถำ้จ ำนวน
สถำนีมำก เช่น n=20 กำรสังเครำะห์อนุกรมเวลำรำยเดือนตอ้งใชพ้ำรำมิเตอร์หลำยหม่ืนตวั 

ตำรำงท่ี 8.6 แสดงปัญหำเก่ียวกบั Parsimony ถำ้มีอตัรำส่วนระหวำ่งจ ำนวนขอ้มูลตวัอยำ่งต่อจ ำนวน
พำรำมิเตอร์ (R) นอ้ยกวำ่ 10 
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ตารางที ่8.5 จ  ำนวนพำรำมิเตอร์ของแบบจ ำลองแยกส่วนตำมเวลำ 
จ ำนวนสถำนี(n) จ ำนวนฤดูกำล(w) Basic Model Extended Model Condensed Model 

1 12 156 168 36 

1 24 600 624 72 

1 52 2,756 2,808 156 

2 12 624 672 144 

2 24 2,400 2,496 288 

3 12 1,404 1,512 324 

20 12 62,400 67,200 14,400 

n w n2w+n2w2 2n2w+n2w2 3n2w 

n 12 156n2 168n2 36n2 

1 w w+w2 2w+w2 3w 

2 w 4w+4w2 8w+4w2 12w 

n Small w Large ~w2 ~w2 ~w2 

n Large w Small ~n2 ~n2 ~n2 

 
ตารางที ่8.6 แนวทำงกำรพิจำรณำ Parsimony ของพำรำมิเตอร์ 

อตัรำส่วนจ ำนวนขอ้มูลตวัอยำ่งต่อจ ำนวนพำรำมิเตอร์ (R) ขอ้พิจำรณำ 
R<1 Impossible 

1<R<3 Foolish 
3<R<5 Poor 

5<R<10 Fair 
10<R<20 Good 

20<R Very Good 
 
8.11 ตัวอย่างการประยุกต์ใช้แบบจ าลองแยกส่วน (Practical Applications of Disaggregation Models) 
 
 Valencia และ Schaake(1973) ใชแ้บบจ ำลองแยกส่วนใน 3 โครงกำรคือ 

(1) กำรสังเครำะห์อนุกรมเวลำฝนใน Puerto Rico  
(2) กำรสังเครำะห์อนุกรมเวลำน ้ ำท่ำของแม่น ้ำโคโลรำโด และ 
(3) กำรจ ำลองควำมตอ้งกำรน ้ำของระบบประปำเมืองบอสตนั  
 
Curry และ Bras(1978) ใชแ้บบจ ำลองแยกส่วนในกำรสังเครำะห์น ้ำท่ำรำยเดือนของแม่น ้ำไนล ์โดยใช้

เทคนิค Broken Lineในกำรสังเครำะห์อนุกรมเวลำรำยปี แลว้จึงใชแ้บบจ ำลองแยกส่วนระดบัท่ี 1 เพื่อแยก
อนุกรมเวลำรำยปีเป็นรำยคร่ึงปี ระดบัท่ี 2 เพื่อแยกอนุกรมเวลำรำยคร่ึงปีเป็นรำย 4 เดือน ระดบัท่ี 3 เพื่อแยก
อนุกรมเวลำรำย 4 เดือนเป็นรำยเดือน 
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บทที ่9 

ข้อพจิารณาในการประยุกต์ใช้แบบจ าลองสโตแคสติก 
CONSIDERATIONS IN MODEL APPLICATION 

 
 วตัถุประสงคข์องบทน้ี คือการน าเสนอขอ้พิจารณาในการน าแบบจ าลองสโตแคสติกท่ีกล่าวถึงใน
หนงัสือเล่มน้ีไปประยกุตใ์ชใ้นงานทางวศิวกรรมชลประทาน ซ่ึงจะมีผลต่อความส าเร็จหรือความลม้เหลวใน
การน าแบบจ าลองไปใชใ้นงานทางวศิวกรรมชลประทาน ซ่ึงอนุกรมหลกัท่ีกล่าวถึงคือ อนุกรมเวลาน ้าท่าใน
หนงัสือเล่มน้ี แต่อยา่งไรก็ตามแนวคิดและวธีิการท่ีกล่าวถึงสามารถน าไปประยกุตใ์ชก้บัอนุกรมเวลาอ่ืนๆ 
ได ้
 
9.1 การเตรียมข้อมูลอนุกรมเวลา (Pretreatment of Historical Data) 
 
 การเตรียมขอ้มูลอนุกรมเวลา หมายถึง กรรมวธีิในการปรับอนุกรมเวลาตวัอยา่ง (Historical Data) 
ใหมี้สภาพเป็น Homogeneous เพื่อสะทอ้นคุณสมบติัของลุ่มน ้าตามธรรมชาติและไม่ไดเ้ปล่ียนแปลงไปตาม
เวลา (Stationary) รวมถึงการปรับแกค้วามผดิพลาดในการเก็บและบนัทึกขอ้มูล (System Error) การเติม
ขอ้มูลท่ีขาดหายไป (Missing Data) หรือการต่อขยายขอ้มูล (Extension) การเตรียมหอ้งขอ้มูลถือเป็นเร่ือง
จ าเป็นอนัดบัแรก ก่อนท่ีจะเร่ิมท าการวเิคราะห์ และสร้างแบบจ าลองสโตแคสติก 
 
 9.1.1 การแปลความหมายข้อมูล (Data Compilation) 
 อนุกรมเวลาทางอุทกวิทยาโดยทัว่ๆ ไป มีขอ้ผดิพลาดทั้งในรูปของการเก็บและบนัทึกขอ้มูล (System 
ate Error) และความผดิพลาดตามธรรมชาติ (Random Error) เช่น มีการเปล่ียนจุดตรวจวดัน ้า หรือการเปรียบ 
Stage-Discharge Relationship ซ่ึงขอ้มูลอนุกรมเวลาท่ีมีการพิมพม์กัจะมีการปรับแกค้วามผดิพลาดต่างๆ ไว้
แลว้ แต่อยา่งไรก็ตามผูใ้ชค้วรมีการพิจารณาปรับแกด้ว้ยตวัเองถา้จ าเป็น 
 การเปรียบเทียบจุดตรวจวดัน ้ าเพียงเล็กนอ้ยสามารถปรับแกไ้ดง่้าย โดยใชอ้ตัราส่วนพื้นท่ี หรือ 
Proportion Correction แต่ถา้มีการยา้ยจุดตรวจวดัจากจุดเดิมมากจนมีผลต่อขอ้มูล อาจตอ้งใชว้ธีิการอ่ืนๆ 
ประกอบ กรณีท่ี Rating Curer ของเดือนหน่ึงมีการเปล่ียนแปลงอยา่งมากจากเดือนท่ีแลว้ อาจตอ้งมีการปรับ
ค่าท่ีสะทอ้นถึงการเปล่ียนแปลงแบบเฉียบพลนัของ Rating Curve ผูท่ี้ใชข้อ้มูลท่ีมีการตีพิมพเ์ผยแพร่ควร
ตอ้งอ่านค าอธิบายท่ีมากบัขอ้มูลอยา่งละเอียดวา่มีการปรับแกข้อ้มูลมาแลว้หรือไม่ และปรับอยา่งไร ขอ้มูล
ของช่วงแรกๆ ของแม่น ้ าสายหลกัมกัมีการเติมขอ้มูลโดยใชข้อ้มูลจากสถานีใกลเ้คียง นอกจากนั้น
ขอ้ผดิพลาดเก่ียวกบัขอ้มูลท่ีอาจเกิดข้ึน ไดแ้ก่ การใส่ต าแหน่งทศนิยมผดิท่ี 
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 วธีิการตรวจสอบความผิดพลาดของขอ้มูลแบบง่ายๆ คือการพล็อตกราฟ ซ่ึงสามารถท าได ้ 4 แบบ 
คือการพล็อตอนุกรมเวลา การพล็อต Simple Mass Curve การพล๊อตขอ้มูล 2 สถานีเปรียบเทียบและ Double 
Mass Curve   
 

(1) กราฟอนุกรมเวลา ซ่ึงจะท าใหเ้ห็นขอ้ผดิพลาดของขอ้มูลไดง่้าย ยกตวัอยา่ง อนุกรมเวลาของ
น ้าท่าใต ้Hoover Dam ในรูปท่ี 9.1 แสดงให้เห็นวา่อนุกรมเวลาน ้าท่ามีการเปล่ียนแปลงอยา่งมากหลงัปี 1935 
หลงัจากเข่ือน Hoover เร่ิมเก็บกกัน ้า และหลงัปี 1963 เม่ือเข่ือน Glen Canyon เร่ิมการเก็บกกัน ้า 

(2) กราฟ Simple Curve Curve คือ กราฟท่ีแสดงค่าสะสม (Running Sum) กบัเวลาการเปล่ียนแปลง
ของความลาดชนัของเส้นแบบผดิปกติ อาจบอกถึงขอ้ผิดพลาดในขอ้มูลได ้

(3) การพล็อตขอ้มูลของ 2 สถานีใกลเ้คียงเปรียบเทียบ จะท าใหเ้ห็นถึงความสัมพนัธ์ระหวา่ง 2 
สถานี ตลอดจนการเปล่ียนแปลงความสัมพนัธ์ของขอ้มูลระหวา่ง 2 สถานีนั้น Multivariate ท่ีกล่าวถึงใน
หนงัสือเล่มน้ีจะอยูบ่นพื้นฐานของความสัมพนัธ์เชิงเส้น 

(4) Double Mass Curve นิยมใชใ้นการตรวจสอบความคงเส้นคงวา (Consistency) ของขอ้มูล 
 

 9.1.2 การเติมข้อมูลทีข่าดหายและการต่อขยายข้อมูล (Data Fill-in and Extension) 
กรณีใชอ้นุกรมเวลา 1 ชุด ขอ้มูลท่ีขาดหายไปไม่มีผลมากในการวเิคราะห์ และอาจถือวา่ขอ้มูลท่ี

เหลืออยูเ่ป็นขอ้มูลท่ีต่อเน่ืองได ้ อยา่งไรก็ตามการเติมขอ้มูลท่ีขาดหายไปโดยใชข้อ้มูลจากสถานีใกลเ้คียงจะ
มีผลดีกวา่ โดยเฉพาะขอ้มูลท่ีขาดหายไปเป็นขอ้มูลช่วงส าคญั เช่น แลง้มาก (Extremely Dry) หรือน ้ามาก 
(Extremely Wet) ถา้ขาดขอ้มูลช่วงดงักล่าวถือวา่ขาดขอ้มูลท่ีส าคญั และจะท าใหเ้กิด Bias ในการสร้าง
แบบจ าลอง การเติมขอ้มูลท่ีขาดหายไป คือการ Interpolate ขอ้มูลขณะท่ีการต่อขยายขอ้มูล คือการ 
Extrapolate ขอ้มูล ซ่ึงจะไดข้อ้พิจารณาในการต่อขยายขอ้มูล เช่นเดียวกบัการเติมขอ้มูลท่ีขาดหายไป 

การเติมขอ้มูลท่ีขาดหายไป หรือการต่อขยายขอ้มูล โดยใชค้่าเฉล่ีย ถือเป็นขอ้ผิดพลาดท่ีส าคญั 
เพราะจะท าใหค้วามแปรปรวน (Variance) ของขอ้มูลลดนอ้ยลง การเติมขอ้มูลท่ีขาดหายไปหรือการต่อขยาย
ขอ้มูลโดยใชส้มการ Regression และใชข้อ้มูลจากสถานีใกลเ้คียง ควรพิจารณาเพิ่ม Stochastic หรือ Random 
Error Term เขา้ไปดว้ย 

ในกรณี Multivariate จ  าเป็นท่ีอนุกรมเวลาทุกชุดตอ้งมีขอ้มูลท่ีสมบูรณ์ และมีช่วงเวลาเดียวกนั 
 
 9.1.3 การปรับข้อมูลให้เป็นไปตามสภาพธรรมชาติ (Reduction of Data to Natural Conditions) 

หลกัการพื้นฐานทางสโตแคสติก คือ ตอ้งสร้างแบบจ าลองของกระบวนการตามธรรมชาติ ซ่ึงไม่
เปล่ียนแปลงไปตามเวลา ดงันั้นจึงตอ้งมีการปรับอนุกรมเวลาตวัอยา่งใหเ้ป็นอนุกรมเวลาแบบ Unregulated-
Undepleted เพื่อเป็นตวัแทนของ Virgin Basin 
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อาจตอ้งมีการปรับค่าหลายคร้ัง ทั้งการปรับแบบตรงไปตรงมาและการปรับแบบซบัซอ้นท่ีตอ้งการ
ความรู้ความช านาญ เป็นพิเศษการปรับค่าเน่ืองจากความจุ การระเหย และการเก็บกกัน ้าในตล่ิงของ 

อ่างเก็บน ้า หรือการปรับค่าเน่ืองจากการผนัน ้า และ Return Flow ถือเป็นการปรับแบบตรงไปตรงมา 
แต่ปกติแลว้อาจมีปัญหาขอ้มูลส าหรับการปรับไม่ครบถว้น เป็นขอ้มูลเก่ียวกบัการใชน้ ้ าของพืช 

นอกจากน้ีอาจมีการเปล่ียนแปลงในคุณสมบติัของลุ่มน ้าในการผลิตน ้าท่า อนัเน่ืองจากการตดัไม้
ท าลายป่าในวงกวา้ง การเพาะปลูกแบบเล่ือนลอย ไฟฟ้า หรือการพฒันาในเขตลุ่มน ้า (Urbanization) ซ่ึงมี
ผลกระทบต่อกระบวนการผนั-น ้าท่า การปรับแกจ้  าเป็นตอ้งมีการตรวจสอบกระบวนการเกิดผนั-น ้าท่าของ
ลุ่มน ้าอยา่งละเอียด 

 
9.2 การเลือกแบบจ าลอง (Model Selection) 
 
 ในการเลือกแบบจ าลอง มีค าถามท่ีน่าสนใจแต่ตอบยาก คือถา้เราใชแ้บบจ าลองท่ีมีความซบัซอ้น
มากข้ึน ผลลพัธ์จะเปล่ียนไปหรือไม่ ถา้ค าตอบคือไม่เปล่ียนแปลง ก็แสดงวา่ไม่จ  าเป็นแบบจ าลองท่ีซบัซอ้น
มากกวา่ ท่ีส าคญัคือการตรวจสอบขอ้มูลท่ีสังเคราะห์ใหม่เปรียบเทียบกบัค่าสถิติของอนุกรมเวลาตวัอยา่ง 
 
 9.2.1 ส่ิงส าคัญเกีย่วกบัสถิติของอนุกรมเวลาตัวอย่าง 
 ในการจ าลองทางสโตแคสติก คือการรักษาคุณสมบติัทางสถิติทางอนุกรมเวลาตวัอยา่งไวอ้ยา่งนอ้ย
ขอ้มูลท่ีสังเคราะห์ใหม่ตอ้งรักษาค่าเฉล่ียและค่าความแปรปรวนของอนุกรมเวลาตวัอยา่งได ้ และจะดีกวา่ถา้
สามารถรักษาคุณสมบติัทางสถิติของโมเมนตท่ี์มีล าดบัสูงกวา่นั้นได ้ เป็นค่าสถิติท่ีแสดงรูปร่างของการแจก
แจง (Shape of  Distribution) ตามหลกัการแลว้กระบวนการแปลงอนุกรมเวลาใหมี้การแจกแจงปกติ 
(Normalization) จะช่วยรักษาคุณสมบติัของโมเมนตท่ี์มีล าดบัสูงไดอ้ยา่งมีประสิทธิภาพอยูแ่ลว้ การศึกษา
ส่วนใหญ่พบวา่ Annual Lag-one Serial Correlation มีความส าคญัต่อผลลพัธ์มาก  นอกจากน้ีคุณสมบติัทาง
สถิติอ่ืนๆ ท่ีควรตอ้งรักษาไวส้ าหรับแบบจ าลองรายปี คือ Lag-two Serial Correlation และดรรชนีท่ีแสดงถึง 
Long- Term Persistence  แบบจ าลองรายเดือนหรือแบบจ าลองแบบ Periodic  ปกติตอ้งรักษา 2-3 log Periodic  
Correlation ไว ้แต่อาจไม่จ  าเป็นตอ้งรักษาคุณสมบติัทางสถิติรายปี แบบจ าลอง Disaggregation    มีขอ้ดีคือ
สามารถรักษาคุณสมบติัไดม้ากกวา่ 1 ระดบั 
 
 9.2.2 การรักษาคุณสมบัติทางสถิติของอนุกรมเวลาตัวอย่าง (Preservation of Historical Statistics) 
 ส่ิงส าคญัท่ีกล่าวถึงในการจ าลองทางสโตแคสติก คือเร่ืองของ Parsimony ของพารามิเตอร์ ซ่ึง
เก่ียวขอ้งกบัการเลือกพารามิเตอร์ท่ีมีความส าคญั โดยไม่จ  าเป็นตอ้งมีจ านวนพารามิเตอร์มากเกินไป จน
จ านวนขอ้มูลท่ีมีไม่สามารถประมาณค่าพารามิเตอร์ท่ีแม่นย  าได ้ การท่ีไม่สามารถรักษาคุณสมบติัของ 
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Parsimony ได ้จะท าใหแ้บบจ าลองไม่สามารถสังเคราะห์อนุกรมเวลาท่ีมีความแปรปรวน (Variability) ตามท่ี
ตอ้งการได ้ 
 ค่าสถิติบางตวัของอนุกรมเวลา บางตวัอาจมีค่าไม่ต่างจากศูนย ์ ซ่ึงแสดงวา่ไม่จ  าเป็นตอ้งรักษา
คุณสมบติัในอนุกรมเวลาท่ีสังเคราะห์ใหม่ 
 
 9.2.3 วตัถุประสงค์ในการสังเคราะห์ข้อมูล (Propose for Generation) 
 การเลือกเทคนิคในการจ าลองทางสโตแคสติก ไม่เพียงเก่ียวขอ้งกบัคุณสมบติัทางสถิติอนุกรมเวลา
เท่านั้น แต่ยงัเก่ียวขอ้งกบัวตัถุประสงคใ์นการน าขอ้มูลสังเคราะห์ไปใชง้านดว้ย โดยทัว่ไปควรเร่ิมจาก
แบบจ าลองท่ีง่ายๆ เช่น AR(p) ก่อน ไม่ควรเลือกใชแ้บบจ าลองท่ีซบัซอ้นจนเกินความจ าเป็น และพึงจ าไวว้า่
เทคนิคแต่ละเทคนิคมีความเหมาะสมกบัการประยกุตใ์ชง้านแต่ละประเภท 
 
 9.2.4 ความอ่อนไหวหรือความไวของผลลพัธ์ (Sensitivity of Results) 
 การเลือกรูปแบบของแบบจ าลองจะมีผลต่อการสังเคราะห์ขอ้มูลมากนอ้ยเท่าใด อาจประเมินไดย้าก 
ดงันั้นจึงตอ้งพิจารณาถึงความอ่อนไหว หรือความไวของผลลพัธ์ ถา้แบบจ าลองนั้นใหผ้ลลพัธ์ท่ี
เปล่ียนแปลงมากขณะท่ี ค่าสถิติมีการเปล่ียนแปลงนอ้ย แสดงวา่แบบจ าลองนั้นอ่อนไหวต่อค่าสถิติตวันั้น 
และโดยทัว่ไปขอ้มูลท่ีมีไม่เพียงพอต่อการประมาณค่าสถิติท่ีแม่นย  าได ้ ดงันั้นจึงจ าเป็นตอ้งเลือกแบบจ าลอง
ท่ีเหมาะสมกบัขอ้มูลท่ีมี เลือกค่าสถิติท่ีตอ้งการรักษาไวต้ามลกัษณะขอ้มูลท่ีมี 
 

9.2.5 การวเิคราะห์ทั้งลุ่มน า้ (Reginald Analysis) 
 ประเทศท่ีก าลงัพฒันามกัประสบปัญหาขอ้มูลนั้นไม่เพียงพอท่ีจะประมาณค่าพารามิเตอร์ท่ีแม่นย  าท่ี
สามารถใหผ้ลลพัธ์ท่ีน่าเช่ือถือหรือมัน่คงได ้ (Reliable of Stable) และบางกรณีไม่มีขอ้มูลส าหรับการ
ประมาณพารามิเตอร์เลย กรณีน้ีมี 2 ทางเลือก คือ (1) หาขอ้มูลท่ีขาดหายไปและ (2) ใชห้ลกัการวเิคราะห์
พารามิเตอร์ของลุ่มน ้า หลกัของการวิเคราะห์ทั้งลุ่มน ้า คือสมมติวา่พารามิเตอร์มีค่าคงท่ีหรือเปล่ียนแปลงไป
ตามพื้นท่ีหรือลุ่มน ้า ตามสมมติฐานน้ีจะค านวณค่าพารามิเตอร์จากสถานท่ีท่ีมีขอ้มูล แลว้ท าการ Interpolate 
เพื่อสร้างเส้น Contour ของพารามิเตอร์ วธีิน้ีสามารถใชก้บัน ้าฝน อุณหภูมิ แต่ไม่สามารถใชไ้ดก้บัอตัราการ
ไหลเน่ืองจากอตัราการไหลเปล่ียนแปลงไปตามขนาดพื้นท่ีลุ่มน ้า รูปร่างลุ่มน ้า และรูปแบบการวางตวั 
(Orientation) ของลุ่มน ้า  
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9.3 การประยุกต์ใช้แบบจ าลอง (Model Application) 
  

อนุกรมเวลาท่ีสังเคราะห์ข้ึนตามหลกัการของสโตแคสติก สามารถใชใ้นการศึกษาแทนอนุกรมเวลา
ตวัอยา่ง (Historical Data) และซ่ึงอาจใหค้  าตอบท่ีแตกต่างจากการวิเคราะห์โดยใชอ้นุกรมเวลาตวัอยา่ง 
อยา่งไรก็ตามผลลพัธ์จะออกมาเป็นเช่นไร ข้ึนอยูก่บั Time Dependence และ/หรือ Space Dependence ของ
อนุกรมเวลา ในหวัขอ้น้ีจะกล่าวถึง แนวทางการน าแบบจ าลองสโตแคสติกไปประยกุตใ์ชง้านในดา้นต่างๆ   
 
 9.3.1 การหาขนาดอ่างเกบ็น า้ (Reservoir Sizing Studies) 
 ตวัอยา่งการน าแบบจ าลองสโตแคสติกไปประยกุตใ์ชง้านท่ีส าคญัคือ การหาขนาดอ่างเก็บน ้าขนาด
ใหญ่ ซ่ึงมีความสามารถเก็บกกัน ้าไวใ้ชง้านไดน้านกวา่ 1 ปี หรือท่ีเรียกวา่ Annual Carryover หลกัการในการ
ค านวณหาขนาดอ่างเก็บน ้าจะสัมพนัธ์ yield หรือพูดง่ายๆ วา่ ความจุ และ yield (ผลผลิต) นั้นมีความสัมพนัธ์
กนั และยงัสัมพนัธ์กบัตวัแปรหรือปัจจยัอ่ืนๆ เช่น ความตอ้งการใชน้ ้า (Potential Demand) ของพื้นท่ีบริการ
ธรณีวทิยาและภูมิศาสตร์ของท าเลท่ีตั้งอ่างเก็บน ้า ค่าก่อสร้าง ซ่ึงปัจจยัเหล่าน้ีจะมีผลต่อขนาดอ่างเก็บน ้าท่ี
เหมาะสมในเชิงเศรษฐศาสตร์ 

 วธีิการหาขนาดอ่างเก็บน ้าน้ี โดยปกติจะใชอ้นุกรมเวลาตวัอยา่ง และปกติจะเลือกใชเ้ฉพาะขอ้มูล
ในช่วงวกิฤติ (Critical Period) ช่วงวกิฤติในท่ีน้ีจะหมายถึง ช่วงเวลาท่ีปริมาณน ้าท่ีไหลเขา้อ่างและความ
ตอ้งการใชน้ า้มีความแตกต่างกนัมากท่ีสุด แต่การใชข้อ้มูลช่วงวกิฤต หรือการใชอ้นุกรมเวลาตวัอยา่ง จะท า
ใหไ้ม่ทราบค่าความเส่ียงท่ีระบบไม่สามารถท างานได ้(Risk of Feature)  

 กระบวนการหาขนาดอ่างเก็บน ้าจะเก่ียวขอ้งกบั Economic Optimization เป็นส าคญั ซ่ึงจ าเป็นตอ้งมี
ขอ้มูลเชิงตวัเลขท่ีน่าเช่ือถือได ้ และมีความถูกตอ้งแม่นย  าสูง และขอ้มูลปริมาณการไหลของน ้าเขา้อ่างเป็น
หน่ึงในขอ้มูลท่ียากต่อการแจกแจงท่ีถูกตอ้งแม่นย  า ดงันั้นการใชแ้บบจ าลองสโตแคสติกสังเคราะห์ขอ้มูล 
เพื่อการหาขนาดอ่างเก็บน ้าจึงเป็นทางเลือกท่ีส าคญัอนัหน่ึง 

 
 9.3.2 การศึกษาการปฏิบัติการอ่างเกบ็น า้ (Reservoir Operation Studies) 
 การศึกษาการปฏิบติัการอ่างเก็บน ้า คือวธีิการในการหาแนวทางในการจดัการอ่างเก็บน ้า หรือการ
ประเมินผลของนโยบายหรือแผนการปฏิบติัการอ่างเก็บน ้ าท่ีใชง้านอยู ่ การสังเคราะห์ขอ้มูลอนุกรมเวลาจะ
ท าใหส้ามารถประมาณความน่าจะเป็นท่ีการปฏิบติัการอ่างเก็บน ้าจะลม้เหลว (Facture) ดงันั้น       ในการหา
กลยทุธ์การปฏิบติัการอ่างเก็บน ้าท่ีดีท่ีสุด (Optimal Operation Strategy) จึงตอ้งผนวกเทคนิคทาง สโตคลา
สติกเขา้ไป การ Optimization Scheme 
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9.3.3 การศึกษาลุ่มน า้ (Basin-Wide Studies) 
 การศึกษาลุ่มน ้า คือการหาวธีิการปฏิบติัการของระบบอ่างเก็บน ้า หรือการประเมินผลการด าเนินงาน
ของโครงการแหล่งน ้าในลุ่มน ้า หลกัการบริหารจดัการน ้าแบบบูรณาการท่ีเรียกวา่ Total Water Management 
หรือ Integrated Water Resource Management  หรือ Comprehensive Basin Planning ถือเป็นหลกัการท่ีเป็น
ท่ียอมรับกนัโดยทัว่ไปในการพฒันาโครงการแหล่งน ้า หรืออ่างเก็บน ้าใหม่ในลุ่มน ้า ตามหลกัการน้ี
จ าเป็นตอ้งมีการประเมินเปรียบเทียบผลประโยชน์และค่าลงทุน กรณี With and Without Projects  และการ
ประเมินจะไม่จ  ากดัเฉพาะผลประโยชน์และค่าลงทุนของโครงการนั้นเท่านั้น แต่ตอ้งประเมินผลประโยชน์
และค่าลงทุนท่ีเกิดกบัทั้งลุ่มน ้าดว้ย เน่ืองจากโครงการใหม่จะมีผลกระทบต่อทั้งลุ่มน ้ า เช่น ถา้มีการพฒันา
โครงการชลประทานบริเวณตอนบนของลุ่มน ้า จะท าใหมี้ปริมาณส าหรับการผลิตกระแสไฟฟ้าพลงังานและ
ใชน้ ้านอ้ยลงในพื้นท่ีทา้ยน ้า แต่ในทางกลบักนัอ่างเก็บน ้าท่ีสร้างในพื้นท่ีตอนบนของลุ่มน ้าจะช่วยท าให้
ปริมาณน ้าท่ีพื้นท่ีลุ่มน ้าตอนล่างไดรั้บมีความแน่นอนและมัน่คงมากข้ึน ซ่ึงถือเป็นผลดีของการสร้างอ่างเก็บ
น ้า ในการศึกษาจ าเป็นตอ้งใชข้อ้มูลอนุกรมเวลาท่ีสังเคราะห์ข้ึนใหม่ เพื่อจะไดส้ามารถวเิคราะห์ค่าความ
เส่ียงต่างๆ ได ้
 
9.4 ข้อจ ากดัของแบบจ าลอง (Model Limitations) 
 แบบจ าลองสโตแคสติกท่ีมีการพฒันาข้ึนใหม่จะแกไ้ขขอ้บกพร่องในแบบจ าลองเก่า แต่ส่วนใหญ่ก็
ยงัมีขอ้จ ากดัในการใชง้าน ซ่ึงขอ้จ ากดับางขอ้ก็ยงัเป็นท่ีถกเถียงกนัอยู ่ หรือไม่มีความส าคญัมากนกั และ
ปัญหาเร่ือง Parsimony ของพารามิเตอร์ ยงัเป็นอุปสรรคต่อการพฒันาแบบจ าลองในปัจจุบนั    
 
 9.4.1 Short-and Long-Term Persistence  
 ความจ าเป็นในการรักษาคุณสมบติัเก่ียวกบั Long -Term Persistence ของอนุกรมเวลา ยงัเป็นท่ีถกเถียง
กนัอยู ่ เช่น จะใชค้่าอะไรเพื่อแสดง Long -Term persistence ของอนุกรมเวลา จะจดัการอยา่งไรต่อ Bias ใน
ค่าสถิติ และตอ้งใชข้อ้มูลยาวนานเท่าใดเพื่อการประมาณค่าสถิติดงักล่าว ดงันั้นในหนงัสือเล่มน้ีจึงไม่ไดเ้นน้
การพฒันาแบบจ าลองท่ีรักษาคุณสมบติัของ Long -Term Persistence  
 ทั้งแบบจ าลอง AR และ ARMA สามารถรักษาคุณสมบติัของ Short-Term Persistence    ไดเ้ป็นอยา่ง
ดี ถึงแม ้ARMA สามารถรักษาคุณสมบติัของ Long-Term Persistence ได ้แต่ก็สูญเสียความสามารถในการ
รักษาคุณสมบติัของ Short-Term  Persistence  บางส่วน ท าใหไ้ม่สามารถรักษาคุณสมบติัของ Short-Term  
Persistence  ท่ีมี Lag มากกวา่ 1 ไดดี้เท่าแบบจ าลอง AR  และโดยทัว่ไป Correlation ท่ีมี  Lag มากๆ มกัไม่
เหมาะกบัการสังเคราะห์ขอ้มูลใหม่ (Generation of Data)  
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9.4.2 ข้อจ ากดัของแบบจ าลองแบบ (Periodic) 
 ตามทฤษฎีแลว้ แบบจ าลองแบบ Periodic ซ่ึงสามารถรักษาคุณสมบติัทางสถิติรายปีไดอ้ยา่ง
อตัโนมติัเป็นส่ิงท่ีตอ้งการ แต่ส่ิงส าคญัคือการวเิคราะห์เพื่อระบุกระบวนการตามธรรมชาติท่ีแทจ้ริงของ
อนุกรมเวลา และการฟิดแบบจ าลองแบบ Periodic ใหเ้ขา้กบัอนุกรมเวลาอยา่งถูกตอ้งแม่นย  า ซ่ึงถา้ท าได้
แบบจ าลอง Periodic ก็จะสามารถรักษาคุณสมบติัทางสถิติรายปีได ้ ในทางตรงกนัขา้ม ถา้ไม่สามรถระบุ
กระบวนการตามธรรมชาติ หรือการฟิดแบบจ าลองไม่แม่นย  าก็จะท าใหเ้กิดปัญหาในการรักษาคุณสมบติัทาง
สถิติรายปีได ้ซ่ึงถา้เป็นเช่นนั้นจะถือเป็นขอ้จ ากดัท่ีส าคญัของแบบจ าลองแบบ Periodic 
 การประมาณค่าพารามิเตอร์ของแบบจ าลอง Periodic จะยุง่ยากกวา่การประมาณค่าพารามิเตอร์ของ
แบบจ าลองรายปี (Annual Model) เน่ืองจากแบบจ าลอง Periodic มีพารามิเตอร์มากและมกัมีปัญหาเก่ียวกบั 
Parsimony ของพารามิเตอร์ วธีิการ Smooth ค่าสถิติ เช่น Fourier Series Estimate จะช่วยแกปั้ญหาเก่ียวกบั 
Parsimony ของพารามิเตอร์ 
 
 9.4.3 ข้อจ ากดัของแบบจ าลอง Disaggregation 
 แบบจ าลอง Disaggregation  มีขอ้ดีคือการเพิ่มความคล่องตวั (Versatility) เขา้ไปในกระบวนการ
จ าลอง แต่มีขอ้เสียท่ีส าคญัคือ มีพารามิเตอร์มากเกินไป เม่ือเปรียบเทียบกบัขอ้มูลตวัอยา่งท่ีมี จึงตอ้งระวงั
เร่ือง Parsimony  
 ยิง่กวา่นั้นถา้มีการแปลงขอ้มูล (Tramsform Data) อาจท าใหไ้ม่สามารถรักษาคุณสมบติัของ
แบบจ าลองได ้เช่น ถา้ใชแ้บบจ าลอง Disaggregation ในการสังเคราะห์ขอ้มูลรายเดือน โดยมีอนุกรมเวลาราย
ปีเป็นอนุกรมเวลาหลกั ผลรวมของอนุกรมเวลารายเดือนท่ีสังเคราะห์ข้ึนมาอาจรวมแลว้ไม่เท่ากบัอนุกรม
เวลารายปี ถา้มีการแปลงขอ้มูล และโดยทัว่ไปอนุกรมเวลาทางอุทกวทิยาไม่ไดมี้การแจกแจงแบบปกติ แต่
แบบจ าลองสโตแคสติกตอ้งการอนุกรมเวลาท่ีมีการแจกแจงปกติ และจ าเป็นตอ้งมีการแปลงอนุกรมเวลา
ตวัอยา่ง (xt) ใหเ้ป็นอนุกรมเวลาท่ีมีการแจกแจงแบบปกติ (yt) ซ่ึงตอ้งท าดว้ยความระมดัระวงั 
 
 9.4.4 สรุป 
 ต  าราเล่มน้ีกล่าวถึงขั้นตอนท่ีใชใ้นทางปฏิบติัในการจ าลองอนุกรมเวลาทางอุทกวทิยา การสร้าง
แบบจ าลองท่ีกล่าวถึง จะครอบคลุมเฉพาะแบบจ าลองท่ีเป็นท่ียอมรับและใชง้านกนัโดยทัว่ไป 

 เทคนิคการจ าลองทางสโตแคสติก สามารถแบ่งออกไดเ้ป็น 3 ขั้นตอน คือ 
 ขั้นท่ี 1 การเตรียมขอ้มูล ซ่ึงไดแ้ก่การเติมขอ้มูลท่ีขาดหายไป หรือการต่อขยายขอ้มูล และการ
ตรวจสอบการเปล่ียนแปลงของอนุกรมเวลา 
 ขั้นท่ี 2 การสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ ซ่ึงต าราเล่มน้ีไดก้ล่าวถึงการจ าลองทางคณิตศาสตร์ไว้
อยา่งละเอียด 
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 ขั้นท่ี 3 การประยกุตใ์ชง้าน ซ่ึงรวมถึงเทคนิคในการสร้างแบบจ าลองและการน าเสนอผลลพัธ์ 
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Chapter 10 

Markov Chain Modelling 

10.1 Definition 

 Let X = a discrete random variable which can be described by a probability 

distribution function, f(x), where f(x) =1.0. 

{X0, X1, X2, .......,Xn } = a sequence (set) of N+1 random variables 

A stochastic process (in time domain) is a description of the relation between the random 

variables in {X0, X1, X2, .......,Xn }. 

10.2 States of the system and theirs probabilities 

 Let {a1, a2, .....,ai, aj, .........., as} be the states of system or all possible outcomes of the 

random variable. In this case, there are s states. Assuming that X is a random variable 

representing the weather conditions on any day. The states of weather conditions in any day 

can be defined as {a1=sunny day, a2=rainy day} or s equals to 2. 

 At any time t, assume that t=0 is the initial time period(period=0) for Markov chain, 

the probability that the random variable (X0 or Xt=0) falls into any state which can be defined 

as follows:  

 𝑃(𝑋0 = 𝑎1) = 𝑝1
(0)

 

 𝑃(𝑋0 = 𝑎2) = 𝑝2
(0)

 

  .        

 𝑃(𝑋0 = 𝑎𝑖) = 𝑝𝑖
(0)

        (10.1)  

 𝑃(𝑋0 = 𝑎𝑗) = 𝑝𝑗
(0)

 

 𝑃(𝑋0 = 𝑎𝑠) = 𝑝𝑠
(0)

 

 𝑝1
(0)

+ 𝑝2
(0)

+ ……… . . +𝑝𝑠
(0)

= 1.00      (10.2) 

 Let 𝑝(0) = (𝑝1
(0)

, 𝑝2
(0)

, …… . , 𝑝𝑖
(0)

, 𝑝𝑗
(0)

, . … . . , 𝑝𝑠
(0)

)    (10.3) 

         = An initial probability vector or a probability vector for initial time period, t=0. 

 𝑝(𝑛) = (𝑝1
(𝑛)

, 𝑝2
(𝑛)

, …… . , 𝑝𝑖
(𝑛)

, 𝑝𝑗
(𝑛)

, . … . . , 𝑝𝑠
(𝑛)

)    (10.4) 

         = a probability vector for time period n. 
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10.3 Conditional probability and transition matrix 

 Let “ai” be the state of system at time period t which changes to the state “aj” in time 

period t+1 as shown in Figure 1. The conditional probability of state change from “ai”  to “aj” 

is defined as shown below. 

 
Figure 10.1 Transformation of state of system from one time period to the next time period 

One step transition 

P(𝑋𝑡+1 = 𝑎𝑗|𝑋𝑡 = 𝑎𝑖) = 𝑝𝑖𝑗
(1)

                                       (10.5) 

n steps transition 

P(𝑋𝑡+𝑛 = 𝑎𝑗|𝑋𝑡 = 𝑎𝑖) = 𝑝𝑖𝑗
(𝑛)

      (10.6) 

P(𝑋𝑡+𝑛 = 𝑎𝑗|𝑋𝑡 = 𝑎𝑖) =  𝑃(𝑋𝑛 = 𝑎𝑗|𝑋0 = 𝑎𝑖) =   𝑝𝑖𝑗
(𝑛)

   (10.7) 

 Where 𝑝𝑖𝑗
(1)

 𝑎𝑛𝑑  𝑝𝑖𝑗
(𝑛)

 are one step and n-step conditional probability respectively. 

Equation 10.7 is valid only if a steady state condition exists. Under the steady state condition, 

the conditional probability does not change with time 

Transition matrix is the matrix of conditional probabilities for changing the state of 

system from period t to period t+n. n is the number of steps in transition.  

 For one time step (t=1), the transition matrix is given below 
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P =

|

|

𝑝11 𝑝12 . 𝑝1𝑖 𝑝1𝑗 . 𝑝1𝑠

𝑝21 𝑝22 . 𝑝2𝑖 𝑝2𝑗 . 𝑝2𝑠

. . . . . . .
𝑝𝑖1 𝑝𝑖1 . 𝑝𝑖𝑖 𝑝𝑖𝑗 . 𝑝𝑖𝑠

𝑝𝑗1 𝑝𝑗2 . 𝑝𝑗𝑖 𝑝𝑗𝑗 . 𝑝𝑗𝑠

. . . . . . .
𝑝𝑠1 𝑝𝑠2 . 𝑝𝑠𝑖 𝑝𝑠𝑗 . 𝑝𝑠𝑠

|

|

     (10.8) 

 Where P = one-step transition matrix 

 pij = 1-step conditional probability of changing from state i to state j. 

Assume a steady state condition, the transition matrix for multi-step can be derived below. 

  P2=P.P         (10.9) 

  P3=P2.P        (10.10) 

  Pn=Pn-1.P          (10.11) 

Where Pn = n steps transition matrix 

Example 10.1 If the 1-step transition matrix of weather conditions is shown below: 

  P = [
𝑃(𝑎1|𝑎1) 𝑃(𝑎2|𝑎1)

𝑃(𝑎1|𝑎2) 𝑃(𝑎2|𝑎2)
]  =  [

0.9 0.1
0.5 0.5

] 

The 2-step transition matrix is calculated below. 

  P2 = [
0.9 0.1
0.5 0.5

] [
0.9 0.1
0.5 0.5

] = [
0.86 0.14
0.70 0.30

] 

 Figure 10.2 shows the derivation of n-step transition matrix from 1-step transition 

matrix under steady state condition using Tree diagram. 

  
Transition from t=0 to t=1 and to t=2 Transition from t=0 to t=2 

Figure 10.2 Transforming the transition matrix by Tree diagram. 
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10.4 Markov chain model 

 Markov chain model is a discrete stochastic process in which the probability 

distribution of the state in the current stage or time period(t) is conditionally dependent of the 

state in the past time period(t-1, t-2, ....). This characteristic is called the Markov Property. 

 𝑝(𝑛) = 𝑝(𝑛−1)𝑃 = 𝑝(0)𝑃𝑛       (10.12) 

 𝑝(1) = 𝑝(0)𝑃         (10.13) 

 𝑝(2) = 𝑝(1)𝑃 = 𝑝(0)𝑃2       (10.14) 

 𝑝(3) = 𝑝(2)𝑃 = 𝑝(0)𝑃3       (10.15) 

 Where 

 𝑝(0) ,  𝑝(1) , 𝑝(2), 𝑝(3) 𝑎𝑛𝑑  𝑝(𝑛)  = probability vector for time period 0, 1, 2, 3 and n 

respectively. 

 P, P2, P3 and Pn =  transition matrix for time step 1, 2, 3 and n respectively. 

 10.4.1 First order Markov chain model 

 First order Markov chain is the method for modelling a stochastic process which the 

outcome at time t (xt) depends on the outcome at time t-1 (xt-1), but independent of xt-2, xt-3, 

...., x0.  According to this assumption, the conditional probability can be written as,  

 P(Xt=aj | Xt-1=ai, Xt-2=ak, Xt-3=al, .... , X0=aq) = P(Xt=aj | Xt-1=ai)   (10.16) 

 Equation 10.16 above is one step conditional probability. 

 Let {ai, aj, ...., as} = the states of system 

 pij
(1) = P(Xt=aj| Xt-1=ai)       (10.17) 

 If the Markov chain is a homogeneous process or a steady state,  

 P(Xt=aj| Xt-1=ai) = pij
(1)  imply that pij

(1) is independent of time period(t). 

 Let P = 2 states-one step steady state transition matrix  

 P = [
p11 p12

p21 p22
]        (10.18) 

 ∑ 𝑝𝑖𝑗=1.00
𝑠
𝑗=1            (10.19) 

 where s = No. of states  
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 The transition probability matrix P can be determined from historical data. 

 Let nij = no. of times the state of system changed from state i at time t to state j at time 

t+1. The sample estimate conditional probability can be calculated by equation below.  

 𝑝̂𝑖𝑗 =
𝑛𝑖𝑗

∑ 𝑛𝑖𝑗
𝑠
𝑗=1

       ; i and j=1,2, ...... ,s      (10.20) 

 where 

 𝑝̂𝑖𝑗 = 𝑠𝑎𝑚𝑝𝑙𝑒 𝑒𝑠𝑡𝑖𝑚𝑎𝑡𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑡𝑦 

Example 10.2 Estimate the conditional probability from the records of daily weather 

conditions are shown in Table 10.1.   

Table 10.1 Observed daily weather conditions   
Day Weather condition Day Weather condition Day Weather condition 

1 rainy 11 sunny 21 rainy 

2 sunny 12 rainy 22 rainy 

3 sunny 13 rainy 23 sunny 

4 sunny 14 rainy 24 sunny 

5 rainy 15 sunny 25 rainy 

6 rainy 16 sunny 26 sunny 

7 sunny 17 rainy 27 sunny 

8 sunny 18 sunny 28 sunny 

9 sunny 19 sunny 29 rainy 

10 sunny 20 sunny 30 sunny 

Counting the no. of change from state i to state j is shown in Table 10.2. 

Table 10.2 No. of times the state of system change from i to j 

                                     nij 
 ∑ 𝑛𝑖𝑗

𝑠
𝑗=1  

i 

                                   j 

sunny rainy total 

sunny 12 6 18 

rainy 7 4 11 

From Table 10.2, the sample estimate conditional probability is calculated as shown in Table 

10.3. 

Table 10.3 Sample estimate conditional probability 

                                           𝑝̂𝑖𝑗 

  

i 

                                    j 

sunny rainy total 

sunny 0.667                0.333 1.0 

rainy 0.636                0.364 1 

Steady state Markov Chain 
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 Let  p(n) = (p1
(n)

, p2
(n)

, p3
(n)

, … . . , pJ
(n)

, … . , ps
(n)

 )     (10.21) 

 pj
(n)

= probability that the chain is in state j and time period n. 

 p(0) = initial probability vector 

 p(1) = p(0)P 

 p(2) = p(1)P = p(0)P2 

  p(n) = p(n−1)P = p(0)Pn         (10.22) 

 p(t+n) = p(t)Pn = p(0)Pt+n       (10.23) 

Where  Pn = n power of P 

 For large n,  p(n) is less dependent on  p(0)showing that the chain is in steady state. 

Thus 

𝑝(𝑛) = 𝑝(𝑡+𝑛)              (10.24) 

and  𝑝𝑖𝑗
(𝑛)

= 𝑝𝑗
(𝑛)

 𝑜𝑟 𝑝𝑗
(𝑛)

 𝑖𝑠 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡 𝑜𝑓 𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 (𝑖).   (10.25) 

 Thus under steady state condition and n is large 

 𝑝(𝑛) = 𝑝(𝑡+𝑛) = 𝑝        (10.26) 

 𝑝 = 𝑝P         (10.27) 

 10.4.2 nth order Markov chain model 

 State j in time period t depends on the state of the system of n previous time periods. 

The conditional probability for n time period can be written below. 

P(Xt=aj | Xt-1=ai, Xt-2=ak, Xt-3=al, .... , X0=aq) = P(Xt=aj | Xt-1=ai, Xt-2=ak, Xt-3=al, .... , Xt-n=ap)

           (10.28) 

10.5 A Simple Weather Markov Chain Model 

 Let assume 2 states Markov chain for the weather conditions prediction, i.e.  

State Weather conditions 

0 Sunny day 

1 Rainy day 
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 The conditional probabilities of weather conditions based on a given the weather on 

the preceding day can be represented by a transitional matrix as follow. 

 P =  [
0.9 0.1
0.5 0.5

] = [
𝑃(𝑠𝑢𝑛𝑛𝑦|𝑠𝑢𝑛𝑛𝑦) 𝑃(𝑟𝑎𝑖𝑛𝑦|𝑠𝑢𝑛𝑛𝑦)
𝑃(𝑠𝑢𝑛𝑛𝑦|𝑟𝑎𝑖𝑛𝑦) 𝑃(𝑟𝑎𝑖𝑛𝑦|𝑟𝑎𝑖𝑛𝑦)

] 

The graphical representation of the above transition matrix is shown in Figure 10.3. 

 
Figure 10.3 Graphical representation of transition probability matrix 

 The matrix P represents the weather model in which a sunny day is 90% likely to be 

followed by another sunny day, and a rainy day is 50% likely to be followed by another rainy 

day. The columns can be labelled "sunny" and "rainy" respectively, and the rows can be 

labelled in the same order. 

pij is the probability that, if a given day is in state i, it will be followed by a day of 

state j. 

 Notice that the rows of P sum to 1.00.  

 10.5.1 Predicting the weather condition 

 If the weather on day 0 is known to be sunny. This is represented by a vector in which 

the "sunny" entry is 100%, and the "rainy" entry is 0% or 

 𝑝(0) = (1   0) 

Where p(0) is the probability vector representing the current weather condition. 

Thus, the weather on day 1 can be predicted by: 

 𝑝(1) = 𝑝(0)𝑃 = (1  0) [
0.9 0.1
0.5 0.5

] = (0.9  0.1) 

 Thus, there is a 90% chance that day 1 will be sunny. 

The weather on day 2 can be predicted in the same way: 

 𝑝(2) = 𝑝(1)𝑃 = (0.9  0.1) [
0.9 0.1
0.5 0.5

] = (0.86   0.14) 
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 or 

𝑝(2) = 𝑝(0)𝑃2 = (1   0) [
0.9 0.1
0.5 0.5

]
2

= (1   0) [
0.86 0.14
0.70 0.30

] = (0.86   0.14) 

General rules for predicting the weather on day n are 

 p(n) = p(n−1)P = p(0)Pn 

 10.5.2 Steady state of the weather condition 

 In this example, the predictions for the weather on more distant days are increasingly 

inaccurate and tend towards a steady state vector. This vector represents the probabilities of 

sunny and rainy weather on any day which is independent of the initial weather condition. 

 The steady state vector is defined as: 

 𝑝 = lim
𝑛→∞ 

𝑝𝑛        (10.29) 

 where  𝑝 = (𝑝1, 𝑝2) = steady state vector or the probability vector of weather 

condition on any day. 

 p1= the probability to be sunny day 

 p2=the probability to be rainy day 

 But only converges to a strictly positive vector if P is a regular transition matrix (that 

is, there is at least one Pn with all non-zero entries). 

 Since the p is independent from initial conditions, it must be unchanged when 

transformed by P. This makes p an eigenvector (with eigenvalue =1), and the vector p can be 

derived from the transition matrix P. The example on weather condition prediction, let 

P =  [
0.9 0.1
0.5 0.5

] 

p P =  p 

p P =  p I 

p (P − I) = 0 

𝑝 ([
0.9 0.1
0.5 0.5

] − [
1 0
0 1

]) = 0 

(p1 p2) [
−0.1 0.1
0.5 −0.5

] = 0 

0.1p1 + 0.5p2 = 0 

http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Steady_state_vector&action=edit
http://en.wikipedia.org/wiki/Regular_matrix
http://en.wikipedia.org/wiki/Eigenvector
http://en.wikipedia.org/wiki/Eigenvalue
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0.1p1 - 0.5p2 = 0 

and since p1 and p2 are the probability vector we know that 

p1 + p2 = 1 

Solving this pair of simultaneous equations to obtain the steady state vector,  𝑝 

0.1(1-p2)-0.5p2 = 0 

p2 = 0.1/0.6 = 0.167 

p1 = 1 - 0.167 = 0.833 

(p1  p2)= (0.833, 0.167) 

In conclusion, in the long term, 83.3% is sunny day and 16.7% is rainy day. 

Prove that the p is independent of the initial conditions, it must be unchanged when 

transformed by P (𝑝𝑃 =  𝑝) as shown by Equation (10.27) or transformed by n time steps 

( 𝑝 = lim
𝑛→∞

𝑝𝑛 ) as shown in Equation (10.29). 

Prove 1:  𝑝𝑃 =  𝑝 

  𝑝𝑃 =  [0.833333 0.166667] [
0.9 0.1
0.5 0.5

] = [0.833333 0.166667] 

Prove 2 : 𝑝 = lim
𝑛→∞

𝑝𝑛 = p(0)Pn 

𝑃 =  [
0.9 0.1
0.5 0.5

] 

𝑃2 = [
0.86 0.14
0.70 0.30

] 

𝑃4 = [
0.8376 0.1642
0.8120 0.1880

] 

𝑃8 = [
0.8334426 0.1666674
0.8327872 0.1672128

] 

𝑃16 = [
0.8333334 0.1666666
0.8333330 0.1666667

] 

𝑃32 = [
0.8333333 0.1666667
0.8333333 0.1666667

] 

𝑝 = p(0)P32 = [1 0] [
0.8333333 0.1666667
0.8333333 0.1666667

] 
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 𝑝 = [0.8333333 0.1666667] 

10.6 The Cola Example 

 Example 10.3: Suppose the entire cola industry produces only two colas (cola 1 and 

cola 2). Given that  

 a person last purchased cola 1, there is a 90% chance that her next purchase 

will be cola 1.  

 a person last purchased cola 2, there is an 80% chance that her next purchase 

will be cola 2. 

Answer the following questions 

Question 1: If a person is currently a cola 2 purchaser, what is the probability that she will 

purchase cola 1 two purchases from now? 

Question 2: If a person is currently a cola 1 purchaser, what is the probability that she will 

purchase cola 1 three purchases from now? 

Question 3: Suppose 60% of all people now drink cola 1 and 40% now drink cola 2. Three 

purchase from now, what fraction of all purchasers will be drinking cola 1? 

Solution 

Two-state Markov chain due to two types of Cola available in the market (s =2). 

State 1 = person last purchased cola 1 

State 2 = person last purchased cola 2 

Question 1: If a person is currently a cola 2 purchaser, what is the probability that she will 

purchase cola 1 two purchases from now? 

Determine P(X2=cola1|X0=Cola 2) =p21
(2) 

Let Xt = the type of cola purchased at any time period (t) with the transition matrix 

P = [
0.9 0.1
0.2 0.8

] 
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 Given X0=cola 2, thus p(0) = (0  1)  

p(1)=p(0)P = (0 1) [
0.9 0.1
0.2 0.8

] =(0.2  0.8) 

p(2)=p(1)P = (0.2 0.8) [
0.9 0.1
0.2 0.8

] = (0.34  0.66) 

P(X2=cola 1|X0=cola 2) = 0.34  Ans 

Alternative 1 

p(2)=p(0)P2 

P2= [
0.9 0.1
0.2 0.8

] [
0.9 0.1
0.2 0.8

] = [
0.83 0.17
0.34 0.66

] 
 

 

 

p(2) = p(0)P2 =[0 1] [
0.83 0.17
0.34 0.66

] = [0.34 0.66] 
 

 

Alternative 2 

 

Transition 

matrix 

= [
0.9 0.1
0.2 0.8

] 

 

P(X2=cola 1|X0=cola2)= 

p21
(2)

=0.18+.016=0.34 

Figure 10.4 Solve Question 1 by Tree diagram 

Question 2: If a person is currently a cola 1 purchaser, what is the probability that she will 

purchase cola 1 three purchases from now? 

Determine P(X3=cola1|X0=cola 1)=p11
(3) 

Given X0=cola 1, thus p(0) = (1 0)  

p(3)=p(0)P3 

P3=P2P= [
0.83 0.17
0.34 0.66

] [
0.9 0.1
0.2 0.8

] = [
0.781 0.219
0.438 0.562

] 

 

p(3)=p(0)P3=[1  0] [
0.781 0.219
0.438 0.562

] = [0.781 0.219]  
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P(X3=cola1|X0=cola 1)= p11
(3) = 0.781 

Alternative: Solve Question 2 by Tree diagram 

 

 

𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 

Matrix P 

= [
0.9 0.1
0.2 0.8

] 

 

P(X3=cola1|X0=cola 1)= p11
(3)  

= 0.9x0.9x0.9 +0.9x0.1x0.2+ 

0.1x0.2x0.9 + 0.1x0.8x0.2 

=0.781 

Figure 10.5 Solve Question 2 by Tree diagram 

Question 3: Suppose 60% of all people now drink cola 1 and 40% now drink cola 2. Three 

purchase from now, what fraction of all purchasers will be drinking cola 1? 

Determine P(X3=cola1| p(0))=p1_
(3) 

Given  p(0)= (0.6  0.4) 

P3 = 0.781 0.219 

 0.438 0.562 

p(3) = p(0) P3 

p(3) = p(0) P3 = 0.6 0.4  0.781 0.219 = 0.6438 0.3562 

  0.438 0.562   

P(X3=cola1|p(0)) = p1_
(3) = 0.6438 

Alternative: Solve Question 3 by Tree diagram 
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Figure 10.6 Solve Question 3 by Tree diagram 

 Example 10.4 From Example 10.3, suppose that each customer makes one purchase 

of cola during any week (52 weeks=1 year). Suppose there are 100 million cola customers. 

One selling unit of cola costs the company $1 to produce and is sold for $2. If the cost of 

advertisement is $500 million per year, the advertising firm guarantees to decrease from 10% 

to 5% the fraction of cola 1 customers who switch to cola 2 after a purchase. Should the 

company makes cola 1 hire the advertising firm? 

Solution 

The advertising firm guarantees “to decrease from 10% to 5% the fraction of cola 1 

customers who switch to cola 2 after a purchase”. The transition matrix with and without 

advertisement can be defined as follow:  
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Existing transitional matrix 

(without advertisement) 

 

 

 

New transitional matrix (with advertisement) 

 Advertisement cost = $500 million/year 

𝑃 = (
0.9 0.1
0.2 0.8

) 𝑃′ = (
0.95 0.05
0.2 0.8

) 

 

 

At steady state:  p = p P 

Let the steady state probability vector,  p = (p1  p2) 

Without advertisement case 

(𝑝1 𝑝2) =  (𝑝1 𝑝2) [
0.9 0.1
0.2 0.8

] = (0.9𝑝1 + 0.2𝑝2 0.1𝑝1 + 0.8𝑝2) 

    

p1 = 0.9p1 + 0.2p2            

 p2 = 0.1p1 + 0.8p2          

Then 0.1p1 = 0.2p2 

 p1 =2p2 

Since   p1 + p2 = 1  

Thus p2=1/3 and p1=2/3 

Steady state vector 𝑝 =  (
2

3
,
1

3
) 

Cola sell profit =$1/unit 

Total Cola sell profit  = 52 weeks/year x 100,000,000  customers x $1/unit 

   = $5,200,000,000 /year 

Total Cola 1 sell profit = (2/3) x 5,200,000,000 = $3,466,666,667 /year 

Total Cola 2 sell profit = (1/3) x 5,200,000,000 = $1,733,333,333 /year 
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With advertisement case 

  (𝑝1 𝑝2) =  (𝑝1 𝑝2) [
0.95 0.05
0.20 0.80

] = (0.95𝑝1 + 0.20𝑝2 0.05𝑝1 + 0.80𝑝2) 

p1 = 0.95p1 + 0.20p2 

   p2 = 0.05p1 + 0.80p2 

Then  0.05p1 = 0.2p2 

 p1 = 4p2 

Since p1 + p2 = 1  

Thus p2=1/5 and p1=4/5 

Steady state vector 𝑝 =  (
4

5
,
1

5
) 

Total Cola 1 sell profit = (4/5) x $5,200,000,000 -500,000,000 

    = $4,160,000,000-500,000,000 =  $3,660,000,000 

Total Cola 2 sell profit = (1/5) x $5,200,000,000  

    = $1,040,000,000 

Cola 1 sell profit increase = Profit with advertisement - Profit without advertisement 

    = $3,660,000,000 /year - $3,466,666,667 /year 

    = $193,333,333 /year 

Therefore Cola 1 company should hire the advertisement agency since the company will gain 

net profit by $193,333,333 annually. 

 

10.7 Classification of State of Markov Chain 

 10.7.1 State Classification - Population distribution example 

 Each American family is classified as living in an urban, rural and suburban location. 

During a given year, 15% of all urban families move to a suburban and 5%  move to a rural 

location; 6% of all suburban families move to an urban location, and 4% move to rural 

location;  finally 4% of all rural families move to an urban location and 6% move to a 

suburban  location.   
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 Urban Rural Sub-urban Sum 

Urban 0.80 0.05 0.15 1.00 
Rural 0.04 0.90 0.06 1.00 
Sub-urban 0.06 0.04 0.90 1.00 

 

 

Graphical representation of transition 

probability matrix 

Transition matrix (P) 

(a) If a family now lives in an urban location, what is the probability that it will live in an 

urban area two years from now? or A rural area ? or A suburban area ?   

(b) Suppose that at present, 40% of all families live in an urban area, 35% live in a sub-urban, 

25% live in a rural area. Two years from now, what % of American families will live in an 

urban area? 

(c) What problems might occur if this model were used to predict the future population 

distribution of the United States? 

Solution 

(a)  p(2) = p(0)P2 

 p(0) = (1  0  0) 

 𝑃 = [
0.80 0.05 0.15
0.04 0.90 0.06
0.06 0.04 0.90

] 

 𝑃2 = [
0.80 0.05 0.15
0.04 0.90 0.06
0.06 0.04 0.90

] [
0.80 0.05 0.15
0.04 0.90 0.06
0.06 0.04 0.90

] = [
0.6510 0.0910 0.2580
0.0716 0.8144 0.1140
0.1036 0.0750 0.8241

] 

p(2) = p(0)P2 = [1 0 0] [
0.6510 0.0910 0.2580
0.0716 0.8144 0.1140
0.1036 0.0750 0.8241

] = [0.6510 0.0910 0.2580] 

P(X2=Urban|X0=Urban)=0.6510 

P(X2=Rural|X0=Urban)=0.0910 

P(X2=Sub-urban|X0=Urban)=0.2580 

(b)    p(0) = (0.40,  0.25,  0.35) 
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 p(2)=p(0)P2 

p(2) = p(0)P2 = [0.40 0.25 0.35] [
0.6510 0.0910 0.2580
0.0716 0.8144 0.1140
0.1036 0.0750 0.8241

] =

[0.3510 0.2590 0.3900] 

(c) Determine the steady state vector 

 𝑃 = [
0.80 0.05 0.15
0.04 0.90 0.06
0.06 0.04 0.90

] 

𝑃2 = [
0.6510 0.0910 0.2580
0.0716 0.8144 0.1140
0.1036 0.0750 0.8241

] 

𝑃4 = [
0.457045 0.152701 0.390253

0.116733 0.678313 0.204954

0.157911 0.132113 0.709977

] 

𝑃8 = [
0.288341 0.224928 0.486731

0.164898 0.505011 0.330091

0.199707 0.207524 0.592769

] 

𝑃16 = [
0.217434 0.279455 0.50311

0.196744 0.360628 0.442628

0.210184 0.272735 0.517081

] 

𝑃32 = [
0.208005 0.298758 0.493237

0.206764 0.305754 0.487482

0.208042 0.298119 0.493838

] 

𝑃64 = [
0.207653 0.300533 0.491814

0.207644 0.300586 0.491771

0.207653 0.300528 0.491818

] 

𝑃128 = [
0.20765 0.300546 0.491803

0.20765 0.300546 0.491803

0.20765 0.300546 0.491803

] 

It takes too long time to reach the steady state. Therefore the future population distribution of 

USA may not be predicted by Markov chain. 

 10.7.2 State Classification - Coin tossing example 

 At time 0, I have THB 200. At time 1, 2, 3, .... , I play a game (coin tossing) in which 

I bet THB 100 with probability p(=0.5) that I win the game, and with probability (1-p) that I 

lose the game. My game is to increase my money to THB 400, and as soon as I do, the game 

is over. The game is also over if my money is reduced to THB 0.  
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 If we define Xt to be the state of my money after t game is played, then X0, X1, ..... , 

Xt may be viewed as a discrete time stochastic process. Note that X0=200 is a known 

constant, but X1 and later Xt's are random. Given that there is a probability p=0.5 that  

X1=300 and a probability 1-p=0.5 that X1=100. Note that if Xt=400, then the game is over or 

Xt+1 and all later Xt's will also equal to THB 400. Similarly, if Xt=0, then the game is over or  

Xt+1 and all later Xt's will also equal to THB 0.  

What is the transition matrix? 

Solution  

Xt={0, 100, 200, 300, 400} = State of Markov Chain (=5 states) 

No. of states = 5 

Tree diagram 

 

Graphical representation of transitional matrix 

 
 

Transition matrix 

 0 THB 100 THB 200 THB 300 THB 400 THB 

0 THB 1 0 0 0 0 

100 THB 1-p=0.5 0 p=0.5 0 0 

200 THB 0 1-p=0.5 0 p=0.5 0 

300 THB 0 0 1-p=0.5 0 p=0.5 

400 THB 0 0 0 0 1 
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Questions 

(1) What is the probability vector after playing the game twice? 

Solution 

p(2) = p(0)P2 

p(0)= [0  0 1 0 0] 

𝑃2 =

[
 
 
 
 

1 0 0 0 0
0.5 0 0.5 0 0
0 0.5 0 0.5 0
0 0 0.5 0 0.5
0 0 0 0 1 ]

 
 
 
 

[
 
 
 
 

1 0 0 0 0
0.5 0 0.5 0 0
0 0.5 0 0.5 0
0 0 0.5 0 0.5
0 0 0 0 1 ]

 
 
 
 

 

=

[
 
 
 
 

1 0 0 0 0
0.5 0.25 0 0.25 0
0.25 0 0.5 0 0.25
0 0.25 0 0.25 0.5
0 0 0 0 1 ]

 
 
 
 

 

p(2) = [0  0 1 0 0]

[
 
 
 
 

1 0 0 0 0
0.5 0.25 0 0.25 0
0.25 0 0.5 0 0.25
0 0.25 0 0.25 0.5
0 0 0 0 1 ]

 
 
 
 

 

= [0.25  0 0.5 0 0.25] 

From Tree diagram 

 a=0 a=100     a=200    a=300    a=400 

P(X2=a|X0=200) (1-p)2=0.25 0 2p(1-p)=0.5 0 p2=0.25 

(2) From the coin tossing problem above, after playing the game twice, what is the 

probability that I will have THB 300? 

 Solution  P(X2=300|X0=200)= 0 

(3) After playing the game twice, what is the probability that I will have THB 200? 

 Solution  P(X2=200|X0=200)= 2p(1-p) =2*0.5*0.5=0.5 

(3) After playing the game three times, what is the probability that I will have THB 200?  

 Solution  P(X3=200|X0=200)= 0 

(4) What is the probability vector after playing the game three times? 
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 Solution 

From Tree diagram 

 a=0 a=100 a=200 a=300 a=400 

P(X3=a|X0=200) (1-p)2 2p(1-p)2 0 2p2(1-p) p2 

𝑝𝑎,200
(3)

 0.25 0.25 0 0.25 0.25 

Markov model 

p(3) = p(0)P3 

𝑃3 =

[
 
 
 
 

1 0 0 0 0
0.5 0.25 0 0.25 0
0.25 0 0.5 0 0.25
0 0.25 0 0.25 0.5
0 0 0 0 1 ]

 
 
 
 

[
 
 
 
 

1 0 0 0 0
0.5 0 0.5 0 0
0 0.5 0 0.5 0
0 0 0.5 0 0.5
0 0 0 0 1 ]

 
 
 
 

 

=

[
 
 
 
 

1 0 0 0 0
0.625 00 0.25 0 0.125
0.25 0.25 0 0.25 0.25
0.125 0 0.25 0 0.625

0 0 0 0 1 ]
 
 
 
 

 

p(3) = [0  0 1 0 0]

[
 
 
 
 

1 0 0 0 0
0.625 00 0.25 0 0.125
0.25 0.25 0 0.25 0.25
0.125 0 0.25 0 0.625

0 0 0 0 1 ]
 
 
 
 

 

= [0.25  0.25 0 0.25 0.25] 

 

10.8 Steady State Probabilities and Mean First Passage Times 

 Mean first passage times is the expected number of transitions from the current state 

“i” to reach the final state “j”. Mean first passage times can be calculated by the following 

equation. 

𝑚𝑖𝑗 = 𝑝𝑖𝑗 + ∑ 𝑝𝑖𝑘(1 + 𝑚𝑘𝑗)
 
𝑘≠𝑗        (10.30) 

𝑝𝑖𝑗 + ∑ 𝑝𝑖𝑘 = ∑ 𝑝𝑖𝑗
𝑠
𝑗=1 = 1 

𝑘≠𝑗   (for any i and j=1 to s)   (10.31) 

𝑚𝑖𝑗 = 1 + ∑ 𝑝𝑖𝑘𝑚𝑘𝑗
 
𝑘≠𝑗        (10.32)  

𝑚𝑖𝑖 =
1

𝑝𝑖
         (10.33) 

Where 
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𝑚𝑖𝑗 = 𝑡ℎ𝑒 𝑚𝑒𝑎𝑛 𝑓𝑖𝑟𝑠𝑡 𝑝𝑎𝑠𝑠𝑎𝑔𝑒 𝑡𝑖𝑚𝑒𝑠 𝑓𝑟𝑜𝑚 𝑎 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 "i" 𝑡𝑜 𝑎 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 "𝑗" 

𝑚𝑘𝑗 = 𝑡ℎ𝑒 𝑚𝑒𝑎𝑛 𝑓𝑖𝑟𝑠𝑡 𝑝𝑎𝑠𝑠𝑎𝑔𝑒 𝑡𝑖𝑚𝑒𝑠 𝑓𝑟𝑜𝑚 𝑎 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 "k" 𝑡𝑜 𝑎 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 "𝑗" 

𝑚𝑖𝑖 = 𝑡ℎ𝑒 𝑚𝑒𝑎𝑛 𝑓𝑖𝑟𝑠𝑡 𝑝𝑎𝑠𝑠𝑎𝑔𝑒 𝑡𝑖𝑚𝑒𝑠 𝑓𝑟𝑜𝑚 𝑎 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 "i"  𝑎𝑛𝑑 𝑟𝑒𝑡𝑢𝑟𝑛 𝑡𝑜 𝑎 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 "𝑖" 

𝑝𝑖𝑗 = 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑡𝑦 𝑓𝑟𝑜𝑚 𝑎 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 "i" t𝑜 𝑎 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒"𝑗" 

𝑝𝑖𝑘 = 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑡𝑦 𝑓𝑟𝑜𝑚 𝑎 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 "i" t𝑜 𝑎 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒"𝑘" 

𝑝𝑖 = 𝑠𝑡𝑒𝑎𝑑𝑦 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑡𝑦 𝑓𝑜𝑟 𝑎 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 "i"  

 

Example 10.5 From the example 10.3 (Cola industry problem),  

Transition probability matrix = 𝑃 = (
0.9 0.1
0.2 0.8

)  

Steady state vector = 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2) = (
2

3
,
1

3
) 

Solution 

𝑚11 =
1

𝑝1
=

1

2/3
= 1.5 

𝑚22 =
1

𝑝2
=

1
1

3

= 3 

𝑚12 = 1 + 𝑝11𝑚12 = 1 + 0.9𝑚12 

0.1𝑚12 = 1 

𝑚12 =
1

0.1
= 10 

𝑚21 = 1 + 𝑝22𝑚21 = 1 + 0.8𝑚21 

0.2𝑚22 = 1 

𝑚22 =
1

0.2
= 5 

10.9 Types of States in a Markov Chain 

Mathematicians classify the types of states of a Markov Chain according to theirs 

properties and relationship among the states in the transition probability matrix. 
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Let (A, B, C, D, E) be 5 states in Markov Chain with the transition probability matrix 

P as follows. 

𝑃 =

(

 
 

0.4 0.6 0 0 0
0.5 0.5 0 0 0
0 0 0.3 0.7 0
0 0 0.5 0.4 0.1
0 0 0 0.8 0.2)

 
 

 

 

The graphical representation of P is shown below. 

 

Definition of Terms 

1. State E is Reachable from State C and a vice versa. Thus States C and E are said to 

be Communicate States and so are States A and B. 

2. Set of states (S1) in a Markov Chain is a Closed Set, since any state in S1 is not 

reachable from any state outside S1. Similarly S2 is a Closed Set. 

 

3. State i is an Absorbing State if 𝑝11 = 1. This indicates that once entering the 

absorbing state, leaving is impossible. Therefore the absorbing state is a closed set 

containing only one state, see Figure below. 
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4. From the figure above, State k is a Transient State if there exists State i that is 

reachable from State k, but State k is not reachable  from State i. 

5. Recurrent State is the state that is not transient state. States A, B, C, D, E are all 

recurrent states. 

6. Recurrent state is periodic if all paths leaving from State i and transition back to 

State i within a multiple of k transitions (k>1) as shown in the Figure below. 

 

 

SoS =(1, 2, 3) 

𝑃 = (
0 1 0
0 0 1
1 0 0

) 

State 1, 2, 3 are periodic with k=3. 

If a recurrent state is not periodic, it is called Aperiodic. 

7. If all states in a Markov Chain are recurrent, aperiodic and communicate wuth each 

other, the chain is said to be Ergodic. 

 

𝑃1 = (

1/3 2/3 0
1/2 0 1/2
0 1/4 3/4

) 

 

𝑃1 = (

1/2 1/2 0 0
1/2 1/2 0 0
0 0 2/3 1/3
0 0 1/4 3/4

) 

Ergodic Non-ergodic 

Example 10.6 The state college admissions office has modeled the path of a student through 

state college as a Markov Chain. There are 6 states of the system namely Fresherman(F), 

Sophomore(So), Junior(J), Senior(Sen), Quit(Q) and Graduate(G). The transition probability 

matrix is given below: 

 F. So. J. Sen. Q. G. 

F. 0.10 0.80 0 0 0.10 0 

So. 0 0.10 0.85 0 0.05 0 

J. 0 0 0.15 0.80 0.05 0 

Sen. 0 0 0 0.10 0.05 0.85 

Q. 0 0 0 0 1 0 

G. 0 0 0 0 0 1 

Each student’s state is observed at the beginning of each fall semester. For example, if 

a student is a junior at the beginning of the current fall semester, there is an 80% chance that 
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he will be a senior at the beginning of the next fall semester, a 15% chance that he will be a 

junior, and a 5% chance that he will have quit. (We assume that once a student quits, he never 

reenrolls.) You are asked to answer the following questions. 

(a) If a student enters State College as Freshman, how many years can he/she expect 

to spend as a student at the State College? 

(b) What is the probability that a freshman graduates? 

Solution 

Let partition the given transition matrix (P) into 4 sub-matrices as shown below. 

P= 
Q R 

O I 

 

𝑄 = (

0.1 0.8 0 0
0 0.1 0.85 0
0 0 0.15 0.8
0 0 0 0.1

) 𝑅 = (

0.1 0
0.05 0
0.05 0
0.05 0.85

) 

𝑂 = (
0 0 0 0
0 0 0 0

) 𝐼 = (
1 0
0 1

) 

𝐼 − 𝑄 = (

0.9 −0.8 0 0
0 0.9 −0.85 0
0 0 0.85 −0.20
0 0 0 0.9

) 

(𝐼 − 𝑄)−1 = (

1.1111 0.9877 0.9877 0.8779
0 1.1111 1.1111 0.9877
0 0 1.1765 1.0458
0 0 0 0.1111

) 

From the inverse matrix (I-Q) above, we can concluded that if a student enters the State 

College as a freshman: 

 the expected time as Freshman = 1.1111 years 

 the expected time as Sophomore = 0.9877 years 

 the expected time as Junior = 0.9877 years 

 the expected time as senior = 0.8779 years 

Thus, the expected time as a student = 3.9643 years 
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(𝐼 − 𝑄)−1𝑅 = (

1.1111 0.9877 0.9877 0.8779
0 1.1111 1.1111 0.9877
0 0 1.1765 1.0458
0 0 0 0.1111

)(

0.1 0
0.05 0
0.05 0
0.05 0.85

) 

(𝐼 − 𝑄)−1𝑅 =

(

 
 

 𝑄 𝐺
𝐹 0.2538 0.7462
𝑆𝑜 0.1605 0.8395
𝐽 0.1111 0.8889

𝑆𝑒𝑛 0.0556 0.9444)

 
 

 

The probability that a freshman graduates = 0.7462 
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10.11 Exercises 

(1) A Company has two machines. During any day, each machine that is working at the 

beginning of the day has a 1/3 chance of breaking down. If a machine breaks down during 

the day, it is sent to a repair facility and will be working two days after it breaks down. 

(Thus, if a machine breaks down during day t-1, it will be working at the beginning of day 

t+1.)  

Let the state of the system be the number of machines working at the beginning of the day, 

formulate a transition probability matrix for this situation. 

(2) Consider an inventory system in which the sequence of events during each period is as 

follows: (1) We observe the inventory level (call it i) at the beginning of the period. (2) If i < 

1, 4-i units are ordered. If i > 2, 0 units are ordered. Delivery of all ordered units is 

immediate. (3) With probability 1/3, 0 units are demanded during the period; with probability 

1/3, 1 unit is demanded during the period; and with probability 1/3, 2 units are demanded 

during the period. (4) We observe the inventory level at the beginning of the next period. 

Let a period of state be the period at beginning inventory level. Determine the transition 

matrix that could be used to model this inventory system as a Markov chain and determine 

the steady state vector. 

(3) An urn contains two unpainted balls at present. We choose a ball at random and flip a 

coin. If the chosen ball is unpainted and the coin comes up heads, we paint the chosen ball 

red; if the chosen ball is unpainted and the coin comes up tails, we paint the chosen 

unpainted ball black. If the ball has already been painted, then (whether head or tail has 

been tossed) we change the color of the ball (from red to black or from black to red). To 

model this situation as a stochastic process, we define time t to be the time after the coin has 

been flipped for the tth time and the chosen ball has been painted. The state at any time may 

be described by the vector [u(unpainted), r(red), b(black)], where u is the number of 

unpainted balls in the urn, r is the number of red balls in the urn, and b is the number of 

black balls in the urn. We are given that X0=[2,0,0]. After the first coin toss, one ball will 

have been painted either red or black, and the state will be either [1, 1, 0] or [1, 0, 1]. 

Hence, we can be sure that Xt=[1, 1, 0] or Xt=[1, 0, 1]. Clearly, there must be some sort of 

relation between the Xt's. For example, if Xt=[0, 2, 0], we can be sure that Xt+1 will be [0, 1, 

1]. Please determine the transition matrix of this process. 

(4) From Problem (3), after the two balls are painted, what is the probability that the state is 

[0,2,0] ? 

 (5) Consider two stocks. Stock 1 always sells for THB 10 or THB 20. If stock is selling for 

THB 10 today, there is a 0.80 chance that it will sell for THB 10 tomorrow. If it is selling for 

THB 20 today, there is a 0.90 chance that it will sell for THB 20 tomorrow. Stock 2 always 

sells for THB 10 or THB 25. If stock 2 sells today for THB 10, there is a 0.90 chance that it 

will sell tomorrow for THB 10. If it sells today for THB 25, there is a 0.85 chance that it will 

sell tomorrow for THB 25. On the average, which stock will sell for a higher price? Find and 

interpret all mean first passage times. 

(6) At the   beginning of each year, my car is in good, fair or broken-down condition. A good 

car will be good at the beginning of next year with the probability 0.85; fair with probability 
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0.10; or broken-down with probability 0.05. A fair car will be fair at the beginning of the next 

year with probability 0.70 or broken-down with probability 0.30. It costs THB 600,000 to 

purchase a good car; a fair car can be traded in for THB 200,000; and a broken-down car 

has no trade-in value and must immediately be replaced by a good car. It costs THB 100,000 

per year to operate a good car and THB 150,000 to operate a fair car. Should I replace my 

car as soon as it becomes a fair car, or should I drive my car until it breaks down? Assume 

that the cost of operating a car depends on the type of car on hand at the beginning of the 

year (after a new car, if any, arrives). 

(7) Three balls are divided between two containers. During each period a ball is randomly 

chosen and switched to other container. 

 (a) Find (in steady state) the probability that a container will contain 0, 1, 2 or 3 

balls. 

 (b) if container 1 contains no balls, on the average how many periods will go by 

before it again contains no balls?  

(8) Work-Force Planning. An engineering firm employs three types of engineers: junior 

engineers, senior engineers and partners. During a given year, there is a 0.15 probability 

that a junior engineer will be promoted to senior engineer and a 0.05 probability the he or 

she will leave the firm. Also there is a 0.20 probability that a senior engineer will be 

promoted to partner and a 0.10 probability that he or she will leave the firm. There is a 0.05 

probability that a partner will leave the firm. The firm never demotes an engineer. 

There are many interesting questions the firm might want to answer. For example, what is the 

probability that a new hired junior engineer will leave the firm before becoming a partner? 

On the average, how long does a newly hired junior engineer stay with the firm?  

(9) Payoff Insurance Company charges a customer according to his or her accident history. 

A customer who has had no accident during the last two years is charged a THB 3,000 

annual premium. Any customer who has had an accident during each of the last two years is 

charged a THB 12,000 annual premium. A customer who has had an accident during only 

one of the last two years is charged an annual premium of THB 9,000. A customer who has 

an accident during the last year has a 10% chance of having an accident during the current 

year. If a customer has not had an accident during the last year, there is only a 3% chance 

that he or she will have an accident during the current year. During a given year, what is the 

average premium paid by a Payoff customer? (Hint: In case of difficulty, try a four-state 

Markov Chain. 

(10) The state college admissions office has modeled the path of a student through state 

college as a Markov Chain. There are 6 states of the system namely Fresherman(F), 

Sophomore(So), Junior(J), Senior(Sen), Quit(Q) and Graduate(G). The transition probability 

matrix is given below: 

 F. So. J. Sen. Q. G. 

F. 0.10 0.80 0 0 0.10 0 

So. 0 0.10 0.85 0 0.05 0 

J. 0 0 0.15 0.80 0.05 0 

Sen. 0 0 0 0.10 0.05 0.85 
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Q. 0 0 0 0 1 0 

G. 0 0 0 0 0 1 

Each student’s state is observed at the beginning of each fall semester. For example, 

if a student is a junior at the beginning of the current fall semester, there is an 80% chance 

that he will be a senior at the beginning of the next fall semester, a 15% chance that he will 

be a junior, and a 5% chance that he will have quit. (We assume that once a student quits, he 

never reenrolls.) You are asked to answer the following questions. 

(a) What is the probability that a freshman graduates? 

(b) What is the probability that a freshman quites? 

(c) What is the probability that a Sophomore graduates? 

(d) What is the probability that a Sophomore quites? 

(e) What is the probability that a Junior graduates? 

(f) What is the probability that a Junior quites? 

(g) What is the probability that a Senior graduates? 

(h) What is the probability that a Senior quites? 

(11) A newspaper has obtained the following information about its subscribers: During the 

first year as subscribers, 20% of all subscribers cancel their subscriptions. Of those who 

have subscribed for one year, 10% cancel during the second year. Of those who have been 

subscribing for more than 2 years, 4% will cancel during any given year. On  the average, 

how long does a subscriber subscribe to the newspaper? 

(12) A forest consists of two types of tress: those that are 0-1.5 meters and those that are 

taller than 1.5 meters. Each year, 40% of all 0-1.5 meters tall tress die, 10% are sold for 

THB 700 each, 30% stay between 0-1.5 meters, and 20% grow to more than 1.5 meters. Each 

year, 50% of all tress taller than 1.5 meters are sold for THB 1,650, 20% are sold for THB 

1,050, and 30% remain in the forest. 

 (a) What is the probability that a 0-1.5 meters tall tree will die before being sold? 

 (b) If a tree (less than 1.5 meters) is planted, what is the expected revenue earned 

from that tree? 

(13) An important machine is known to never last more than four months. During its first 

month of operation it fails 10% of the time. If the machine completes its first month, then it 

fails during its second month 20% of the time. If the machine completes its second month, 

then it fails during its third month 50% of the time. If the machine completes its third month, 

then it is sure to fail by the end of the fourth month. At the beginning of each month we must 

decide whether or not to replace our machine with a new machine. It costs THB 50,000 to 

purchase a new machine, but if a machine fails during a month, we incur a cost of THB 

100,000 (due to factory downtime) and must replace the machine (at the beginning of the next 

month) with a new machine. Three maintenance policies are under consideration: 

 Policy 1: Plan to replace a machine at the beginning of its fourth month of operation. 

 Policy 2: Plan to replace a machine at the beginning of its third month of operation. 

 Policy 3: Plan to replace a machine at the beginning of its second month of operation. 
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Which policy will give the lowest average monthly cost? 
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Appendix A 

Random Variable and Probability Distribution Functions 

 

A.1 Random Variable 

Random variable is the variable that one cannot predict its value confidently. The outcome of 

the random variable can only be described by the probability distribution function. 

 

There are two types of random variables. 

(1) Discrete random variable 

(2) Continuous random variable 

 

Let  X = Random variable with f(x) as probability distribution function 

 f(x) = Probability mass function(pmf) for discrete variable or probability density 

   function(pdf) for continuous variable. 

 F(x) = Cumulative probability distribution function(cdf) 

 

𝐹(𝑥) =   ∑ 𝑓(𝑥)𝑥
𝑚𝑖𝑛            𝑓𝑜𝑟 𝑑𝑖𝑠𝑐𝑟𝑒𝑡𝑒 𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜𝑚 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒    (A1.1) 

 

𝐹(𝑥) =  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥       𝑓𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑜𝑢𝑠
𝑥

𝑚𝑖𝑛
 𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜𝑚 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒   (A1.2) 

 

A.2 Probability Distribution Functions of Random Variable 

 

The probability distribution functions of the random variable are shown in Figure A.1 and 

A.2. 

 

 
f(x)= Mass function f(x) F(x) = Cumulative distribution function 

Figure A.1 Discrete probability distribution function of discrete random variable 

 

 
f(x)= Density function f(x) F(x) = Cumulative distribution function 

Figure A.2 Continuous probability distribution function of continuous random variable 



 
Appendix A -2 Appendix A: Review the Basic Probability Theory  

 
The various types of probability distribution function and their properties are presented in 

Table A.1 and A.2. 

𝜇 = 𝐸(𝑋) = ∑ 𝑥𝑓(𝑥)            (A.3) 

Table A.1 Discrete Probability Distribution Functions and their properties 

No. Distribution Range of X f(x)  2 
1 Uniform (x1, x2,......,xk) u(x ; k)= 1

k
 1

k
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i
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p  1-p

p
2  
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𝜎2 = 𝐸(𝑋 − 𝜇)2 = 𝐸(𝑋2) − 𝜇2       (A.4) 

𝐸(𝑋2) = ∑ 𝑥2 𝑓(𝑥)         (A.5) 

Table A.2 Continuous Probability Distribution Functions and their properties 

No. Distribution Range of  X f(x)  2 Remark 

1 Uniform a < x < b 1

b -a  1

2 (a+b) 1

12 (b-a)2  

2 Normal -< x < 1

2  
 e

-
1
2

(
x-

)
2

    
 


   2  

3 Standard 
Normal 

-< z < 1

2 
 e

-
1
2

z2


 z=0 z

2=1  

4 Gamma 0 < x < 1

)
 x

-1
 e

-
x






 
(

 

(> 0, > 0) 

 2  

5 Exponential 0 < x < 1
 e

-
x


   (> 0)  2 Gamma with =1 

6 Chi Square 
(2) 

0 < x < 1

2
/ 2 

( / 2)
 x 2

-1
 e

-
x
2







 

( = n-1) 

 2 Gamma with =2 , 
 = 2 

7 Weibull x > 0 x-1 e-x 

(> 0, > 0) 
 






1

(1
1

 )

 

 





 

2

{ (1
2

(1+
1

)}
2





)

 

If  =1; 
Weibull=Exponential 
If  > 1;  
WeibullNormal 

 

𝜇 = 𝐸(𝑋) = ∫ 𝑥. 𝑓(𝑥)𝑑𝑥       (A.4) 

𝜎2 = 𝐸(𝑋 − 𝜇)2 = 𝐸(𝑋2) − 𝜇2       (A.5) 

 𝐸(𝑋2) = ∫ 𝑥2𝑓(𝑥)        (A.6) 

 

The Microsoft Excel is a good tool for learning about the probability distribution functions. 

Table A.3 shows common probability distribution functions.  
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Table A.3 Probability distribution functions in Microsoft Excel  

ฟังก์ชัน  ค ำอธิบำย   

BETADIST  ส่งกลบัฟังกช์นัการแจกแจงแบบเบตา้สะสม (Beta Cumulative Distribution Function)  C 

BETAINV  ส่งกลบัค่าผกผนัของฟังกช์นัการแจกแจงสะสมส าหรับการแจกแจงแบบเบตา้ท่ีระบุ  C 

BINOMDIST  ส่งกลบัความน่าจะเป็นของการแจกแจงแบบทวนิามส าหรับแต่ละชุด  D 

CHIDIST  ส่งกลบัค่าความน่าจะเป็นดา้นเดียวของการแจกแจงแบบไค-สแควร์ (Chi-squared Distribution)  C 

CHIINV  ส่งกลบัค่าผกผนัของความน่าจะเป็นดา้นเดียวของการแจกแจงแบบไค-สแควร์  C 

EXPONDIST  ส่งกลบัค่าการแจกแจงแบบเอก็ซ์โพเนนชียล (Exponential Distribution)  C 

FDIST  ส่งกลบัค่า F ของการแจกแจงความน่าจะเป็น  C 

FINV  ส่งกลบัค่าผกผนัของค่า F ของการแจกแจงความน่าจะเป็น  C 

GAMMADIST  ส่งกลบัค่าการแจกแจงแบบแกมมา (Gamma Distribution)  C 

GAMMAINV  ส่งกลบัค่าผกผนัของการแจกแจงแบบแกมมาสะสม (Gamma Cumulative Distribution)  C 

HYPGEOMDIST  ส่งกลบัค่าการแจกแจงแบบไฮเพอร์ยอีอเมตริก (Hypergeometric Distribution)  D 

LOGINV  ส่งกลบัค่าผกผนัของการแจกแจงแบบ Lognormal  C 

LOGNORMDIST  ส่งกลบัค่าการแจกแจงสะสมแบบ Lognormal  C 

NEGBINOMDIST  ส่งกลบัค่าการแจกแจงแบบทวนิามท่ีเป็นลบ  D 

NORMDIST  ส่งกลบัค่าการแจกแจงแบบปกติสะสม (Normal Cumulative Distribution)  C 

NORMINV  ส่งกลบัค่าผกผนัของการแจกแจงแบบปกติสะสม  C 

NORMSDIST  ส่งกลบัค่าการแจกแจงแบบปกติมาตรฐานสะสม (Standard Normal Cumulative Distribution)  C 

NORMSINV  ส่งกลบัค่าผกผนัของการแจกแจงแบบปกติมาตรฐานสะสม  C 

POISSON  ส่งกลบัค่าการแจกแจงปัวซอง (Poisson Distribution)  D 

WEIBULL  ส่งกลบัค่าการแจกแจงแบบ Weibull  C 

Remark: C = continuous, D = discrete 

 

ms-help://MS.EXCEL.12.1054/EXCEL/content/HP10062484.htm
ms-help://MS.EXCEL.12.1054/EXCEL/content/HP10062485.htm
ms-help://MS.EXCEL.12.1054/EXCEL/content/HP10062486.htm
ms-help://MS.EXCEL.12.1054/EXCEL/content/HP10062487.htm
ms-help://MS.EXCEL.12.1054/EXCEL/content/HP10062488.htm
ms-help://MS.EXCEL.12.1054/EXCEL/content/HP10062497.htm
ms-help://MS.EXCEL.12.1054/EXCEL/content/HP10062498.htm
ms-help://MS.EXCEL.12.1054/EXCEL/content/HP10062499.htm
ms-help://MS.EXCEL.12.1054/EXCEL/content/HP10062505.htm
ms-help://MS.EXCEL.12.1054/EXCEL/content/HP10062506.htm
ms-help://MS.EXCEL.12.1054/EXCEL/content/HP10062511.htm
ms-help://MS.EXCEL.12.1054/EXCEL/content/HP10062515.htm
ms-help://MS.EXCEL.12.1054/EXCEL/content/HP10062516.htm
ms-help://MS.EXCEL.12.1054/EXCEL/content/HP10062523.htm
ms-help://MS.EXCEL.12.1054/EXCEL/content/HP10062524.htm
ms-help://MS.EXCEL.12.1054/EXCEL/content/HP10062525.htm
ms-help://MS.EXCEL.12.1054/EXCEL/content/HP10062526.htm
ms-help://MS.EXCEL.12.1054/EXCEL/content/HP10062527.htm
ms-help://MS.EXCEL.12.1054/EXCEL/content/HP10062532.htm
ms-help://MS.EXCEL.12.1054/EXCEL/content/HP10062555.htm
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A.3 Properties of Random Variables and Related Theory 
A.3.1 คุณสมบัติส ำคัญทีค่วรทรำบเกี่ยวกบัตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง (Discrete Random Variable) 

(1) f(x)  0  for all x  
(2) f(x) คือ   Probability Mass Function (pmf) หรือเรียกสั้น ๆ วา่  Probability Function 

(3) 
x
 f(x) = 1   

(4) P(X=x) = f(x) 

(5) F(x) = P(X  x) = f(t)
t x
       =   Cumulative Probability Distribution Function 

       หรือเรียกสั้น ๆ วา่ Cumulative Distribution Function (cdf) ดงัแสดงในรูปท่ี 1 

 F(x) = P(X  x) = f(t)
t x
       = Non-exceedence Probability 

(6) P(X>x)  =  1-P(X < x)    = Exceedence Probability 
(7) P(a  X  b) = ∑ 𝑓(𝑥)𝑥=𝑏

𝑥=𝑎  = F(b)-F(a) 
A.3.2 คุณสมบัติส ำคัญทีค่วรทรำบเกี่ยวกบัตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง (Continuous Random Variable) 

(1) f(x)  0 for all x (Probability Density Function, pdf) 
(2)  f(x) -


  dx = 1 

(3) F(x) = P(X  x)  =   f(x) -
x
  dx =  Cumulative Probability Distribution Function (cdf)  

       = Non-exceedence probability 

(4) P(a  X  b) =  f(x)a
b
  dx  = F(b)-F(a) 

A.3.3 กำรแจกแจงควำมน่ำจะเป็นร่วม (Joint Probability Distribution) 
 ถา้ผลการทดลองข้ึนอยูก่บัตวัแปรสุ่มสองตวั  (X, Y) 
 f(x, y)  =   Joint Probability Distribution ของ X และ Y  ซ่ึงก็คือ P(X=x, Y=y) หรือ P(XY)   

(1) Discrete Joint Probability Distributions 
 คุณสมบติัท่ีส าคญัท่ีควรทราบคือ 

(1.1) f(x, y)  0  ส าหรับทุกค่าของ  x, y 
(1.2) x  f(x, y)y   = 1 

(1.3) P(X = x, Y = y) = f(x, y) 
(1.4) P[(X, Y) A] =  A   f(x, y) 

 (2) Continuous Joint Probability Distributions 
 คุณสมบติัส าคญัท่ีควรทราบคือ 

(2.1) f(x, y)  0  ส าหรับทุกค่าของ x,y  
(2.2) f(x,y) = Joint Probability Density Function) 

(2.3)  -

  -


  f(x, y) dx dy  = 1  
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(2.4) P[(X, Y) A] = 
A
 f(x, y) dx  dy 

(3) Marginal Probability Distributions 
 Marginal Probability Distributions คือการแจกแจงความน่าจะเป็นของตวัแปรสุ่มตวัใดตวัหน่ึง เช่น 
X หรือ Y ซ่ึงค านวณจาก Joint Probability Distributions คุณสมบติัท่ีส าคญัของ Marginal distribution 
function แสดงอยูใ่นตารางท่ี A.4 
 
ตำรำงที ่A.4 คุณสมบติัของ  Marginal Probability Distributions ท่ีควรทราบ 

 Marginal Distribution of X, g(x) Marginal Distribution of Y, h(y) 
(1) g(x) = y f(x, y) ....(Discrete) 

      =  y f(x, y) dy...(Continuous) 

h(y) =  
x

f(x, y).......(Discrete) 

       =  x f(x, y) dx ...(Continuous) 

(2) x  f(x, y)y   = x g(x) = 1  

 -

  -


 f(x, y) dx dy=  -


 g(x) dx = 1  

x  f(x, y)y   = y h(y) = 1 

 -

  -


 f(x, y) dx dy=  -


 h(y) dy  = 1 

(3) f(x, y)  =  g(x) h(y) ถา้ X และ Y  (Independent) 
(4) f(x, y)  =  g(x) f(y|x) ถา้ Y ข้ึนกบั X (Conditional) 
                  =  h(y) f(x|y) ถา้ X ข้ึนกบั Y (Conditional) 

 
A.3.4 กำรแจกแจงแบบมีเง่ือนไข  (Conditional Probability Distributions) 

 กรณีท่ีตวัแปรสุ่ม  X และ Y ไม่เป็นอิสระต่อกนั การแจกแจงความน่าจะเป็นของตวัแปรสุ่มตวัหน่ึง
เช่น Y จะข้ึนอยูก่บัค่าของตวัแปรสุ่ม X วา่มีค่าเท่ากบัเท่าใด เช่น 

 P(Y = y| X = x) = 
P(X = x, Y = y)

P(X = x) = 
x)=P(X

Y)P(X      (A.7) 

คุณสมบติัท่ีส าคญัของ  Conditional Probability Distributions คือ 

 f(y|x)  = 
f(x, y)
g(x)   เม่ือ  g(x)  0     (A.8) 

 f(x|y)  = 
f(x, y)
h(y)   เม่ือ  h(y)  0     (A.9) 

 
A.3.5 กำรเป็นอสิระของตัวแปรสุ่ม  (Independence) 

 ถา้ Random variable มีลกัษณะเป็นตวัแปรสุ่มแบบอิสระ (Independent variable)  
 Conditional probability distribution = Marginal probability distribution  

ดงันั้น ถา้ X เป็นอิสระ (Independent) จาก Y  
 f(x|y) = g(x)         (A.10) 
 และ  ถา้ Y  เป็นอิสระจาก X  
 f(y|x) = h(y)         (A.11) 
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จากสมการท่ี A.8 และ A.9  ถา้ X และ Y เป็นอิสระต่อกนั 
 f(x, y) = g(x). h(y)          (A.10) 
 

A.4 ทฤษฎขีอง Bayes (Bayes’ Theorem) 
 ใชห้า Conditional Probability ของเหตุการณ์ 
 ก าหนดใหท้ราบค่า P(A), P(B|A), P(B|A) ดงัรูปท่ี A.3 
 ถา้ A, A' เป็น Mutually Exclusive Event หรือเหตุการณ์ท่ีไม่เกิดร่วมกนั และ P(A) หรือ P(A) ไม่
เท่ากบั 0 จงหา P(A|B), P(A|B) 
 

 

 
 
รูปที ่A.3 Ven Diagram แสดงเหตุการณ์ A, A และ B 

   
P(A|B)=

P(A∩B)

P(B)
= 

P(A∩B)

P(B∩A)+P(B∩A')
=

P(B|A)P(A)

P(B|A)P(A)+P(B|A')P(A')
  (A.11) 

 

P(A'|B)=
P(A'∩B)

P(B)
= 

P(A'∩B)

P(B∩A)+P(B∩A')
=

P(B|A')P(A')

P(B|A')P(A')+P(B|A)P(A)
  (A.12) 

  
A.5 กำรคำดคะเนทำงคณติศำสตร์ (Mathematical Expectation) 

การคาดคะเนทางคณิตศาสตร์คือวธีิการค านวณหาค่าพารามิเตอร์ของตวัแปรสุ่มเช่น Mean, Variance 
และ Covariance โดยวธีิการค านวณหาค่าเฉล่ีย (Expected Value) ของตวัแปรสุ่มหรือฟังคช์ัน่ ของตวัแปรสุ่ม 

กฎเกีย่วกบั Expected Value 
(1)  E(c)    = c    
(2)  E(c. u(X))   = c E(u(X))   

(3)  E( u i (X)
i=1
k
 )  =  E(u ii 1

k
( ))X


     

(4)  E((aX+b)n)   = )
i-n

E(X 
i

b 
i-n

a  
n

0i i

n












  

        E((aX+b)2)   = a2 E(X2)+2ab E(X)+b2 
 
A.6 กำรหำค่ำเฉลีย่ (Expected Value) ของตัวแปรสุ่มหรือฟังค์ช่ันของตัวแปรสุ่ม 

ให ้X เป็นตวัแปรสุ่ม มีฟังคช์ัน่การแจกแจงความน่าจะเป็นเท่ากบั f(x) 
ถ้ำ X เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง 
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 E(X) =  x  x. f(x)    =        (A.13)  

  = Population Mean ของ X   
 = x  = Moment  ท่ี 1 รอบจุดศูนย ์
 = เป็นพารามิเตอร์ท่ีแสดงจุดศูนยก์ลางของการแจกแจง 

 ให ้ 𝑥̅  คือ Sample mean ของ X หรือ 𝑥̅  คือ Estimator ของ  ซ่ึงค านวณหาไดจ้ากสมการ 
              

              x̅ =  
∑ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1

𝑛
         (A.14) 

 
ถ้ำ X  เป็นตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง 

E(X) = x x. f(x) dx   =       (A.15)  

ถ้ำ Z = u(X)    =   ฟังค์ช่ันใด ๆ ของ X  
E(Z) = E(u(X))  = z = u(X) 
  = x  u(x) f(x)   ...................  (Discrete)  (A.16) 
  = x u(x). f(x) dx   ...............….(Continuous) (A.17) 

 
A.7 กำรหำค่ำเฉลีย่  (Expected Value) ของตัวแปรสุ่มทีเ่ป็นฟังค์ช่ันของตัวแปรสุ่มร่วมกนั  2 ตัว 
 ให ้X, Y เป็นตวัแปรสุ่ม มีฟังคช์ัน่ความน่าจะเป็นร่วมกนัเท่ากบั f(x,y) 

 ให ้Z = u(X,Y)  = ฟังคช์ัน่ใด ๆ ของ X, Y 
 E(Z) = E(u(X,Y)) = z  =  u(X,Y)    (A.18) 

(1) กรณตีัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง (Discrete Random Variable) 
 E(Z) = y    x  u(x,y). f(x,y)      (A.19)  

 E(X) = x = y   xx f(x,y)  

 = x  x. g(x)       (A.20) 

 E(Y) = y = y   xy f(x,y)  

 = y   y. h(y)       (A.21) 

 ถา้ Z = XY 
 E(Z) = E(XY)  

 = y    x   xy. f(x,y)      (A.22) 

(2) กรณตีัวแปรสุ่มต่อเน่ือง (Continuous Random Variable) 

 E(Z) = y  x   u(x,y). f(x,y) dxdy     (A.23) 
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 E(X) = y  x  x f(x,y) dx dy  

  = 
x
 x. g(x) dx       (A.24) 

 E(Y) = y  x  y f(x,y) dx dy  

 = 
y
 y. h(y) dy       (A.25) 

 ถา้ Z = XY 
 E(Z) = E(XY)  

 = y  x  xy. f(x,y) dx dy      (A.26) 

 ถา้ X, Y    เป็นอิสระต่อกนั  (Independent) 
f(x,y)  = g(x). h(y)        (A.27) 

E(Z) = E(XY) = y  x  xy. g(x)h(y)dx dy = ∫ (∫ x. g(x)dx
xy

)y. h(y)dy  

           = ∫ E(X)
y

y. h(y)dy = E(X) ∫ y. h(y)dy
y

 
 E(XY)  = E(X). E(Y)        (A.28)         
 
A.8 กำรหำควำมแปรปรวน (Variance) ของตัวแปรสุ่มและฟังค์ช่ันของตัวแปรสุ่ม 
 

ความแปรปรวน (Variance) คือพารามิเตอร์ของตวัแปรสุ่ม (X) หรือของฟังคช์ัน่การแจกแจงความ
น่าจะเป็น (f(x)) ซ่ึงแสดงรูปร่างของการแจกแจงความน่าจะเป็น สามารถค านวณหาไดโ้ดยใช้ Expected 
Value  

ให ้Var (X) = 2   =   ความแปรปรวนของ  X (Population Variance) 
      Var (X) = 2 = E(X-)2     (A.29)  

   = x  (x-)2 . f(x)            ........... Discrete 

   = x  (x-)2 . f(x) dx ........... Continuous 

   = Moment ท่ี 2 รอบ  
 คือ ส่วนเบ่ียงเบนมาตราฐาน (Standard Deviation)  ของ  X 
ถา้ Z  = u(X) = ฟังคช์ัน่ใด ๆ ของ  X 
Var (Z)  = Var (u(X))  =  2

u(x) 
   = E(u(X)-U(X))2      (A.30) 
     
 ให ้ S2 คือ Sample variance ของ X หรือ S2 คือ Unbiased Estimator ของ  ซ่ึงค านวณหาไดจ้าก
สมการ 
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              𝑠2 =  
∑ (𝑥𝑖−𝑥̅)2𝑛

𝑖=1

𝑛−1
        (A.31) 

  
A.9 กฎเกีย่วกบั  Variance 

(1)  Z = aX+b 
2

z = 2
ax+b   =  a2 2      

(2) Z = aX+bY    เม่ือ X, Y คือตวัแปรสุ่ม 2 ตวั 
 2

z = a2 2
x + b2 2

y+2abxy      
       เม่ือ xy = Covariance  ของ  X และ Y 
(3) Z = a1 X1+a2 X2 +..........+anXn  เม่ือ X1, X2,....Xn คือตวัแปรสุ่ม 

  2
z = a1

2 2
x1 +a2

2 
2
x2 + .......+ an

2 2
xn  

   ถา้  X1  X2 ,.........., Xn  independent   
   Covariance  จะมีค่าเป็น 0  
 
A.10 ควำมแปรปรวนร่วมกันของตัวแปรสุ่ม (Covariance) 

     ให ้X และ Y เป็นตวัแปรสุ่มมีฟังคช์ัน่ความน่าจะเป็นร่วมกนัเท่ากบั f(x,y) และมีค่าเฉล่ียเท่ากบั X 
และ Y  ตามล าดบั 

 ให ้ Cov (X,Y) =  XY = ความแปรปรวนร่วมกนัของตวัแปรสุ่ม X และ Y (Population   
                                           Covariance) 
               Cov (X,Y)   =  XY = E [(X-X) (Y-Y )] 

  = y   x  (x-X) (y-Y ) f(x,y) ……….......Discrete  (A.32) 

  = y  x  (x-X) (y-Y ) f(x,y) dx dy ...........Continuous  (A.33) 

             หรือ E [(X-X) (Y-Y )] = E(XY)- X.Y                       
 ให ้ Sxy คือ Sample covariance ของ X และ Y หรือ Sxy คือ Estimator ของ xy ซ่ึงค านวณหาได้
จากสมการ 

  𝑆𝑥𝑦 =  
∑ (𝑥𝑖−𝑥̅)(𝑦𝑖−𝑦̅)𝑛

𝑖=1

𝑛−1
      (A.34) 

ถา้ X, Y   =   independent 
E(XY)  = E(X) E(Y) = X. Y      (A.35) 
XY  = 0       (A.36) 
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A.11 สัมประสิทธ์ิสหสัมพันธ์ (Correlation Coefficient) 

 ให ้X และ Y เป็นตวัแปรสุ่มมีฟังคช์ัน่ความน่าจะเป็นร่วมเท่ากบั f(x,y) และมีค่าเฉล่ียเท่ากบั X 
และ Y  ตามล าดบั 

 ให ้ = ค่าสัมประสิทธ์ิสหสัมพนัธ์ (Population correlation coefficient) 
 

               𝜌 =  
𝜎𝑥𝑦

√𝜎𝑥
2𝜎𝑦

2
         (A.37) 

 
 ให ้ r  คือ Sample correlation coefficient  ของ X และ Y หรือ r คือ Estimator ของ  ซ่ึงค านวณหา
ไดจ้ากสมการ 
 

 𝑟 =  
𝑆𝑥𝑦

√𝑆𝑥
2𝑆𝑦

2
    หรือ 

 𝑟 =  
∑ (𝑥𝑖−𝑥̅)(𝑦𝑖−𝑦̅)𝑛

𝑖=1

√∑ (𝑥𝑖−𝑥̅)2𝑛
𝑖=1 ∑ (𝑦𝑖−𝑦̅)2𝑛

𝑖=1

      (A.38) 

 
A.12 สัมประสิทธ์ิควำมเบ้ (Skewness Coefficient)  
 สัมประสิทธ์ิความเบ ้ (Skewness Coefficient) คือพารามิเตอร์ของตวัแปรสุ่ม (X) ซ่ึงแสดงความเบ ้
(Skewness) ของการแจกแจงความน่าจะเป็น สามารถค านวณหาไดจ้ากโมเมนตท่ี์ 3 รอบจุดศูนยก์ลาง ดงัน้ี  
ให ้     =  ค่าสัมประสิทธ์ความเบข้อง  X (Population Skewness Coefficient) 
 

                  𝛾 =
𝐸(𝑋−)3

𝜎3
        (A.39) 

    
 ให ้ g คือ Sample skewness coefficient ของ X หรือ g คือ Unbiased Estimator ของ  ซ่ึงค านวณหา
ไดจ้ากสมการ 
              

              𝑔 =  
𝑁.∑ (𝑥𝑖−𝑥̅)3𝑛

𝑖=1

(𝑁−1)(𝑁−2)𝑆3       (A.40) 

 
  
A.13 สัมประสิทธ์ิสหสัมพันธ์ในตัวเอง (Autocorrelation Coefficient) 
 ให ้xt คืออนุกรมเวลาของ x เม่ือ t= 1 ถึง n หรือ (x1, x2, .... , xn) 

 ให ้ ck  คือ Lag k autocovariance ของ xt ซ่ึงค านวณหาไดจ้ากสมการ 
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             𝑐𝑘 =  
∑ (𝑥𝑡−𝑥̅)(𝑥𝑡+𝑘−𝑥̅)𝑛−𝑘

𝑡=1

𝑛−𝑘−1
         เม่ือ 0<k<n        หรือ   (A.41) 

 

𝑐𝑘 =  
∑ (𝑥𝑡−𝑥𝑡̅̅ ̅)(𝑥𝑡+𝑘−𝑥𝑡+𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)𝑛−𝑘

𝑡=1

𝑛−𝑘−1
              (A.42) 

 
ให ้ rk  คือ Lag k autocorrelation coefficient หรือ Correlogram ของ xt ซ่ึงค านวณหาไดจ้ากสมการ 

 

 𝑟𝑘 =  
𝑐𝑘

𝑐0
    หรือ 

 

 𝑟𝑘 =  
∑ (𝑥𝑡−𝑥𝑡̅̅ ̅)(𝑥𝑡+𝑘−𝑥𝑡+𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)𝑛−𝑘

𝑡=1

√∑ (𝑥𝑡−𝑥𝑡̅̅ ̅)2𝑛−𝑘
𝑡=1 ∑ (𝑥𝑡+𝑘−𝑥𝑡+𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)2𝑛−𝑘

𝑡=1

    (A.43) 

 

A.14 แบบฝึกหัด 

(1) ก าหนดใหอ้นุกรมเวลา Xt และ Yt มีค่าดงัตารางท่ี A.5 จงค านวณหา  

1. ค่าเฉล่ีย (mean) 

2. ค่าความแปรปรวน (variance) 

3. ค่าความแปรปรวนร่วม (covariance) 

4. ค่าสัมประสิทธ์ิสหสัมพนัธ์ (correlation coefficient) 

5. ค่าสัมประสิทธ์ิความเบ ้(skewness coefficient) 

6. ค่าสัมประสิทธ์ิสหสัมพนัธ์ในตวัเอง (lag k autocorrelation function)  เม่ือ k=0 to 10 

พร้อมหาขอ้สรุปเก่ียวกบั อนุกรมเวลา Xt และ Yt ดงัต่อไปน้ี 

1. อนุกรมเวลาทั้งสองมีการแจกแจงแบบปกติหรือไม่ 

2. อนุกรมเวลา Xt และ Yt เป็นอิสระต่อกนั 

3. อนุกรมเวลา Xt และ Yt มีลกัษณะเป็นแบบ Stationary หรือไม่ (Stationary คืออนุกรมเวลาท่ี

ค่าพารามิเตอร์ไม่เปล่ียนไปตามเวลา) 
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ตำรำงที ่A.5 ขอ้มูลส าหรับแบบฝึกหดัขอ้ (1)  
t Xt Yt 

1 9.545 14.24 

2 11.12 13.44 

3 10.68 12.18 

4 8.215 15.73 

5 7.199 14.63 

6 12.63 12.79 

7 11.58 13.93 

8 8.891 19.85 

9 10.67 16.13 

10 9.639 10.52 

11 10.31 16.76 

12 12.73 18.37 

13 5.996 15.38 

14 12.76 14.39 

15 10.92 15.02 

16 10.07 14.68 

17 9.248 14.17 

18 8.773 9.482 

19 8.612 22.05 

20 6.906 14.04 

21 9.31 14.91 

22 7.975 14.78 

23 8.696 16.14 

24 10.21 11.5 

25 13.09 16.38 

26 10.03 14.04 

27 7.519 17.72 

28 9.797 17.38 

29 10.49 18.34 

30 5.84 12.21 

 

 

(2) Construct graphs showing the probability mass function(pmf) or probability density 

function (pdf) of the following distribution functions. 

(2.1)  Discrete probability distribution 

pmf Given data 

1.u(x;k) Let X be Uniform random variable showing the numbers {1, 

2, 3, 4, 5, 6} obtained from a dice tossing experiment. 

2.b(x:,n,p) Let X be Binomial random variable showing the no. of 

getting 6 from tossing a dice 10 times. 

3.f(x1,x2,x3; p1,p2,p3,n) A box contains 20 color balls; 8 red, 7 green and 5 blue. Let 

X1, X2, X3  be Multinomial random variables showing the no. 

of red, green and blue balls drawn from the experiment of 

drawing one ball at a time for 3 times. The ball has to return 

to the box before next drawing. 

4.h(x; N,n, k) A box containing 20 color balls; 8 red, 7 green and 5 blue. 

Let X be Bivariate hypergeometric random variable showing 
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the no. of red balls drawn from the experiment of drawing 

one ball at a time for 10 times with no return ball. 

5.f(x1,x2,x3; a1,a2,a3,N,n) A box containing 20 color balls; 8 red, 7 green and 5 blue. 

Let X1, X2, X3  be Multivariate hypergeometric random 

variables showing the no. of red, green and blue balls drawn 

from the experiment of drawing one ball at a time for 3 times 

with no return ball. 

6.p(x; ) Let X be Poisson random variable representing the no. of 

rainy days in June. The historical data of June rainy days are 

given in Table A.6. 

 

Table A.6 June rainy days(days) 

Year x(t) Year x(t) Year x(t) 

2548 2 2553 7 2558 0 

2549 0 2554 0 2559 0 

2550 1 2555 10 2560 8 

2551 0 2556 2 2561 4 

2552 3 2557 5 2562 3 
 

7.b*(x;k,p) Let X be Negative binomial random variable showing  the no. 

of dice tossing experiment to obtain 6  for 5 times. 

8.g(x; p) Let X be geometric random variable showing the no. of dice 

tossing experiment to obtain 6 for the first time. 

 
(2.2) Continuous probability distribution 

pdf Given data 

1.  𝑓(𝑥) =
1

𝑏 − 𝑎
 

Let X be Uniform random variable showing the daily water 

demand of a man which varies between 50-650 liters/day. 

2. 𝑓(𝑥;  𝜇, 𝜎) Let X be Normal random variable showing the annual 

rainfall. The historical records of annual rainfall are given in 

Table A.7. 

 

Table A.7 Annual rainfall(mm) 

Year x(t) Year x(t) Year x(t) 

2548 800 2553 990 2558 1,700 

2549 915 2554 1,050 2559 1,900 

2550 700 2555 1,100 2560 800 

2551 1,200 2556 1,200 2561 750 

2552 950 2557 1 ,500 2562 930 
 

3. 𝑓(𝑥;  𝛼, 𝛽) Let X be Gamma random variable showing the annual 

maximum event rainfall. The historical records of annual 

maximum event rainfall are given in Table A.8. 

 

Table A.8 Annual maximum event rainfall (mm) 

Year x(t) Year x(t) Year x(t) 

2548 380 2553 375 2558 515 

2549 515 2554 450 2559 614 

2550 500 2555 540 2560 371 

2551 200 2556 380 2561 275 

2552 275 2557 430 2562 575 
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4. 𝑓(𝑥;  𝛽) Let X be Exponential random variable showing the annual 

maximum event rainfall. The historical records of annual 

maximum event rainfall are given in Table A.8. 

5. 𝑓(𝑥;  𝜈) Let X be Chi-square random variable showing the annual 

maximum event rainfall. The historical records of annual 

maximum event rainfall are given in Table A.8. 

6. 𝑓(𝑥;  𝛼, 𝛽) Let X be Weibull random variable showing the annual 

maximum event rainfall. The historical records of annual 

maximum event rainfall are given in Table A.8. Assume =2. 

 
(2.3) The demand and supply of a water resource system are randomly distributed with 

the statistics given in Table below. Determine the risk of water shortage if the probability 

distribution functions of both demand and supply are assumed to be (a) Uniform (b) Normal 

and (c) Gamma. 

 
 Demand Supply 

Mean 2.5 5 

Standard deviation 0.9 1.5 

 
(2.4) The spillway of a dam was designed as an Ogee-type with the design discharging 

capacity of 2,000 m3/s. The spillway freeboard is 3 m. The spillway discharge formula is 

given below. 

𝑄 = 𝐶𝐿𝐻1.5 
Where 

Q = spillway discharge in m3/s 

C = discharge coefficients = 2.0 

L = width of the spillway crest = 50m. 

H = design head in m. 

 There are uncertainty of the discharge (Q) and the discharge coefficient (C) data in the 

design of spillway. It is estimated that the coefficient of variation (CV) of Q and C are 0.3 

and 0.4 respectively. What is the risk of dam over-topping from the uncertainties of Q and C 

?  (Hint: Normal distribution is assumed.) 

 
(2.5) Let  𝑌 = 𝑌′ +  𝜀  where Y = observed variate, 𝑌′= model variate 

 𝜀 = model error. Prove that 𝑅2is always greater than NSE. 

 𝑅2 =
𝐶𝑜𝑣(𝑌,𝑌′)2

𝑉𝑎𝑟(𝑌)𝑉𝑎𝑟(𝑌′)
        (1) 

𝑁𝑆𝐸 = 1 −
∑(𝑦−𝑦′)

2

∑(𝑦−𝑦̅)2
                 (2) 

If the model error term (𝜀) is independent with the mean equals to zero, 𝑅2 = 𝑁𝑆𝐸 =
𝑉𝑎𝑟(𝜀)

𝑉𝑎𝑟(𝑌)
. 

 

(2.6) Determine the population mean (𝜇) and variance (𝜎2) of the stream flow (z), soil 

moisture storage (SW) and Groundwater storage (GW) of the watershed  model in 

Assignment No.1 of Chapter 1 

(2.7) From the data given in Table A.9, determine the parameters of the ARMA(1,1) as 

shown in the textbook (Chapter 1) and the parameters of ARMA(2,2) as given in 

Assignment No.1 of Chapter 1. 
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Table A.9 

t x(t) z(t) 

0 1,304.40 500.00 

1 876.00 428.01 

2 996.00 483.53 

3 1,183.00 562.44 

4 1,591.00 714.31 

5 1,561.00 753.37 

6 1,717.00 836.82 

7 519.00 516.09 

8 1,228.00 687.85 

9 1,618.00 814.64 

10 906.00 632.27 

11 1,987.00 938.84 

12 1,966.00 983.21 

13 1,011.00 735.99 

14 681.00 611.11 

15 1,355.00 772.81 

16 1,244.00 747.55 

17 1,535.00 834.62 

18 628.00 579.79 

19 1,275.00 733.30 

20 849.00 611.84 

21 970.00 627.65 

22 779.00 561.22 

23 1,972.00 900.36 

24 1,257.00 742.42 

25 1,607.00 849.78 

26 1,981.00 984.86 

27 1,672.00 932.91 

28 1,520.00 901.37 

29 1,652.00 943.09 

30 996.00 755.92 
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Appendix B 

Review Basic Matrix Operation 

 

 𝐴 =  [

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

]       (3x3 square matrix) 

𝐴𝑇 = 𝐴      (Symmetric matrix)  (B.1) 

(𝑎𝐴 + 𝑏𝐵)𝑇 = 𝑎𝐴𝑇 + 𝑏𝐵𝑇      (B.2) 

(𝐴𝐵)𝑇 = 𝐵𝑇𝐴𝑇        (B.3) 

𝐴𝐵 = 𝐼 𝑡ℎ𝑒𝑛 𝐵 = 𝐴−1   (Inverse of matrix A)  (B.4) 

𝑏𝑖𝑗 =  
−1𝑖+𝑗𝑑𝑖𝑗

|𝐴|
        (B.5) 

𝑑𝑖𝑗 = determinant of sub-matrix formed by eliminating the I row and j 

column of matrix A 

|𝐴| =  determinant of matrix 

|𝐴| =  ∑ (−1)1+𝑗𝑎1𝑗 .𝑗 𝑑1𝑗   ; j=1 to 3    (B.6) 

 

𝐴𝐴−1 = 𝐴−1𝐴 = 𝐼         (B.7) 

Power of matrix 

𝐴0 = 𝐼 
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𝐴1 = 𝐴 

𝐴2 = 𝐴. 𝐴 

𝐴𝑘 = 𝐴. 𝐴. 𝐴 … . . 𝐴   (multiplying k of Matrix A)             (B.8) 

𝐼𝑓 |𝐴|  ≠ 0 𝑡ℎ𝑒𝑛 𝐴 = 𝑛𝑜𝑛 − 𝑠𝑖𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥 

Matrix A is positive definite if  

|𝑎11| > 0 , |
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
| > 0, |

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

| > 0   (B.9) 

Matrix A is positive semi-definite if  

|𝑎11| ≥ 0 , |
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
| ≥ 0, |

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

| ≥ 0            (B.10) 
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Appendix C 

First Order Analysis of Uncertainty  

 

C.1 นิยาม First Order Analysis of Uncertainty 

First Order Analysis of Uncertainty (FAU) คือการประมาณคา่ความผิดพลาดของตวัแปรตาม (Dependent 

Variable) ในแบบจ าลอง ซึง่เป็นฟังคช์นัของตวัแปรอิสระ (Independent Variables) ตัง้แต ่1 ตวัขึน้ไป 

𝑤 = 𝑓(𝑥)         (C.1) 

X = ตวัแปรอิสระ (Independent variable) 

W = ตวัแปรตาม (Dependent variable) 

f(.) = แบบจ าลอง 

การประมาณคา่ w อาจมคีวามผดิพลาดไดจ้าก 2 สาเหต ุคือ 

1) แบบจ าลอง หรอืฟังคช์นั f(.) ไมถ่กูตอ้ง หรอื 

2) คา่ x ไมถ่กูตอ้ง (uncertainty) 

สมมติวา่ f(.) ถกูตอ้ง 

ถา้ 𝑥 = 𝑥  

𝑤 = 𝑤 = 𝑓(𝑥)         (C.2) 

แตถ่า้ x จรงิ มีคา่ตา่งจาก 𝑥 จะมีผลท าใหก้ารประมาณคา่ w ผิดพลาดได ้

 

C.2 Taylor Series Expansion  

Taylor Series Expansion ของ f(x) เมื่อ x แปรผนัรอบคา่ 𝑥 

𝑤 = 𝑓(𝑥) +
𝑑𝑓

𝑑𝑥
(𝑥 − 𝑥) +1

2!

𝑑2𝑓

𝑑𝑥2
(𝑥 − 𝑥)2+ ……..      (C.3) 

ถา้พิจารณาวา่ Second Order Term หรอืเทอมที่มี Order สงูขึน้ มีคา่นอ้ยมากจนตดัทิง้ได ้

𝑤 − 𝑤 =
𝑑𝑓

𝑑𝑥
(𝑥 − 𝑥)= Error=𝜀       (C.4) 

𝐸(𝑤 − 𝑤)2 = 𝐸 (
𝑑𝑓

𝑑𝑥
(𝑥 − 𝑥))

2

= 𝜎𝑤
2 = 𝜎𝜀

2  
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𝜎𝑤
2 =  (

𝑑𝑓

𝑑𝑥
)

2
𝐸(𝑥 − 𝑥)2 = (

𝑑𝑓

𝑑𝑥
)

2
𝜎𝑥

2      (C.5) 

ถา้ w = f(x1, x2, … . ,  x
n

) 

𝜎𝑤
2 =  (

𝜕𝑓

𝜕𝑥1
)

2
𝜎𝑥1

2 +(
𝜕𝑓

𝜕𝑥2
)

2
𝜎𝑥2

2 + ….. +(
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛
)

2
𝜎𝑥𝑛

2      (C.6) 

 

C.3 การวิเคราะหค์วามไม่แน่นอนอนัดับที่ 1 ของสมการ Manning 

สมการ Manning 

 𝑄 =
1

𝑛
𝐴𝑅2/3𝑆1/2        

ถา้ y เป็นตวัแปรตาม และ Q เป็นตวัแปรอิสระท่ีมีความไมแ่นน่อน 

𝑦 = 𝑓(𝑄)  

จากสมการที (C.5)  

 𝜎𝑦
2 =  (

𝜕𝑓

𝜕𝑄
)

2
𝜎𝑄

2        (C.7) 

𝑄 =
1

𝑛
𝐴𝑅2/3𝑆1/2 

𝑑𝑄

𝑑𝑦
= (

1

𝑛
𝑆1/2)

𝑑𝐴𝑅2/3

𝑑𝑦
=  (

1

𝑛
𝑆1/2) (

2

3
𝐴𝑅−1/3

𝑑𝑅

𝑑𝑦
+ 𝑅2/3

𝑑𝐴

𝑑𝑦
) 

                    = (
1

𝑛
𝐴𝑅2/3𝑆1/2) (

2

3𝑅

𝑑𝑅

𝑑𝑦
+

1

𝐴

𝑑𝐴

𝑑𝑦
) = 𝑄 (

2

3𝑅

𝑑𝑅

𝑑𝑦
+

1

𝐴

𝑑𝐴

𝑑𝑦
) 

𝑑𝑓

𝑑𝑄
=

𝑑𝑦

𝑑𝑄
=

1

𝑄(
2

3𝑅

𝑑𝑅

𝑑𝑦
+

1

𝐴

𝑑𝐴

𝑑𝑦
)

            (C.8) 

𝜎𝑦
2 = (

1

𝑄(
2

3𝑅

𝑑𝑅

𝑑𝑦
+

1

𝐴

𝑑𝐴

𝑑𝑦
)
)

2

𝜎𝑄
2  

𝜎𝑦
2 =

𝜎𝑄
2

𝑄2(
2

3𝑅

𝑑𝑅

𝑑𝑦
+

1

𝐴

𝑑𝐴

𝑑𝑦
)

2 =
𝐶𝑉𝑄

2

(
2

3𝑅

𝑑𝑅

𝑑𝑦
+

1

𝐴

𝑑𝐴

𝑑𝑦
)

2       (C.9)  
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Figure C.1 Section Factor (K) 

 

ถา้ y เป็นตวัแปรตาม และ Q, n, S เป็นตวัแปรอิสระท่ีมีความไมแ่นน่อน 

𝜎𝑦
2 =

𝐶𝑉𝑄
2+𝐶𝑉𝑛

2+
1

4
𝐶𝑉𝑆

2

(
2

3𝑅

𝑑𝑅

𝑑𝑦
+

1

𝐴

𝑑𝐴

𝑑𝑦
)

2           (C.10) 

𝑛 =
1

𝑄
𝐴𝑅2/3𝑆1/2 

𝑑𝑛

𝑑𝑦
= (

1

𝑄
𝑆

1
2)

𝑑𝐴𝑅
2
3

𝑑𝑦
    

      =  (
1

𝑄
𝑆1/2) (

2

3
𝐴𝑅−1/3

𝑑𝑅

𝑑𝑦
+ 𝑅2/3

𝑑𝐴

𝑑𝑦
) 

                   = (
1

𝑄
𝐴𝑅

2
3𝑆

1
2) (

2

3𝑅

𝑑𝑅

𝑑𝑦
+

1

𝐴

𝑑𝐴

𝑑𝑦
) 

                    = 𝑛 (
2

3𝑅

𝑑𝑅

𝑑𝑦
+

1

𝐴

𝑑𝐴

𝑑𝑦
) 

    𝐿𝑒𝑡   𝐾 = (
2

3𝑅

𝑑𝑅

𝑑𝑦
+

1

𝐴

𝑑𝐴

𝑑𝑦
)        (C.11) 

             
𝑑𝑛

𝑑𝑦
= 𝑛𝐾          (C.12) 

𝑑𝑓

𝑑𝑛
=

𝑑𝑦

𝑑𝑛
=

1

𝑛 (
2

3𝑅
𝑑𝑅
𝑑𝑦

+
1
𝐴

𝑑𝐴
𝑑𝑦

)
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              𝑆−1/2 = 𝐴𝑅2/3 

  
𝑑𝑆−1/2

𝑑𝑦
= (

1

𝑛𝑄
)

𝑑𝐴𝑅2/3

𝑑𝑦
 

1

2
𝑆−3/2

𝑑𝑆

𝑑𝑦
   =  (

1

𝑛𝑄
) (

2

3
𝐴𝑅−1/3

𝑑𝑅

𝑑𝑦
+ 𝑅2/3

𝑑𝐴

𝑑𝑦
) 

𝑑𝑆

𝑑𝑦
= (2𝑆3/2) (

1

𝑛𝑄
𝐴𝑅2/3) (

2

3𝑅

𝑑𝑅

𝑑𝑦
+

1

𝐴

𝑑𝐴

𝑑𝑦
) = 2𝑆 (

2

3𝑅

𝑑𝑅

𝑑𝑦
+

1

𝐴

𝑑𝐴

𝑑𝑦
) 

𝑑𝑓

𝑑𝑆
=

𝑑𝑦

𝑑𝑆
=

1

2𝑆 (
2

3𝑅
𝑑𝑅
𝑑𝑦

+
1
𝐴

𝑑𝐴
𝑑𝑦

)
 

𝑑𝑓

𝑑𝑆
=

1

2𝑆𝐾
         (C.13) 

 

C.4 ตัวอยา่งการใช้ FAU วิเคราะหค์วามเสี่ยง 

ทางน า้รูปสีเ่หลีย่มผืนผา้ กวา้ง (B) = 50 เมตร และมีขอ้มลูที่เก่ียวขอ้งกบัการไหลในทางน า้คือ  

คา่ความลาดชนั (S) =1% Qdesign = 5,000 cms CVQ=30% n=0.035 และ CVn=15% จงหาคา่ความแปรปรวนของความลกึ

ในการไหลของน า้ในทางน า้ (𝑆𝑦
2) อนัเป็นผลจากความไมแ่นน่อนของอตัราการไหล (Q) และคา่ n 

ถา้บา้นท่ีปลกูรมิทางน า้มีพืน้สงูกวา่ ydesign = 1 เมตร จงหาความนา่จะเป็นท่ีน า้จะทว่มบา้น สมมติวา่ Y มีการแจกแจงแบบ

ปกต ิ

วิธีท า 

𝑄 =
1.49

𝑛
𝐴𝑅2/3𝑆1/2 

𝑄 = 5,000, 𝐵 = 50,  𝑛 = 0.035,  𝑆 = 1% 

𝐵𝑦 𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙&𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟,  𝑦 = 9.6155 ฟตุ 

2

3𝑅

𝑑𝑅

𝑑𝑦
+

1

𝐴

𝑑𝐴

𝑑𝑦
=

3𝐵+6𝑦

3𝑦(𝐵+2𝑦)
 = 

3∗50+6∗9.6155 

 3∗9.6155(50+2∗9.6155)
 = 0.104 

𝑆𝑦 = 3.2251 

บา้นจะถกูน า้ทว่มถา้ y > 9.6155 + 1 =10.6155 เมตร 

P(y > 10.6155) = P[z > (10.6155 – 9.6155)/3.2251] = P(z > 0.3101) = 1-0.6217 = 0.3783 
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C.5 ความเสี่ยง (Risk) 

ความเสีย่งคือความนา่จะเป็นของเหตกุารณท์ี่โหลด (Load) ที่กระท าตอ่ระบบมคีา่สงูกวา่ความสามารถในการรบัโหลด 

(Capacity) และมีผลท าใหร้ะบบลม้เหลว หรอื Risk of Failure 

Risk = P(Load > Capacity)         (C.14) 

Let L = Load and c* = Capacity 

กรณีที่ Load มีความไมแ่นน่อน แต ่Capacity = c* (มีคา่คงที)่ 

Risk = P(L > c*) = ∫ 𝑓(𝐿𝑜𝑎𝑑)𝑑𝐿
𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟

𝑐∗
 

กรณีที่ทัง้ Load และ Capacity ตา่งก็มีคา่ไมแ่นน่อน จะสามารถหาคา่ความเสีย่งรวม (Composite Risk) ไดจ้ากสมการ 

Risk = P(L > C) 

Risk = ∫
upper

lower ∫ [f(L)dL]f(C)dC
upper

C
       (C.15) 

จาก Figure C.2  ถา้ Load มีการแจกแจงแบบปกติ มี Mean= 3 และ Standard Deviation= 1 และ Capacity (c*)= 5 

Risk = P(L > 5) = 0.023 

จาก Figure C.2  ถา้ Load และ Capacity มีการแจกแจงแบบปกติ 𝜇𝐿 =  3, 𝜎𝐿 = 1, 𝜇𝐶 = 5, 𝜎𝐶 = 0.75 

Risk = P(L>C)=0.052 

 
Figure C.2 Composite Risk 

 


	0-cover-เอกสารคำสอน 207631
	0-Table of Contents
	1-Chapter1-Introduction
	2-Chapter2-characteristics of time series
	3-Chapter 3-stat principle for modeling3
	4-Chapter4-AR Model2
	5-Chapter5-ARMA modeling
	6-Chapter6-ARIMA
	7-Chapter7-MultivariateModeling6
	8-Chapter8-DisaggregationModeling
	9-Chapter9-ModelApplication
	10-Chapter 10-Markov chain model
	A-Random Variable and Probability Distribution Functions
	B-Review Basic Matrix Operation
	C-Frist order analysis of uncertainty

