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����� 1 

����	  

INTRODUCTION 
 
1.1 ��	��	 (Introduction) 

 
���������	�� Deterministic ������������������������������  !"#�$�%�&'�($�%�&'�(�)�*%�(

	�'��� &�*!��&'�(+,'� �%��-�.��+(/�#����� 1  %������!���1 2�&���!*�����+��1& 10% �-�5�������
�6����$�%�'��-�5���+(/�+�'�7���� 5 9:;%�(<�%� =>�(	*�*'�(5�����������	���2*	��*/�(Stochastic) =>�(
�-�5�$�'���������+��$�%�&'�(	�'�&6��'��  !"#�5������+9E��&'�($� +"�&(	*'���������5��#/��&����
�'�5�+9E�;�(�  !"#��!1�F$�%2�&7,%�GHI������'�5�+9E� &�*!��&'�( �-���������5����	�'����'�
�!*�����+��1&��� 5 9:;%�(<�%�5����'�+�'�$� 	*'���������$�%�'���2�������<����%�&+�'�7�����!*��
���+��1&5��)(<���*�6���'� 10 %  

7��6���(+��&��!� ����6�������	��7���(�/J����� +,'�������	�����	 �+�� 7,%���������
��( Deterministic +"���7<%������	���6�$�%('�& 2�&����6�� ����/+����<��16�<�!�����-�$9�6����<�
	�(+K���	 �2�+��*�*���)*� �6�<�������������!�	�(;�(������*	 �+< L� �L���������	��<�
;���	 �;���+< L�+��/�;�(���	 �+��$�%*��;%��6�<��7�������	������6�<��7<% 	*'7�����+9E�
5�/(	 %��'��16�<�!�����-�	 �����������7�����!�	�(;�(�!��-5�/($�'7,'*!�	9�	�� Deterministic $�'
���������������'�5�/(���5�+�/�;>1�$�% �!(�!1�7�������	����(�/J�����5>(*%�(������6�<���'�����
9 ��M!& (Safety Factor) 7�������	��+"�����(�!�����$�'	�'��������5+�/�;>1� +,'�����6�<��7<%7,% fc 
+�'��!� 0.45fcS <��� fs +�'��!� 0.5fy +9E�*%�  

������	����(�/J�����, 9�����7�9T55-�!� ��(�'��&!(�6�������	��*��< !����	�� 
Deterministic 	��('�&F 2�&$�'$�%�����"/5�����>(;%�+�L55�/(�'�*!�	9������� *'�������	���'��7<U'
+9E�*!�	9��2*	��*/� +,'�����6�������	��;����'�(+�L��16�2�&7,%;%��) 9�/����16�.�-�16��'�7����* 
	 �����*%�(����16�����/+����<�$�% 2�&$�'�����'�;����'�(+�L��16�������	���!1�������+���&( ���5�+�/�
;����16�����%�&+�'�7� ���'��!�9���/�#/W����9 ��M!&�)(<���*�6�+�'�7� ����%�&+�'�7� �!(�!1�����/+����<�
	 ����56� �(��(�2*	��*/�5>(+9E��/,�����'�J>�H��%���%� +"���7,%+9E�+�����(���7�����!(+����<�;%��) 
7<�' =>�(5���9��2&,��7����56� �(���������;�(�'�(+�L��16�������	���'�������+���&(*'����+�/����
;����16�+�'�7� ���*%�(+"����'�����9 ��M!&����%�&+�'�7� +�'����"������7,%29�	����6�+�L5�)9+"������
�!(+����<�;%��)  +"����6�$97,%7����56� �(����������!��%�( 	*'���7,%&!(56��!� 	 ��)%7,%�'��7<U'&!(;��
�����)%����+;%�75< !��GHI���(�2*	��*/� 29�	����6�+�L5�)9����/&�7,%$�%	�' HEC-4 
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1.2 � !�"��	 #$%&�#%'� (Stochastic Process) 
 

�%�7<%  X ���*!�	9��-'� (Random Variable) 2�&�� f(x) +9E�bT(��,!�����	5�	5(�����'�5�+9E� ( Probability 
Distribution Function) 	 � X ���'��&)'��<�'�(�'�;��56��!� '�(	 �;��56��!���<��� lower x < x <upper x. 
 
+=�;�(�'��!(+�*;�( xt={x1, x2, .. , xn} +���� t ����/*/;�(+� �<�����&���(<�������F 
�%� t ���+� �    
xt �����-���+� � (Time Series)  
+=�;�(�'��!(+�*�����5������������2*	��*/�+��&��'�Realization of Stochastic Process 
 
����������2*	��*/� ��� +=�;�(*!�	9��-'� {Xt: X1, X2, .. ,Xn} 

X1 = *!�	9��-'� =>�(�� f(x1) +9E�bT(��,!�����	5�	5(�����'�5�+9E�  
X2 = *!�	9��-'�2�&�� f(x2) +9E�bT(��,!�����	5�	5(�����'�5�+9E� 
. 
Xn = *!�	9��-'�2�&�� f(xn) +9E�bT(��,!�����	5�	5(�����'�5�+9E� 
f(x1, x2, , xn) =  bT(��,!�����	5�	5(�����'�5�+9E��'��;�(< �&*!�	9��-'� (Joint Probability 
Distribution Function) 

	��56�5�(=>�(�#/��&2��(��%�(�����'�5�+9E�;�(+=�;�(�'��!(+�* {x1, x2, .. , xn}+��&��'�	��56� �(�2*
	��*/� (Stochastic Model) 
 
1.3  /0&��123� !�"��	 #$%&�#%'� (Types of Stochastic Process) 

 

�)9	��;�(����������2*	��*/�������	�'(���$�%+9E�< �& !�H���!(��1 
- Discrete vs. Continuous Process 
- Independent vs. Dependent Process 
- Stationary vs. Non-stationary Process 

 
1.3.1  � !�"��	 #$%&�#%'�&�� Discrete vs. Continuous  

Discrete Process �������������2*	��*/�������'�$�'*'�+����( +,'�56�����!����.�*�7�	*' �9: (No. 
of Rainy Days Per Year) ;����� Continuous Process �������������2*	��*/�������'�*'�+����( +,'� 
9�/���.���&9:+9E�*%� 2�&�!��$9;%��) �-���/�&�5�������!��>�7�,'�(+� ����$�'*'�+����( (Discrete Time)
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+,'� ��&9: ��&+���� ��&�!� 	*'�������6���" v�*+9E����b$�%�!1(	��*'�+����(	 �$�'*'�+����( �!(�)9��� 1.1 
	 �9�/���.� �16��'� �����+<&���������!��>����,'�(+� �$�'�'�5�+9E���&9: ��&+���� ��&�!�<�����&,!��2�( 
�!(�)9��� 1.2 ����'�+9E�;%��) �����5������������2*	��*/�	��*'�+����( (Continuous Process)  

 

 
 

�)9��� 1.1 Two realizations of stochastic processes  

(a) plotted at discrete points in time (b) plotted as continuous lines. 
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(a) Rainfall Time Series 

 
(b) Evaporation Time Series (c) Runoff Time Series 

�)9��� 1.2 Different Time Series of Rainfall, Evaporation and Runoff  
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1.3.2 Independent(Purely Random) vs. Dependent Process  
 
����������2*	��*/�	���/��� (Independent) 	 �	��$�'�/��� (Dependent) 5�"/5����$�%5��

�-����!*/;�(bT(��,!�����	5�	5(�����'�5�+9E��'��;�(< �&*!�	9��-'� (Joint Probability Distribution 
Function) �!(��1  

�%� f(x1, x2, w, xn) = f(x1)f(x2)w..f(xn) <���bT(��,!�����	5�	5(�����'�5�+9E��'��;�(< �&*!�	9��-'� 
+�'��!�� �)�;�( Marginal Distribution 	��(�'�+9E� Independent Process 

�%� f(x1,x2,w,xn) = f(x1)f(x2/x1)f(x3/x1.x2)w..f(xn/x1.x2w..xn-1) <���bT(��,!�����	5�	5(�����'�5�+9E�
�'��;�(< �&*!�	9��-'� +�'��!�� �)�;�( Conditional Distribution 	��(�'�+9E� Dependent Process =>�(
����;�( Dependent Process ������	�'(���$�%+9E� 2 	����� 

 
- Serially Dependence Stochastic Process (Time Dependence) <��������������(�2*	��*/����

;>1��&)'�!�+� �  
- Spatially Dependence Stochastic Process (Area  Dependence) <��������������(�2*	��*/����

;>1��&)'�!�"�1���� 
 

�-����!*/��(��/*/���������	��(7<%+<L��'���-���+� �+9E�	���/���<���$�' ���bT(��,!��<�!�"!�#�
7�*!�+�( <��� Autocorrelation Function(ACF) *!��&'�( ACF ;�( Stationary Dependent and Independent 
Series 	��(�&)'7��)9��� 1.3 
 



 

�)9��� 1.3 Autocorrelation 

 

 

Autocorrelation Function of Dependent Series (zt) and Independent 
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ndependent Series (εt) 
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1.3.3 Stationary vs. Non-stationary Process 
 

���������	�� Stationary �������������2*	��*/�=>�("����/+*���+,'� µ, σ2, ρ $�'+9 ��&�	9 (
$9*��+� � 7���(� !��!����������	�� Non-stationary ������������=>�("����/+*���+9 ��&�$9*��
+� � 9���|�����+,'� Trend, Jump <��� Seasonal Variations ����(��9�����;�( Non-stationary ���
������+<L�$�%7���-���+� � �!(�)9��� 1.4 
 

 

 
�)9��� 1.4 Stationary and Non-stationary Time Series. 
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�'�9�����;�("����/+*���;�(9�/������$< ;�(�16���&�!�7�	�'�16� Boise 	��(7<%+<L��'�
�'�+K ��& �'��'��+���&(+����*�~�� �'�����+�% 	 � Lag 1 ACF +9 ��&�	9 ($9*��+� � <���+9E� Non-
stationary Process �!(�)9��� 1.5 

 

 
�)9��� 1.5 Statistical estimates of daily flows of 40 years long sample of Boise river near Twin 

Springs, Idaho, USA. 
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1.4 23�<0 !�2�1232�=� >?"@	 (Components of Time Series) 

 

��-���+� �9������%�&�(��9���������6��!U 4 �(��9�������� Trend, Periodic, Catastrophic 
	 � Random �!(�)9��� 1.6 	 �������+;�&�+9E��������-���+� �$�%�!(�������� 1.1  
 

Y(t) = Y1(t) +  Y2(t) +  Y3(t) +  Y4(t)                                                       [1.1] 
+���� Y(t) = ��-���+� � 
Y1(t) = Trend 
Y2(t) = Periodic Component 
Y3(t) = Catastrophic Component 
Y4(t) = Random Component 

 

 
�)9��� 1.6 Components of Time Series 
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Autocorrelation Function (ACF) <���+��&�����&'�(<�>�(��� Correlogram ;�(����������2*	�
�*/�	��*'�(F	��(�&)'7��)9��� 1.7 �'���)9��� 1.8 	��(���" v�*+9��&�+��&���<�'�(��-���+� �	 � 
ACF ;�(��-���+� �	��*'�(F ACF ����-����!*/����6��!U;�( Periodic Time Series +�����/+����<���-���
+� �7� Time Domain  �'�� Spectral Density Function ����-����!*/����6��!U;�( Periodic Time Series +����
�/+����<���-���+� �7� Frequency Domain  �)9��� 1.9  	��( ACF 	 � Spectral Density Fucntion ;�( 
Periodic Time Series ������� Remove Periodic Components ����� Frequency *'�(F  

 

�)9���  1.7 Correlogram or ACF Showing Independent, Markov Process and Periodicity 
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(a) Stationarity 

  

(b) Trend 

  

(c) After Removing Trend From (b) by Differencing 

�)9��� 1.8 Characteristics of Time Series and Correlogram for Different Types of Time Series 

Time Series Plot
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(d) Cycle/periodicity 

  

(d) Jump 

�)9��� 1.8(*'�) Characteristics of Time Series and Correlogram for Different Types of Time 

Series 
 

Time Series Plot
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 (a) ACF After Removing Periodicity (Time domain) 

 
�)9��� 1.9 ACF and Spectral Density Function after Removing Periodicity 
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 (b) Spectral Density Function after Removing Periodicity (Frequency domain) 

 

�)9��� 1.9(*'�) ACF and Spectral Density Function after Removing Periodicity 

 
1.5  �=B#>�C%'DEF�G	�123� !�"��	 #$%&�#%'� (Basic Properties of Stochastic Process) 
 
7<% {Xt}= +=�;�(*!�	9��-'�<��� Stochastic Process 
 

E(Xt) = µt : t=1, 2, …., N       [1.2] 
 

VAR(X t) = σ2t : t=1, 2, …. , N      [1.3] 
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COV(Xt,Xt-k) = 
ktx,tx −

σ : t=1, 2, …. ,  N         [1.4] 

+���� 
ktx,tx −

σ ��� Lag k Autocovariance 

 

)).VAR(XVAR(X

)X,COV(X

k-tt

k-tt=ρk             [1.5] 

 

+���� ρk ��� Lag k ACF �!(����� (2.5a,2.5b) of Salas et al.(1980) 

ACF <��� Correlogram <��� Serial Correlation Coefficients ���"���/+*������7,%�!������!�"!�#�
+,/(+�%� (Linear Dependence) ;�(����������2*	��*/�  
  

*�����$�%� '����	 %� ����������2*	��*/�	�� Stationary ���������������"����/+*���  
µ, σ2, ρ $�'+9 ��&�$9*��+� � =>�(������	�'(���$�%+9E� 2 	��*���-����!*/;�("����/+*��� ��� First 
Order Stationary 	 � Second Order Stationary �!(*���(��� 1.1 
 

%	 	3���  1.1 Different Types of Stationary Processes 
First order stationary process  µt   = µ = constant 
Second order stationary process  µt   = µ = constant and σ2t = σ2 = constant 

- Weak stationary (weak sense)   ….second order stationary 
- Strong stationary (strict sense)  
 
 

….second order stationary + other parameters 
such as correlation coefficient are not varied 
with time. 

 
����������2*	��*/���5+9E� Stationary +����"/5����5��"����/+*���*!�<�>�( 	*'��5+9E� Non-
stationary +����"/5����5��"����/+*���*!����� 
 
��-9 ����������2*	��*/�������	�'(���$�%+9E�9��+M�*'�(F�!(*���(��� 1.2  
 
%	 	3���  1.2 Classification of Stochastic Processes   
Deterministic Vs. Stochastic  
Discrete Vs. Continuous  
Independent Vs. Dependent 
Stationary Vs. Non-stationary 
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1.6 &��J�	@232�=� >?"@	&��3K	L (Simple Time Series Model) 

 ��� xt = Independent Time Series with ƒ(x;θ) 

 xt  = µ+σεt  ;       t = 1, 2, ………     [1.6] 

 εt   = 
σ
µ−tx

 +9E� Independent Series  

=>�(�� Mean = 0 and Standard Deviation = 1  

 µ, σ = Constant Parameters (do not vary with time)  
 

	��56� �(5�+9E� Stationary �%�"����/+*������'��(��� 

 xt = Dependent Time Series 

 εt   = 
σ
µ−tx

  

 εt   = φεt-1 +ζt       [1.7]   
  

εt   = Dependent Series with Mean = 0 ; Standard Deviation = 1 
 ζt = Independent Series with Mean = 0 and Variance = ( 1− φ2 ) 
 
 

����� 1.7 ����)9	��56� �(�2*	��*/�	�� Autoregressive =>�(+9E�	��56� �(	��('�& �) 
Yevjevich (1963), Thomas (1965), Fiering (1967)  

	��56� �(�2*	��*/����=!�=%�����;>1���� Autoregressive and Moving Average (ARMA) �) Ο’ 

Connor (1976)  

Joint Physical and Statistical Analysis  ;�(	��56� �( 
AR(1)-First Order Autoregressive Model 

 7<%  Yt = Time Dependent Annual Runoff Series 
  Υt−Y   = φ(Υt −Υ) +εt   

   φ = Autoregressive Coefficient. 
  εt   = Independent Statistical Component or White Noise.  
  

Firing (1968) $�%"/�)5��7<%+<L��'��!*�����$< ;�(�16�7���(�16��������#/��&$�%�%�&	��56� �(  
ARMA(1,1) �!(�)9��� 1.10 
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�-9��� 1.10  Conceptual Representation of the Precipitation-Stream Flow Process 

(Salas and Smith. 1980a) 
 
 	��56� �( Streamflow  

Ζt = C.St-1 + d.Xt        [1.8] 

 +���� 
 Ζt = Annual Stream Flow  
 c.St = Groundwater Contribution 
 d.Xt = Surface Runoff 

5������� Continuity Equation �6�<�!� Groundwater Storage 
 

 St = St-1 + aXt − cSt-1      [1.9] 
 St = (1−c)St-1+ aXt       [1.10] 

5������� [1.8] 	 �[1.10] 5�$�% 

 Ζt = (1−c)Zt-1+ dXt − [d(1−c) − ac]Xt-1    [1.11] 

+���� 9�/���.���&9: (Xt) ��� Independent Series 
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	��56� �( ARMA (1,1)  
          θο = −1 
  

Ζt = φ1 Ζt-1 − θοεt  − θ1εt-1   
     
                                                            Independent (Moving Average) 

     Dependent (Autoregressive)          

 "/�)5�� 

 5���������� [1.8] 

 Ζt  = cSt-1 +  dXt      [1.12]  
 Ζt-1  = cSt-2 +  dXt-1      [1.13] 

 [1.9] x (1-c) 

 (1-c) Ζt-1 = c(1−c)St-2 +  d(1−c)Xt-1            [1.14] 

 [1.12]−[1.14] 

 Ζt − c(1-c)Ζt-1  =  c St-1 −c(1-c) St-2 +  dXt−d(1−c)Xt-1          [1.15] 
 Ζt  =  c(1−c) Ζt-1+ cSt-1−c(1-c)St-2+  dXt−d(1−c)Xt-1  [1.16] 

 5���������� [1.12] 

 St = (1−c)St-1+ aXt 

 St-1 = (1−c)St-2 + aXt-1  
cSt-1 = c(1−c)St-2 +  acXt-1               

cSt-1 - c(1−c)St-2 =  acXt-1               [1.17] 

 	���'������ [1.17] 7� [1.16] 

  Ζt =   c(1−c) Ζt-1+ dXt− [d(1−c)−ac]Xt-1 

  Ζt = φ1 Ζt-1 − θοεt − θ1εt-1       [1.18] 

   ����� [1.18] +9E� ARMA (1,1) +���� θο = −1    

 

 	

��������	��������	

�����������������������������������
 ������������!

�����
 ���������"��������������#�� 	*'$�'$�%<��&�����'�5�*%�(��%�(��-���+� ����+<������-���
+� �7����*�-�9����� +,'����2� � (Cloning) 
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1.7 �K	#O'%'P@C�123&��J�	@23#$%&�#%'�&��3K	L (Main Statistics of Simple Stochastic Model) 

(1) Mean (µ)………………………………less uncertain 

(2) Standard  Deviation (σ)……………….less uncertain  

(3) Skewess Coefficient (γ)……………….highly uncertain 

(4) Autocorrelation Coefficient (ρk)……...very uncertain for small N 

(5) Other statistics of hydrologic time series 

- range (storage capacity) 

- run (drought) 

- rescaled range 

 

1.8 &��J�	@23#$%&�#%'� (Stochastic Models) 

 

7�+�����,-���15�� '���>(	��56� �(;�(��-���+� ��!1( Annual Time Series 	 � Periodic Time 
Series �!(	��(7�*���(��� 1.3  

 
%	 	3���  1.3 Importants Stochastic Models to be included in this Handouts 

(1) AR(p)                                                                    Chapter 4 

(2) ARMA(p,q) Chapter 5 

(3) ARIMA(p,d,q), Seasonal ARIMA(P,D,Q)W ,  
      Multiplicative ARIMA(p,d,q)x(P,D,Q)W 

Chapter 6 

(4) Multivariate AR(p) Chapter 7 

(5) Disaggregate  Chapter 8 
 
1R2J�	�CS123&��J�	@23 (Limitations of Model) 

(1) $�'������ Reproduce Short Term Dependence 

(2) $�'������ Reproduce Long Term Dependence 

(3) ���9������'�"����/+*���������&-'(&�� 

(4) ��;%�56��!�7���� Generate ;%��) 7<�'56�������F 

(5) ;��"�1�~����(�%����&M�" (Physical Basis) 
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(6) ��"����/+*������+�/�$9 

 

1.9 Systematic Approach #�	P C��	 J�	@232�=� >?"@	�	32=��"'�L	 

 
Systematic Approach �6�<�!����56� �(��-���+� ���(�-���/�&�9������%�& 6 ;!1�*���!(��1 (�)�)9��� 

1.11)  
(1) ���<��'��9�����;�(	��56� �( (Identification of Model Composition) 

a. Univariate <��� Multivariate Model 
b. Combination of Univariate and Disaggregation  
c. Combination of Multivariate and Disaggregation 
d. �'��9�����;�(	��56� �(;>1��&)'�!��-� !�H��;�(����	< '(�16� �-� !�H��;�(��-���

+� � 	 �����+<L�;�(�)%��%�(	��56� �( (ModelerSs Input) 
e. &�*!��&'�( +,'��%�*%�(����!(+����<���-���+� �;�(9�/����16����$< +;%������'�(+�L��16���&

+���� ��(+ ���7������%�(	��56� �(��5+9E� (1) 56� �(9�/����16����$< +;%������'�(+�L��16�
��&+�����%�& Multivariate Model <��� (2) 56� �(9�/����16����$< +;%������'�(+�L��16���&9:
�%�& Multivariate Model 	 %�7,% Disaggregation Model 	9 (9�/����16����$< +;%������'�(+�L�
�16���&9:+9E���&+����  <��� (3) 7,% Univariate Model 56� �(9�/����16����$< +;%�	*' ��'�(+�L�
�16���&+����	��+9E��/���	�'�!� ������15�7,%+�����'��!�9���/�#/W�<�!�"!�#���<�'�(�'�(+�L��16� 
(Cross Correlation Coefficient)$�'���!&�6��!U��(��/*/ 

(2) ���+ ���9��+M�	��56� �( (Selection of Model Type) 
a. AR 
b. ARMAw+<����!���-���+� �=>�( ACF ����'� � (�&'�(,%�F (Low Decaying Correlation) 
c. ARIMA 
d. ����F 

(3) ���<��)9 !�H��;�(	��56� �( (Identification of Model Form) 
a. <� 6��!� (Orders) ;�(	��56� �( +,'��'� p 	 � q 
b. *��5����'���-���+� ��� !�H��+�% (Skewed)<���$�' �%�+�% *%�(*��5���*'�$9�'���-���

+� �+9E�	�� Constant <��� Periodic �%�+9E�	�� Periodic *%�(�)�'����7,% Fourier Series 
�/+����<�<���$�' 

(4) ���9������'�"����/+*���	��56� �( (Estimation of Model Parameters) 
a. Method of moments 
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b. Method of maximum likelihood 
(5) ������������+<�����;�(	��56� �( (Testing Goodness of Fit of the Model) 

a. *��5"/�)5�� (Verify) �'�	��56� �(+9E�$9*�����*/~������6�<��<���$�' +,'� Residuals (ζt) 
+9E��/���	 ������	5�	5(	��9�*/  (Independence and Normality)  

b. *��5"/�)5�� (Verify) �'�	��56� �(+9E�*!�	�����+<�����;�(��-���+� �;�(�'��!(+�* 
(Historical Time Series)  
- *��5��� Model Correlogram +9��&�+��&��!� Historical Correlogram 
- *��5����'���/*/;�(��-���+� �����!(+����<�;>1�	 %�+9��&�+��&��!��'���/*/;�(��-���

+� �;�(�'��!(+�* +,'� �'�+K ��& �'�����	9�9��� �'�����+�% �'��<�!�"!�#� �'���/*/���
+���&��!�9�/����16�7��'�(+�L��16� (Storage Related Statistics) 	 ��'��'���/*/���+���&��!�����
	<%(	 %( (Drought Related Statistics) 

c. �%����*��5�������+<�����$�'�'��+����7�;%� a 	 � b *%�(9�!�+9 ��&��)9 !�H��	 �
,�/�;�(	��56� �(  

(6) ���9��+�/�����$�'	�'��� (Evaluation of Uncertainties) 
a. ����$�'	�'���;�(	��56� �( (Model Uncertainty) 

- ���������	*�*'�(��<�'�(�'���/*/����6����5����-���+� �����!(+����<�;>1�5��
	��56� �(��(+ ���*'�(F 

b. ����$�'	�'���;�(	��"����/+*��� (Parameter Uncertainty) 
- <����	5�	5(�����'�5�+9E�;�("����/+*��� 	 �7,%	��56� �(�!�"����/+*�������-'�5��

���	5�	5(�!1�  
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�)9��� 1.11 Systematic Approach for Time Series Modeling 

 
1.10 �	 0 !L=�%<�	 J�	@232�=� >?"@	�	32=��"'�L	 (Application of Time Series Modeling in 

Hydrology) 

 

(1) ����!(+����<���-���+� �7<�' (Generation of Synthetic Time Series) �6�<�!� 
- Reservoir Sizing 
- Risk of Failure 
- Planning Capacity Expansion 

(2) ���"&����� (Forecasting) 
- Short Term Planning of Reservoir Operation. 
- Real Time Operation 
- Operation of River Basin 
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- Planning the Operation During Ongoing Drought. 
 

1.11 # =0&��J�	@232�=� >?"@	���J!�@K	"OZ3[���%K	3\ 

 

����� 4 &��J�	@23 Autoregressive 

Annual AR(p) 

∑ ε+φ=
=

−

p

1j
t1tjt zz   

tt ξσ=ε ε   

+���� 

 zt  = Time Dependent Series with Normal Distribution and ( ) ( ) 1zVar;0zE tt ==  

tε   = Independent Normal Variable with Mean  =  0 and Variance  =  2
εσ  

p,φφ KK1   =  Autoregressive  Coefficients 
Periodic AR(p) 

τ,vz = ∑ ξσ+φ
=

τετ−ττ

p

1j
,vj,v,j z ;  τ=1,w..,w 

τ,vz  = Time Dependent Normal Variables with Mean = 0 and Variance  =  1 

τε ,v  = Independent Normal Variable with Mean = 0 and Variance  =  τεσ ,
2  

ττ φφ ,p,1 ,KK   =  Periodic Autoregressive  Coefficients 
 

 

����� 5 &��J�	@23 Autoregressive and Moving Average 

Annual ARMA(p,q) 

∑ ε∑θ−φ=
=

−
=

−

p

1j
jt

q

0j
jjtjt zz ; θ0= -1 

Periodic ARMA(p,q) 

∑ ∑ εθ−ε+φ=
= =

−τττ−τττ
P

1j

q

1j
j,v,j,vj,v,j,v zz ; θ0= -1, τ=1,ww 

 

����� 6 &��J�	@23 Autoregressive Integrated Moving Average 

Condensed Form ��� Multiplicative ARIMA(p,d,q)x(P,D,Q)w 

Φ(Bω)φ(B)(1-Bω)D(1-B)dxt=Θ(B
ω)θ(B)εt 
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Bxt=xt-1 : Backward Operator 
Bnxt=xt-n 
(1-B)xt=xt-xt-1 ; 1

st Order Simple Differencing 
(1-B)2xt=xt-2xt-1+xt-2; 2

st Order Simple Differencing 
(1-B)dxt= d

th Order Simple Difference 

(1-Bω)xt=xt-xt-ω ; 1
st Order Seasonal Differencing 

(1-Bω)2xt=xt-2xt-ω+xt-2ω ; 2
st Order Seasonal Differencing 

(1-Bω)Dxt = D
th Order Seasonal Differencing 

φ(B)=(1-φ1B-φ2B
2w.-φpB

p) =Autoregressive Operator 
θ(B)=(1-θ1B-θ2B

2w.-θqB
q) =Moving average Operator 

Φ(Bω)=(1-Φ1B
ω-Φ2B

2ωw.-ΦPB
Pω) =Seasonal Autoregressive Operator 

Θ(Bω)=(1-Θ1B
ω-Θ2B

2ωw.-ΘQB
Qω) = Seasonal Moving Average Operator 

 

Simple Non-periodic ARIMA(p,d,q) 

φ(B)(1-B)dxt=θ(B)εt 
Non-periodic ARIMA(1,1,1) 

(1-φ1B)(1-B)xt=(1-θ1B)εt 
(1-φ1B �B+φ1B

2)xt=(1-θ1B)εt 
xt=(1+φ1)xt-1-φ1xt-2+εt-θ1εt-1 
 

Periodic ARMA(P,D,Q)w 

Φ(Bω)(1-Bω)Dxt=Θ(B
ω)εt 

Periodic ARIMA(1,1,1) 

(1-Φ1B
w)(1-Bw)xt=(1-Θ1B

w)εt 
(1-Φ1B

w �Bw+Φ1B
2w)xt=(1-Θ1B

w)εt 
xt=(1+Φ1)xt-w-Φ1xt-2w+εt-Θ1εt-w 
 
&��J�	@23 Mulitplicative ARIMA(1,1,1)x(1,1,1)12

  � B� ωωωω=12 

( )12BΦ φ ( )( )( ) t
12 xB1B1B −−  =  ( ) ( )εBθBΘ t

12     

xt = (1+φ1) xt-1-φ1 xt-2+(1+Φ1) xt-12-(1+φ1 +Φ1+Φ1φ1) xt-13+(φ1 +Φ1φ1) xt-14- 
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  Φ1xt-14+(Φ1+Φ1φ1) xt-25-Φ1φ1xt-26+εt-θ1εt-1-Θ1εt-12+Θ1θ1εt-13   
 

����� 7 &��J�	@23P@	L%C"&0  (Multivariate) 

Multivariate AR(1) 

 tB1tZ1AtZ ε+−=
        

 Expanded Form 

 

 +���� 





















=

n
t

2
t

1
t

t

Z

:

Z

Z

Z = Column Matrix ;��� [ 1n× ] 

 

























⋅⋅

⋅⋅

⋅⋅
=

nn2n1n

n22221

n11211

1

aaa

.

aaa

a..aa

A ....[ nn× ] 

























⋅⋅

⋅⋅

⋅⋅
=

nn2n1n

n22221

n11211

bbb

.

bbb

b..bb

B ...[ nn× ] 

 

 





















ε

ε

ε

=ε

n
t

2
t

1
t

t
:

....[ 1n× ] 

 =ε t Vector of independent normally distributed random variables  with mean = 0 and standard 
deviation = 1 (uncorrelated in time and space) 
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Multivariate AR(2) 

 
t2t21t1t BZAZAZ ε++= −−

 
 

Periodic Multivariate AR(1)  

 
ττ−τττ εβ+ΖΑ= ,v1,v,1,vZ

       

 
=τ,1A  (n × n)  Periodic  Coefficient Matrix of Period τ 

 =τB  (n × n)  Periodic  Coefficient Matrix of Period τ 
 =ε τ,v     (n × 1)  Vector of  Independent Normally Distributed Random Variable 

 

����� 8 &��J�	@23&L�#K"� (Disaggregation) 

&��J�	@23DEF�G	� (Basic Model)  

ε+= BAXY          
&��J�	@23&��1L	L (Extended Model)  

CZBAXY +ε+=          
Y=Column Vector ;�(�'���&+����;�(9:9T55-�!� =>�(��;��� (12x1) 
 X=�'�9T55-�!�;�(��-���+� ���&9: (1x1) 
 Z= Column Vector ;�(�'���&+����56���� wS +����;�(9:�'��<�%��!1� =>�(��;��� (wSx1) 

ε= Column Vector ;�(�'�9T55-�!�;�( Completely Random Series <��� Stochastic Term  
       =>�(+���/�=���;��� (12x1) 
A="����/+*���+���/�=� =>�(��;��� (12x1) 
B="����/+*���+���/�=� =>�(��;��� (12x12) 
C="����/+*���+���/�=� =>�(��;��� (12xwS) 

 
�������56���������+�'� n 5�������+;�&�	��56� �(	&��'��	��;&�&+*L��)9$�% �!(��1
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	��56� �(	��&'� 7,%56� �(��� � 1 +���� 

1YCBXAY −τττττ +ε+=         
+���� τ=+����9T55-�!� +���� τ=1 ��( 12 (w=12) 
Yτ=�'��16��'�;�(+����9T55-�!� τ 
 X=�'��16��'�;�(9:9T55-�!� 

 Yτ−1 = �'��16��'�;�(+�����'��<�%��!1� τ-1 
ε= Column Vector ;�(�'�9T55-�!�;�( Completely Random Series <��� Stochastic Term  
Aτ,Bτ,Cτ=�'�"����/+*���;�(+���� τ 

 

1.12 ?2�#	 2R	32'3 

 

Salas. J, J.W.Delleur, V.Yeyjavich and W.L Lane. 1980.  Applied Modeling of Hydrologic Time Series. 
Water Resources Publications.  USA. pp.484 
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A is positive semidefinite if the inequalities in eq. (A1.15) are replaced by > 
signs. 
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บทท่ี 2 
คุณลักษณะของอนุกรมเวลาทางอุทกวิทยา 

CHACTERISTICS OF HYDROLOGIC TIME SERIES 
 
2.1 ชนิดของอนุกรมเวลา (Types of Time Series) 
 

ในการวิเคราะหทางสโตแคสติก จะสามารถแบงอนุกรมเวลาตามมิติไดเปน 2 แบบคือ อนุกรมเวลา 1 มิติ 
(Unidimensional) และอนุกรมเวลาหลายมิติ (Multidimensional) ดังตารางท่ี 2.1 อนกุรมเวลาแบบ 1 มิติคืออนุกรม
เวลาของคาสังเกต 1 ตัวแปรท่ีมีการบันทึก ณ ท่ีใดท่ีหนึ่ง เชนปริมาณฝนรายปท่ีสถานี ก สวนอนกุรมเวลาหลายมิติ
คืออนุกรมเวลาของคาสังเกตของหลายตัวแปรท่ีมีการบันทึก ณ ท่ีใดท่ีหนึ่ง เชนคุณภาพน้ํา DO, EC, pH ท่ีสถานี ข  
(Multivariate) หรืออนุกรมเวลาของคาสังเกตของตัวแปรประเภทเดียวกันท่ีมีการบันทึก ณ หลายจุดพรอมกัน 
(Multisite หรือ Multipoint) เชน ปริมาณฝนรายปท่ีสถานี ก, ข, ค, ง เปนตน ในการวิเคราะหอนุกรมเวลาจะ
วิเคราะหแบบ 1 มิติหรือหลายมิติ ข้ึนอยูกบัคาสหสัมพันธระหวางอนกุรมเวลา (Cross Correlation)  หรือระหวาง
ตัวแปรนัน้ๆ เปนเกณฑ ถาอนุกรมเวลาแบบมีสหสัมพันธสูง ก็ควรทําการวิเคราะหแบบหลายมิติ ถาไมมี
สหสัมพันธกต็องวิเคราะหแบบ 1 มิติ 
 
ตารางท่ี 2.1 การแบงชนิดของอนุกรมเวลาในการวิเคราะหสโตแคสติก 
      Unidimensional (Univariate)       Multidimensional (Multivariate) 

- time      -   multisite 
- line      -   multipoint 
- counting series (no. of rainy days)  -   multivariate 

For example For example   
- flow at a gagging station 
- average rainfall over an area  
- aggregated flow over watershed                          

- flow at several points  
- different kinds of series at one point (several 
water quality parameters at one point) ….such 
as BOD, COD, DO, … 

 No cross correlation exists. Cross correlation exists.                                         

 
2.2 ชวงเวลาของอนุกรมเวลา (Time Interval) 

อนุกรมเวลาทางอุทกวิทยาจะมีชวงเวลาในการเก็บขอมูลหลายระดับข้ึนอยูกับความตองการใชงานเปน
หลัก ถาเก็บตอเนื่องตลอดเวลา เชนเก็บดวยเคร่ืองเก็บและบันทึกขอมูลอัตโนมัติ (Automatic Recording Machine) 
จะไดขอมูลแบบตอเนื่องเพ่ือใชในงานเฉพาะดานเชนการศึกษาความรุนแรงของพายุ นอกจากนี้อาจมีการเก็บและ
บันทึกขอมูลเปนรายช่ัวโมง รายวัน รายสัปดาห รายเดือนหรือรายป ชวงเวลาของอนกุรมเวลาจะมีผลตอการแสดง
อิทธิพลขององคประกอบตางๆของอนุกรมเวลาโดยเฉพาะอยางยิ่ง Periodic Component ดังตารางท่ี 2.2 

  



 2-2 

ตารางท่ี 2.2  การแบงชวงเวลาและอิทธิพลขององคประกอบของอนุกรมเวลา 
Time Interval Components of Time Series 
0 (Continuous Series) All Components + Randomness 
Hourly Daily / Annual Cycles + Randomness 
Day, week, month Annual Cycle + Randomness 
Annual No cycle + Randomness 

 

2.3 คุณสมบัตท่ัิวไปของอนกุรมเวลาทางอุทกวิทยา (General Properties of Hydrologic Time Series) 

 
ตามท่ีกลาวแลวในบทท่ี 1 อนุกรมเวลาทางอุทกวิทยาประกอบดวย 4 องคประกอบท่ีสําคัญ คือ 
(1) Over year trend and other deterministic changes (trend + jump) 
(2) Cycle or periodic change of day and year 
(3) Almost  periodic such as tidal 
(4) Stochastic or randomness 
 
รูปท่ี 2.1 แสดงกราฟอนุกรมเวลาซ่ึงมีองคประกอบตางๆ และการพลอตแยกแตละองคประกอบของ

อนุกรมเวลา รูปท่ี 2.2 แสดงองคประกอบทาง Stochastic และ Deterministic ในอนุกรมเวลา รูปท่ี 2.3 แสดง
อนุกรมเวลาแบบตางๆ เปรียบเทียบกนั 

 
 
 
 
 
 
 
 

Time Series = Trend + Periodic + 
Catastrophic + Random 
 
y(t) = y1(t+ y2(t+ y3(t+ y4(t) 

รูปท่ี 2.1 Time series components 
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รูปท่ี 2.2 Time Series Containing Stochastic and Several Types of Deterministic Components 

 

รูปท่ี 2.3 Several Realizations of Stochastic Process 
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รูปที่ 2.4 แสดง Correlogram ของอนุกรมเวลาที่มีโครงสรางแบบ Independent Noise, 
Autoregressive และแบบ Periodic รูปท่ี 2.5 แสดง Correlogram ของอนุกรมเวลาที่มี Periodicity แบบ
หลายความถี่ รูปท่ี 2.6 แสดง Correlogram ของอนุกรมเวลา (zt) และ Residuals (et) ของ 
Autoregressive Model ลําดับท่ี 1 

 

 
 

รูปท่ี 2.4 Correlogram 
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Et = Xt + Tt  mt 

St 

รูปท่ี 2.5 Periodic Correlogram 

 

 

รูปท่ี 2.6 River Thames at Teddington Weir (82 years of monthly flows) 
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รูปท่ี 2.7  แสดง Spectral Density Function ของอนุกรมเวลาท่ีใชคํานวณ Correlogram ในรูปท่ี 2.5 ซ่ึงมี
หลาย Periodicity Spectral Density Function คือการวิเคราะหอนกุรมเวลาบน Frequency Domain ขณะท่ี 
Correlogram คือการวิเคราะหอนุกรมเวลาบน Time Domain ซ่ึงจะเหน็ไดวาผลการวิเคราะห Spectral Density 
Fucntion มีขอดีคือจะทําใหเห็นอิทธิพลของ Periodic ของความถ่ี 

 

รูปท่ี 2.7 Periodic components of 30 years runoff record, ELK river at Clark, Colorado, USA. 

12, 6, 4 and 3-month periods present (2) 12-month period removed (3) 12 and 6-month periods 
removed (4) 12, 6 and 4-month periods removed (5) all periods removed (Reproduced from 
L.A. Roesner & V.N. Yevjevich (1966) Mathematical Models for time series of monthly 
precipitation and runoff, hydrological paper no. 15, Colorado State University) 
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2.4 สหสัมพันธในตัวเอง (Autocorrelation) 
 

สหสัมพันธในตัวเอง คือการวิเคราะหอนุกรมเวลาใน Time Domain เพื่อดูวาอนกุรมเวลานั้นๆ มี
องคประกอบทาง Stochastic และ Deterministic อะไรบาง รูปท่ี 2.8 แสดง Correlogram ของอนุกรมเวลาท่ีมาจาก 
Random Process เปรียบเทียบกับอนุกรมเวลาท่ีมาจาก Periodic Process  Autocorrelation Coefficient ท่ี Lag ตางๆ 
สามารถคํานวณไดจากสมการ 2.1 หรือ 2.2 
 

))t(x(VAR

))t(x),t(x(COV
)(


                                    [2.1] 

 

))t(x(VAR))t(x(VAR

))t(x),t(x(COV
)(




                                         [2.2] 

 

รูปท่ี 2.8 Typical Correlogram (a) Random Process (b) Random Process Superimposed on a 

Periodic Process 
 
 
2.5 Spectral Analysis  
  

Periodicities สามารถหาไดโดยการวิเคราะหอนกุรมเวลาบน Frequency Domain หรือการหา Spectral 
Density Function (SDF) 
 

FrequencyofInterval
Variance)f(SFunctionDensitySpectral                                      [2.3] 

 เม่ือ  
f  = Frequency (cycle/unit time) 

 w = Angular Frequency (radians/unit time) = 2f 

 S(w)  = S(2f) = 2S(f)        [2.4] 
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2.5.1 Spectral Density Function Versus Autocorrelation Function 

 
  

  SDF และ ACF มีความสัมพนัธกันดังรูปท่ี 2.9 และสมการ 2.5 และ 2.6 

 



  d)f2cos()(2)f(S                   





 df)f2cos()f(S)(                    

= 0; (0) = 1, cos(0) = 1 

 
 0.1df)f(S                                    

 
 

 

รูปท่ี 2.9 ความสัมพันธระหวาง SDF และ ACF 

 
 



  d)f2cos()(2)f(S                                                                                                       [2.5]





 df)f2cos()f(S)(                                                                                                      [2.6] 

 

ให )f(Ŝ คือคาประมาณของ S(f) ในสมการท่ี 2.5 ซ่ึงจะหาไดจาก Numerical Integration ของสมการ 2.5  จะได 

Sample SDF )f('Ŝ ดังสมการ 2.6 หลังจากนัน้จึงนําคา )f('Ŝ ไปหาคาเฉล่ียจะได คา )f(Ŝ ท่ีตองการ 
 
 










t
2

)t2f2cos()2(rtf2cos()1(r
t

2

)tf2cos()1(r)0cos()0(r
[2)f('S  

           +……………………. 

           + ]t
2

)tfm2cos()m(r)t)1m(f2cos()1m(r



                                                 





















 )tfm2cos()m(r

1m

1k
)tfk2cos()k(r2)0(rt)f('S                                                           [2.7] 
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ถา f=1 

)tm2cos()m(r)tk2cos()k(r
1m

1k
2)0(rt)1('S 





 





                                                        [2.8] 

 

t2

1
Nf


           (Nyquist frequency)                                                                         [2.9] 

      
m

Nkf
f                                                                                                                     [2.10] 

               
4

N
Lag.Maxm   

                k  =  lag k 
 
 

 (k)  = 0 for   k0…..independence 
 
(Time Domain) 
 
 
 
 

(Frequency Domain) )f
m

k
f(   

 
2.5.2 วิธีการคํานวณหาคาประมาณของ SDF )f(Ŝ  
 

คาประมาณของ SDF )f(Ŝ  จะหาไดโดยการหาคาเฉล่ียของ )f('Ŝ ซึ่งคํานวณจากคา k ตั้งแต 0 ถึง m 

(Maximum Lag) ดังนี้ (ดูรูปท่ี 2.10) 
k=0, 
f=kfN/m=0  )(')0('5.0)0(

m

f
SSS  

                                                                [2.11] 

 
0<k<m  
f= kfN/m 








 






 






 
m

f
)1k('S25.0

m

kf
'S5.0

m

f
)1k('S25.0)

m
Nkf

(S


 

 for     k=1,2,……………,m-1                                                                          [2.12] 
 
k=m, 
f=fN 







 )f('S)

m

f
)1m(('S(5.0)f(S


                                                [2.13] 
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รูปท่ี 2.10  วิธีการคํานวณหาคาประมาณของ SDF )f(Ŝ  
 

ตัวอยางการคํานวณหา ACF และ SDF สําหรับอนุกรมเวลาแบบ Periodic แบบ Cosine ซ่ึงมีความถ่ีเทากับ 
1/12 (Yt= cos(2k)/12 ) และ แบบคาแฉล่ียของ 3 Cosine ซ่ึงมีความถ่ี เทากับ 1/6, 1/12 และ 1/24 (Yt= 
{cos(2k)/6+ cos(2k)/12+ cos(2k)/24}/3) แสดงอยูในรูปท่ี 2.11 และ 2.12 ตามลําดับ  

ตัวอยางการคํานวณหา ACF และ SDF สําหรับอนุกรมเวลาของปริมาณการไหลสูงสุดของ Kentucky 
River แสดงอยูในรูปท่ี 2.13 และตัวอยางการคํานวณหา ACF และ SDF สําหรับอนุกรมเวลาของปริมาณนํ้าทาราย
เดือนของ Cave Creek แสดงอยูในรูปท่ี 2.14 

 
รูปท่ี 2.11 (a) cos(2k)/12 (b) its correlogram (c) spectral density 



รู

รูปท่ี 2

รูปท่ี 2.13 (a)

2.12 (a) Sum

) Kentucky 

m of 3 cosin

River Peak

nes (b) its co

 

k Flows and 

orrelogram 

its Correlog

(c) spectral

gram (b) Sp

 density 

pectral Dens
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sity 



 
2.6 คุณสม
 

คา
Coefficien

 

x

 

2s

 

g

 

รูปท่ี 2.14 

บัตทิางสถิติพื

าสถิติพื้นฐาน
nt) Autocovar





 ~

N
tx

1t
 

N

xtx(
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1t
tx(
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Time Series) 
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y 

kewness 

[2.14] 

2.15] 

2.16] 
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การแจกแจงความนาจะเปนอาจมีคาสัมประสิทธ์ิความเบเปนบวกหรือลบก็
ได ถามีคาเปนบวกเรียกวาเบขวา ถามีคาเปนลบเรียกวาเบซาย ดังรูป  

g  =  0 (Normal) 
 
g  >  0 (Right Skewed)  
 
g  <  0 (Left Skewed) 

)xktx)(xtx(
kN

1t1k

1
kc 




                                                    [2.17] 

เม่ือ 0<k<N ; k=lag 

Lag k Autocovariance แสดงถึงระดับ Linear Auto-dependence หรือ Self Dependence ระหวางอนุกรม
เวลา 










N

1t

2)xtx(

)xktx)(xtx(
k

1t

oC
kC

kr  k                                                          [2.18] 

= Lag k Autocorrelation coefficient = Serial Correlation Coefficient 

= Autocorrelation Function (ACF) 

 

 
 

r0=1 
 11r  1st Serial Correlation Coefficient 

 

Alternative for calculating  rk 

  

 
















kN

1t

kN

1t

2
ktkt

2
tt

kN

1t
ktkttt

k

)xx()xx(

)xx)(xx(

r                            [2.19] 

Complex Characteristics of Periodic Time Series(Nonstationary) 
 

Xv,t=  periodic time series 
v= year ;  = time interval within year, =1,..w for monthly time series w=12 
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Periodic or Seasonal statistics  
 

w,,.........1;
1v

,vx
N

1
x 




                                                        [2.20] 

22)
N

1v
x,vx(

1

12s 



                                                         [2.21] 










 3s)2N)(1N(

1v

3)x,vx(
N
1

g
                                          [2.22] 

 
 







 
 

 ,k
k.

N

1v
kk,v,v
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)xx)(xx(
N
1

r  

                                                                                                                                 [2.23] 
If -k<1  i.e.  -k=12-12=0 ;  

 
=12 

 

k.

k
1N

1V
k,1v,v

,k ss

)xx)(xx(
1

1

r










 
                                 [2.24] 

 
 

2.7 คุณสมบัตท่ีิเก่ียวกับภาวะความแหงแลงของอนุกรมเวลา (Drought Related Characteristics  of Time Series) 

  
กําหนดใหอนกุรมเวลาคือปริมาณนํ้าตนทุนในแตละเดือน{xt: x1, x2 ,…., xN } และความตองการน้ําราย

เดือนซ่ึงกําหนดใหมีคาคงท่ีเทากับ y สถานการณน้ําในแตละเดือนจะแบงออกไดเปน 2 แบบ คือ เดอืนท่ีมีน้ํามาก
พอ (Surplus) และเดือนท่ีขาดนํ้า (Deficit) ดังนี ้

 
xt < y; Deficit หรือ Negative Run  
xt > y; Surplus หรือ Positive Run  
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[2.25] 

[2.26] 

[2.27] 



 2-16

 ถา N และ y เพิ่ม จะมีผลทําให คาสถิติ 
*
Nl,)l(Ns,Nl  เพิม่ข้ึนดวย 

 

 
 

2.7.2 Run Sum, d(j) 

Run Sum (d(j)) หมายถึงผลรวมปริมาณการขาดนํ้าในชวง Run Length (l(j)) ใดๆ จากรูปท่ี 2.15  จะ
เห็นไดวามีการขาดน้ํา 5 คร้ัง ปริมาณการขาดนํ้าในแตละชวงมีคาเทา d(1)=8, d(2)=1, d(3)=3.5, d(4)=9 และ 
d(5)=0.2 Run Sum เปนตัวแปรสุมเหมือน Run Length มีคาสถิติท่ีสําคัญคือ คาเฉล่ีย คาสวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน
และคาพิสัยสูงสุด คา Run Sum และคาสถิติสามารถคํานวณหาไดจากสมการ 







1)j(jt

jtt
)tXy()j(d



                                                      [2.28] 

จากรูปท่ี 2.15, ท่ี j=1, t1=5, l(1)=4
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  ))M(d),......,1(d(MaxN
*

d                                               [2.31] 
 

 
2.8 Storage Related Characteristics of Time Series 
 

 คุณสมบัติของอนุกรมเวลาท่ีเกี่ยวของกับการเก็บกักน้ํา (Storage) คือ Partial Sums ถากําหนดให  
อนุกรมของน้าํทาคือ {xt: x1,……………,xN } จะสามารถคํานวณหา Partial Sums(Si)ไดจากสมการ 

 

N,...,1i;NXiX1iSiS                                                          [2.32] 
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เม่ือ  

iS   =  Partial Sums (Use capital letter S) 
S0  =  0 





N

1i
iX

N

1
NX

 

 





N

1i

2)NXiX(
N

1
Ns

     (Use small letter s)                                 

เม่ือทราบ Si จะสามารถคํานวณหา Range of Partial Sums ไดจากสมการ 

 )NS,.......,1S,oS(Min)NS,.......,1S,oS(Max
N

1
NR

s
                      [2.33] 

เม่ือ 
RN=  Range (Rescaled Range) of Partial Sums 
แนวคิดของ Partial Sums จะสามารถนําไปใชในการขนาดของอางเก็บน้ําได เชนวิธีหาขนาดอางเก็บน้ํา

ของ Rippl ดังรูปท่ี 2.16 
 

 

รูปท่ี 2.16 Rippl Diagram for Determining Minimum Capacity of Reservoir to deliver NX  

 

ถามีอนุกรมเวลา M ชุด แตละชุดมีขนาด N จะสามารถคํานวณหาคา RN(j) เม่ือ j=1,….,M  ได ถานํา RN(j) 
ไปหาคาเฉล่ีย จะได คา Mean Range ดังสมการ 
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         Mean Range, 



M

1j M
)j(NR

NR                                                              [2.34] 

 
 
 

เม่ือนํา NR ไปพลอตเทียบกับ N ในกระดาษ Log-Log จะไดกราฟเสนตรงท่ีเรียกวา Hurst Phenomena ดัง
รูปท่ี 2.17  

 
รูปท่ี 2.17 Hurst Phenomena  

 
ให hN = ความลาดชันของเสนตรง ซ่ึงจะแปรผันตามคา N ดังนี ้
ถา   hN  ½ อยางรวดเร็วแสดงวาอนุกรมเวลาเปนแบบ Short Memory 
ถา   hN  ½ อยางชาๆแสดงวาอนุกรมเวลาเปนแบบ Long Memory 
ถา    hN ≠ ½ แสดงวาอนกุรมเวลาเปนแบบ Inifinite Memory 

 
 

2.9  การทดสอบ Non-homogeneity และ Inconsistency ของอนุกรมเวลาทางอุทกวิทยา 
 

Non-homogeneity และ Inconsistency ของอนุกรมเวลาทางอุทกวิทยา เชน Trend หรือ Jump (Slippage) 
ทางสถิติสามารถทําไดดังนี ้
 

(1)  Fitting Trend Function  

m
mt tbtbtbbX  .....2

210                                           [2.35] 

ทําการทดสอบวา 0.....,, .10 mbbb  

 

            (2) การทดสอบผลตางระหวาคาเฉลี่ยโดยใช t-Test 
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       0: 210  H                                                                                        [2.36] 

       0: 211  H                                                                                          [2.37] 
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   ถา   2, 21
2 



t

t
                   ………Reject Ho                            [2.40]  

 

(3) การทดสอบสัดสวนคาความแปรปรวนโดยใช f-Test ดังรูปท่ี 2.18 

Ho : 1
2

2

2
1 




                                                                                                            [2.41] 

H
1 
: 1

2
2

2
1 




                                                                                                           [2.42] 

f = 
2

2

2
1

S

S
                                                                                                                  [2.43] 

f > 2v,1v,
2

f           ………Reject Ho                                                                    [2.44]            

 
f< 

 
 

 
1v,2v,

2

f

1
or

2v,1v,
2

1
f

   …….Reject Ho
                                                    [2.45]            
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2.10 คุณสมบตัิของอนุกรมเวลารายป (Characteristics of Annual Time Series) 

 
ผลการศึกษาอนุกรมเวลาของฝนรายปจาก 1411 สถานีในสหรัฐอเมริกาพบวาอนกุรมเวลาท้ังหมดมี

ลักษณะเปน Independent Stationary Process 
Independent หมายความวาฝนปนี้ไมไดข้ึนอยูกับฝนปกอนหนานัน้ หรือ Correlogram แสดงวาไมมี 

Serial Correlation 
Stationary  หมายความวาพารามิเตอรของอนุกรมเวลาไมเปล่ียนไปตาม 
 
รูปท่ี 2.20 แสดงอนุกรมเวลาของฝนรายปท่ี Ft.Collins โคโลราโดมีลักษณะเปนอนกุรมเวลาแบบ 

Independent เนื่องจาก r1 มีคานอยมาก ผลการทดสอบเช่ือไดวา =0 รูปท่ี 2.21 แสดงอนุกรมเวลาของน้ําทารายป
ของแมน้ํา Danube ท่ี Orsova รูมาเนีย ซ่ึงมีลักษณะเปนอนุกรมเวลาแบบ Dependent เนื่องจาก r1 มีคาเทากับ 0.1 
ผลการทดสอบเช่ือไดวา 01   
 

รูปท่ี   2.20 Annual precipitation series at Ft. Collins, Colorado, for period 1887-1978 (92 years), 

in modular coefficients Pt/ P  with Pt= annual values and P = 14.57 inches= annual mean. 

รูปท่ี  2.21  Annual runoff series of Danube river at Orsova, Romania, for 120 years (1837-1957) 

in modular coefficients, Q/Qt  with Qt= annual value and Q  = annual mean. 
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วิธีการทดสอบความเปนอิสระ (Test of Independence) 

(1) Correlogram (Time Domain) 
(2) Spectral Density (Frequency Fomain) 

 

2.10.1 Correlogram Test 

 

ถา Correlogram ท่ี k > 0 มีคาอยูนอก Probability Limit ดังสมการ 2.46 และ 2.47 แสดงวาเปนอนกุรม
เวลาแบบ Independent  ในทางตรงกันขาม ถา Correlogram ท่ี k > 0 มีคาอยูใน Probability Limit แสดงวาเปน
อนุกรมเวลาแบบ Dependent 

 
kN

1kN96.11
%95kr 


                                                                                   [2.46] 

 
kN

1kN326.21
%99kr 


                                                                                             [2.47] 

 

 

ตัวอยาง Correlogram ของอนุกรมเวลาของน้ําทารายปของแมน้ํา 4 สายในยุโรป คือ แมน้ํา Gota ใน
สวีเดน แมน้ํา Nemunas ใน Lithuania  แมน้ําRhine ใน Basle, Switzerland และแมน้าํ Danube ใน Orsova 
โรมาเนีย แสดงอยูในรูปท่ี 2.22 พบวาอนกุรมเวลาของน้ําทารายปของแมน้ํา Rhine และ Danube เปนอนุกรมเวลา
แบบ Independent ขณะท่ีอนุกรมเวลาของน้ําทารายปของแมน้ํา Gota และ Nemunas เปนอนุกรมเวลาแบบ 
Dependent 

  

รูปท่ี  2.22 Correlograms of annual runoff series of 4 European rivers; Gota river in Sweden 

(N=150), Nemunas river in Lithuania (N=132), Rhine river at Basle, Switzerland (N=150), Danube 
river at Orsova, Romania (N=120). Probability limits at the 95% level are given for the normal 
independent variables for two lengths, N=150(max) and N=120 (min), (Yevjavich, 1964) 
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รูปท่ี 2.23 แสดง Correlogram ของอนุกรมเวลาของน้ําทารายป ฝนรายป 1st Autoregressive Model ของ

น้ําทา และ 95% Probability Limits ซ่ึงแสดงใหเห็นวาอนุกรมเวลาของน้ําทาเปน Dependent ขณะที่อนุกรมเวลา
ของฝนเปน Independent 
 
 

 
รูปท่ี  2.23 Correlograms of St.Lawrence river at Ogdensburg, NY: (1) rk of annual runoff series, 

(2) rk of annual effective precipitation series, (3) correlogram of first order autoregressive model, 
(4) probability limits at 95% level for normal independent variables with N=97. 
 
 

รูปท่ี 2.24 แสดง Spectral Density ของอนุกรมเวลาของฝนรายปในภาคตะวันตกเฉียงเหนือของประเทศ
สหรัฐอเมริกา ซ่ึงมีคา Spectral Density ประมาณ 2 แสดงวาเปนอนกุรมเวลาแบบอิสระ รูปท่ี 2.25 แสดง Spectral 
Density ของอนุกรมเวลาของน้ําทารายปของแมน้ํา Gota ใน Vanersburg ประเทศ Sweden เปรียบเทียบกับ Fitted 
Spectral Density ของแบบจาํลอง AR(2) Spectral Density ของ residuals และ Expected spectrum ของอนุกรม
เวลาแบบอิสระ 

 
รูปท่ี 2.24 Average variance spectrum of 231 annual (homogeneous) precipitation series of 
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northwest area of USA (area  between longitudes 94 and 85 and latitude 63.5 and Canadian-USA 
border. 

 

 
รูปท่ี 2.25 Spectra of annual flow series of Gota river at Vanersburg, Sweden, for 150 years; (1) 

estimated spectrum (2) fitted spectrum of second autoregressive model (3) spectrum of residuals 
and (4) expected spectrum of independent series. 
 

2.10.2 สรุปคณุสมบัติของอนุกรมเวลาราบป (Summary of Annual Series Characteristics) 

(1) อนุกรมเวลารายปของฝน น้าํทา และอัตราการระเหยถือวาเกดิจากกระบวนการสโตแคสติก 
(2) อนุกรมเวลารายปมีโครงสรางแบบ Dependent เนื่องจากกระบวนการธรณีฟสิกสของน้ําในลุมน้ํา 

(3)
  

อนุกรมเวลายิง่ระยะยาว (Long Time Series) ยิ่งจะมี Non-homogeneity เกิดข้ึนท้ังเนื่องจากคนและ
ธรรมชาติ และยิ่งมี Systematic Error หรือ Inconsistency เกิดมากข้ึน  

(4) อาจมีการเปล่ียนแปลงคุณสมบัติทางสถิติของอนุกรมเวลาซ่ึงไมไดเกดิจาก Non-homogeneity และ
Inconsistency แตเกดิจากการเปล่ียนแปลงทางภูมิศาสตรในพื้นท่ีหรือของภูมิภาคนัน้ๆ 

 

2.11 คุณสมบตัิของอนุกรมเวลาแบบ Periodic  
 

อนุกรมเวลาแบบ Periodic เชนรายฤดูกาล รายเดือน รายสัปดาหและรายวัน อาจมีคุณสมบัติทางสถิติคลาย
หรือตางจากอนุกรมเวลารายปได สวนท่ีตางคืออนุกรมเวลาแบบ Periodic จะมีคาสถิติแบบ Periodic สวนท่ีเหมือน
คือโครงสรางแบบ Dependent ซ่ึงมีคาคงท่ี  ( k, )ดังนั้นแบบจําลอง AR จึงสามารถทําไดท้ังแบบ Constant 
Coefficients และแบบ Periodic Coefficients   

ถา xv คืออนุกรมเวลาแบบ Periodic สามารถแปลงเปนอนุกรมเวลาแบบมาตรฐานไดจากสมการ 2.48 
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s

xx
z ,v

,v                                                                                                       [2.48] 

เม่ือ zv คือ Standardized Series ท่ีกําจัดคา X และ S  แลว   
คา Periodic Skewess สามารถกําจัดไดโดยการ Taking Logarithmic 
ตัวอยางอนกุรมเวลาแบบ Periodic รายวนัของอัตราการไหลของน้ําในแมน้ํา Boise รัฐ Idaho แสดงอยูใน

รูปท่ี 2.26 อนุกรมเวลาของอัตราการไหลของน้ํารายเดือนท่ีสถานี 11B.402  Middle Fork ของ American River ใกล
เมือง Auburn รัฐ California แสดงในรูปท่ี 2.27 สวน Correlograms ของ Logarithms ของ Original Monthly Flow 
(yt Series) และ ของ zt  Series ของสถานี 11B.402 แสดงอยูในรูปท่ี 2.28 

 

 
รูปท่ี 2.26 Daily flows of Boise river, Idaho, USA for year 1921. 

รูปท่ี 2.27 Monthly river flows for station 11B.402, Middle Fork of American river near Auburn, 
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California for period 1931-1960 (Roesner and Yevjavich, 1966) 
 
 

รูปท่ี 2.28 Correlograms of (a) logarithms of original monthly river flows (b) series on log-domain 

after removing periodic mean and periodic standard deviation for station 11B.402, Middle Fork of 
American river near Auburn, California (Roesner and Yevjevich, 1966) 

 
 

Periodic Correlograms ของอนุกรมรายวนั ราย 3วัน ราย 7 วัน และราย 13 วัน ของ Log Series ของแมน้ํา
Tioga แสดงอยูในรูปท่ี 2.29  
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รูปท่ี 2.29  Periodic correlograms of daily, 3-day, 7-day and 13-day series for log-transformed flows 

of Tioga river (1) r(1,t) computed from eq. 2.11, (2) smoothed r(1,t) using Fourier (trigonometric) 
series and (3) mean of r(1,t) (Tao et al., 1976) 

 
 

2.12 คุณสมบตัิของอนุกรมเวลาแบบ Multivariate (Characteristics of Multivariate Time Series) 
 
Lag k Autocorrelation และ Lag k Cross Correlation ของอนุกรมเวลาแบบ Multivariate สามารถคํานวณ

ไดจากสมการ 2.49 
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Correlation Matrix ของ n อนุกรมเวลา แสดงอยูในสมการ 2.50 
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Periodic Lag k Cross-correlation สามารถคํานวณไดจากสมการ 2.51 และ 2.52 
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                             [2.52] 

 
 

 จากขอมูลฝน 79 สถานีใน Upper Great Plains ของสหรัฐอเมริกา ในรูปท่ี 2.30 สามารถนํามาสราง 
Isocorrelogram ของ 52 สถานีซ่ึงมีความสัมพันธกับสถานีอ่ืนๆ ไดดังรูปท่ี 2.31 กราฟแสดงความสัมพันธระหวาง 
Lag-zero Cross Correlation Coefficient (ro)กับ Interstation Distance (d) แสดงอยูในรูปท่ี 3.32 และ Isolines ของ
ฝนรายเดือนท่ีสังเคราะหืข้ึนใหม 30 ป แสดงอยูในรูปท่ี 2.33  
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- ro=exp(-0.00418d) 
- mean, standard deviation 
of multivariate varies with 
latitude, longitude, altitude) 
- regional characteristics 

รูปท่ี 2.30 Study area and location of 79 stations of precipitation in Upper Great Plains of USA 

(after Tase, 1976) 
 

 
รูปท่ี 2.31 Isocorrelogram patterns for series of station 52, as correlated with all other station series 

for residual independent series, monthly precipitation in upper Great plain of USA (after Tase, 
1976) 
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รูปท่ี 2.32 Lag-zero cross correlation coefficient ro versus interstation distance (d) and fitted 

function r=exp(-0.00418d) for stochastic component of monthly precipitation in Upper Great 
Plains of USA (after Tase, 1976) 

 
รูปท่ี 2.33 Isolines of 30 year generation monthly mean for precipitation of Upper Great Plains. 

 

2.13 เอกสารอางอิง 
Salas. J, J.W.Delleur, V.Yeyjavich and W.L Lane. 1980.  Applied Modeling of Hydrologic Time Series. 

Water Resources Publications.  USA. pp.484 
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บทที่ 3 
หลักการและเทคนิคทางสถิติสําหรับการจําลองอนุกรมเวลา

STATISTIC PRINCIPLES AND TECHNIQUES FOR TIME SERIES MODELING
 

เนื้อหาท่ีจะกลาวถึงในบทที่ 3 
 

o การประมาณคาพารามิเตอรของแบบจําลอง (Estimating Model Parameters) 
o การแปลงอนุกรมเวลาใหมกีารแจกแจงแบบปกติ (Transforming Skewed Variables into Normal 

Variables) 
o การประมาณคาพารามิเตอรแบบ Periodic ดวย Fourier Series (Estimating Periodic Parameters by 

Fourier Series) 
o การใชเมทริกซในการประมาณพารามิเตอรของแบบจําลองแบบหลายตัวแปร (Matrix Approach for 

Estimating Parameter of Multivariate Models)  
o การทดสอบความเหมาะสมของแบบจําลอง (Goodness of Fit Test of Model) 
o การรักษาคุณสมบัติทางสถิติของตัวอยางและ การจํากัดจํานวนพารามเิตอร (Preservation of 

Historical Statistics and Parsimony of Parameters) 
o การสังเคราะหขอมูลใหมและการพยากรณ (Generation and Forecasting) 

 
3.1 เทคนิคการประมาณคาพารามิเตอรเบื้องตน (Basic Estimation Techniques) 

 
เทคนิคการประมาณคาพารามิเตอรเบื้องตนมี 3 วิธีคือ  
(1) Method of Moment 
(2) Method of Least Square 
(3) Method of Maximum Likelihood 

 
3.1.1 วิธีการตรวจสอบความเหมาะสมของการประมาณคาพารามิเตอร (Goodness of Fit of 

Estimators) 
การตรวจสอบความเหมาะสมในการประมาณคาพารามิเตอร จะพิจารณาจากเกณฑดังตอไปนี ้
(1) Bias or Unbias          
(2) Efficiency (Efficiency Estimator คือคาประมาณที่มีคา  MSE นอยที่สุด หรือ Minimum MSE)       
(3) Consistency (หมายความวาถา N เพิ่ม คาประมาณจะเขาใกลคาพารามิเตอรมากขึ้น หรือ α̂ มีคา

เขาใกล α) 
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(4) Sufficiency หมายความวามกีารใชขอมูลมากที่สุด (Maximum Use of the Information Contained 
in the Data) 

 
3.1.2 คาประมาณแบบ Unbiased (Unbiased Estimator) 

 
 ให  α̂ =  ตัวประมาณคา (Estimator) 
  α =  พารามิเตอร (Parameters) 
 ถา ( ) α=αΕ ˆ  แสดงวา α̂ คือ Unbiased Estimator 
 ถา ( ) α≠αΕ ˆ  แสดงวา α̂ คือ Biased estimator 
 )ˆ(EBias α−α=                                                                                                                    [3.1] 
  

3.1.3 Efficient Estimator  
คาประมาณทีม่ีประสิทธิภาพหมายถึงคาประมาณที่มีคา Mean Square Error (MSE) ต่ําสุด จากสมการ

ที่ 3.1  
Bias ( )α−α= ˆE  
Estimation Error  α−α= ˆ                                                                                         [3.2] 
MSE ( )2α−α= ˆE  

 ( ) ( )( )[ ]α−α−α−α= ˆEˆ)ˆ(EE 2 
 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]α−αα−α−α−α+α−α= ˆEˆˆEEˆEˆEˆEE 222  
 ( )( ) ( ) ))ˆ(Eˆ(E))ˆ(E(ˆVarˆE α−αα−α−α+α−α= 22  ;   ( )( ) 0ˆEˆE =α−α      
 ( ) ( )( )2α−α+α= ˆEˆVar             

( ) 2BiasˆVar +α=                                                                              [3.3]     
 
∴ MSE จะมคีาต่ําสุด ถา α̂  เปน Unbiased Estimator และ Variance ของ α̂  มีคาต่ําสุด 

 
3.2 Method of Moments 
 
ถา X =  ตัวแปรสุม ซ่ึงมีฟงคช่ันการแจกแจงเทากับ f(x) 

 E ( )rΧ  =  rth Population Moment of X 
  = ( )dxxfx r∫                                                                                                       [3.4] 
 

rΜ  =  rth Sample Moment of X 
  =  ∑

=

N

1i

r
ix

N
1                                                                                                               [3.5] 

    หาพารามิเตอรโดยการโดยใหสมการ 3.4 เทากับสมการ 3.5 rΜ = ( )rXΕ  
 ยกตวัอยางแบบจําลองอยางงาย  

 tx  =  a+b tz                                                                                                                     [3.6] 
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 tz  =  Independent Random Variable with E(Z) = 0 and E(Z2)=1 
 
 E(X)=E (a+bZ) 

         =  a                                                                                                                                [3.7] 
 E(X2)=  E (a+bZ)2 =E(a2+2abZ+b2Z2) 

           =  a2+b2                                                                                                                                                   [3.8] 

 M1 =  ∑
=

N

1i
iX

N
1  

 M2 =  ∑
=

N

1i

2
iX

N
1 = 2b̂2â +  

â  =  ∑ iX
N
1

 ; เนื่องจาก E(X)=a                                                                             [3.9] 

2b̂2â +
 

=  
2

iX
N
1 ∑ ; เนื่องจาก  a2+b2=E(X2) 

b̂  =  22
i âX

N
1

−∑                                                                                                [3.10] 

 
การประมาณพารามิเตอรดวยวิธีโมเมนตจะไดคาประมาณที่ Biased ยกเวนคาเฉลี่ยหรือประมาณโดย

ใชโมเมนตที่ 1 กรณีที่คา Biased ตองมีการปรับแกใหเปน Unbiased ดังตารางที่ 3.1  
 

ตารางที่ 3.1 การปรับแกคาพารามิเตอรใหเปน Unbiased 

Estimator Unbiased Biased 

2s  = ( )∑ −
−

2
i XX

1N
1  = ( )∑ −

2
i XX

N
1

 

g =  ( )( ) ∑ −
−− 3

3
i

S
)XX(.

2N1N
N  =  ∑ −

3

3
i
S

)XX(  

 
คาประมาณจะ Asymptotically Efficient หรือ Unbiased + Minimum MSE เมื่อ N→  ∞ 

 
 
3.3 Method of Least Square Estimate 
 
 
อนุกรมตัวอยาง { Ny...,..........,.........2y,1y:ty }

แบบจําลอง      yt  =   f ( 1−ty  , 2−ty , …; 1α ,…, pα )+ tε

พารามิเตอรแบบจําลอง =  1α ,…, pα

Sample Estimates =  1

∧

α ,…, p

∧

α  

tε  =  Residuals or Error Series with E( tε ) = 0 and Variance = 2
εσ  

SSE =  2
tε∑                                            
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=  2

ppt2t1tt )),...,;y,...y,y(fy( 1

∧∧

−−− αα−∑  

 
=  2)(

∧

−∑ tt yy                                                                         [3.11] 
2

1

)( tt yy
∧

∧ −
∂

∂ ∑
α

 =  0 

2
tt

2

)yy(
∧

∧
−

α∂

∂
∑  = 0 

.....  

2
tt

p

)yy(
∧

∧ −
α∂

∂ ∑  =  0 

Least Square Estimate ถือวาเปน  Efficient Estimate (Min.MSE)
 

ตัวอยางที่ 3.1 Least Square Estimate ของแบบจําลอง AR(1)       
AR(1) Model 

             yt =  tty εφ +−1                                                                                                                       [3.12] 
             E( ty ) =  0 
             E( tε ) =  0 
         Var( tε ) =  2

εσ  
กําหนดอนุกรมเวลาตัวอยางคือ { }Ny.......,,.........2y,1y  

           ∑
=

N

t
t

1

2ε           =  2
1

1

)( −
=

∧

∑ − t

N

t
t yy φ  

                     =  2
1

2

)( −
=

∧

∑ − t

N

t
t yy φ  เนื่องจากไมมีคา yt-1=y0ในอนุกรมเวลาตัวอยาง 

2
1t1t

1

)yy( −

∧

∧ φ−∑
φ∂

∂     =  0   

)1ty)(1ty
N

2t
1ty(2 −−−∑

=

∧
φ−  =  0 

)yy.y( 2
1t

N

2t
11tt −

=

∧
−∑ φ+−  =  0 

2
1t

N

2t 2t

N
11tt y)y.y( −

= =

∧
−∑ ∑φ+−  =  0 

                                     
∑ −

∑ −=
∧
φ 2

1ty
1ty.ty

1                                                                        [3.13]          
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3.4 Method of Maximum Likelihood  
 

ty  =   f ( 1−ty  , 2−ty  , ………yt-p; 1α ,….…, pα )+ tε                                               [3.14]
 
Sample  Series: (yt; 1y  ,…………, Ny ) 
 

α  =   ( 1α  ,……………, pα )

tε  =   Error Time Series เปน Independent Series 
E( tε ) =   0 
L(.) =   Likelihood  Function                                                                                        [3.15] 

           =   f( 1ε ,…………...…, Nε ;α )                                                             
           =   f( 1ε ;α ).f( 2ε ;α )…………..f( Nε ;α ) เนื่องจาก εt เปน Independent Series  
           

=   );(
1

αεπ t

N

t
f

=
                                                                                                 [3.16] 

LL(.) =   Log  Likelihood  Function 
           =   ln );(

1
αεπ t

N

t
f

=
 

           
=   );(ln

1
αε t

N

t
f

=
∑                                                                                              [3.17] 

ตามหลัก Maximum Likelihood Estimate ตัวประมาณคาที่ดีที่สุดคือตัวประมาณคาทีท่ําใหคา LL(.) มี
คาสูงสุด ดังนั้นตามหลัก Calculus 

(.)LL
ˆ 1α∂
∂    =   0 

....  

(.)LL
ˆ pα∂
∂  =   0 

Maximum  Likelihood Estimates มีคุณสมบัติที่สําคัญคือ Asymptotically Efficient, Consistent และ 
Sufficient Estimates 
 

ตัวอยางที่ 3.2  การหาพารามเิตอรของแบบจําลอง AR(1) โดยวิธี Maximum Likelihood  

yt =   tty εφ +−1  
                tε  =   Random Error Term ซ่ึงมีลักษณะเปน Independent and Normally Distributed ซ่ึงมี  

      E( tε ) = 0 และ Var( tε ) = 2
εσ  

          L(.)   =   f( 1ε ,…, Nε ; 1φ ) 
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                    =   );( 11
φεπ t

N

t
f

=
 

                   
=   

2
t

2
1

e
2

1N
1t

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

εσ
ε

−

εσπ=
π  

                   
=   

∑
=

ε

εσ

σπ

−

ε

N

1t
2
t22

1

e
)2(

1
N

 

 
LL(.) =   

∑
=

ε

εσ
−

σπ ε

N

1t
2
t22

1

e
)2(

1ln
N

 

 
                     

=   ( ) ∑
=

−−
N

t
tN

1

2
22

12ln ε
σ

σπ
ε

ε  

                 LL(.)    =    ( )
2

2
1122

12ln ∑
=

−

∧

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−−−

N

t
tt yyN φ

σ
σπ

ε
ε

 

       (.)LL
ˆ

1φ∂

∂    =   ( )1t

N

2t
1t1t2 yyy2

2
1

−
=

−

∧

ε

−∑
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
φ−

σ
−  = 0 

2

N

2t

2
1t11tt yy.y∑
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
φ−−

=
−

∧

−     =   0 

1

∧

φ     =     
∑

∑

=
−

=
−

N

t
t

N

t
tt

y

yy

2

2
1

2
1.

 

เนื่องจากอนุกรมเวลาตัวอยางไมมีคา y0ดังนั้นจึงไมสามารถหาคา ε1= y1 - φ1y0 ได 
 

 
3.5 การประมาณคาพารามิเตอรโดยวิธี Regionalization (Parameter Estimation by Regionalization) 
 

ในกรณีที่ไมมขีอมูล(Ungaged) หรือขอมูลส้ัน(Short Record) จะไมสามารถใชวิธีการประมาณ
คาพารามิเตอรตามวิธีที่กลาวมาแลว  ในกรณนีี้จะนิยมใชวธีิหาสมการแสดงความสันพนัธระหวาง
พารามิเตอรของแบบจําลองและพารามิเตอรของลุมน้ํา เชนพื้นที่หรือระยะทาง ซ่ึงเรียกวาวธีิการประมาณ
พารามิเตอรแบบ Regionalization  ยกตวัอยางเชน Lag Zero Cross Correlation Coefficient ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ij

0r ของอนุกรม

เวลาฝนรายเดอืนของ  52 สถานีกับสถานีอ่ืนๆ อีก 79 สถานี มีความสัมพันธดังรูปที ่3.1 
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(a) Isocorrelation (lag zero cross correlation) 
pattern of monthly precipitation of Station 
52 and other 79 stations series in the Upper 
Plain of USA. 

(b) ro { }dExp 00418.0−=   
ro = Lag 0 Cross Correlation Coefficient 

รูปท่ี 3.1 การหาพารามิเตอรโดยวิธี Regionalization  
 
3.6 การแปลงขอมูลใหเปนการแจกแจงปกติ (Normalization) 
 

การแปลงขอมูลที่มีการแจกแจงแบบเบ (Non-normal) xt ใหเปนการแจกแจงปกต ิ(Normal) yt มีหลาย
วิธี ดังตอไปนี ้

กรณีอนุกรมเวลารายป (Annual Series) 
(1) การแปลงดวยฟงคชั่น Log 

ถา xt คือฝนหรือน้ําทาซึ่งมีการแจกแจงแบบ Log Normal 2 (2 พารามิเตอร)  

ty =   ( )txLog  จะมีการแจกแจงแบบปกติ ( )y,y;y σμΝ  
2

y

yy

2
1

e
y2

1)y(f
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

σ

μ−
−

σπ
=       ; Y มีการแจกแจงแบบ Normal                                 [3.18] 

( )xf =   
2)xlog(

2
1

y

y

y

e
x2

1 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

σ

μ−
−

σπ
; X มีการแจกแจงแบบ Log Normal                         [3.19] 

และถา tz =   ( )
y

ytxlog
σ

μ−  ∼ ( )1,0;zN ; Z มีการแจกแจงแบบ Standard Normal  
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ถา xt มีการแจกแจงแบบ Log Normal 3 (3 พารามิเตอร). 

ty =   ( )cxlog t −  จะมีการแจกแจงแบบปกติ ( )y,y;y σμΝ โดยมี c เปน Lower Bound 

(2) การแปลงดวย Square Root 
ถา xt  มีการแจกแจงแบบ Gamma 2 (2 พารามิเตอร) 

( )xf  =   ( )
β

−
−α

α αβ

x
1ex

T
1                                                                                            [3.20] 

ty =   tx  จะมีการแจกแจงแบบปกติ
ถา xt  มีการแจกแจงแบบ Gamma 3 (3 พารามิเตอร) 

ty =   cxt −   จะมีการแจกแจงแบบปกติ ( )y,y;y σμΝ โดยมี c เปน Lower Bound 

(3) การแปลงดวย Power Function 
y =   ( )bcxa −                                                                                                             [3.21] 

b= คายกกําลังซึ่งมีคาคงที่ เชน 
4
1,

3
1,

2
1  

กรณีอนุกรมแบบ Periodic  
มี 2 ทางเลือกในการแปลงขอมูล 
ทางเลือกที่ 1: Normalize τ,vx กอนกําจัด τμ และ τσ

ทางเลือกที่ 2: กอนกําจดั τμ  และ τσ  กอนการ Normalization 
ขอเสียของทางเลือกที่ 1 คือ τμ and τσ  ของ Normalized Series ( τ,vy ) ถูกบิดเบือน (Distorted) 

ขอเสียของทางเลือกที่ 2 คือ τ,vy =   
τ

τ−τ

σ

μ
ˆ

ˆx ,v
 มีคาทั้งบวกและลบ ซ่ึงไมสามารถ Take Log ได 

ฟงคชั่นในการแปลงอนุกรมเวลาแบบ Periodic ท่ัวไป 

τ,vy =   ( ) τ
τττ + b

,v cxa                                                                                              [3.22] 
เมื่อ τc =   Periodic Lower Bound  
  ττ ba , =   Other Parameters 

หรือ τ,vy =   ( ) w.....,,.........1;cxlog ,v =τ+ ττ                                                      [3.23] 

กรณีอนกุรมเวลาแบบ Periodic ควรใชฟงคช่ันการแปลงเดียวกันในทกุคาบ τ 
 
3.7  การหาพารามิเตอรแบบ Periodic โดยใช Fourier Series 
 
 τ,vy  =   Normal Periodic Time Series 

 τ,vy  =   τμ + τσ τ,vz  

 τ,vz  =   Standardized Normal Series ซ่ึงอาจเปนอนุกรมเวลาแบบ Dependent ที่มีคา 
Correlation แบบคงที่หรือ Periodic ก็ได 
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AR(1) แบบ Periodic Coefficients 
 τ,vz  =   τ−ττ ε+φ ,v,v, z 11                                                                                  [3.24] 

          φ1,τ คือ Periodic Coefficient = ( )τρ ,kf  

กรณี AR(1):  ττ ρ=φ ,, 11                                                                                                  [3.25] 

คา and, ττ σμ τρ ,k สามารถประมาณคาไดจากอนุกรมตวัอยาง
 
3.7.1 วิธีการประมาณคาแบบ Non-Parametric Approach 
ตามวิธี Non-Periodic จะสามารถประมาณคาพารามิเตอรไดดังนี ้

τx  ∼ τμ  
2sτ  ∼ 

2
τσ  

τg  ∼ τγ  

τ,kr  ∼ τρ ,k  

         uτ   ∼ vτ   
เมื่อ u คือสัญลักษณของตวัประมาณคาแบบ Non-parametric และ v คือพารามิเตอรตามลําดับ 

 
3.7.2 การประมาณคาพารามเิตอรโดยวิธี Fourier Series 
 

τy  =   ω=τ∑
=

τ .........,,.........;y
N

N

t
,v 11

1
                                                                    [3.26] 

τe  =   ω=τ−μ ττ .......,,.........1;y                                                                    [3.27] 

เมื่อ τe  คือคาความผิดพลาดในการประมาณคา Mean โดยวธีิ Non-parametric 

กรณีที ่N นอย τe  จะมีคามาก 

กรณีที ่N มาก ฟงคช่ันของ   τy
   จะ Smooth กวาและ τe  จะมีคานอยกวา 

วิธี Fourier Series จะใหคาประมาณที่ Smooth กวาวิธี Non-parametric  
 

3.7.3 การประมาณคา Fourier Series Coefficients  
 

กําหนดให uτ เปนตัวประมาณคาแบบ Non-parametric  ของพารามิเตอร(vτ) 

ให τv̂ =   Fourier Series Estimates of vτ 

 ω=τ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
τπ

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
τπ

+= ∑
=

τ ...,,.........1:j2sinBj2cosAuv̂
h

1j
jj                                [3.28] 
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 ∑
ω

=τ
τω

=
1

u1u                                                                                                                      [3.29] 

 Aj, Bj =   Fourier Series Coefficients (j=1,……,h) 
j =   Harmonics j 
h =   Total No. of Harmonics and the Last Harmonic 

h =   
2
ω  ถา ω = เลขคู ยกตัวอยาง 6

2
12h ==  

 =   
2

1−ω ถา ω = เลขคี่ ยกตัวอยาง 182
2

1365h =
−

=  

jA  =   h.,,.........1j;j2cosu2
1

=∑ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
τπ

ω

ω

=τ
τ                                                              [3.30] 

jB  =   h.,,.........1j;j2sinu2
1

=∑ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
τπ

ω

ω

=τ
τ                                                               [3.31] 

ถา ω = เลขคู 

Ah =   ∑
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ω

τ
τ ω

τπμ
ω 1

2cos1 h                                                                                       [3.32] 

Bh =   0                                                                                                                        [3.33] 
  

ถาใชทุก Harmonic ในการคํานวณ τv̂  จะไดวา  τv̂ = τu  
ดังนั้น ในการประมาณคาพารามิเตอรจะใชเพียง Significant Harmonics (h*) ซ่ึงนอยกวา  h  
Cumulative Periodogram คือวิธีการหาคา Significant Harmonics  

 
  

3.7.4 Cumulative Periodogram Test (Pi) 
 

MSD(u) =   2

1
)uu(1

∑ −
ω

ω

=τ
τ   = Variance of u                                                             [3.34] 

เมื่อ MSD(u) =Mean Square Deviation of u หรือ Total Variation of u 

MSD(j) =   ( )22

2
1

jj BA +  ; j=1,……….,h                                                                   [3.35] 

 =   Mean Squared Deviation of Each Harmonic (j) 

MSD(u) =   ∑
=

h

j

jMSD
1

)(  ; All harmonics                                                                [3.36] 

Pi =   ∑
=

i

1j

j

)u(MSD
)h(MSD

                                                                                        [3.37] 

เมื่อ Pi = Cumulative Periodogram 
       hj = Significant Harmonic ที่ hj  
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ขั้นตอนการคํานวณหา ∑
=

i

1j
j )h(MSD  แสดงอยูในตารางที่ 3.2 เมื่อนํา Pi ไปพลอตกราฟจะได 

Cumulative Periodogram ซ่ึงสามารถแบงออกเปน 2 สวน Periodic Part และ Sampling Variation Part ดังรูปที่ 
3.2  จุดแบงระหวางสวนทีเ่ปน Periodic และ Sampling Variation คือ Significant Harmonics ถา Sampling 
Variation Part เปนเสนตรงดังรูปที่ 3.2 แสดงวาอนกุรมเวลาเมื่อกําจดัสวนที่เปน Periodic ออกไปแลวจะมี
ลักษณะเปน Independent แตถา Sampling Variation Part เปนเสนโคงดังรูปที่ 3.3 แสดงวาอนุกรมเวลาเมื่อกําจดั
สวนที่เปน Periodic ออกไปแลวจะมีลักษณะเปน Dependent  

 
ตารางที่ 3.2 Calculation of Cumulative Periodogram 

Harmonic MSD 
Rearranged 

MSD* 

Rearranged 
Order 

Harmonic 

Cumulative MSD(hj) 
เม่ือ j=1 to i 

j MSD(j) MSD(hj) i ∑
=

i

j
)hj(MSD

1
 

1 ( )1MSD  ( )1hMSD  1 )h(MSD)h(MSD 1

1i

1j
j =∑

=

=
 

2 ( )2MSD  ( )2hMSD  2 )h(MSD)h(MSD)h(MSD 21

2i

1j
j +=∑

=

=
 

. . .   

. . . i ∑
=

i

1j
j )h(MSD  

. . .   
h ( )hMSD ( )hhMSD h  

Total MSD(u) MSD(u)   
*Re-arranged from most significant harmonics [highest MSD(j)] to least significant harmonics 

1h =   most significant harmonic [highest MSD(j)] 

hh =   least significant harmonic  [lowest MSD(j)] 

∑=
=

i

j

j
i )u(MSD

)h(MSD
P

1  
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Significant harmonics  

 
 
 
 
Daily  
w=365, h=182, h*= 6 
(approx.) 
Monthly 
w=12, h=6 and h*=4 
(approx) 
 
 
                 Observed 

                  Fitted 

รูปท่ี 3.2 Separation of the Cumulative Periodogram into the periodic part for both the observed 
(1) and the fitted (3) and the sampling variation part, also for both the observed (2) and the 
fitted (4) in case of a periodic time series with an independent stochastic component. 
 

รูปท่ี 3.3 Sepeartion of the Cumulative Periodogram into the periodic part, observed (1) and 
fitted (3), and the sampling variation part, observed (2) and fitted(4), in case of a periodic 
series with an autoregressive stochastic component. 
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ตัวอยาง Cumulative Periodogram ของพารามิเตอรแบบตางๆของฝนและน้ําทาแสดงอยูในรูปที่ 3.4–3.7 

กรณีที่จดุแบงระหวาง Periodic Part และ Sampling Variation Part ไมชัดเจนจะหา Significant Harmonic(h*) 
ไดที่ 0.9-0.95 ของ Explained Variance (Pi) ดังรูปที่ 3.7 

 
รูปท่ี 3.4 Cumulative Periodogram of five parameters of daily precipitation series, Ft. Collins, 
Colorado 
 

 
รูปท่ี 3.5 Cumulative Periodogram of five parameters of 3-day precipitation series, Austin, 

Texas 
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รูปท่ี 3.6 Cumulative periodogram of five parameters of 7-day precipitation series, Ames, Iowa 
  

รูปท่ี 3.7 Cumulative periodogram of five parameters of daily flow series of Tioga river 
 

3.8 การประมาณคาพารามิเตอรของแบบจําลองหลายตวัแปร (Multivariate Model Parameter Estimation) 
 

3.8.1 วิธีการถอด Square Root ของเมทริกซ  

 DBBT =                                                                                                                           [3.38] 
 ถากําหนดคา Matrix D จงหาคา Matrix B 
 ผลการคํานวณจะใหผลลัพธแบบ Unique Solution ก็ตอเมื่อ 
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  B =   Lower Triangular Matrix  
และ      D =   Positive Definite หรือ Positive Semi-definite 
 

(1) Positive Definite 
 
 11a  naa 112 .............   

 21a  naa 222 .............  > 0 
 .  .  ……...  .  

 1na  nnn aa .............2   

(2) Positive Semi-definite 
 11a  naa 112 .............   
 21a  naa 222 .............  ≥ 0 

 .  .  ……...  .  

 1na  nnn aa .............2   
 
Graybill(1969) เสนอแนะวิธีในการหาคา B เมื่อ D เปน Positive Definite ดังนี ้
                               j 
 
 
i 

1    
1 2   
1 3 2  
1 3 3 2 

(1) ijb  =   for
b

d
jj

ji

 j=1, i=1, ……..,n                                 [3.39] 

(2) ijb  =   [ ( )
21

1
∑

−

=

−
j

k

jkij bd ] 2
1

 for j=2, …….., n and i=j      [3.40] 

 

(3) ijb  
=   

jj

j

k

ikjkij

b

bbd ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− ∑

−

=

1

1  for j=2,…,n-1 and i=j+1,...,n [3.41] 

  n =   size of square matrix B and D 
 

Lane (1979) เสนอแนะวิธีในการหาคา Matrix B เมื่อ D = Positive หรือ Positive Semi-definite ดังนี้ 
                      i 

  Ο Ο Ο 
  Ο Ο 
   Ο 
     

 kib  =   0 for all  k< i 
k  kib  ≠   0 for all  k ≥ i  

  เมื่อ
   

( ) 02
≤− ∑

〈 ij

ijii bd  

 

 
และ  bki=   

( ) 2
1

2
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−

∑

∑

<

<

ij

ijii

ij

kjijki

bd

bbd

 for all k ≥ i                     [3.42] 
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เมื่อ ( ) 02

>− ∑
〈 ij

ijii bd                                                   [3.43] 

 
เร่ิมการคํานวณจากทกุคาของ Matrix ในคอลัมน 1 แลวจึงคํานวณคา Matrix ในคอลัมน 2, 3, 4,….. ตามลําดับ 
 
3.9 การทดสอบความเหมาะสมของแบบจาํลอง (Goodness of Fit Test) 
 

สมมติฐานหลกัของแบบจําลองคือ  εt  เปนตัวแปรอิสระและมีการแจกแจงแบบปกต(ิIndependent and 

Normally Distributed) จึงตองมีการทดสอบความเปนอิสระของตัวแปร εt และทดสอบวาตัวแปร εt มีการแจก
แจงแบบปกต ิ

3.9.1 การทดสอบความเปนอสิระ (Test of Independence) 
การทดสอบความเปนอิสระมีหลายวิธีดังนี ้
(1) Anderson Test 

วิธีนี้จะเริ่มจากการคํานวณหา Probability Limit ดังสมการ [3.44] ถา ACF ของ εt ที่ Lag มากวา 0 มีคา

อยูใน Probability Limit แสดงวาตวัแปร εt เปนตัวแปรอิสระ 
 

kN

kNZ

)(rk −

−−±−

=α

α 11
2                                                                                               [3.44] 

zα/2  คือ z-score ที่ Exceedence Probability เทากับ α/2  

ถา rk  ตกในชวง + rk(α) แสดงวาเปนแบบอิสระ 
 

 (2) Porte Manteau Lack of Fit Test  
 - กรณี Constant Coefficient  

ตรวจสอบโดยใช Porte Manteau Statistic ดังสมการ [3.45] 
 ( ) ( )∑ ε−=

=

L

k
krdNQ

1

2

                                                                                    
[3.45] 

  ถา  2
qpLQ −−χ<  แสดงวาแบบจําลอง Adequate หรือ εt=Independent  

 Q = Porte Manteau Statistics 
    L =  Max. Lag = 0.1N - 0.3N  
   d =   No. of Differences  สําหรับ ARIMA(p,d,q) 
 χ2(L-p-q) = Chi-square Statistic ที่ α Probability และ L-p-q Degree of Freedom. 

 - Periodic Coefficient 
 กรณีของอนุกรมเวลาแบบ Periodic จะใชคา Modified Porte Manteau Statistics (Q1) ดังสมการ 

[3.46] ในการทดสอบ 
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 ( )[ ]
2L

1k 1
,k1 rNQ ∑∑

=

ω

=τ
τ ε=                                                                                                          [3.46] 

 ω =   No. of Periods per Year 

 N =   No. of Years of Record 
 
 

 
(3) Cumulative Periodogram Test 

วิธีการทดสอบความเปนอิสระโดยใช Cumulative Periodogram ไดกลาวมาแลวในหัวขอ 3.7.4 
หลักการทดสอบแบบงายคอืการพลอต Pi เทียบกับ i สําหรับอนุกรมเวลาแบบ Independent คา Pi จะกระจายอยู
รอบๆเสนตรงที่เชื่อมจุด (0,0) และ (0.5, 1.0)  ถาจํานวน Pi ที่คํานวณไดกระจายอยูภายนอก Confident Interval  

'N
Kα

± ของเสนตรงที่เชื่อมจุด (0,0) และ (0.5, 1.0) มากเกินกวา αN แสดงวา εt  ยังคงมีองคประกอบที่เปน 

Periodicity อยู Periodicity ที่มี Harmonic hj ใน εt จะทําให MSD(hj) มีคามากและมีผลทําใหคาที่พลอต

เบี่ยงเบนจากเสนตรงมากขึ้น คา Kα คือ  คา Smirnov-Kolmogorov Statistics ในตารางที่ 3.3 
 

 
Pi =   

( )
2

,....,1;
1

2
N

i
hMSDi

j

j =∑
= εσ

or (N-1)/2                                                       [3.47] 

เมื่อ  σ2
ε=Total Variance = MSD(u) 

 
( ) ( )

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑ πε+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑ πε=

==

2N

1t
jt

2N

1t
jt2j th2sinth2cos

N
2)h(MSD ; 

N
jh j =                  [3.48] 

 

 
 

รูปท่ี 3.8 การทดสอบความเปนอิสระโดยใช Cumulative Periodogram 



 

 

3-18

 
 

ตารางที ่3.3 Smirnov-Kolmogorov Statistics, Kα 
α 0.01 0.05 0.1 0.2 0.25 

Κα 1.63 1.36 1.22 1.07 1.02 
 

 
(4) Test of Independence in Space 
 
ใชหลักการทดสอบสมมติฐานวา Cross Correlation Coefficients (ρij) เทากับหรือตางจาก 0 ถา N มี

คามากจะทดสอบโดยใช Z-Score ดังสมการ [3.49] ถา N มีคามากจะทดสอบโดยใช Confident Limit ดัง
สมการ [3.50]  
 
 Ho : ρij = 0  ;   H1: ρ ij ≠ 0 

 
เมื่อ N มีคามาก 
 

 

N

Z

r
N

Z
ij 2
0

2
αα +

<<

−

                                                                                                                                              [3.49] 

  
ถา N มีคานอย  

 ......................0
urijrlr ββ << Accept Ho : ρ ij = 0  

 
βr  =   

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )3211

3211

−ρ−+ρ+

−ρ−−ρ+

β

β

N/Zexp

N/Zexp
                                                                                        [3.50] 

 
β =   =

2
α

 Upper limit ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ = 025.0,05.0

2
α  

 
β =   

2
1 α

−  =  Lower limit 

 
         3.9.2 การทดสอบความเปนปกติ (Test of Normality) 

การทดสอบความเปนปกติคอืการทดสอบวาอนุกรมเวลาหรือตัวแปรมกีารแจกแจงแบบปกติ มีวิธีที่
นิยมใชโดยท่ัวไป 3 วิธีคือ 
 (1)  วิธีกราฟ โดยการพลอต Empirical Distribution บนกระดาษกราฟการแจกแจงปกติ (Normal    
    Probability Paper) ถากราฟที่พลอตเปนเสนตรง แสดงวาอนุกรมเวลามีการแจกแจงแบบปกต ิ
 (2)  การทดสอบแบบ χ2-Test 
 (3)   การทดสอบความเบ (Skewness Test) การแจกแจงแบบปกติจะมีคา γ = 0 

ถา 
N

Z
N

Z
66

22
αα γ <<−  แสดงวา γ=0  หรือมีการแจกแจงแบบปกติ ถา N > 150 

 ถา  N < 150 ใชคา N,αγ  จากตารางที่ 3.4  
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ถา N,ˆ αγ<γ  แสดงวา γ=0 หรือมีการแจกแจงแบบปกติ (Normal Distribution) 

   การทดสอบแบบ  Test−2χ  
 

2χ  =   
( )

∑
−

=

k

1i i

2
ii

e
eO

                                                                              [3.51] 

Oi = Observed Frequency 
ei  = Expected Frequency 

 ถา 2χ  < ( )
2

2k, −αχ  แสดงวายอมรับ Ho : tx ∼N )s,x;x( t  
 
  

Table 3.4 Table for skewness test for normality for sample size less than 150  
(after Snedecor and Cochran,1967, p552) 

N 
γα 

N 
γα 

α α 
0.02 0.10 0.02 0.10 

25 
30 
35 
40 
45 
50 
60 

1.061 
0.986 
0.923 
0.870 
0.825 
0.787 
0.723 

0.711 
0.662 
0.621 
0.587 
0.558 
0.534 
0.492 

70 
80 
90 
100 
125 
150 
175 

0.673 
0.631 
0.596 
0.567 
0.508 
0.464 
0.430 

0.459 
0.432 
0.409 
0.389 
0.350 
0.321 
0.298 

    
 

 3.9.3 การทดสอบจํานวนพารามิเตอรท่ีพอเหมาะ (Parsimony of Parameters) 
 

ในการสรางแบบจําลองทางสโตแคสติก มีหลักสําคัญที่ตองยึดไวคือการรักษาคุณสมบัติทางสถิติ
ของขอมูล (Preservation of Statistics) ซ่ึงมีขอเท็จจริงดังนี ้ ถาแบบจําลองมีจาํนวนพารามิเดอรมาก 
คุณสมบัติทางสถิติของอนุกรมเวลาที่สังเคราะหขึ้นมา (Generated Data) จะมีคาเขาใกลคุณสมบัตทิางสถิติ
ของอนุกรมเวลาตัวอยาง (Historical Sample) ถาจํานวนพารามิเตอรเทากับจํานวนขอมูลตัวอยาง (No. of 
Sample Size) อนุกรมเวลาทีสั่งเคราะหขึ้นมาจะเหมือนกบัอนุกรมเวลาตัวอยางทกุประการ ดังนัน้โดยปกติ
ในการสรางแบบจําลอง จะกําหนดใหมีจํานวนพารามิเตอรไมมากเกนิไป โดยจะเลือกใชเฉพาะ
พารามิเตอรที่มีความแปรปรวนนอยและมคีวามสําคัญตอแบบจําลองเทานั้น เชน คาเฉลี่ย คาสวนเบี่ยงเบน
มาตรฐาน และ Serial Correlation Coefficients 

(1) Parsimony 
ตามหลักการของ Parsimony ที่ตองจํากัดจํานวนพารามิเตอรไมใหมากเกินไป จะกําหนดใหดรรชนี 

Parsimony (Index of Parsimony) ตองมากกวาหรือเทากบั 15 ดังสมการที่ 3.52 
 δ =  

k

N  = Index of Parsimony ≥ 15                                                                            [3.52] 

 เมื่อ N=  Sample Size 
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 k=  จํานวนพารามิเตอร 
 N=   30 x 12 = 360 เดือน 
 k=  24

15
360

==
δ
N (จํานวนพารามิเตอรควรนอยกวา 24) 

โดยทั่วไป แบบจําลองรายเดอืนจะมจีํานวนพารามิเตอร = 36 {12μ, 12σ, 12ρ} 
 

(2) Akaike Information Criteria (AIC)  
AIC คือเกณฑที่สําคัญที่ใชทดสอบ Parsimony of Parameter    สําหรับแบบจําลอง ARMA(p,q) จะ

สามารถคํานวณหาคา AIC ไดดังสมการ 3.53       
 

AIC(p, q) =   ( ) ( )qpN ++ 2ˆln 2
εσ                                                                       [3.53] 

N =   Sample Size 
2ˆεσ =   Max. Likelihood Estimate ของ 2

εσ  
        ตามเกณฑ AIC แบบจาํลองที่เหมาะสมคือแบบจําลองที่มี AIC ต่ําสุด 

 
  3.10 การสังเคราะหขอมูลและการพยากรณ (Generation and Forecasting) 
 
 3.10.1 การสังเคราะหขอมูล (Generation of Synthetic Samples) 
 ตามหลักการทีก่ลาวมาแลว การสรางแบบจําลองอนุกรมเวลาทางอุทกวทิยาก็คือการสรางแบบจําลอง
ของ White Noise หรือ Independent Stochastic Component ซ่ึงเรียกกันทั่วไปวา Whitening Process โดยทั่วไป

จะสมมติวา ε คือ White Noise ซ่ึงเปน Independent Stationary Normal Variable. 
 การสังเคราะหขอมูลอนุกรมเวลาจะเริ่มจากการสังเคราะห Independent Normal Variables ซ่ึงมีคาเฉลี่ย
เทากับ 0 และความแปรปรวนเทากับ 1 หลังจากนั้นจึงเพิม่ Time and Spatial Dependence Structure และ 
Periodic Components เขาไป 

(1) Univariate Time Series 
 ยกตวัอยางการสังเคราะหขอมูลโดยใชแบบจําลอง AR(1)  

zt= 1φ̂ zt-1+εt                                                                                                                           [3.54] 
เมื่อ   

 zt = Dependent Normal Variable ซ่ึงมีคาเฉลี่ยเทากับ 0 และความแปรปรวนเทากับ 1 

 
y

yt
t ˆ

ˆy
z

σ
μ−

=                                                                                                                        [3.55] 

 φ1 = Autoregressive Coefficient 

 สมมติให yt= log(xt) = Normalized Variable with Mean μy and Variance 2
yσ  

 εt = Independent Normal Variable with Mean Zero and Variance 2
εσ  
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 tt ξσ=ε ε                                                                                                                                [3.56] 
 =σε

2 1- 2
1φ                                                                                                                              [3.57] 

              สามารถหา 2
εσ ไดโดยการ Taking Variance ของ εt ของแบบจําลอง of AR(1) 

 =ξt Independent Normal Variable with Mean Zero and Variance One 
 
 ขั้นตอนการสังเคราะหอนุกรมเวลา  

(1) Generation of ξ1 
(2) สมมติให z0 = μz = 0 

(3) z1=0+σεξ1 
(4) y1= 1yy zˆˆ σ+μ  
(5) x1= Antilog(y1) 
(6) ทําขั้นที่ 1 ถึง5 สําหรับ t = 2,3,….N 
(7) สามารถสังเคราะหอนกุรมเวลาที่มีขนาด N ไดหลายชดุตามที่ตองการ แตในการสังเคราะหอนกุรม

เวลาตองมีการตรวจสอบวาอนุกรมเวลาที่สังเคราะหขึ้นใหมสามารถรักษาคุณสมบัติทางสถิติของ
อนุกรมเวลาในอดีตได 
 

 ขั้นตอนการสังเคราะห White Noise (ξt) ดวย Excel 
(1) สังเคราะห Uniform Random Number โดยใชฟงคช่ัน RAND() 
(2) สังเคราะห Standard Normal Variateโดยใชฟงคช่ัน NORMSINV ให ผลลัพธจากฟงคช่ัน  

RAND() คือ Input สําหรับฟงคช่ัน NORMSINV 
(3) ในการสังเคราะห Random Number ดวยคอมพิวเตอรจะไมได Pure Random Number แตได 

Pseudo-Random ซ่ึงมักมี Initial Biases ดังนั้นจึงจําเปนตองมีการสังเคราะหขอมูลเผ่ือไวตัดทิ้ง ซ่ึง
เรียกวา  Warm Up Length 

 อนุกรมเวลาทีสั่งเคราะหขึ้นจะมีประโยชนในการวิเคราะหความเสี่ยง (Risk) ในการวางแผน ออกแบบ
และการปฏิบตัิการเกี่ยวกบัระบบแหลงน้าํ 
 
 (2) Multivariate Time Series 
 การสังเคราะหอนุกรมเวลาแบบหลายตัวแปรที่สามารถรักษาคุณสมบัตเิกี่ยวกับ Time และ Cross 
Dependent Structures ของอนุกรมเวลาหลายตัวแปรมี 3 แนวทาง ดังนี ้
 แนวทางที ่1: ใช Linear Regression Analysis 
 
 ถามีจํานวนตงัแปรนอยกวา 5 (n < 5) 
 
 )j(

t
)1j(

t1j
)1(

t10
)j(

t .......... η+ξα++ξα+α=ξ −
−                                                            [3.58] 



 

 

3-22

เมื่อ 
 )j(

tξ = Independent Normal Random Variable (White Noise) with Mean Zero and Variance 
  One ของอนุกรมเวลา j เมื่อ j=2,3,….,n 
 1j10 .,,........., −ααα = Regression Parameters 
 )j(

tη = Independent Normal Random Variable with Mean Zero and Variance= )j(2
ησ  

 
 เร่ิมจากการสังเคราะห )2(

t
)1(

t and ηξ แลวจงึคํานวณหา )j(
t

)3(
t

)2(
t ,....,, ξξξ เพื่อรักษา Cross-correlation 

Structure (เมื่อเพิ่มคา )j(
tξ ใหมเขาไปในสมการ จะตองคํานวณคาพารามิเตอร αj  ใหม) หลังจากนัน้จึงแปลง 

)j(
tξ  เปน 

)j(
tẑ , )j(

tŷ , )j(
tx̂  ตามลําดับ 

  ตัวอยางการใชสมการ Linear Regression ของ )j(
tξ เมื่อ  j=1,…,5  เพื่อการสังเคราะหอนกุรมเวลาราย

เดือนของ Net Basin Water Supply ของ Lake St.Clair  )5(
tξ และ Lakes Ontario, Erie, Superior and Michigan-

Huron แสดงอยูในสมการ 3.59  (Yevjevich, 1975) 
 
 )5(

t
)4(

t
)3(

t
)2(

t
)1(

t
)5(

t 19315.004994.016721.01258.000065.0 η+ξ+ξ−ξ+ξ+−=ξ       [3.59] 
 

 แนวทางที ่2: ใช Multivariate Matrix Approach 
 โดยวิธีนีจ้ะสังเคราะหอนกุรมเวลาทั้ง j ชุด พรอมกันแทนที่จะสังเคราะหที่ละชดุเหมือนแนวทางที่ 1 
รายละเอียดของวิธีนี้จะกลาวถึงในบทที ่
   
 Zt = A1Zt-1 + B εt     ……….Multivariate AR(1)                                    [3.60] 
 Zt = A1Zt-1 + A2Zt-2 + B εt    ……….Multivariate AR(2)                                    [3.61] 

เมื่อ  
 Zt  = (nx1) Vector Elements zt

(i)
  ; i=Series i 

 A1, A2, B = (nxn) Matrix Parameters 
εt = (nx1) Vector of Independent, Normally Distributed Random Variables with Mean 
      Zero and Variance One 

 
 แนวทางที่ 3:  Dissaggregation Approach 
 
 วิธีนี้เร่ิมจากการสังเคราะห 1 อนุกรมเวลา เชน อนกุรมเวลาของ 1 สถานี หรืออนุกรมเวลารายป 
หลังจากนัน้ จึงสังเคราะหอนกุรมเวลาของสถานีอ่ืนจากอนุกรมเวลาของสถานีแรกที่สังเคราะหขึ้นตามวิธีการ 
Disaggregation หรือสังเคราะหอนุกรมเวลารายเดือนจากอนกุรมเวลารายปที่สังเคราะหขึ้น การสังเคราะห
อนุกรมเวลาตองรักษา Time and Space Dependent Structure  รายละเอียดของวิธีนี้จะกลาวถึงในบทที่ 8  
  
 Y=AX+Bε                                                                                                                         [3.62] 

เมื่อ  Y = Column Matrix of Seasonal Values ซ่ึงผลรวมของ Y เทากับ X  เมทริกซ Y มีขนาดเทากับ 
               [(w*k)x1] , w=No.of Seasons, k=No.of Time Series 
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 X = Annual Value ซ่ึงเปนเมทริกซขนาด (kx1) 
 A = Matrix Parameters of Size [(w*k) x k] 
 B = Matrix Parameters of Size [(w*k) x (w*k)] 

 ε = Vector of Independent, Normally Distributed Random Variables with Mean Zero  
  and Variance One with Size [(w*k) x 1] 
 
 3.10.2 การพยากรณ (Forecasting) 
 
 การสังเคราะหขอมูลคือกระบวนการในการสรางอนุกรมเวลาขึ้นมาใหม ใหมีขนาดเทากับอนุกรมเวลา
ตัวอยาง (t=1, 2, …., N) สวนการพยากรณตางจากการสังเคราะหอนุกรมเวลาตรงที่ การพยากรณคือการ
คาดการณคาของอนุกรมเวลาลวงหนาวาจะมีคาเทาใดในอนาคตที่เวลา t+1 จากคาเหตุการณในปจจุบันที่เวลา t 
ที่ทราบแลว ดงัรูปที่ 3.9 
 
 ตัวอยางการพยากรณดวย แบบจําลอง AR(1) 
 
 zt=φ1zt-1+εt                                                                                                             [3.63] 
 zt+1=φ1zt+εt+1                                                                                                          [3.64] 
 กําหนดให Expected Value of zt+1 เมื่อทราบคา zt เทากับ[zt+1] 
 [zt+1] = Zt(1)=E(zt+1|zt)                                                                                                [3.65] 
 [zt|zt-1] = zt เนื่องจากที่เวลา t จะทราบคา zt-1 
 และ [εt+1] =0 

 ดังนั้น 

 [zt+1] = φ1zt      หรือ   zt(1)=φ1zt                                                                                               [3.66] 

 [zt+2] = φ1[zt+1]  หรือ  zt(2)=φ1 zt(1)                                                                                     [3.67] 

 [zt+3] = φ1[zt+2]  หรือ  zt(3)=φ1 zt(2)                                                                                     [3.68] 
 
 เทคนิคการพยากรณในลักษณะนี้เรียกวาการพยากรณลวงหนา 1 คาบ หรือ One Step Ahead 
Forecasting ซ่ึงมี Lead Time L=1 
 
 ตัวอยางการพยากรณดวยแบบจําลอง ARMA(1,1) ซ่ึงมี Lead Time L 
 zt = φ1zt-1+εt – θ1εt-1                                                                                                            [3.69] 

 zt+L = φ1zt+L-1+εt+L – θ1εt+L-1                                                                                              [3.70] 

 [zt+L] = φ1[zt+L-1]+[εt+L] – θ1[εt+L-1]                                                                                  [3.71] 
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 ถา L=1 
 [zt+1] = φ1[zt+1-1]+[εt+1] – θ1[εt+1-1]   
 [zt+1] = φ1zt – θ1εt  ; [zt]= zt ,  [εt+1] =0 , [εt] = εt 
 [zt+2] = φ1[zt+1] ;  [εt+1] =0 
 [zt+3] = φ1[zt+2] 
 [zt+L] = φ1[zt+L-1]  เมื่อ L>2 
 
 

 
 

  
รูปท่ี 3.9 ขอแตกตางระหวางการสังเคราะหขอมูลและการพยากรณ 

 
3.11 เอกสารอางอิง 
Salas. J, J.W.Delleur, V.Yeyjavich and W.L Lane. 1980.  Applied Modeling of Hydrologic Time Series. Water Resources Publications.  USA. 

pp.484 
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บทท่ี 4 
การจําลองอนุกรมเวลาดวยแบบจําลอง AUTOREGRESSIVE  

AUTOREGRESSIVE MODELING 
 

 แบบจําลอง Autoregressive หรือเรียกส้ันๆวาแบบจาํลอง AR เปนแบบจําลองสโตแคสติกท่ีเปนท่ี
นิยมต้ังแตป 1960 เปนตนมา แบบจําลอง AR ปกตินยิมใชในการจาํลองท้ังอนุกรมเวลารายปและอนุกรม
เวลาแบบ Periodic เนื่องเปนแบบจําลองท่ีเขาใจงาย ปรมาจารยท่ีมีสวนสําคัญในการพัฒนาแบบจําลอง AR 
ไดแก   

o Thomas and Fiering (1962) 
o Yevjevich  (1963) 
o Box and Jenkins (1970) 
 

4.1 รายละเอียดของแบบจําลอง AR 
 
แบบจําลอง AR สามารแบงออกไดเปน 2 แบบคือ 
- AR Model with Constant Parameters สําหรับอนุกรมเวลารายป 
- AR Model with Periodic Parameters สําหรับอนุกรมเวลาแบบ Periodic 

 

4.1.1 สมการคณิตศาสตรของแบบจําลอง AR (Mathematical Formulation of AR Models) 
 (1) AR Models with Constant Parameters 
 ให ty   = Stationary Normal Time Series with 2,  and Autoregressive (Markovian) 
Correlation (~Serial Correlation) 
 
 AR(p);  Box and Jenkins (1970) 

 ty   =     tptpt yy   11  

 ty   =   



p

j
tjtj y

1
              [4.1] 

 เม่ือ 

 ty   = Time Dependent Series (Variable) with Normal Distribution and  
              2

tt yVar;yE   
 t   = Independent Normal Variable with Mean  =  0 and Variance  =  2

  
 p, 1   =  Autoregressive  Coefficients 
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 พารามิเตอรของแบบจําลองในสมการท่ี 4.1 คือ  2,p,,1,2,    ซ่ึงสามารถประมาณไดขาก
ตัวอยาง 2 และ 2

  มีสหสัมพันธซ่ึงกันและกัน  
 ตารางท่ี 4.1 แสดงแบบจําลอง AR(p) ซ่ึงเขียนในรูปแบบท่ีแตกตางกนั จากสมการท่ี 4.1 จะสามารถ
เขียนแบบจําลอง AR(1) หรือ First Order Autoregressive Model หรือ First Order Markov Model ไดดัง
สมการ  
  ty   =   tty  11             [4.2] 
 แบบจําลอง AR(1) มีพารามิเตอร 4 ตัวคือ 2

1,,, 2
  

             ตารางที่ 4.1 แบบจําลอง AR(p) ในรูปแบบตางๆ ที่เปนที่นิยมใชกัน 

 
yt  =  Stationary Normal Time Series with , 2

t   =  Independent Normal Variable with   = 0 and 
2 

1,…., p = Autoregressive Coefficients 
 , 2 , 1 ,….., p , 

2 are Parameters of the Model. 
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(2)   Periodic AR Model (Periodic Mean and Variance) 
 

- Constant Autoregressive Parameter ( p ,,1  ) 

 ,vy  =  ,vz             [4.3] 

 ,vz   = 



P

1j
,vj,vzj            [4.4] 

 ,vy  = Dependent Normal Variables with 2,    

 ,vz  = Dependent Normal Variables with Mean = 0 and Variance  =  1 

  ,v  = Independent Normal Variable with Mean = 0 and Variance  =   ,
2  

 พารามิเตอรของแบบจําลอง   ,,1;2
,,p,,1,2,   

- Periodic Autoregressive Parameter (  ,j ) j =  1,…,p  and  =  1,…, 

 ,vz  = 



p

1j
,vj,vz,j           [4.5] 

 พารามิเตอรของแบบจําลอง   ,,1;2,,p,,1,2,   
 

4.1.2 Properties of AR Models with Constant Parameters 
 
แบบจําลอง AR แบบพารามิเตอรคงท่ี มีพารามิเตอรดังนี้ 
 

 ty   =  
 t   = 0 
 tyVar  = 2  
 tVar                =           

2
  

 

พารามิเตอรเหลาน้ีสามารถประมาณไดจากอนุกรม
เวลาตัวอยาง 
 

 

2
  = 










 


p

1j
jj

2 1               [4.6] 

j   = jth  Autoregressive Coefficients 

j   = Lag j Autocorrelation Coefficients of yt 

AR(1)  : 2
  = )( 11

2 1             [4.7] 

AR(2)  : 2
  = )( 2211

2 1            [4.8] 

 

(1) Autocorrelation Function  k คือดรรชนีท่ีแสดง Dependent Structure ของอนุกรมเวลา มีช่ือ
เรียกไดหลายแบบดังนี ้
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  - ACF 
  - Lag k Serial Correlation 
  - Yule-Walker Equation (Model Correlogram) 

 0k;
p

1j
jkjk  


             [4.9] 

วิธีการพิสูจนสมการ Yule-Walker [4.9] ทําไดดังนี ้ 

จากสมการ[4.1],    yt-=   t

p

1j
jtj y  


                                                                      [4.10] 

คูณสมการท่ี [4.10] ดวย (yt-k-) แลัว Take E(.) หลังจากนั้นหารดวย Var(yt) หรือ 2 จะไดสมการ 
Yule-Walker ดังสมการ [4.9] สมการ Yule-Walker หรือ ACF  มีประโยชนสําหรับ (1) หา Order ของ
แบบจําลอง และ (2) เปรียบเทียบ Sample Correlogram กับ Model Correlogram  สําหรับ AR(1) Model 
Correlogram  แสดงอยูในตารางท่ี 4.2  รูปท่ี 4.1 แสดงอนุกรมเวลา ACF และ Partial ACF ของ AR(1) ซ่ึงมี
พารามิเตอรตางๆ 

 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 4.1 The time series zt , autocorrelation functions k and partial autocorrelation function k(k) for 
AR(1) models with parameters (a) =0, 

=1, and 1=0.60 and (b) =0, 
=1 and 1=-0.60 

ตารงท่ี 4.2  Model Correlogram สําหรับ AR(1) : k = 11 k  ; 0k  

k 1k1k   หมายเหตุ 

1 11   0=1 
2 2

12    
.  
k k

1k    
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AR(1) : 2
  = )1( 2

1
2    ……Biased      [4.11] 

   2
  = )1(

1N

N 2
1

2 


 ……Unbiased      [4.12] 

AR(2) :   For k=1 ; 1 =
2

1

1 


         [4.13] 

   k=2 ; 2 = 2
2

2
1

1





         [4.14] 

   (see appendix) 

   2
  =   

 
    



 




 2
2

22
1

2

22 1
1

1
 …Biased     [4.15] 

   2
  =  

 
    



 







2
2

22
1

2

22 1
1

1

2N

N
…Unbiased     [4.16] 

   1  = 
 
 2

1

2
1

1

1




  

   2  = 
2

1

2
12

1 


 

จงพิสูจนสมการท่ี 4.13 และ 4.14 ของแบบจําลอง AR(2) จากสมการ Yule-Walker [4.9]  
สําหรับ AR(2);  

ถา  k=1, 1  = 212111     

    = 1201  = 121   

     1  = 
2

1

1 


 

 ถา  k=2, 2  = 222121    = 211   

    = 2
2

2
1

1





 

 
(2) PACF (Partial Autocorrelation Function or Partial Correlogram) ,  kk   

คือดรรชนีท่ีแสดง Dependent Structure  ของอนุกรมเวลาเชนเดียวกับ ACF มีประโยชนในการหาชนิดและ
ลําดับของแบบจําลอง PACF คือคาสัมประสิทธ์ิ Autoregressive ลําดับท่ี k ของแบบจําลอง AR(p) เม่ือ p=k 
ดังสมการ 
 
 j  =       k,,1j;kkk kjk2j21j1    ; k=p     [4.17] 

 pk;k,,1j;)k(
k

1i
ijij  


   

  kj  = thj   autoregressive coefficient of AR(k) 
  kk  = thk   autoregressive coefficient of AR(k)  PACF 
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สําหรับ AR(1);  ถา k=1;  11  =  1  
     kk = 0 , เม่ือ k  1 

สําหรับ AR(2);  ถา k=2;  22  = 2
1

2
12

1 



        

     11    = 1  
     2k   =  0,  เม่ือ k  2 
สําหรับ AR(p);    kk   0,  เม่ือ k  p ;  kk = 0,  เม่ือ k  p  

 

รูปท่ี 4.2 แสดง ACF และ PACF ของ AR(2) ซ่ึงมีพารามิเตอรแตกตางกัน 4 แบบ  
 

 
รูปท่ี 4.2 ACF และ PACF ของ AR(2) ซ่ึงมีพารามิเตอรแตกตางกัน 4 แบบ 
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 (3) Parameters Stationary Conditions for AR(p) with Constant Parameter 
 Stationary Condition ของ AR(p) จะสามารถหาไดจากเกณฑท่ีวา ถารากของสมการ Characteristic  
ในสมการท่ี 4.18 มีคาอยูภายในวงกลมซ่ึงมีรัศมี 1 หนวย (Unit Circle) แสดงวาพารามิเตอรของ AP(p) อยู
ใน Stationary Condition 
 

 p
2p

2
1p

1
p uuu     = 0          [4.18] 

  1u i    เม่ือ  p,,1i   
 
 สําหรับแบบจาํลอง AR(2) ดังสมการ:  tz =0.5 t2t1t z2.0z    
 Characteristic Equation  คือ  

 2.0u5.0u2   = 0 
    1u  = 1762.0   
    2u  = 1261.0   
 Stationary Condition ของ AR(2) สามารถเขียนในรูปแบบอ่ืนๆไดดังนี ้
 

1  2    1 
2 - 1     1 
-1  2    1 

-1    1      1 
-1    2       1 

2

1 22
1

 
  

  
 Stationary Condition ของ AR(1) คือ 

 u-=0 
u=
-1<<1 หรือ -1<1<1 
 
 
4.1.3 Properties of AR Model with Periodic Parameters 
 
แบบจําลอง PAR(p) ซ่ึงมี Periodic Parameter คือ 
 


 


p

1j vj,v
z

,j,vz                                                                   [4.19] 
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 เม่ือ 

 

















,v
,v

y
z   

 jjth Periodic Autoregressive Parameters สําหรับคาบท่ี  เม่ือ 
 v = Random Error ซ่ึงมี Mean=0 และ Periodic Variance = 

 
  ดังนั้นสมการท่ี [4.18] สามารถเขียนในอีกรูปแบบหนึ่งไดดังนี ้

 

 



p

1j
,vj,vz,j,vz                       [4.20] 

 เม่ือ  
 zv, คืออนุกรมปกติมาตรฐานท่ีมี Mean=0 และ Variance =1 

 
 v, คือ Random Error ท่ีมี Mean=0 และ Variance =1 

 

  



p

1j
,j,j

2 1                                                                                                           [4.21] 

 สําหรับ AR(1) Periodic Variance คือ 
   ,1,1

2 1                                                                                                                 [4.22] 
 สําหรับ AR(2) Periodic Variance คือ 
   ,2,2,1,1

2 1                                                                                             [4.23]                                
  
 Model Correlogram ของ Periodic AR(p) คือ 

 



p

1j jl,jk,j,k 0k,                                                                                    [4.24] 

เม่ือ  
lj =min(k,j) 
 = 1 

 
สําหรับ AR(1);  เม่ือ  k=1 ;    ,11,0,1,1 ; 11,0    
สําหรับ AR(2);  เม่ือ  k=1 ;   1,1,21,0,1,1   ; 11,0    
                           เม่ือ k=2 ;   2,0,21,1,1,2   ; 12,0    
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4.2 แบบจําลอง AR สําหรับอนุกรมเวลารายป (AR Modeling of Annual Time Series) 
 
 4.2.1 แบบจําลอง AR 
 
 ให xt คืออนุกรมเวลาแบบ Non-normal ตองแปลงใหเปนอนุกรมเวลาแบบ Normal (yt)  โดยใช
ฟงคช่ันการแปลงท่ีเหมาะสม ดังนี ้
 
 yt = g(xt)                                                                                                                                 [4.25] 
             เม่ือ  
 g(-) คือ ฟงคช่ันการแปลงใหเปนอนุกรมเวลาแบบ Normal เชน Log หรือ Square Root หรือ  
         Power Function 
 แบบจําลอง AR สําหรับอนุกรมเวลา yt คือ 
 yt=+zt                                                                                                                                  [4.26] 
 เม่ือ  
 yt คืออนุกรมเวลาแบบ Normal ซ่ึงมี Mean เทากับ  และ Variance เทากับ 
 zt คืออนุกรมเวลาแบบ Normal ซ่ึงมี Mean กับ 0 และ Variance เทากับ 1 และมีรูปแบบจําลองแบบ 
AR(p) 
 ถา zt เปน AR(0) 
 zt=t                                                                                                                                       [4.27] 
 ถา zt เปน AR(1) 
 zt=1zt-1t                                                                                                                           [4.28] 
 ถา zt เปน AR(2) 
 zt=1zt-1+2zt-2t                                                                                                                [4.29] 
 ถา zt เปน AR(p) 
 zt=1zt-1+pzt-pt                                                                                                  [4.30] 
 

4.2.2 การประมาณคาพารามิเตอรของแบบจําลอง Annual AR (Parameter Estimation for 
Annual AR Models) 

 
 แบบจําลอง Annual AR(p) มีพารามิเตอรเทากับ p+3 ตัวคือ p

2 วิธีการ
ประมาณคาพารามิเตอรท่ีนิยมใชมี 2 วิธีคือ โดยวิธี Moment และวิธี Maximum Likelihood 

(1) การประมาณคาพารามิเตอรโดยวิธี Moment 
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N

1t
ty

N

1
yˆ                                                                                                                  [4.31] 

 





N

1t

2
t

22 )yy(
)1N(

1
sˆ                                                                                         [4.32] 

 
พารามิเตอร ….p จะสามารถหาไดจากสมการ Yule-Walker หรือสมการ [4.9] โดยการประมาณ

คาจากอนุกรมเวลาตัวอยาง ดังนี ้
0k;rˆ.........rˆrˆr pkp2k21k1k                                                              [4.33] 

เม่ือ r1,….., rk คือ Sample Autocorrelation Coefficients 
กรณี AR(1), p=1 จะได 

11 rˆ                                                                                                                                      [4.34] 
กรณี AR(2), p=2 จะได 

2
1

21
1

r1

)r1(rˆ



        และ         

2
1

2
12

2
r1

)rrˆ



                                                                   [4.35]                               

ตัวประมาณคาแบบ Unbiased ของ Variance of Error  2ˆ   ของแบบจําลอง AR(p) จะหาไดจาก
สมการ 











 








p

1j
jj

2
2 rˆ1

)pN(

ˆN
ˆ                                                                                                 [4.36] 

สําหรับ AR(1) 

 2
1

2
2 ˆ1

)1N(

ˆN
ˆ 




                                                                                                            [4.37] 

สําหรับ AR(2) จากสมการ [4.35] และสมการ [4.36] จะได 

  2
1

2
2

2

2
2

2 ˆˆ1
ˆ1

ˆ1

)2N(

ˆN
ˆ 

















                                                                               [4.38] 

 
การหาความนาเชื่อถือของพารามิเตอรท่ีประมาณได (Reliability of Estimated Parameters) 
 
การหาความนาเช่ือถือของพารามิเตอรท่ีประมาณได คือการหาคาชวงความเช่ือม่ัน (Confident 

Interval) ของพารามิเตอรนั่นเอง 
การหาชวงความเชื่อม่ัน (1-) ของ  

  







 








1N

1k
k

2
ˆkN

N

2
1

N

ˆ
)y(Var                                                                                [4.39] 

กรณี AR(1)  k
1kˆ   จะไดวา 
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      N
11

2
12

1
2

2

ˆ1ˆ2Nˆ1
ˆ1N

ˆ
)y(Var 




                                                               

[4.40] 
 
จากตัวประมาณคา y  และ )y(Var จะหาชวงความเชื่อม่ันของท่ี (1-) ของ  ไดดังนี ้
 














 


)y(s)1N(ty

2
1

<  < 












 


)y(s)1N(ty

2
1

                                                  [4.41] 

เม่ือ 

2
1

)1N(t 


  คือ คาสถิติ t ท่ี Significant Level  เทากับ  และ Degree of Freedom เทากับ N-1 

)y(s คือ Standard Deviation ของ y ซ่ึงเทากับ )y(Var  
การหาชวงความเชื่อม่ัน (1-) ของ  
S2 มีการแจกแจงแบบ Chi-Square 

2

2
2 S)1N(




                                          [4.42] 

เม่ือ 2 คือคา Chi-Square ท่ีมี Degree of Freedom เทากบั (N-1) 
ชวงความเช่ือม่ันท่ี (1-) ของ  จะหาไดจากการแจกแจงแบบ Chi-Square ดังนี ้

2

1N,
2

22

1N,
2

1 






                                               

2

1N,
2

2

2
2

1N,
2

1

S)1N(













  

2

1N,
2

1

2
2

2

1N,
2

2 S)1N(S)1N(





 






            [4.43] 

การหาชวงความเชื่อม่ัน (1-) ของ p 
Box และ Jenkins (1970) เสนอวิธีคํานวณหา Variance-Covariance Matrix ของ p1

ˆ,.......,ˆ   ดัง
สมการ 

 

1

1.rrr

.....

rr1rr

r.r1r

r.rr1

rˆ1pN)ˆ(v̂

3p2p1p

3p112

2p11

1p21

p

1j
jj

1













































                               [4.44] 
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เม่ือ )ˆ(v̂   คือ Variance-Covariance Matrix ของ p1

ˆ,.......,ˆ   
สําหรับ AR(1) 

 
1N

ˆ1
)ˆ(Var)ˆ(v̂

2
1

1 


                                                                                                 [4.45] 

สําหรับ AR(2) 
 

2N

ˆ1
)ˆ(Var)ˆ(Var

2
2

21 


                                                                                          [4.46] 

 
2N

ˆ1ˆ
)ˆ,ˆ(Cov 21

21 


                                                                                               [4.47] 

 ชวงความเช่ือม่ันท่ี (1-) ของ j คือ 
 

 












 

)ˆ(suˆ
j

2
1

j  < j < 












 

)ˆ(suˆ
j

2
1

j                                                                  [4.48] 

 เม่ือ  
 

2
1

u 


 คือ z-score หรือ Standardized Normal Distribution ท่ีระดับนยัสําคัญ  

 การชวงความเชื่อม่ันท่ี (1-) ของ 2
   

 

 









 






p

1j
jj

2
)r)Lower(1

)pN(

ˆN < 2
  < 

















p

1j
jj

2
)r)Upper(1

)pN(

ˆN                  [4.49] 

 
(2) วิธี Maximum Likelihood 

  
 Box และ Jenkins(1970) เสนอแนะวาวิธีการคํานวณหาผลบวกของ Cross-Products ของอนุกรม
เวลา zt ดังสมการ 

                                             [4.50] 
 และไดนิยามเทอม Sum of Cross-Products (Dij)ไวดังนี ้
 

                             [4.51] 
 คาประมาณของ 1,…,p ตามวิธี Maximum Likelihood จะหาไดโดยการแกสมการ 
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       [4.52] 
 สําหรับ AR(1) จะได 

 
22D

12Dˆ
1                                                                                                                             [4.53] 

 สําหรับ AR(2) จะได 

          [4.54] 
 คาประมาณของ Variance ของ White Noise  2

  คือ 

                                                 [4.55] 
 สําหรับ AR(1) 

                                                                [4.56] 
 สําหรับ AR(2) 

                                         [4.57] 
 

การหาความนาเชื่อถือของพารามิเตอรท่ีประมาณได (Reliability of Estimated Parameters) 
 
 ชวงความเช่ือม่ันของท่ี (1-) ของ  จะหาไดจากสมการ [4.41] 
 Variance-Covariance Matrix ของ p1

ˆ,.......,ˆ  คือ 

                                                                                               [4.58] 

                              [4.59] 
 สําหรับ AR(1) 

                                                                                [4.60] 
 สําหรับ AR(2) 
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    [4.61] 
 

                                                   [4.62] 
 ชวงความเช่ือม่ันท่ี (1-) ของ j คือ 
 

           [4.63] 
 ชวงความเช่ือม่ันท่ี (1-) ของ 2

  คือ 

   [4.64] 
4.2.3 วิธีการทดสอบความเหมาะสมสําหรับแบบจําลอง Annual AR 

 
(1) การทดสอบสมมติฐานของแบบจําลอง (Test on Assumptions of Model) 

 สมมติฐานในการทดสอบแบบจําลองคือ White Noise (t) เปนตัวแปรอิสระ (Independent) และมี
การแจกแจงแบบปกติ (Normal) จากสมการแบบจําลอง AR(p) จะหาคาประมาณของ White Noise ไดดัง
สมการ 
 

 ptp1t1tt ẑˆzˆzˆ                [4.65] 

 การทดสอบวา White Noise (t) เปนตัวแปรอิสระ จะใหคาสถิติ Porte Manteau (Q) ดังสมการ 
  

  


L

1k

2
k )ˆ(rNQ                                                                                               [4.66] 

 เม่ือ 
 L= Maximum Lag ซ่ึงมีคาประมาณ 10-30% ของขนาดอนุกรมตัวอยาง (N) 
 ถา 2

pL,Q  ( คาสถิติ Chi-Square ซ่ึงมีองศาเสรีเทากับ L-p) แสดงวา White Noise (t) เปนตัว
แปรอิสระ หรือ แบบจําลองเหมาะสม (Adequate) แตถา 2

pLQ  แสดงวาแบบจาํลองไมเหมาะสม 
(Inadequate) และตองเลือกแบบจําลองใหมโดยเพิ่มลําดบั (p) ของแบบจําลองเปน p+1 เปนตน 
 สวนการทดสอบวา White Noise (t) มีการแจกแจงแบบปกติหรือไมทําได 3 วิธีคือ 

- พลอตกราฟ 
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- Chi-Square Test 
- Smirnov-Komogorov Test (ดูหัวขอ 3.9.2 ในบทท่ี 3) 

 
(2) การเปรียบเทียบ Historical และ Model Correlogram 
(3) การทดสอบ Parsimony ของพารามิเตอร 
การทดสอบ Parsimony ของพารามิเตอรจะใชวิธี Akaike Information Criteria (AIC) ซ่ึงเกณฑใน

การทดสอบคือแบบจําลองท่ีมีคา AIC ตํ่าสุดจะมีความเหมาะสมดาน Parsimony ของพารามิเตอรมากกวา 
 

p2)ˆln(N)p(AIC 2                                                                         [4.67] 
 
4.2.4 การสังเคราะหขอมูลใหมโดยแบบจําลอง Annual AR (Generation with Annual AR) 

 แบบจําลอง Annual AR(p) 
  

 tptp1t1t ẑˆẑˆẑ           [4.68] 

 
 t  คือตัวแปรสุมอิสระซ่ึงมีการแจกแจงแบบปกติ มี Mean=0 และ Variance= 2

  
 กําหนดให t คือตัวแปรสุมอิสระซ่ึงมีการแจกแจงแบบปกติ มี Mean=0 และ Variance=1 หรือ 
Standardized Normal Variate จึงสามารถเขียนสมการ [4.68] ไดดังนี ้
  

 tptp1t1t ˆẑˆẑˆẑ                                                                                                                       [4.69] 

 จากแบจําลอง Annual AR(p) ในสมการท่ี [4.69] กระบวนการในการสังเคราะหขอมูลใหมมีข้ันตอน
ดังตอไปนี ้
 ขั้นท่ี 1- เร่ิมจากการสังเคราะห Standard Normal Variate (1) แลวแทนคาลงในสมการ [4.69] เพื่อ
คํานวณหาคา 1ẑ เนื่องไมทราบคา z ท่ีเกิดข้ึนกอนหนานั้น คือ zo,z-1,….z-p+1 โดยปกติจะสมมติใหมีคาเทากับ
คาเฉล่ีย หรือเทากับ 0 จะไดวา 
 11 ˆẑ     
 สังเคราะหคา 2 เพื่อคํานวณหาคา 2ẑ ดังนี ้
 2112 ˆẑˆẑ    
 ทําการสังเคราะห 'ẑ,.......,ẑ,ẑ N43  ในทํานองกับวิธีการที่กลาวแลว โดยท่ัวไปจะการสังเคราะห
ขอมูลใหมเทากับ N’ และกําหนดให 
 N’ = Ng + Nw                                                                                                             [4.70] 
 เม่ือ  
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 Ng คือจํานวนขอมูลท่ีตองการสังเคราะห 
 Nw คือ Warm-up Length ซ่ึงโดยปกติจะกําหนดคา Nw เทากับ 50 
 ขั้นท่ี 2- ตัดขอมูล Nw ตัวแรกออกจากขอมูล N’ ท่ีสังเคราะหข้ึน เพื่อตัด Bias จากการใชคา Pseudo 
Random Number จะไดอนุกรมเวลาท่ีสังเคราะหข้ึนใหม tẑ เม่ือ t เทากับ 1,…,Ng  
 ขั้นท่ี 3-แปลงคา tẑ  ท่ีสังเคราะหข้ึนมากลับเปนคา tŷ โดยใชสมการการแปลงเชนเดียวกบัท่ีใช
แปลง tŷ  เปน tẑ  เชน 
   ˆ.zyŷ tt                                                                                                  [4.71]  
 ขั้นท่ี 4-แปลง tŷ  กลับเปน tx̂  โดยใช Normalized Inverse Function  ดังสมการ  
 )ŷ(gx̂ t

1
t

                                                                         [4.72]    
 
 ตัวอยางการจําลองอนุกรมเวลารายปดวยแบบจําลอง AR      
 การจําลองอนุกรมเวลาน้ําทารายปของแมน้ํา Gota ประเทศสวีเดน 
 A  =  18,076 mile2 or  47,439 km2 , Q  =  19,000 cfs (538 cms.) 
 อนุกรมเวลาน้าํทารายปของแมน้ํา Gota มีจํานวน 171 ป เร่ิมจากป 1807 แตในการจําลองจะเลือกใช
เฉพาะขอมูลชวง 50 ป จากชวง 1901-1950 ในการวิเคราะหจะใชคาอัตราสวนระหวางอัตราการไหลตอ

คาเฉล่ีย (
Q

Qt =Modular Coefficients) ดังแสดงในตารางท่ี 4.3 

 
ตารางท่ี 4.3 อนุกรมเวลาของน้ําทาในรูป Modular Coefficients ของแมน้ํา Gota 
Years           
01-10 0.935 0.662 0.950 1.121 0.880 0.802 0.856 1.080 0.959 1.345 
11-20 1.153 0.929 1.158 0.957 0.705 0.905 1.000 0.948 0.907 0.991 
21-30 0.994 0.701 0.692 1.086 1.306 0.895 1.149 1.297 1.168 1.218 
31-40 1.209 0.974 0.834 0.638 0.991 1.198 1.091 0.892 1.020 0.869 
41-50 0.772 0.606 0.739 0.813 1.173 0.916 0.880 0.601 0.720 0.955 
   
  [1] Preliminary Analysis and Model Identification   

  (1a) และ (1b)  
=- 0.058 ~ 0 (จากตารางท่ี 3.4 0.02,50=0.787, 0.1,50=0.534) 

  (1c) พลอต xt ในรูปท่ี 4.3 ซ่ึงแสดงใหเห็น Dependence Structure ระหวาง Qt 
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รูปท่ี 4.3 อนุกรมเวลาน้ําทารายปของแมน้ํา Gota สวีเดนระหวาง1901-1950 ในรูปของ Modular Coefficients 
  
 อนุกรมเวลาชวงคร่ึงหลังมีลักษณะ High Flow ตามดวย High Flow และ Low Flow ตามดวย Low 
Flow แสดงวาอนุกรมเวลา xt นาจะเปน AR(1) หรือไมก็ AR(2) ดังนั้นตองมีการวิเคราะห Correlogram และ 
Partial Correlogram เพื่อหารูปแบบของแบบจําลอง 
 
 (1d) ใชสมการ [4.71] คํานวณหา Sample Correlogram ดังแสดงรูปท่ี 4.4 และตารางท่ี 4.4 

   yrk  = 
  

  2

1
kN

1t

kN

1t

2
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1t
ktkttt

yy)yy(

yyyy









  

 















                                     [4.73] 

 เม่ือ k  = 1,….., 18 (~ 0.3 N ) 
Anderson(1941): (1-) Confidence Interval of  rk(y) 

 1rk  = kN

1kNu1 2/


   

  %95rk  = 
kN

1kN96.11


  

  %99rk  = 
kN

1kN576.21


  

 Sample Correlogram ในรูปท่ี 4.4 แสดงวา 4.01 r อยูนอกชวง 95% CI ขณะท่ี r2, r3,…..,r18 มี
คาแปรผันอยูรอบคา 0 หรืออยูภายใน95% CI 
 Sample Correlogram มีลักษณะคลาย Model Correlogram ของ AR(2) ในรูปท่ี 4.2 (d) เม่ือ  

3.0,5.0 21  แสดงวาแบบจาํลอง AR(2)  อาจจะเหมาะสม  
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ตารางท่ี 4.4  Sample Correlogram rk(y) ของอนุกรมเวลานํ้าทารายปของแมน้ํา Gota ประเทศสวีเดน 

 

 
รูปท่ี 4.4 Sample Correlogram rk(y) ของอนุกรมเวลาน้ําทารายปของแมน้ํา Gota ประเทศสวีเดน 

 
 Partial Autocorrelation Function )k(k  

 j =       k,,1j;kkk kjk2j21j1     

 j = -j 
 

j j 
1       1kk1201 kkk     = 1  

2       2kk0211 kkk     = 2  

3       3kk1221 kkk     = 3  

. . 

k       0k121k1 kkk     = k  
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k

.

.

3

2

1

 

  ถา k  =  1:   11 = 1  
  ถา k  =  2   
  j=1;      1201 22   = 1             [4.74] 
  j=2;      0211 22   = 2             [4.75] 

    21  =  
 2

1

21

1

1


  

    22  =  2
1

2
12

1 





 

    kk  = 
 

 















1k

1j
jj

1k

1j
jkjk

1k1

1k

             [4.76] 

    kj  =      1kk1k jkkj              [4.77] 
 

    22  =  
  11

112

11

1





  =   112

1

2
12 1;

1



           [4.78] 

    21  =       121 121    = 12
1

2
12

1 1



 




  

    =
 

 
2
1

21
2
1

3
121

3
11

1

1

1 











                        [4.79] 

ถา k=3 
k=1;   11

  = 1̂  = 0.397 

 k=2;   22
  =  

  11

112

ˆ1ˆ1

ˆ1ˆˆ





 = 2

1

2
12

ˆ1

ˆˆ





  =  

 2
2

397.01

397.013.0


  = -0.203 

 k=3;  

  33
  = 

   
    2211

12213

ˆ2ˆˆ2ˆ1

ˆ2ˆˆ2ˆˆ







 

  21  =      121 121    
   =     211 21    =  203.01397.0  = 4776.0  

  33
  = 

   
   013.0203.0397.04476.01

397.0203.0013.04776.0004.0




 = 
8078.0

0828.0 = 102.0  
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 พิสูจน Partial Correlogram 

 ถา 1,,1;2  kjk   

 1j ;   21  =       121 121    

    22  =  
  11

112

11

1





  

    11  = 1  
    21  =   121 2    

    22  = 
2
1

2
12

1 



  

    21  = 
 
  12

1

2
12

1 1








  

    = 2
1

3
121

3
11

1 





 

    =  
 2

1

21

1

1





  

 
 ถา 1,,1;3  kjk   

 1j ;  31  =      232 231    

 2j ;  32  =      232 132    

    33  = 
   
    2211

12213

221

22







 

    33  = 

 

   
22

1

2
12

12
1

2
1

12
1

2
12

2
1

221
3

11

1
1

11

1









































 

 
 การคํานวณหา  1  Confidence Interval ของ  kk  

   kk เม่ือ pk  มีการแจกแจงแบบ Asymptotically Normal with Mean =  0 and Variance = 
N

1  

   1   Confidence Interval ของ  kk   (Box and Jenkins, 1970) 

  

















N

u

,
N

u
22  

  95% Confidence Limit ของ  kk  เม่ือ N = 50 

 Lower limit = 
N

u 025.0 = 
50

96.1
  = -0.277 
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 Upper limit = 
N

u 025.0 = 
50

96.1
  = 0.277 

 
 (1e)  Sample Partial Correlogram 
 

   )k(ˆ
k  = 

 

  j

1k

1j
j

1k

1j
jkjk

ˆ1kˆ1

ˆ1kˆˆ

















 

 
    kj  =      1kk1k jkkj    

    N3.018,,1k   
    kj  = 0 when kj    
 
 Sample Partial Correlogram )k(ˆ

k  และ 95%  Confidence Limits ของอนุกรมเวลาน้ําทารายปของ
แมน้ํา Gota แสดงอยูในตารางท่ี 4.5 และรูปท่ี 4.5 ซ่ึงจะเห็นไดวามีเพียง )1(ˆ

1 เทานั้นท่ีอยูนอก 95%  
Confidence Limits แสดงวา AR(1) อาจเหมาะสม  

 
ตารางท่ี 4.5 Partial Correlogram ของอนุกรมเวลาน้ําทารายปของแมน้ํา Gota 
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รูปท่ี 4.5 Partial Correlogram และ 95%  Confidence Limits ของอนุกรมเวลาน้ําทารายปของแมน้ํา Gota 
 

 (1f) กราฟอนกุรมเวลาแสดงวาแบบจําลองอาจเปน AR(1) หรือ AR(2)    

 Sample Correlogram  แสดงวาแบบจําลองคือ AR(2)   
 Partial Correlogram แสดงวาแบบจําลองคือ AR(1)   

 
 ดังนั้นในข้ันนีจ้ะเลือกแบบจาํลอง AR(2) สําหรับการวิเคราะหตอไป  
 
 [2] การประมาณคาพารามิเตอรแบบจําลอง AR(2) 
  a2  y  = 9528.0  
   2̂  = 357.0  
  b2  หา yyẑ tt   50,,1 t  
 

    
















0022095280955095280

2908092580662009280

0178095280935092580

5050

22

11

....yẑ

....yẑ

....yẑ


 

 
   tẑ  มี Mean  =  0  และ Variance  =  2̂    = 357.0  
 
  c2  Sample Correlogram   zrk =    yrk  ตามท่ีคํานวณในขอ (1d) (ดูตารางท่ี 4.4) 

 การประมาณคาพารามิเตอรของ AR(2)โดยวิธี  
  d 2  สําหรับ p=2; Dij=Dji เม่ือ i, j  = 1, 2 , 3  1,,1 p  
 (จากสมการท่ี 4.62) 11D  = 079.2  
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 (จากสมการท่ี 4.65) 12D  = 037.1  = 21D  
     1̂  = 542.0  
     2̂  = 114.0  
  *หมายเหตุ คํานวณดวย VBA code* 
  e2  สําหรับ p=2  
 

 (จากสมการท่ี 4.68) 2ˆ = 0325.0  =    13212111
ˆˆ

2

1
DDD

N
 


 

 
  f 2 สําหรับ p=2  
 
 (จากสมการท่ี 4.24) 21

ˆˆ    = 114.0542.0   = 1428.0   
 
     12

ˆˆ   = 542.0114.0   = 1656.0   
 
     2̂1  = 1114.0   

 แสดงวาพารามิเตอรของแบบจําลองเปนแบบ Stationary 
 
 [3] การทดสอบความเหมาะสมของแบบจําลอง (Tests of Goodness of Fit of Selected Model) 
 
 (3a)  คํานวณหา t̂  โดยเร่ิมจาก t =3,…….,50 
   3̂ = 12213 ẑˆẑˆẑ   
          =  2908.0542.00018.0      1538.00178.0114.0   

 (3b) Q =  





12L

1k

2
krN  = 0.103 

   Q <  
2

212,95.0   = 31.18   

  แสดงวา t̂ เปนอนุกรมหรือตัวแปรสุมแบบอิสระ (Independent) 
 
 (3c)   ˆ = 298.0  <   534.050,10.0   (ดูตารางท่ี 3.4) 
  แสดงวา t̂ มีการแจกแจงแบบปกติ (Normal) 
 
 (3d) ใช AIC สําหรับหาลําดบัของแบบจําลอง AR 
  AIC  qp, =    qpN  2ˆln 2
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  2ˆ  = 0301.0 โดยคํานวณจากคา t̂ (t=3,….,50) ใน (3a) 
  AIC(1)=    0120301.0ln50  = -173.15 (คาตํ่าสุด) 
  AIC(2) =    0220301.0ln50  = -172.36  
  AIC(3) =    0320301.0ln50  = -169.89 
   2AIC  >  1AIC  แสดงวา AR(1) เหมาะสมกวา AR(2) 

       เลือก AR(1) สําหรับการวิเคราะห โดยเร่ิมข้ันท่ี (2d’) ใหม  
  

 ทําซํ้าขั้นท่ี (2d’) ใหม เพื่อประมาณพารามิเตอรของแบบจําลอง AR(1) ใหม (2nd Iteration) 
 
 (2d’) Maximum Likelihood Estimate 

 p=1;  483.0
D

Dˆ
22

12
1  ;  397.0rˆˆ:EstimateMoment 111    

 (2e’)  2ˆ =  12111 DˆD
1N

1



 =  037.1x483.0079.2

150

1



 = 0322.0  

 (2f’) 1483.0ˆ1 1  ; ……แสดงวาเปนแบบ Stationary 
 การทดสอบความเหมาะสมของแบบจําลอง  Iteration2nd  
 (3a)  t̂  = 1t1t ẑˆẑ   
 t=p+1=2; 2̂  = 112 ẑˆẑ   
    =  0178.0483.02908.0   = -0.282 
   3̂  =  2908.0483.00018.0   = 1387.0  

 (3b) Q =  





12L

1k

2
krN = 243.5 ; (L=12) 

    68.19Q 2
112,05.0   ; แสดงวา t̂  เปนอนุกรมแบบอิสระ (Independent)

  (3c)   ˆˆ =  50,10.0162.0  = 539.0 ;แสดงวา t̂ มีการแจกแจงแบบปกติ (Normal)  
 (3d)  0AIC  = 63.166  
    1AIC  = 15.173 …..Minimum 
    2AIC  = 36.172  
   เลือกแบบจําลอง AR(1)  
 (3e) k

k 1̂   เม่ือ 0k  
 
รูปท่ี 4.7 แสดง Sample Correlogram  zrk  และ Model Fitted Correlogram  zˆk ของแบบจําลอง 

AR(1) และAR(2)  Model Correlogram ของ AR(2) มีลักษณะใกลเคียงกับ Sample Correlogram มากกวา 
Model Correlogram ของ AR(1)    
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 ดังนั้น ตามผลการวิเคราะหนี้ ควรเลือกแบบจําลอง AR(2) เพื่อการวิเคราะห เนื่องจาก AIC(2) > 
AIC(1) เพียงเล็กนอยเทานัน้ แตอยางไรก็ตามจะใชแบบจาํลอง AR(1) ในการวิเคราะหตอไป 
  

 
รูปท่ี 4.6 การเปรียบเทียบ Sample Correlogram rk(z) ของอนุกรม zt และ Model Correlogram )z(ˆ k ของ

แบบจําลอง AR(1) และ AR(2) สําหรับอนกุรมน้ําทารายป ของแมน้ํา Gota ประเทศสวีเดน 
  

[4] Optional Tests of Model 
       ตัวอยางการสังเคราะหขอมูลใหม  
   y  = 9528.0  
   ̂  = 0322.0 = 179.0  
   1̂  = 483.0  
   tŷ  = 9528.0ẑt    
   tẑ  = t1t 179.0ẑ483.0   
 สุมเลือก t จากตาราง Standardized Normal Random Variables แลวจึงคํานวณหา tẑ  และ tŷ  ดัง
ตารางท่ี 4.6 
 

ตารางท่ี 4.6 ตัวอยางการสังเคราะหขอมูล 

t  t  tẑ  tŷ  

1 
2 
3 
4 
5 

0.414 
-1.288 
1.019 
0.617 
-0.290 

0.074 
-0.195 
0.088 
0.153 
0.022 

1.027 
0.758 
1.041 
0.106 
0.975 
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6 
7 
8 
9 
10 

1.969 
-0.661 
0.595 
-0652 
0.906 

0.363 
0.057 
0.134 
-0.052 
0.137 

1.316 
1.010 
1.087 
0.901 
1.090 

 
    

 คํานวณหาคาสถิติจากขอมูลท่ีสังเคราะหข้ึนใหม แลวนาํไปเปรียบเทียบกับคาสถิติจากตัวอยางเชน 
̂  , ̂  และ kr  

 
[5] ความนาเชือ่ถือของพารามิเตอรของแบบจําลอง (Reliability of Model Parameters) 

 (5a) จากสมการ [4.40] 

   Var  y  =       N
11

2
12

1
2

2
ˆ12̂Nˆ1

ˆ1N

ˆ




  

         y  = 9528.0  
         2̂  = 0357.0   
         1̂  = 483.0  

   Var  y  = 
 

    5022
22

483.01483.0250483.01
483.0150

0357.0



 

    = 001996.0  
       S  y  = 0447.0  

 (5b) 49,025.0t = 010.2  
   yst

1N,
2







 
 = 0447.0010.2  = 0898.0  

  08988.09528.0  <    < 9528.0 + 0898.0  
  8629.0  <   < 0426.1   
  (5c) จากสมการ 4.43 

  

2

1N,
2

1

2
2

2

1N,
2

2 S)1N(S)1N(





 






  

  2
49,025.0 = 70.2224 และ 2

49,975.0 = 31.5549 
  0.0249 <  < 0.0554 
 (5d) กรณ ีAR(1) 

 (5d’) Maximum Likelihood 
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    1
ˆVar   = 

22

2

D

ˆ   = 
147.2

0322.0  = 015.0  

 
    1

ˆS    = 015.0  = 1225.0  
 

 (5e’) 95% Confidence Interval of 1  
   
  {0.483-1.96(0.1225) < 1 < 0.483+1.96(0.1225)} 
  {0.243 < 1 < 0.723} 
 
 (5f’) 95% CI of 2

  

   Lower2
  =   12111 DLowerˆD

N

1
  

    =  037.1723.0079.2
49

1
  = 0271.0  

   Upper2
  =  037.1243.0079.2

49

1
 = 0373.0  

 
4.3 Periodic AR Model 
 ให 

 ,vy  =   ,vxg  
 g   = Normal Transform Function  
 ,vy  =   ,vz  
 ,vz  = AR with Constant or Periodic Coefficient 

 
 4.3.1 AR with Constant Coefficient 

 
 แบบจําลอง Periodic AR with Constant Coefficient จะเริ่มจากการแปลง ,vz  ใหเปน zt เม่ือ 

   1vt  และหลังแปลง ,vz  ใหเปน zt แลวจะทําการจาํลอง zt เหมือนการจําลองอนุกรมเวลารายป 
  
 แบบจําลอง AR (p)  
 
 tz  = tptp2t21t1 zzz                                                                            [4.80] 
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 ซ่ึงมีพารามิเตอรคือ     ,,1;,,,,,,.g p1   

 
 4.3.2 AR with Periodic Coefficient 
  
  0AR  : ,vz  =  ,v                                                                                   [4.81] 
  1AR  : ,vz  =   ,v,v, z 11                                                       [4.82] 

  pAR  : ,vz  =   ,vp,v,p,v, z.........z 11                        [4.83] 

 ซ่ึงมีพารามิเตอรคือ      ,,1;,,,,,,.g ,p,1   
  ,j = Periodic Autoregressive Coefficient; j=1,…,p 
 2


 = Periodic Variance of Residuals 

 
4.3.3 การประมาณคาพารามิเตอรสําหรับ Periodic AR Models 

  
เร่ิมจากากรประมาณ Periodic Mean และ Periodic Standard Deviation ดังนี ้
ขั้นท่ี 1 สําหรับ  = 2, 3, 4,….., 12 
 

̂  = y  = 


 ,,;y
N

N

v
,v 1

1

1
                                 [4.84] 

̂  = S  =     









 


 ,,1;yy
1N

1 2

1
N

1v

2
,v         [4.85] 

 
ถา 12  ควรประมาณคาโดยใช Fourier Series ในข้ันท่ี 2 
 
ขั้นท่ี 2 การประมาณคาโดยใช Fourier Series 

 ̂ =           
 





yh

j
jjjj yhyBhyhCosyAhy

*

1

** /2sin./2.   

                      ;  ,,1                                              [4.86] 

y   = 








1

y
 

   yBhyAh jj
** , = hj

th Harmonic Fourier Coefficient for Mean  
 yhj

*  = thj  Significant Harmonic for Mean 
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 yh*  = No. of Significant Harmonic from Total Harmonics of 
2

  or 
2

1  

 ̂  =           
 





sh

j
jjjj shsBhshCossAhS

*

1

** /2sin./2.   

         ,,1;             [4.87] 

 S   = 








1

S
 

   sBhsAh jj
** ,  = hj

th Harmonic Fourier Coefficients for Standard Deviation  
  shj     = thj  Significant Harmonic for Standard Deviation 
   sh*     = No. of Significant Harmonic 
 

การประมาณคา   ,,1 ,, p  และ 2


  

 จาก ,vz =
 

 
s

ˆy ,v ; N,,1v  ;  ,,1                                     [4.88] 

 คํานวณหา ,kr  หรือ  ,k
ˆ  (Sample Periodic Correlation Coefficient) ของ ,vz  

  
 AR(1) 

  ,1
ˆ  =   ,1;ˆ ,1               [4.89] 

 AR(2) 

 
,

ˆ
1  = 






 ,1;
ˆ1

ˆˆˆ

1,1

,21,1,1  

 
,2

ˆ  = 






 ,1;
ˆ1

ˆˆˆ
2

1,1

1,11,1,2             [4.90] 

 คํานวณหา  ,ˆk  โดยวิธี Fourier Series  pk ,,1  

  ,ˆk  =     



)r(h

1j
jkjk

*
k

*
k

/rh2Cos.rhAˆ     ]/2*  rhSinrBh jkjk   

      ; pk ,,1 ;  ,,1           [4.91]

 k  = 






1

,kr
   

 

    rBhrAh jkjk , = jkh th Harmonic Fourier Coefficients for ,kr  
 
   rhjk  = thj Significant Harmonic  
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   rhk
*  = No. of Significant Harmonics 

 AR(p) 

 2


  = 


 

P

1j
,j,j ,,1;ˆˆ1                       [4.92] 

 AR(1) 
 2


  =   ,,1;ˆ1 2

,1                       [4.93] 
 
   
 4.3.4 ความนาเชื่อถือของพารามิเตอรแบบ Periodic (Reliability of Estimated Periodic    
                       Parameters) 
 
 การประมาณ (Approximation) ชวงความนาเช่ือถือ (Confident Intervals) ของคาพารามิเตอร 
  

  ̂Var  = 
N

2ˆ  ;  ,1                      [4.94] 

 
 (1-) % Confidence Intervals ของ  
 

 
 

 
 

  







 





 ,,1;ˆs.tˆˆs.tˆ

2
,1N

2
,1N

                    [4.95] 

 
 (1-) % Confidence Intervals ของ 2

  
 

    





































 ,,1;
ˆ1Nˆ1N

2

1N,
2

1

2
2

2

1N,
2

2

                     [4.96] 

 
 (1-) % Confidence Intervals ของ  ,k สามารถหาโดยการแกสมการ [4.24] 

   ,k  = 



p

1j
lj,jk,j ; k >0 

  lj  = Min (k,j) 
  โดยการแทนคา  ,k  ในสมการขางบนดวย  กําหนดให  สําหรับ )upper(,j  และ 
 สําหรับ )lower(,j  เม่ือ j=1,…,p และ  
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    = 
   

    





























3N

z2
Expˆ1ˆ1

3N

z2
Expˆ1ˆ1

,k,k

,k,k

   [4.97] 

 
  เม่ือ z= Standard Normal Variate or z 
 

    = 
2

 สําหรับ Upper Confidence Limit ของ  ,k  

    = 
2

1


  สําหรับ Lower Confidence Limit ของ  ,k  

 

 ชวงความเช่ือม่ันของ 2
 จะหาจากสมการ 

 
 



P

1j
,j,j

2 ,,1;ˆ)upper(ˆ1)upper(    

 
 



P

1j
,j,j

2 ,,1;ˆ)lower(ˆ1)lower(   

 คา )upper(,j  และ )lower(,j  คือ Upper และ Lower Confident Limits ของ  ,j ท่ีคํานวณได
ตามท่ีกลาวไวในหวัขอท่ีแลว 

 
4.3.5 ความเหมาะสมของแบบจําลอง Periodic AR (Goodness of Fit for Periodic AR Models) 

 
 แบจําลอง Periodic AR มีสมมติฐานวา Residuals ( t  or  ,v ) เปนตัวแปรอิสระและมีการแจกแจง
แบบปกติ (Independent and Normally Distributed) จึงตองมีการทดสอบ Residual วาเปนตัวแปรอิสระและมี
การแจกแจงปกติ นอกจากนีค้วรมีการทดสอบเปรียบเทียบ Model Correlogram กับ Sample Correlogram  
 

  ,v
ˆ  =  ]zˆ.........zˆz[

ˆ

1
p,v,p1,v,1,v 






                       [4.98] 

 คาแรกของ  ,v
ˆ

คือ 1p,1
ˆ

 เนื่องจาก 1p  ดังนั้น 1p   
 

(A) การทดสอบความเปนอิสระของ Residuals (Test of Independent Residuals) 
 การทดสอบความเปนอิสระมี 2 แนวทางไดแก 
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แนวทางท่ี 1 กรณีท่ีวิเคราะหจาก Periodic Residual Series   ,v มี 2 วิธีคือ 
(1) การทดสอบนยัสําคัญของ ACF ซ่ึงมีขั้นตอนดังนี ้
- คํานวณหา Periodic Lag 1 ACF หรือ )ˆ(r ,1   ;  ,,1   
- หาคา Critical r จากสมการ 

 
 

   
2

,2N
2

2
,2N

2 t2N

t

r







                      [4.99] 

- ถา  
2

,1 rˆr   แสดงวายอมรับสมมติฐานหลัก Ho ท่ีวา  ,v  เปนตัวแปรอิสระ 

(2) การทดสอบโดยใชคาสถิติ Modified Porte Manteau (Modified Port Manteau Lack of Fit 
Test) 
 คาสถิติ Modified Porte Manteau (Q1) มีคาดังสมการ 

 Q1 =   2L

1k 1
,k

ˆrN





                                                           [4.100]          

 ถา Q1 < 2
)qpL(   แสดงวา  ,v  เปนตัวแปรอิสระ 

 
 แนวทางท่ี 2 กรณีท่ีวิเคราะหจาก Residual Series  t มี 2 วิธีคือ 

(1) Anderson Test ซ่ึงมีข้ันตอนดังนี ้

- คํานวณคา t̂  ;  pNt  ,,1  

- คํานวณหา  ̂kr  ; k=1,….,L; L=10-20%  ของ N 
- หา Anderson Limit จากสมการ 

 %95kr  = 
kN

kN


 196.11                                                                 [4.101]  

 %99kr  = 
kN

1kN576.21


                                                             [4.102] 

(2) การทดสอบโดยใชคาสถิติ Port Manteau (Port Manteau Lack of Fit Test) 
 คาสถิติ Porte Manteau (Q1) มีคาดังสมการ 

 Q  =    



L

1k

2
k

ˆrdN                                                                                                  [4.103] 

 ถา Q < 2
)qpL(  แสดงวา  ,v  เปนตัวแปรอิสระ  

 ถาผลการทดสอบพบวา ̂ ไมเปนอิสระ ใหเพิ่มลําดับ (Order) ของแบบจําลองจาก p เปน (p+1) 
 



 4-33

(B) การทดสอบการแจกแจงแบบปกติ (Test of Normality)  
 การทดสอบวา Residual มีการแจกแจงแบบปกติ สามารถทําได 2 วิธีคือ 
 (1) การทดสอบโดยวิธีกราฟ โดยการคํานวณหา Empirical Frequency ของ Residual แลวนําไป
พลอตลงในกราฟการแจกแจงแบบปกติ (Normal Probability Paper) ถากราฟเปนเสนตรงแสดงวา Residual 
มีการแจกแจงแบบแกต ิ
 (2) การทดสอบคาสัมประสิทธ์ิความเบ (Skewness Coefficient,   ˆ ) โดยใชคาสถิติ Smirnov-
Kolmogorov    
  
 (C) การทดสอบความเหมาะสมโดนการเปรียบเทียบ Correlogram ของ Historical, Model และ
Generated Data 
 
 (1) การเปรียบเทียบ Historical และ Model Correlograms 

    
ˆr ,k  Vs.  ,k  

 (2) การเปรียบเทียบ Historical และ Generated Correlograms  

    
ˆr ,k  Vs.  ,kˆ   

 
4.3.6 การสังเคราะหขอมูลโดยใชแบบจําลอง Periodic AR  
(Generation Using Periodic AR Models) 

   
  ให ,vx คือ อนุกรมเวลาเร่ิมตนซ่ึงไมไดมีการแจกแจงแบบปกติ (Original Skewed Series) 

 ขั้นตอนการสังเคราะหขอมูล  

  ,vx̂  =   ,
1 ˆˆ vyg             [4.104] 

  ,vŷ  =   ,vẑˆˆ            [4.105] 
(1) กรณีใชแบบจําลอง AR with Constant Autoregressive Coefficient 

  tẑ   = tptp1t1 ˆz~ˆẑˆ             [4.106] 
  t   =   1v  
  t   = Normal Variate with Mean = 0 and Variance = 1 
 

(2) กรณีใชแบบจําลอง AR with Periodic Autoregressive Coefficient 

  ,vẑ  =  
 ,vp,v,p1,v,1 ˆẑˆẑˆ                                     [4.107] 

   ,v  = Normal Variate with Mean = 0 and Variance =1   
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4.3.7 ตัวอยางการจําลองอนุกรมเวลาแบบ Periodic ดวยแบบจําลอง AR (Example of AR 

Modeling of Periodic Series) 
 

การสรางแบบจําลองสโตแคสติกสําหรับ Monthly Net Basin Supplies ของ Lakes Michigan – 
Huron ซ่ึงมีรายละเอียดดังนี ้
 
- Net Basin Supply (NBS) = Precipitation – Evaporation 
- มีขอมูลอนุกรมเวลาฝนรายเดือนเปนเวลา 69 ป (ดูภาคผนวก A7.5) 
- Drainage Area = 97,400 ตารางไมล 
- พื้นท่ีผิวน้ํา = 75,300 ตารางไมล 
 
 (1) Preliminary Analysis and Model Identification 
  
 a1  และ  b1  ,vx = NBS ซ่ึงมีคา – ถึง + 
              g     = 6.0  (จากตารางท่ี 3.4 0.02,large N=0.430, 0.1,large N=0.298) 
 
 เนื่องจาก ,vx  บางคามีคาติดลบ จึงไมสามารถแปลงเปนอนกุรมเวลาท่ีมีการแจกแจงแบบปกติ

โดยใชฟงคช่ัน Logarithmic หรือ Power Function ได ดังนั้นในกรณนีี้ จึงทําการ Original Series  และหา
วิธีการจัดการคาความเบโดยการวเิคราะหหาการแจกแจงความนาจะเปนของ Residuals ทีหลัง  

(1c) พลอตอนุกรมเวลารายเดือน ( ,vy ) ดังแสดงในรูปท่ี 4.7 ซ่ึงจะเหน็ไดวาคา NBS ชวง Spring 
และ NBS บางคาชวง Summer  มีคาสูงกวาคา NBS ในฤดูอ่ืน แสดงถึง Periodicity ในอนุกรมเวลาท่ีเกิดข้ึน
ทุกป ชวงท่ี NBS มีคานอย คาสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานจะมีคาสูงกวาคาเฉล่ีย 

 (1d) คํานวณหา y , S  และ ,kr  เม่ือ k  = 1, 2, 3 และ 12,,1  
 (1e) พลอต y  และ S  ในรูปท่ี 4.8 
เนื่องจาก 12  พอดี อาจไมตองประมาณคาโดยใช Fourier Series ก็ได แตในตัวอยางนี้ตองการ
แสดงวิธีการประมาณคาโดยใช Fourier Series   
ให  y  =   
   S  =   
(1f) คํานวณหา ,kr  สําหรับ k  = 1, 2, 3  และ 12,,1  แลวพลอตในรูปท่ี 4.9 ซ่ึงจะเห็นไดวา 

  ,1r  ไมเปล่ียนแปลงอยางมีนัยสําคัญในแตละเดือน 

  ,2r และ ,3r   เปล่ียนแปลงอยางมีนัยสําคัญในแตละเดือน 
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*  เนื่องจากพิจารณาวา ,1r  มีความนาเช่ือถือมากกวา ,kr  เม่ือ k>1 จึงเลือกการจําลอง
โดยใชแบบจําลอง AR Model with Constant Autoregressive Coefficients  

   

 
รูปท่ี 4.7 อนุกรมเวลา NBS รายเดือนของ Lake Michigan-Huron ชวง 1990-1919 
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 (2) การประมาณคาพารามิเตอร (Estimation of Parameters) 

(2a) การประมาณคาพารามิเตอร โดย Fourier Series ̂ , ̂  
(i) y  = 787.109  
  s  = 608.65  

 h = 
2

   = 
2

12   = 6  =  Total No. of Harmonics 

 คํานวณหา Aj(.),  Bj(.)  และ MSDj(.) (หมายถึง Explained Variance) ของ ̂   และ ̂  ดังแสดง
ในตารางท่ี 4.7 และ 4.8 
 (ii) หาจํานวน Significant Harmonicsโดยใช Cumulative Periodogram ดังรูปท่ี 4.10 ซ่ึงสามารถ
สรุปไดวา 
  *h   of  ̂  = 2 

*h   of   ̂  = 3 
*  พิจารณารวมกับผลการวิเคราะหคา Significant Harmonics ของทะเลสาบอ่ืนๆใน Great 
Lakes จึงกําหนดให 4* h  และ Significant Harmonics คือ Harmonic ท่ี1, 2, 3 และ 5    

(iii)   คา  *
jA ,  *

jB  แสดงอยูในตารางท่ี 4.7 และ 4.8  

 (iv)   คํานวณหาคา ̂  และ ̂  ดังแสดงในรูปท่ี 4.8  ในท่ีนี้จะแสดงเฉพาะตัวอยางการคํานวณ 1̂

และ 1̂   
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 (2b) การคํานวณหาคาอนกุรมเวลา ,vz  
 

  1,1z  = 
1

11,1

ˆ

ˆy




=
96.50

93.460.1  = 94.0  

  2,1z = 
2

22,1

ˆ

ˆy




=
58.48

25.95162  = 374.1  

  3,1z = 619.1  

  4,1z = 364.0  

 
.

.
 

  12,69z = 686.1  

 
 จําลองโดยแบบจําลอง AR with Constant Autoregressive Coefficients ตามท่ีสรุปในขอ (1) 
 (3c) 
 (i) แปลง ,vz  เปนzt (t=1,…,(v-1)*12+,..,N) 
  *N  = 1269  = 828  
  1z   = 94.0  
  2z   = 374.1  

   
.

.  
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  828z  = 686.1  
 (ii)  คํานวณหา  zrk  เม่ือ k=1,…,40 ดังแสดงในรูปท่ี 4.11(a) ซ่ึงสรุปไดวา 
   zr1  = 229.0  
   zr2  = 135.0  
    . 
    .  
 

 
รูปท่ี 4.11 (a) Correlogram of the standardized series zt and expected correlograms for the first and second 

order Markov models, (b) correlograms of the series t after fitting the first (1) and second (2) order 
Markov models (Lake Michigan-Huron) 

 
 (iii) พลอต Model Correlogram ของ AR(1) ซ่ึงมี 229.01̂  และAR(2) ซ่ึงมี 209.0ˆ

1 

และ  087.0ˆ
2  เปรียบเทียบกับ Sample Correlogram  zrk  ดังแสดงในรูปท่ี 4.11(a) ซ่ึงเห็นไดวา

แบบจําลอง AR(2) ใหคาประมาณของ  zrk  ดีกวา AR(1) ดังนัน้ในข้ันนี้จึงสรุปไดวา AR(2) ดีกวา AR(1) 
แตในการวิเคราะหควรตองวิเคราะหแบบจําลอง AR(3) และ ARMA(1,1) เปรียบเทียบกับ AR(1) และ AR(2) 
ดวย 
 (iv) N =  N  =828  (อนุกรมเวลารายเดือนมีขอมูลยาว) 
 ใชวิธี Moment เพื่อประมาณพารามิเตอรของ AR(2)  

  1̂  =  
 2

1

21

1

1

r

rr


  =  

 2229.01

135.01229.0


  = 209.0  

  2̂  = 2
1

2
12

1 r

rr




   = 
2

2

229.01

229.0135.0




 = 087.0  

 จากสมการท่ี 4.38 
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2ˆ  =  

     



 


 2

1

2

2

2

2
2

ˆˆ1
ˆ12

ˆ1ˆ





N

N  

   = 
  

     22 209.0087.01
087.012828

087.011828





 

   = 943.0  
 
 (v)  ตรวจสอบ Stationary Condition ของพารามิเตอรโดยสมการ 4.18 

     121    

     112    

     11 2    

   21
ˆˆ   = 087.0209.0  = 1296.0   

   12
ˆˆ  = 209.0087.0  =  1122.0   

         2
ˆ1  = 1087.0   

 (3) การทดสอบความเหมาะสมของแบบจําลอง AR(2)(Test of Goodness of Fit of Selected Model) 
  a3 จากสมการท่ี 4.19 จะสามารถคํานวณหาอนุกรมเวลา t̂  ของ AR(2) ไดดังนี ้
   3̂  = 12213 zˆzˆz   
    =  94.0087.0374.1209.0619.1   
    = 824.1  
   4̂  = 22314 zˆzˆz   
    =    374.1087.0619.1209.0364.0   
    = 623.0  
    . 
    . 
   828̂  = 623.1  
 

 (3b) การทดสอบความเปนอิสระของ Residuals 
  โดยใช Anderson Test of Correlogram 
  คํานวณหา  ̂kr  โดยสมการ 2.5(b) 
  Then calculate 95%  Probability Limits of  ̂kr  by Eq.2.21a 

   %95kr  = 
KN

KN


 196.11   
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 Correlogram ของ t̂  ของ AR(1) และAR(2) และ 95% Probability Limits แสดงอยูในรูปท่ี 
4.11(b)  

   ̂kr  ของ AR(2) อยูภายใน Probability Limits  
   ̂kr  ของ AR(1) มี 4 คาตกอยูนอก Probability เกินกวาคาสูงสุดตามเกณฑท่ีกําหนดคือ 
 L95.01  = 24005.0   เม่ือ L = Max lag = 40  
  จึงสรุปไดวาอนุกรมเวลา t̂ ของ AR(2) เปนอิสระ 
 
  c3  การทดสอบ Normality ของ t̂  

  ถา   0ˆˆ  แสดงวา t̂ ไมไดมีการแจกแจงแบบปกติ  

  เนื่องจาก   0ˆ x แตไมไดมีการแปลงเปนการแจกแจงปกติ เนื่องจาก x=NBS บางคามี
คาติดลบ  

  ̂  = 943.0  = 971.0  

  t̂  = 
971.0

ˆt  (Standardized)  

  ผลการวิเคราะหการแจกแจงพบวา PDF ของ t̂  มีการแจกแจงแบบ Lognormal 3 พารามิเตอร 
โดยมีคาพารามิเตอรดังนี ้

  





  4ˆ;246.0ˆ;356.1ˆ o  

  f  =  
  











 


 2

2

ˆ2

ˆˆln

2ˆ
1





o

o

Exp  

  f  =   
  







 


 246.0

356.14ln

2

1
Exp

0.4246.02

1 2

         [4.108] 

 

 ̂ = ̂;Mean = Standard Deviation  
 Empirical Frequency และ Lognormal-3p แสดงอยูในรูปท่ี 4.12 
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รูปท่ี 4.12 The fit of three-parameters lognormal probability density function (smooth solid line) to the 
frequency density curve (broken line) of t variable of monthly mean NBS of Lake Michigan-Huron 

 
 (3d) การเปรียบเทียบ Sample correlogram  zrk  และ Residuals Correlogram  ̂kr  ของ AR(1) 
และ AR(2) ในหัวขอ (3b) แสดงวา  ̂kr   ของ AR(2) เหมาะสมกับ  zrk มากกวา  ̂kr ของ AR(1) และ
คาดวา  ̂kr  ของ AR(3) นาจะเหมาะกับ  zrk  มากกวา  ̂kr  ของ AR(2) และนาจะผานการทดสอบ
โดย Anderson  Probability Limits  
 การทดสอบ Parsimony ของพารามิเตอรโดยใช Akaike Information Criteria (AIC) พบวา 
   1AIC  = 34.41  
   2AIC  = 59.44  
   3AIC  = 72.41  
   2AIC  มีคาตํ่าสุด จึงสรุปอีกคร้ังวาควรจําลองโดยใชแบบจําลอง AR(2)  
 (3e) Correlogram ของ AR(2) แสดงอยูในรูปท่ี 4.11(a)  
 

(4) Optional Tests of the Model 
 ทําการสังเคราะหอนกุรมเวลารายเดือนของ NBS ของ Lake Michigan-Huron โดยใชแบบจําลอง 
AR(2) ตามสมการ 4.105 และ 4.106 
 ,vŷ  =   ,vẑˆû                                     [4.109] 

 tẑ  = t2t1t
ˆ943.0ẑ087.0ẑ209.0                                     [4.110] 

 t̂  = Lognormal 3 Distributed โดยมีคาพารามิเตอรดังนี้     

  0.4ˆ,246.0ˆ,356.1ˆ  o  

 u  = 
 




ˆ
ˆˆˆln  ot  
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 u  = 
  

246.0

356.14ˆln t = Standard Normal with mean=0 and standard deviation=1  

 t̂  =  uExp 246.0356.14                                     [4.111] 
 û  และ ̂ มีคาดังตารางท่ี 4.9 
   

ตารางท่ี 4.9 การคํานวณคา û  และ ̂  

  1 2 3 4 5 6 

û  

̂  
46.93 
50.96 

95.25 
48.58 

176.80 
72.15 

277.60 
86.70 

254.98 
88.03 

210.49 
65.01 

  7 8 9 10 11 12 

û  

̂  
120.49 
52.45 

55.79 
59.06 

26.39 
63.80 

-5.87 
72.31 

33.13 
66.25 

25.35 
61.48 

 
 การสังเคราะห (Generate) คา Standard Normal Random No. และ Log-normal 3 Transformed 
Random No. แสดงอยูในตารางท่ี 4.10 

ตารางท่ี 4.10 การสังเคราะห Standard Normal Random No. และ Log-normal 3 Transformed Random No. 
Order u   Order u   Order u   

1 
2 
3 
4 
5 
6 

0.414 
-1.288 
1.019 
0.616 
-0.289 
1.970 

0.297 
-1.173 
0.986 
0.515 
-0.386 
2.300 

7 
8 
9 
10 
11 
12 

-0.659 
0.595 
-0.651 
0.906 
0.678 
-1.175 

-0.700 
0.492 
-0.694 
0.849 
0.585 
-1.093 

13 
14 
15 
16 
17 
18 

1.195 
-1.160 
-1.835 
-0.468 
0.68 

-0.595 

1.207 
-1.083 
-1.529 
-0.541 
-0.054 
-0.648 

 
 สมมติให 0.0ẑ0   และ 0.0ẑ 1    จะสามารถสังเคราะหคา tẑ  ไดดังนี้  
   1ẑ  =       288.0297.0971.00.0087.00.0209.0   
   2ẑ  =       079.1173.1971.0.0087.0288.0209.0   
   3ẑ  =       757.0986.0971.0288.0087.0079.1209.0   
   4ẑ  =       564.0515.0971.0079.1087.0757.0209.0   
   5ẑ  =       191.0386.0971.0757.0087.0564.0209.0   
 เนื่องจากคาแรกๆของ tẑ ท่ีสังเคราะหข้ึนมามี Bias เนื่องจากการสมมติคา 0ẑ และ 1ẑ ดังนั้น 
Fiering and Jackson (1971) จึงแนะนําวาควรตัด 50 คาแรกท่ีสังเคราะหข้ึนมาท้ิง 
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 ตารางท่ี 4.11 แสดงอนุกรมเวลา tẑ ท่ีตัด 3 คาแรกทิ้ง หรือให 3tt ẑẑ   
 
ตารางท่ี 4.11 อนุกรมเวลา tẑ ท่ีตัด 3 คาแรกท้ิง 

t tẑ  t tẑ  t tẑ  
1 
2 
3 
4 
5 

0.564 
-0.191 
0.242 
-0.228 
0.413 

6 
7 
8 
9 
10 

-0.607 
0.733 
0.668 
-0.858 
1.748 

11 
12 
13 
14 
15 

-0.761 
-1.492 
-0.903 
-0.371 
-0785 

 
 หลังจากสังเคราะหคา tẑ แลว จะสามารถคํานวณ Periodic Monthly Time Series ไดดังนี้ 
   1,1ŷ  =   67.75564.096.5093.46   
   2,1ŷ  =   97.85191.058.4825.95   
   12,1ŷ  =   38.66492.148.6135.25   
   1,2ŷ  =   913.0903.096.5093.46   
   3,2ŷ  =   16.120785.015.7280.176   
 รายละเอียดของ Optional Test จะแสดงอยูในหวัขอ 7.3.5 
  
 (5) Reliability of Model Parameters 

 (5a)   1ˆs   = 
N

ˆ 1  = 
69

95.50  = 13.6  

 คา  ̂s  สําหรับ 12,,2   สามารถคํานวณไดในลักษณะเดียวกัน 
  

 (5b) คํานวณหา 95% Confident Intervals ของ   จากสมการ 4.100 
   025.0,68t  = 0.2  

    13.6293.4613.6293.46 1   
   19.5967.34 1   
  คํานวณหา 95% Confident Intervals ของ 12,,2;   ไดในลักษณะเดียวกัน 

 (5c) คํานวณหา 95% Confident Intervals ของ   จากสมการ 4.101 
   1.47975.0,68

2   
   66.92025.0,68

2   
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1.47

96.5068

66.92

96.5068
1    

   23.6165.43 1    
  คํานวณหา 95% Confident Intervals ของ 12,,2;  ไดในลักษณะเดียวกัน    
  (5d) เนื่องจากจําลองโดย AR(2) แบบ Constant Autoregressive Coefficients จึงสามารถคํานวณหา
Variance ของ 1̂  โดยวิธี Moment ไดโดยใชสมการ 4.46 ดังนี้  

    1
ˆVar   =  2

ˆVar   = 
2N

ˆ1 2
2


  

     = 
2828

087.01 2


  = 001201.0  

    1
ˆs    =  2

ˆs    = 035.0  
  และสามารถคํานวณหา  21

ˆ,ˆCov    ไดจากสมการ 4.47 
 

    21
ˆ,ˆCov  =  

2N

ˆ1ˆ
21


  

     =  
2828

087.01209.0


  

     = 000275.0  

    21
ˆ,ˆ   =  

   21

21

ˆVarˆVar

ˆ,ˆCov



  

     = 229.0
001201.0

000275.0


  

 
 (5e) คํานวณหา 95% Confident Intervals ของ 21 ,   จากสมการ 4.48 
    025.0u  = 96.1  
      j

2

jjj

2

j
ˆsuˆˆsuˆ    

     035.096.1209.0035.096.1209.0 1   

           2776.01404.0 1   

     035.096.1087.0035.096.1087.0 2   

           1556.00184.0 2   
    
 Option: หา Joint Confidence Region ของ 21 ,  โดยสมมติวา  21 ,  มีการแจกแจงแบบ
Bivariate Normal Distribution โดยมีพารามิเตอรดังนี ้
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   1̂  = 209.0  
   1

ˆs   = 035.0  
   2̂  = 087.0  
   2

ˆs   = 035.0  
  21,  = 229.0  
 
 (5f) คํานวณหา 95% Confident Intervals ของ 2

  จากสมการ 4.49 
 

   2ˆ   = 
 

    






 




2
1

2
2

2

2
2

ˆˆ1
ˆ12N

ˆ1ˆN
 

 Upper 2ˆ   =  
     22 1404.00184.01

0184.012828

0184.01828



  

    = 982.0 (คํานวณจาก Lowerj) 

 Lower 2ˆ   =  
     22 2776.01556.01

0155612828

01556.01828



  

    = 872.0 (คํานวณจาก Upper j) 
 
4.4 เอกสารอางอิง 
 

Salas. J, J.W.Delleur, V.Yeyjavich and W.L Lane. 1980.  Applied Modeling of Hydrologic Time Series. 
Water Resources Publications.  USA. pp.484 
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บทท่ี 5 
การจําลองอนุกรมเวลาดวยแบบจําลอง AUTOREGRESSIVE AND MOVING AVERAGE 

AUTORERESSIVE AND NOVING AVERAGE MODELLING 
 
5.1  คํานํา (Introduction) 
 
 แบบจําลอง Autoregressive and Moving Average ซ่ึงเรียกส้ันๆ วา ARMA(p,q) คือ แบบจําลองสโต
แคสติกท่ีพัฒนาตอจากแบบจําลอง AR(p) ในบทท่ี 4 โดยเพิ่มองคประกอบทางสโตแคสติกอีกองคประกอบ
หนึ่งคือ องคประกอบ Moving Average เขาในแบบจําลอง ทําให ARMA(p.q) มีขอดีเพิ่มข้ึนคือเหมาะสําหรับ
สามารถอธิบายปรากฏการณการไหลของน้าํท่ีมีลักษณะท้ัง Low Flow และ High Flow ผสมผสานกันไป 
องคประกอบ AR(p) และ MA(q) สามารถท่ีจะใชอธิบายปรากฏการณทางอุทกวิทยาท่ีแตกตางกันดังนี ้
 

AR(p)-Low Flow ในชวงฤดแูลงซ่ึงเกิดจากอิทธิพลของน้ําใตดนิ 
MA(q)-High Flow ซ่ึงเกิดจากพายุฝน 
ARMA(p, q)-ผสมผสานปรากฏการณของ Low Flow และ High Flow 

 
ในหวัขอ 1.6 ในบทท่ี 1 ไดพิสูจนใหเหน็วาสามารถใช ARMA(1,1) อธิบายปริมาณการไหลของน้าํใน

แมน้ําได ดังนี ้
 

              t1tt dXcSZ    
   t1tt aXSc1S     
       1,1ARMAXacc1ddXZc1Z 1tt1tt    

 
แบบจําลอง ARMA(p, q) มีขอดีท่ีสําคัญคือ มีจํานวนพารามิเตอรนอยวาแบบจาํลอง AR(p) เม่ือใช

แบบจําลองท่ีมีลําดับมาก จงึนาสนใจมากกวาเม่ือพจิารณาจากเกณฑ Parsimony 
 

5.2 รูปแบบทางคณิตศาสตรของแบบจําลอง ARMA(p,q) (Mathematical Formula of ARMA) 
  

   



p

j
tjtjt zz:pAR

1
 

    



q

j
ojtjt ;z:qMA

0
1  

   )q(MA)p(ARq,pARMA   
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p

j
jt

q

j
jjtjt zz

1 0
           [5.1] 

โดยมีพารามิเตอรคือ    








  q,,j,p,,j,,, jj  1122  

 

5.3 คุณสมบัตขิอง MA(q) (Properties of MA(q)) 
 
 5.3.1 แบบจําลอง MA(q) 

  



q

j
jtjt ;z

0
0 1           [5.2]                            

    tt zEE  0  
     22

 tt EVar  
    kkttktt z.zCovz.zE   = Lag k Autocovariance ของ zt 

 









 










 







q

j
jktj

q

j
jtjk E

00
       [5.3] 

 





 






   qktqktktqtqttk E  1111  

  





kq

j
kjjk qk;

0

2      

       qk; 0          [5.4] 
 

ถา   



q

j
jtzVar;k

0

22
00        [5.5] 

 

 














q

0j

2
j

kq

0j
kjj

0

k
k;ACF  เม่ือ k<q      [5.6] 

        0k                 เม่ือ k>q      [5.7] 
 

 
5.3.2 แบบจําลอง MA(1) จะมีลักษณะเปน One Step Long Memory 

 1t1tt εθεz           [5.8] 
จากสมการ [5.4] ถา 

10

11

0j

2
εkjj

2
ε1 θθσθθσγ;1k,1q 




   

    2
1          [5.9] 
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1

0j
kjj

2
ε0 θθσγ;0k,1q  

      1100
2
ε θ.θθ.θσ       

     2
ε

2
1 σθ1         [5.10] 

 2
1

1

0

1
1

1 







        [5.11] 

 0,1k,1q k          [5.12] 
 

5.3.3 Residual ของ MA(1) 
 1t1tt εθzε   
 2t1t1t εθzε    

   2t11t1tt εθzθzε    
    2t

2
11t1t εθzθz    

      2t
2

11t1t zθzθz         [5.13] 
สมการจะ Converge เม่ือ 1θ1   

t2t
2
11t1t εzθzθz           [5.14] 

จึงสรุปไดวา MA(1) คือ AR() และมีลักษณะเปน Long Memory 
  
 5.3.4 Invertible Conditions 
 1θ1    
 หรือ รากของสมการ Characteristics จะอยูในวงกลมท่ีมีรัศมีหนึ่งหนวย (Unit Circle) 
 0r 1            [5.15] 
 

 กรณีของ MA(q) 
 0rrr q

2q
2

1q
1

q           [5.16] 
 ถารากของสมการ [5.16] อยูใน Unit Circle แสดงวา iθ เปนไปตาม Invertible Condition 
 กรณี MA(2) ซ่ึงมี 6.0θ1  และ 2.0θ2   

 02.0r6.0r2   
  839.0r1   
  2385.0r2   
 

 5.3.5 Partial Autocorrelation Function (PACF) ของ MA(q) 
 PACF )k(k ของ   MA(q) คือ ACF ของ AR(p) 
 ACF    k  ของ   MA(q) คือ PACF ของ   AR(p) 
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5.3.6 คุณสมบตัิท่ัวไปของ ARMA(p, q) 
 qtq1t1tptp1t1t zzz     

 Lag k Cross-Covariance ของ z และ  
 ),z(Cov)k( tktz            [5.17] 
 0k;0)k(z    
              0k;0          [5.18] 

(1) Lag k Autocovariance ของ ARMA(p, q) 
   kktt γz.zE   

 qkor1qk;)jk(
p

1j

q

0j
zjjkjk   

 
  

      1qk;
p

1j
jkj 


         [5.19] 

 ถา k = 0 
 )z(Var)z.z(Eγ ttt0   

        
 


p

1j

q

1j
zjjj

2 )j(        [5.20]

  
(2)  Autocorrelation Function(ACF) 

 1qk;jk

p

1j
jk

0

k 






       [5.21] 

 ACF ของ ARMA(p,q) จะแปรผันตามคา j  และ j  ดังนี้ 
    p,,1jq,,1j jj    และ  q,,1jθ j   
    p,,1j1pq,,1qj jj    

ซ่ึงจะมีผลทําให ACF ของ ARMA(p,q) มีลักษณะท่ีแตกตางกันดังรูปท่ี 5.1 ถา ๆ q-p > 0 เชน 
ARMA(1,2) ACF จะมีลักษณะเปน Irregular Shape ตามดวย Exponential Decay หรือ Damped Wave แคถา 
q-p < 0 เชน ARMA(1,0) ACF จะมีรูปรางเปน Exponential Decay หรือ Damped Wave ดังรูปท่ี 5.1 
 PACF ของ MA(p) แสดงอยูในรูปท่ี 5.2 และ 5.3 
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รูปท่ี 5.1 ลักษณะของ ACF ของ ARMA(p,q) กรณีที่ p และ q มีคาตางๆกัน 
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รูปท่ี 5.2 Theoretical Partial Autocorrelation for MA(1) Model 
 
 

รูปท่ี 5.3 Theoretical Partial Autocorrelation for MA(2) Model 
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Stationary and Invertibility 
 0uuu p

2p
2

1p
1

p          [5.22] 

 0rrr q
2q

2
1q

1
q           [5.23] 

 
(3) คุณสมบัติพืน้ฐานของ ARMA(1, 1) 

 1t1t1t1zz t    

   1t1t2t11t2t11 zz t    

        2t111t11t2t
2

1 z    

     2t111t11t3t12t3t1
2

1t zz    

          3t1
2
12t1111t11t3t

3
1 z    

              3t11
2
12t1111t11t     

 
ดังนั้น จึงสามารถสรุปไดวา ARMA(1, 1) คือ MA () ดังสมการ 

  
   2t21t1ttz        [5.24] 
 
 สมการ [5.25] จะ Converged เม่ือ 1θ1   หรือเม่ือกระบวนการสโตแคสติกเปน Stationary 
 ถา ARMA(1,1) มีพารามิเตอร 
 79.01   

 35.0θ1   

  11
1i

1i            [5.25] 

 
i 1 2 3 4 5 6 

i  0.44 0.35 0.27 0.22 0.17 0.14 
 

ในทํานองเดียวกัน ARMA(1, 1) สามารถเขียนในรูปของ AR() ดังสมการ 
 
 1t11t1tt zz    

      2t1211t11t1t zzzz    
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       2t
2
12t111t11t zzz    

   t2t
2
12t111t11t zzz    

           t3t11
2
12t1111t11 ........zz    

     t3t32t21t1 εzzz πππ         [5.26] 

  

 11
1i

1i    

 ถา 35.0,79.0 11   

  
i 1 2 3 4 5 

iπ  0.44 0.15 0.05 0.02 0.01 

 

สมการ [5.22] จะ Converged ถากระบวนการสโตแคสติกเปนแบบ Invertibility ถา 1θ1   
 Admissible Region สําหรับ 1 และ 1  คือ 

 11 1    และ 1θ1 1          [5.27] 
  

สําหรับกระบวนการสโตแคสติกทางอุทกวิทยา 

10 1  ,  1θ0 1    และ    11         [5.28] 
 

(4) Variance ของ ARMA(1,1) , oγ  

จากสมการ [5.20] 

 1z111
2

o    

      1t1t1t1t11ttz zE.zE1    

           1t1t11tt1t1t1 .E.E.zE    

        2
1z1 0    

      t1t1t1t1ttz zE.zE0    

 t1t1ttt1t1 .(E).(E)zE     

            
2
          [5.29]  

 

  2
11111

2
o         [5.30] 
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จากสมการ [5.19] ถา k = 1 

  0)1( z1z0011    

     2
101          [5.31] 

 ถา k > 2 

  1)2( z1z0112    

       11  

 1k1k           [5.32] 

 จากสมการ [5.30]  

   2
111110 1        [5.33] 

จากสมการ [5.31]  
2

1101          [5.34] 

แกสมการ [5.33] และ [5.34] จะไดคา o และ 1 ดังนี ้

 
 

2
2
1

11
2
1

0
1

21





        [5.35] 

  
 

2
2
1

1111
1

1

1





        [5.36] 

  
 11

2
1

1111

0

1
1 21

1








        [5.37] 

ถาหารสมการ [5.32] ดวย 0 จะได  

1k1k   ;  2k          [5.38] 

กรณี ARMA(1,1) จะสามารถหาคา 1 จากสมการ [5.38] เม่ือ k=2 แทนคา 1 ลงในสมการ [5.37] จะ
สามารถหาคา 1 ไดโดยวิธี Trial and Error และข้ันสุดทายแทนคา 1 และ 1 ลงในสมการ [5.35] หรือ 
[5.36] เพื่อหาคา 

2 

กราฟแสดง ACF และ PACF ของ ARMA(1,1) กรณีท่ี 1 และ 1 มีคาตางๆ กัน แสดงอยูในรูปท่ี 5.4 
และ 5.5 ตามลําดับ 
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 (a) ACF ของ ARMA(1.1) กรณีท่ี 1 และ 1 มีคาเปนบวก 

 
(b) ACF ของ ARMA(1.1) กรณีท่ี 1 และ 1 มีคาเปนลบ 

รูปท่ี 5.4 Theoretical Autocorrelation for ARMA(1.1) Model กรณีท่ี 1 และ 1 มีคาตางๆ กัน 
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(a) PACF ของ ARMA(1.1) กรณีท่ี 1 และ 1 มีคาเปนบวก 

 
(b) PACF ของ ARMA(1.1) กรณีท่ี 1 และ 1 มีคาเปนลบ 

รูปท่ี 5.5 Theoretical Partial Autocorrelation for ARMA(1.1) Model กรณท่ีี 1 และ 1 มีคาตางๆ กัน 
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5.4  การสรางแบบจําลอง ARMA สําหรับอนุกรมเวลารายป  
       (ARMA Modeling of Annual Time Series) 

 

5.4.1 แบบจําลอง Annual ARMA  

 สมมติให xt คือ อนุกรมอุทกวิทยารายป ซ่ึงอาจมีการแจกแจงแบบปกติ แตถา xt ไมไดมีการแจกแจง
แบบตองมีการแปลงใหเปนอนุกรมเวลาแบบปกติ yt โดยใชฟงคช่ันการแปลงท่ีเหมาะสม  ข้ันตอไปคือการ
แปลง yt เปน zt  ดังสมการ  

 yt  =  + zt          [5.39] 

ทําการจําลองอนุกรมเวลา zt ดวยแบบจําลอง ARMA(p,q) ดังนี ้

 qtq2t21t1tptp2t21t1t zzzz      [5.40] 
 

คุณสมบัติของแบบจําลอง AR, MA และ ARMA ตามท่ีกลาวมาแลวไดสรุปไวในตารางท่ี 5.1  
 
ตารางท่ี 5.1 Identification Properties for AR, MA and ARMA Processes. 

Process Autocorrelation Partial Autocorrelations 

AR(p) Infinite in extent, consists of damped 
exponentials and/or damped waves. 
Attenuates as 





p

1j
jkjk  

Finite in extent, peaks at lags 1 
through p then cuts off. 

MA(q) Finite in extent, peaks at lags 1 through q 
then cuts off. 

Infinite in extent, consists of 
damped exponentials and/or 
damped waves. 

ARMA(p, q) Infinite in extent, first q-p lags: irregular 
then damped exponentials and/or damped 
waves. Attenuates as 

 1qk

p

1j
ikik



 


  

Infinite in extent, first p-q lags 
irregular, then damped 
exponentials and/or damped 
waves. 

 

 5.4.2 ขั้นตอนการจําลอง 
– การหารูปแบบแบบจําลอง (Identification) 
– การประมาณคาพารามิเตอร (Estimation)  
– การตรวจสอบความเหมาะสม (Diagnostic Checking) 
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(1) การหารูปแบบแบบจําลอง (Identification) 
การหารูปแบบแบบจําลอง จะพิจารณาจากกราฟอนกุรมเวลา  ACF และ  PACF (ดคุูณสมบัติของ 

ACF และ PACF ของแบบจําลองตางๆในตารางท่ี 5.1) 

 ACF 





 

4

N
,,1k,k.vsrk   

 95%  Probability Limit คือ 
N

2

  

 
(2) การประมาณคาพารามิเตอร (Estimation)  
วิธีการประมาณคาพารามิเตอรของ MA(q) 

 จากสมการท่ี 5.5       



 q

0j

2
j

o2
ε

θ

γ
σ  

          2

q
2

1

o

θθ1

γ





     [5.41] 

 จากสมการท่ี 5.4        



 

kq

0j
kjj

2
εk q,,1,0kqk;θθσγ   

 ถา  qk;k,,0j;jk    

  





jq

0i
jii

2
εj θθσγ  

       qjq1j1j0
2
ε θθθθθθσ     

  







  qjq2j21j12

ε

j
j θθθθθθ

σ

γ
θ      [5.42] 

   00 ~c    (Variance) 
   jj ~c    (Autocovariance) 

หา )q,,1j(θ j  จากสมการ [5.41] และ [5.42] โดยการคํานวณแบบ Iterative ดังนี ้
(1) หา  C0 ,…., Cj จากอนุกรมเวลาตัวอยาง 
(2) สมมติให  q,,1j0θ̂ j   
(3) คํานวณหา 2

εσ̂  จากสมการ [5.41] 

2
q

2
1

02
ε

θ̂θ̂1

C
σ̂





 

(4) คํานวณหา j  จากสมการ [5.42] 









  qjq2j21j12

ε

j
j θ̂θ̂θ̂θ̂θ̂θ̂

σ

C
θ̂   

(5) ตรวจสอบวา ĵ  (คํานวณ) = ĵ  (สมมติ) 
(6)  ถาผลการคํานวณไมเทาใหกลับไปเร่ิมคํานวณข้ันท่ี (2) สมมติ  q,,1jˆ

j   ใหม 
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กรณี MA(1) 

2
1

02

ˆ1

c
ˆ


  

2
1

1

cˆ


  

 
 

   2 สมการ 2 Unknown จะสามารถคํานวณหาคา 2
ε1 σ,θ̂  ได 

 

 

กรณี MA(2) 

2
2

2
1

02

ˆˆ1

c
ˆ




 
2
2

2 ˆ

cˆ


  















212

2
1

ˆˆ
ˆ

cˆ  

 
 
จะสามารถคํานวณหาคาพารามิเตอร   

 21
2
ε θ̂,θ̂,σ̂ ได 

 

กรณี ARMA(p, q) 
การหาพารามิเตอร  p,,1jj   จากสมการ 5.19 
กรณี k > q+1 

1qk;jk

p

1j
jk  


  

ประมาณคาดวย Sample Lag k Autocovariance 

         
 

1qk;cˆc jk

p

1j
jk  


          [5.43] 

  
 สําหรับ ARMA(1, 1) 
 p = 1 , q = 1 , k  2 

 112 cˆc;2k   จะไดวา 
1

2
1 c

cˆ   

 สําหรับ ARMA(2, 2) 
 p = 2 , q = 2 , k  3 

22314

12213

cˆcˆc;4k

cˆcˆc;3k




 จะสามารถหาคาพารามิเตอร 1̂ และ 2̂ ได 

 
 เม่ือทราบคา ĵ  จะสามารถแปลง ARMA(p,q) เปน MA(q) ไดดังนี ้

 



p

1j
jtjtt zˆzz         [5.44] 
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 คํานวณหา  q,0jc'
j   จากอนุกรมเวลา '

tz  
 หลังจากนัน้กจ็ะสามารถหา jθ̂ ไดจากสมการ [5.41] และ[5.42] โดยวิธี Iterative ตามท่ีกลาวมาแลว  
 

ข้ันตอนการคํานวณแบบ Iterative 
สมมติคา jθ̂  แลวคํานวณหา 









q

0j

2
j

o2

ˆ

c
ˆ    และ 












 


qjq2j21j12

j
j

ˆˆˆˆˆˆ
ˆ

cˆ     

ถา   ĵ (คํานวณ)    = ĵ (สมมติ) แสดงวาคาท่ีคํานวณไดใชได จึงหยดุการคํานวณ 
 

Efficient Estimate 
  

วิธีการประมาณคาท่ี Efficient คือ Max. Likelihood หรือ LSE   ถา  t มีการแจกแจงแบบปกติ 

 1t

p

1j

q

1j
jjtjtt

ˆzˆz 
 

     

กําหนดให
  

  



N

1t

2
t,SSSE       [5.45] 

 
 

N

,S
ˆ 2


  = Variance ของ t       [5.46] 

 สามารถใชหลัก Optimization หาคาพารามิเตอรได โดยการกําหนด Objective Function และ 
Constraints ดงันี้ 

 ,S.Min  
11ST   

 11   

 
  ใช Solver ใน Excel 

 
Excel มีเคร่ืองในการหาคําตอบของ Optimization Model โดยการเรียกใช Solver 

 สําหรับ ARMA(1, 1) :   1t1t1t1t zz    
    1t11t1tt zz    
 ถากําหนดให  0zo    และ  0εo   หรือ     oo ,zz  จะได 

   11 zε   
   111122 zz   
   . 
   . 

1N11N1NN zz    
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 จะสามารถหาคา
  

  



N

1t

2
tεθ,ΦSSSE เพื่อนําไปหาพารามิเตอรได โดยใช Solver ใน Excel 

 

(3) ความนาเชื่อถือของคาประมาณพารามิเตอร (Reliability of Estimated Parameters) 

 Variance-Covariance Matrix ของพารามิเตอรแสดงอยูในสมการ 
 

 
     
     

    



































qp1qp

qp2212

qp1211

ˆVarˆˆCov

ˆˆCovˆVarˆˆCov

ˆˆCovˆˆCovˆVar

ˆv









  [5.47] 

 
 Box and Jenkins (1976) เสนอแนะวิธีการหา Variance-Covariance Matrix ดังสมการ 
 

 

 

   

 

 

1

β̂

β̂S
..................................................................

....................................
β̂

βS
...............................

β̂β̂

β̂S
.......................................................

β̂

β̂S

σ̂2β̂v

2
qp

2

2
2

2

qp1

2

2
1

2

2
ε















































  [5.48] 

  
 สําหรับแบบจาํลอง ARMA(1, 1) Variance-Covariance Matrix จะอยูในรูปของสมการ 
 

 

   
   

   

   

1

ˆˆS
ˆ

ˆˆS

ˆ

ˆˆS
ˆ

ˆˆS

ˆ2
ˆVarˆˆCov

)ˆˆ(CovˆVarˆv

2
1

11
2

11

11
2

11

11
2

2
1

11
2

2

111

111



















































             [5.49] 

 
 รูปแบบ Variance-Covariance Matrix สําหรับ ARMA(1,1) ของ Box and Jenkins(1976) 
 

   
     

     
























11
2
1

2
1

2
1

2
1

2
111

2
1

2

11

11
11

ˆˆ1ˆ1ˆ1ˆ1

ˆ1ˆ1ˆˆ1ˆ1

ˆˆ

ˆˆ1

N

1ˆ,ˆv   [5.50] 
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 และคา Standard Errors คือ 
 

      
 

2/1

2
11

2
1

2
11

1
ˆˆ

ˆ1ˆˆ1

N

1ˆˆ

















       [5.51] 

 

และ      
 

2/1

2
11

2
1

2
11

1
ˆˆ

ˆ1ˆˆ1

N

1ˆˆ

















       [5.52] 

     i2/αii2/αi β̂σ̂uβ̂;β̂σ̂uβ̂        [5.53] 
 Standard Error ของ 2ˆ   

      






 
 

N

qp
1ˆSS

2

       [5.54] 

 

(4) การประมาณคาพารามิเตอรแบบ Non-Linear  
 

กําหนดให    


N

1t

2
tii e,S Sum of Square of Residual 

จงหาพารามิเตอรโดยวิธี Least Square 

  0,
S

ii
i



  .............(Linear)      [5.55] 

  0,
S

i
i

1



  .............(Non-Linear)     [5.56] 

ใช Linear Approximation of Taylor Series Expansion of tε ดูรายละเอียดใน Box and Jenkins (1976) 
 
5.4.3 การทดสอบความเหมาะสมของแบบจําลอง Annual ARMA(p, q) 

 1t1t1t1t zz          [5.57] 

2t11t2t11t zz          [5.58] 
 สมการท่ี [5.58]-[5.57] 

  2t11t1t2t11t11tt 1zzzz    
    2t11t1t2t11t1t 1zz1z       [5.59] 

สมการท่ี 5.59 คือ ARMA(2, 2) ซ่ึงไมเปนอิสระจากสมการ [5.57] 
Corrected Residual Variance 

   
ˆ,ˆS

N

1
ˆ

C
2         [5.60] 

N = No. of Observations 
n = No. of  Parameters 
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(1) การทดสอบความเปนอิสระของ Residuals t โดยวิธี Porte Manteau Lack of Fit Test 

  



L

1k

2
k ˆNQ  

ถา  qpL
2 ,Q   แสดงวา t เปนอนุกรมเวลาแบบ Independent 

 
(2) การทดสอบความเปนอิสระของ Residuals t โดยวิธี Cumulative Periodogram และ Smirnov-

Kolmogorov Statistics 

MSD      




























 



2N

1t
jt

2N

1t
jt2j th2sinth2cos

N

2
h  

 
2

N
,,1i;

hMSD
P

i

1j
2

j
i 

 




  

 

 







 


2

2N
'N  ถา N เปนเลขคู

                        







 


2

1N
'N  ถา N เปนเลขค่ี 

K = Smirnov-Kolmogorov Statistics จากตารางท่ี 3.1 

 0.01 0.05 0.10 0.20 0.25 

K 1.63 1.36 1.22 1.07 1.02 

 

(3) การทดสอบ Parsimony ของพารามิเตอร 

AIC(p, q) = N ln(MLE of  2
εσ̂ ) +2(p+q)       [5.61] 

 
5.5 การสังเคราะหขอมูล (Generation) 

 jt

q

1j
jtjt

p

1j
jt

ˆzˆẑ 





         [5.62] 

 จะตองสังเคราะหอนกุรมเวลาจํานวน Nw+Ng เม่ือ Nw = 50 ~ 100 
 

5.6 การพยากรณดวยแบบจําลอง  Annual ARMA 
  

5.6.1  หลักการพยากรณทางสโตแคสติก 
แนวคิดในการพยากรณดวยแบบจําลอง Annual ARMA แสดงอยูในรูปท่ี 5.6 
เม่ือ t = Time Origin of the Forecast 
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 L = Lead Time  1 

 zt+L = Value to be forecasted observation at time t+L 

    .,.........z,z|zELz 1ttLtt   = Conditional Expectation 

 zt(L)    Lzt Forecasted Function = Min MSE Forecast 

 
รูปท่ี 5.6 แนวคิดในการพยากรณ 

 

แบบจําลอง ARMA(1,1) สามารถเขียนในรูปของ Infinite Weight of Sum of t 

 





0j
jtjtz  เม่ือ  11

1j
1j          [5.63] 

  







 

1L

0j Lj
jLtjjLtjLtz       [5.64] 

 เม่ือ 







1L

0j
jLtj คือ Future Values ของ t+L-j ยังไมทราบคาท่ีเวลา t  

ซ่ึงเรียกวา  Forecasted Error หรือ et(L) 







Lj
jLtj คือ Past and Present Values ของ t+L-j ทราบคาท่ีเวลา t  

ซ่ึงเรียกวา  Forecasted Function หรือ zt(L) 

    LzzLe tLtt           [5.65] 

           = Forecast Error 

 

 5.6.2  คุณสมบัติของ E(t+j) 

   0E jt      ; j=1,……., L 

    0LeE t    
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 jLt

q

1j
jLtjLt

P

1j
jLt zz 





    

 Taking Conditional Expectation 

        





 
q

1j
jLtjLt

P

1j
jLtjLt zz      [5.66] 

ถา L-j < 0    

  jLtjLt zz          [5.67] 

    jLtjLt εε          [5.68] 

ถาL-j  > 0  
  )jL(zz tjLt         [5.69] 

      LeE0 tjLt          [5.70] 

 

 5.6.3 One step Ahead Forecasting (L = 1) 

     j1t

q

1j
j1tj1t

P

1j
jt1t z)1(zz 





       [5.71] 

 j1t

q

1j
j1tj1t

P

1j
j1t zz 





         [5.72] 

 สมการ [5.72]-[5.71] 

    1e1zz t1tt1t          [5.73] 

 

 5.6.4 Forecasted Function 

 ARMA(1, 1) 

   t1t1t z1z   

    1z2z t1t   

    2z3z t1t   

 ARMA(2, 2) 

   1t2t11t2t1t zz1z    

     t2t2t1t z1z2z   



5-21 
 

      1z2z3z t2t1t   

      2z3z4z t2t1t   

 AR(1) 

    1tt1t z1z   

    1z2z t1t   

    2z3z t1t   

 AR(2) 

    1t1t2t1t zz1z    

     t2t1t z1z2z   

      1z2z3z t2t1t   
 

5.6.5 Forecast Error 

  





1L

0j
jltjt Le         [5.74] 

 สําหรับ ARMA(1, 1) 

   1j
111j
         [5.75] 

 Variance of Forecast Error 

Var(et (L)) =   2t LeE  

        = 


























2
1L

0j
jltjE  

        =  














1L

0j

2
jLt

2
jE  

        =  2jLt

1L

0j

2
j E 





  

      = 





1L

0j

22
j         [5.76] 

 α1  Confident Limits of Ltz 

 
2
j

1L

0j2

tLt ˆu)L(zz  
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                      2
j

1L

0j2

t 1ˆu)L(z  



       [5.77] 

5.7 การจําลองอนุกรมเวลารายปดวยแบบจําลอง ARMA(p,q) 

 

 ข้ันตอนการจําลอง 

(1) คํานวณคาสถิติ 2s,z  
(2) คํานวณคา Lag k Autocovariance และ Lag k Autocorrelation และพลอตกราฟ 

   
4

N
k0;xxxx

N

1
c kt

KN

1t
tk   




      

 
o

k
k c

c
r  = k̂   

(3) คํานวณหาคา Partial Autoregressive Function จากสมการ 

 






































1

1

1

1

3k2k1k

3k12

2k11

1k21
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1
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(4) หาลําดับของ ARMA(p,q) จาก ACF และPACF 
(5) หาคาประมาณเบ้ืองตน(Initial Estimate)  p1

ˆ,......,ˆ   จากสมการ Yule Walker 

1qk;cˆc
p

1j
jkjk 


  

กรณีท่ี 0z   

  






p

1j
oojt

q

0j
jjtjt zz  

  เม่ือ
  














P

1j
joo 1z

 
       [5.78] 

(6) หาคาประมาณเบ้ืองตนของ q1 θ.......,,θ  จาก tz เม่ือ 





P

1j
jtjtt zzz         [5.79] 

- คํานวณหาคา k'c (Lag k Autocovariance ของ z’t) โดยวิธีของ Box and Jenkins (1976, p202) 
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p

1i
jp1p1i1ioj

p

1i

2
i

'
j dˆˆ......ˆˆˆˆcˆc     [5.80] 

q......,,1,0j:ccd ijijj        [5.81] 

10           [5.82]
 

2
q

2
1

'
02

ˆ......1

c
ˆ


        [5.83] 

















 


qjq2j21j12

'
j

j
ˆˆ......ˆˆˆˆ

ˆ

cˆ     [5.84] 

(7) Maximum Likelihood Estimate (MLE) 

 q,pMax,......,1j,0j   

ถา qp   

  
 


P

1i

q

1i
ijpiijpioojpjp

ˆzˆz     [5.85] 

เม่ือ pN......,,2,1j      
 

   


N

1t

2
t S,S         [5.86] 

จงหาคา ,  ท่ีทําให  ,S  มีคาตํ่าสุด (Minimum) 

N

S2   

 β̂σ̂ Diagonal Terms ของ Variance-Covariance Matrix 

   i
2

iii

2

i
ˆˆuˆˆˆuˆ         [5.87] 

(8) Porte Manteau Lack of Fit Test 

  
4

N
L

10

N
;rNQ

2L

1k
k  


     [5.88] 

 ถา ;,Q qpL
2

  แสดงวา t เปน Independent 

(9) Akaike Test 

     qp2lnNq,pAIC 2         [5.89] 

MLEσ2
ε  ของ Error Variance  
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(10)  Generation 

  






q

0j
oojtj

p

1j
jtjt

ˆˆzˆẑ      [5.90] 

(11)  Forecasting 

ถา qL   

  qtqt11ptpt1t ......z......z1z      [5.91] 

    2qtqt22ptpt2t1t ......z......z1z2z        [5.92] 

 
     

LqtqtL

LptptLt1Lt1t

......

z......z1z......1LzLz








  [5.93] 

ถา qL   

     pLz......1LzLz tpt1t       [5.94] 

จงหา  Weight จากสมการ [5.75] 

  1j
111j
  

    





1L

0j

22
jt LeVar  

    



 













  ˆ1uLzz
1L

0j

2
j

2

tLt      [5.95] 

 

5.8 ตัวอยางการจําลองอนุกรมเวลาปริมาณน้ําทารายปดวยแบบจําลอง ARMA(p,q) 

  

 อนุกรมเวลาน้าํทารายปของแมน้ํา Niger ใน Koulicoro อัฟริกา มีขอมูลระหวาง 1906-1957 จํานวน 52 
ป  ในการจําลองจะแปลงขอมูลเปนคา Modular Coefficients และอนกุรมเวลา zt ตารางท่ี 5.2 โดยใชดังสมการ 

 
FlowMean

FlowAnnual
ut          [5.96] 

 
u

t
t s

uu
z


          [5.97] 

   1uE t   

   0zE t   
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 ขั้นท่ี 1  1u    00001.0z;    

   0575.0s2
u   19804.0s; 2

z    

         ขั้นท่ี 2 จงหาคา  kˆ,r,c kkk   ของ 29,......,1k;zt   

   53478.0r1ˆ
11   

   2478.0
53478.01

53478.046292.0

r1

rr
2ˆ

2

2

2
1

2
12

2 








  

      
22

1

21
1

53478.01

46292.0153478.0

r1

r1r
2ˆ









  

     40226.0   

      
   

12096.0
r2ˆr2ˆ1

r2ˆr2ˆr
3ˆ

2211

12213
3 




  

 ขั้นท่ี 3 จากกราฟ rk ในตารางท่ี 5.2  และรูปท่ี 5.7 จะสรุปวาแบบจําลองท่ีเหมาะสมคือ AR(2) หรือ 
ARMA(1,1) 

   จากกราฟ k(k) ในตารางท่ี 5.3 และรูปท่ี 5.8 จะสรุปวาแบบจําลองท่ีเหมาะสมคือ AR(1)  

   ทดลองจําลองโดยใช ARMA(1,1) 
 

 ขั้นท่ี 4 คาประมาณเบ้ืองตนของ (Initial Estimate) ของ 1̂  สําหรับ ARMA(1, 1) 

   112 cˆc   

   8656.0
52429.0

45385.0

c

cˆ
1

2
1   

 ขั้นท่ี 5 คาประมาณเบ้ืองตนของ (Initial Estimate) ของ 1̂     

   1t1tt zˆzz   

       o1oo
2
1o

2
1

'
o dˆˆcˆcˆc   

       11o1
2
11

2
o

'
1 dˆˆcˆcˆc   
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ตารางท่ี 5.2 Niger River at Koulicoro, Africa, Modular Coefficients (Annual Flow/Mean), Annual  

  Flows (CFS) and Standardized Flows. 1906-1957 (after Yevjevich, 1963) 

  
MODULAR COEFFICIENTS 

(ut) ANNUAL FLOWS(xt) 
STANDARDIZED 

FLOWS(zt) 
1 0.73200 39792.98 -1.106432 
2 0.78900 42891.62 -0.871109 
3 1.27000 69039.74 1.114689 
4 0.80300 43652.69 -0.81331 
5 1.04300 56699.57 0.177524 
6 0.84600 45990.25 -0.635785 
7 0.52900 28757.50 -1.944512 
8 0.60500 32889.01 -1.630748 
9 0.90000 48925.80 -0.412848 

10 0.89200 48490.90 -0.445875 
11 0.95700 52024.43 -0.177524 
12 1.03500 56264.67 0.144497 
13 0.90200 49034.52 -0.404591 
14 0.80300 43652.69 -0.81331 
15 0.67700 36803.07 -1.333498 
16 0.96100 52241.88 -0.161011 
17 1.00800 54796.90 0.033028 
18 1.42700 77574.57 1.762859 
19 1.52900 83118.50 2.183964 
20 1.09100 59308.94 0.375691 
21 1.27600 69365.91 1.139459 
22 1.40100 76161.16 1.655519 
23 1.34100 72899.44 1.40781 
24 1.31100 71268.58 1.283956 
25 1.13200 61537.78 0.544959 
26 1.15100 62570.66 0.623400 
27 1.05700 57460.63 0.235323 
28 0.94900 51589.54 -0.210552 
29 0.93600 50882.83 -0.264222 
30 1.12000 60885.44 0.495417 
31 0.83200 45229.18 -0.693587 
32 0.95600 51970.07 -0.181653 
33 0.88300 48001.65 -0.483032 
34 0.76100 41369.48 -0.986706 
35 0.80400 43707.05 -0.809181 
36 0.64500 35063.49 -1.465609 
37 0.77200 41967.46 -0.941293 
38 0.64600 35117.85 -1.461481 
39 0.80200 43598.32 -0.817438 
40 0.99600 54144.55 -0.016514 
41 0.81700 44413.75 -0.755511 
42 1.08500 58982.77 0.35092 
43 0.89900 48871.44 -0.416976 
44 0.98000 53274.76 -0.08257 
45 1.38500 75291.37 1.589463 
46 1.06000 57623.72 0.247709 
47 1.28000 69583.36 1.155973 
48 1.35200 73497.42 1.453224 
49 1.33300 72464.55 1.374783 
50 0.88300 48001.65 -0.483032 
51 1.35500 73660.51 1.465609 

Mean 1.0000 54362 -0.0001 
Std.Dev. 0.2398 13167.569 0.9901 
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ตารางท่ี 5.3 Auto-Covariance, Autocorrelation and Partial Autocorrelation of Standardized  

 Annual Flows, Niger River 

LAG(k) 
AUTOCOVARIANCE 

(ck) 
AUTOCORRELATION 

             (rk) 

 PARTIAL AUTOCORRELATION 
                                            )k(ˆ k  

0 0.98039 1.000000 1.000000 
1 0.52429 0.53478 0.53478 
2 0.45385 0.46292 0.2478 
3 0.39196 0.39980 0.12096 
4 0.19723 0.20118 -0.1583 
5 0.15919 0.16237 -0.01121 
6 0.16544 0.16875 0.09781 
7 0.52430 0.05348 -0.07003 
8 -0.10133 -0.10335 -0.26015 
9 -0.19676 -0.20069 -0.20307 

10 -0.34234 -0.34919 -0.19383 
11 -0.40911 -0.41729 -0.11954 
12 -0.41522 -0.423520 -0.09932 
13 -0.36725 -0.374600 0.02018 
14 -0.37725 -0.384800 -0.05115 

          15        -0.39769                        -0.405640                                             -0.13012 
16 -0.32919 -0.335770 0.00465 
17 -0.38113 -0.388750 -0.12676 
18 -0.23566 -0.240370 0.08039 
19 -0.11537 -0.117680 0.04421 
20 -0.12348 -0.125950 -0.16125 
21 0.06959 0.070980 0.0926 
22 0.05039 0.051400 -0.11353 
23 0.14841 0.151370 0.11483 
24 0.19536 0.199270 -0.03871 
25 0.18428 0.187970 -0.147950 
26 0.25974 0.264940 0.02967 
27 0.30171 0.307740 0.0255 
28 0.23339 0.238050 -0.09234 
29 0.26462 0.269910 0.01801 
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รูปท่ี  5.7  Autocorrelation Function of Standardized Annual Flows, Niger River 

 

รูปท่ี 5.8  Partial Autocorrelation Function of Standardized Annual Flows, Niger River 
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 เม่ือ 1ˆ
o   

  111o c2ccd    

  o21 ccd   

  11o
2

1o
'
0 cˆ2cˆcc   

   o211
2

11
'
1 ccˆCˆcc   

       8074.052429.08656.0298039.08656.01c 2'
0   

      0324498039.045385.08656.052429.08656.01c 2'
1   

 
 

2
1

2
1

'
02

ˆ1

8074.0
ˆ1

c
ˆ





  

 และ  
22

'
1

1
ˆ

3244.0

ˆ

cˆ

 





  

   
8074.0

θ̂13244.0
θ̂

2
1

1


  

  03244.0θ̂8074.0θ̂3244.0 1
2
1   

  1̂ = 1.9852, 0.5037 

 Invertibility  1θ̂1   

    5037.0θ̂1   

    6440.0
5037.01

8074.0
σ̂

2
2
ε 


  

  1oo
ˆ1zˆ   

           8656.010001.0   

      0000013.0   

Preliminary ARMA(1, 1) Model 

 00001.0z   

 1tt1tt 5037.0z8656.0z    

 1u   
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     1344.08656.011ˆ1uˆ
1oo   

 1tt1tt 5037.0u8656.01344.0u    

 การประมาณคาพารามิเตอรของอนุกรมเวลา zt โดย Fortran Library Function FTARPS* และ 
FTMPS*  

 865634.0ˆ
1   

 503631.0θ̂1   

 000011.0θ̂oo   

 643987.0σ̂2
ε   

 ขั้นท่ี 6 การประมาณคาพารามิเตอรโดยวิธี MLE 

 Min 



N

1t

2
tεS  

 0.1ˆ05.0.ST 1   
  0.1ˆ05.0 1   
 สมมติวา 4.0;8.0ˆ

1   
 0ε1   
 1122

ˆz   

 0106432.18.0871109.0   

 0140.0  

 212133
ˆzˆz   

 014.04.0871109.08.0114639.1   

 8172.1  

 9782.0ε4   
 1t11t1tt

ˆzˆz    

 คา 2
tt ε,ε  แสดงอยูในคาตารางท่ี 5.4 ผลการคํานวณไดคา 2309.32S

51

1t

2
t 


 

 ในทํานองเดียวกัน ผลการคํานวณคา S เม่ือ 1̂ และ 1̂ มีคาระหวาง 0.0500-0.9500 แสดงอยูในตาราง
ท่ี 5.5 ซ่ึงสามารถสรุปไดวา S จะมีคาตํ่าสุด เทากับ32.01 เม่ือ 35.0ˆ,8.0ˆ

11   

 ทําการคํานวณอยางละเอียดใหมจากผลการคํานวณในตารางท่ี 5.5 โดยกาํหนดให 1̂ มีคาระหวาง 
0.7550-0.8500 และ 1̂ มีคาระหวาง 0.30500-0.4000  ดังแสดงในตารางท่ี 5.6 ซ่ึงสรุปไดวา S จะมีคาตํ่าสุด
เทากับ 32.01119  เม่ือ 7900.0ˆ

1   และ 345.0ˆ
1   
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 ทําการคํานวณอยางละเอียดซํ้าใหมจากผลการคํานวณในตารางท่ี 5.6 โดยกําหนดให 1̂ มีคาระหวาง 
0.78550-0.79500 และ 1̂ มีคาระหวาง 0.34050-0.35000  ดงัแสดงในตารางท่ี 5.7 ซ่ึงสรุปไดวา S จะมีคาตํ่าสุด
เทากับ 32.010992  เม่ือ 7905.0ˆ

1   และ 3480.0ˆ
1   

ตารางท่ี 5.4 Residuals (1st line of each entry), Squares of residulas (2nd line of each entry) and 

Sum of squares of residuals for f1=0.8 and q1=0.4. These results were obtained with the T1-59 
calculator program shown in Appendix A5.3. 
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 การหาคา Standard Error ของพารามิเตอร  1 จากสมการ 5.51 

      
 

2

1

2
11

2
1

2
11

1
ˆˆ

ˆ1ˆˆ1

N

1ˆ

















  

     
   

 
2

1

2

22

348.07905.0

7905.01348.07905.01

51

1
















  

      140.0  

 การหาคา Standard Error ของพารามิเตอร  1 จากสมการ 5.52   

      
 

2

1

2
11

2
1

2
11

1
ˆˆ

ˆ1ˆˆ1

N

1ˆ

















  

     
   

 
2

1

2

22

348.07905.0

348.01348.07905.01

51

1
















  

     215.0  

ทางเลือกในการหาคา Standard Error ของพารามิเตอร  1 และ  คือการหา Variance-Covariance 
Matrix ของพารามิเตอร 1 และ  ดังสมการท่ี 5.49 
  

  
   

   



































 

2
1

11
2

11

11
2

11

11
2

2
1

11
2

2

ˆ

ˆ,ˆ

ˆˆ

ˆ,ˆS

ˆˆ

ˆ,ˆS

ˆ

ˆ,ˆS

ˆ2ˆV  

(1) การหา Second Derivative ของ S เทียบกบั 1̂ โดยใชผลการคํานวณจากตารางท่ี 5.7 ดังแสดงอยู
ในตารางท่ี 5.8    

ตารางท่ี 5.8  การหา Second Derivative ของ S เทียบกับ 1̂ ท่ี 3480.0ˆ
1   

ท่ี 1̂ = 0.3480 
 

1̂  S  S  S2   
 0.7895 172   
 0.7900 -530 172-(-530)=702  

005.0ˆ
1   0.7905 -812 (-530+812)=282 702-282=440 

 0.7910 -674 -812+674=-138 282+138=420 
 0.7915 -115 -674+115=-559 -138+559=421 
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   710011.32SS   
 คา Second Difference ของS’ เทียบกับ 1̂ ท่ี 7905.0ˆ

1  และ 3480.0θ̂1  คือ 420 และคา 
Second Derivative ของ S’ เทียบกับ 1̂  คือ  

 168
005.0x10

420S
272

1

2



  

(2) หา Second Derivative ของ S เทียบกับ 1̂ โดยใชผลการคํานวณจากตารางท่ี 5.7 ในทํานอง
เดียวกับ (1) ดังแสดงอยูในตารางท่ี 5.9  

 

ตารางท่ี 5.9  การหา Second Derivative ของ S เทียบกับ 1̂ ท่ี 7905.0ˆ
1   

1̂ = 0.7905 
 

1θ̂  S  S  S2   
 0.3470 -401   

 0.3475 -712 -401+712=311  

0005.0θ̂Δ 1   0.3480 -812 -712+812=100 311-100=211 
 0.3485 -700 -812+700=-112 100+112=212 
 0.349 -376 -700+376=-324 -112+324=212 

   710001.32SS   
 คา Second Difference (S’) เทียบกับ 1̂ ท่ี 7905.0ˆ

1  และ 3480.0θ̂1  คือ 212 และคา 
Second Derivative ของ S’ เทียบกับ 1̂  คือ  

 8.84
0005.0x10

212S
272

1

2



  

 

(3) หา Second Derivative ของ S เทียบกับ 1̂  และ 1̂ โดยใชผลการคํานวณจากตารางท่ี 5.7 ใน
ทํานองเดียวกบั (1) ดังแสดงอยูในตารางท่ี 5.10 

 

ตารางท่ี  5.10 การหา Second Derivative ของ S เทียบกบั 1̂  และ 1̂   




0.3470 0.3475 0.3480 0.3485 

S' S' 
S' S' S' 

S' S' S' 
S' S' S' 

S'
0.7895 -294     -167     172     742     

0.7900 -557 263 
263-482= 

-219 -649 482
482-702= 

-220 -530 702
702-940= 

-238 -198 940
0.7905 -401 -156 -219 -712 63 (-219) -812 282 (-220) -700 502
0.7910 174 -575 -218 -355 -357 (-219) -674 -138 (-219) -781 81
0.7915 1170 -996 -220 421 -776 -217 -115 -559 -219 -441 -340

 

  710001.32SS   



5-37 
 

คา Second Difference ของ S’ เทียบกับ 1̂  และ 1̂ ท่ี 7905.0ˆ
1  และ 3480.0θ̂1  จะมีคาเทากับ 

=(-219-219-220-219)/4 = 219.25  
และคา Second Derivative ของ S’ เทียบกบั 1̂  และ 1̂ คือ  

7.87
0005.0x0005.0x10

25.219S
7

11

2



  

 
 

(4) หา 2ˆ  สมการ 5.46 

 

  11
2 ˆ,ˆS

N

1
ˆ   

   6277.00109.32
51

1
  

 

(5) Variance-Covariance Matrix ของพารามิเตอร 
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1

11
2

11

11
2

11

11
2

2
1

11
2

2

ˆ

ˆ,ˆ

ˆˆ

ˆ,ˆS

ˆˆ

ˆ,ˆS

ˆ

ˆ,ˆS

ˆ2ˆV  

 

                

1

8.847.87

7.87168
6277.02














  

 

  









0256.00134.0

0134.001294.0
6277.02  

 

  
   

   






















111

11
1

ˆVarˆ,ˆCov

ˆ,ˆCovˆVar
 

  

 )ˆ(Var 1 = 2x0.6277x0.01294 

   127.0ˆ
1   

 )ˆ(Var 1 = 2x0.6277x0.0256 

   179.0ˆ
1   

 
 ถาคํานวณ 95% CI จากสมการ 5.51 และ 5.52 จะได 

 CI%95 of 1 = 14.096.17905.0   

 0649.15161.0 1   (Stationary) 
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 CI%95 of 1θ  = 215.096.1348.0   

 7694.0θ0734.0 1    

 ผลการคํานวณหาคาพารามิเตอรโดยโปรแกรม  FTMXL 

 9 Iterations : 348672.0ˆ;791457.0ˆ
11   

    627668.0σ̂;000017.0θ̂ 2
εoo   

 50 Iterations : 348173.0ˆ;790691.0ˆ
11   

    627668.0σ̂;000017.0θ̂ 2
εoo   

 ผลการคํานวณคา  2
t

2
tt ,,  โดยโปรแกรม FTMAXL แสดงอยูในตารางท่ี 5.11 คุณสมบัติทาง

สถิติของ Residual( t ) แสดงอยูในตารางท่ี 5.12 และคาพารามิเตอรของแบบจําลองสโตแคสติกแบบตางๆ ท่ี
คํานวณโดยโปรแกรม FTMAXL แสดงอยูในตารางท่ี 5.13 

 

ตารางท่ี  5.11 Residuals, Squares of Residuals and Sums of Squares Obtained from IMSL Program 
FTMAXL 
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ตารางท่ี  5.12 Statistics of the Residuals in Table 5.11 

 

 

ตารางท่ี 5.13 คาพารามิเตอรของแบบจําลองสโตแคสติกแบบตางๆ ท่ีคํานวณโดยโปรแกรม FTMAXL  

Model 
ooθ̂  1̂  2̂  1θ̂  

2
εσ̂  

AR(1) 

AR(2) 

ARMA(1, 1) 

ARMA(2, 1) 

-0.000036 

-0.000028 

-0.000017 

-0.000017 

0.5588 

0.4036 

0.7907 

0.7351 

- 

0.2534 

- 

0.0586 

- 

- 

0.3482 

0.3171 

0.663424 

0.622512 

0.627668 

0.625062 
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การใช Solver ใน Excel หาคาพารามิเตอรโดยวิธี Optimization แสดงอยูในตารางท่ี 5.14 

  

ตารางท่ี 5.14  การใช Solver ใน Excel หาคาพารามิเตอรโดยวิธี Optimization 

 
 

 ขั้นท่ี 7 Goodness of Fit 

   8~1.711
10

51
qp

10

N
L   

     
28

1
 




L

k
krNQ 3227.1733966.051   

   Q  113.40, 1129
2

05.0    แสดงวา t เปน Independent ตามสมมติฐานท่ีต้ังไว 
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 กราฟ ACF ของ t  แสดงอยูในรูปท่ี 5.9 

 

รูปท่ี 5.9  Autocorrelation function of residuals 

 

 ขั้นท่ี 8 การทดสอบ Parsimony ดวย Akaike Information Criterion(AIC) 

 จากสมการท่ี 5.61 AIC(p, q) = N ln(MLE of  2
εσ̂ ) +2(p+q)  

แบบจําลอง AIC(p,q) 

AR(1) AIC(1,0)=51xln(0.663424)+2(1)=-18.9174 

AR(2) AIC(2,0)=51xln(0.622512)+2(2)=-20.1736 ….ตํ่าสุด 

ARMA(1,1) AIC(1,1)=51xln(0.627668)+2(2)=-19.7529 

ARMA(2,1) AIC(2,1)=51xln(0.625062)+2(3)=-17.9651 

 

แบบจําลอง AR(2) ใหคา AIC ตํ่าสุด จึงถือวามีความเหมาะสมตามหลัก Parsimony  และแบบจําลอง 
ARMA(1,1) ใหคา AIC สูงกวา AR(2) เพียงเล็กนอยจึงถือวามีความเหมาะสมใกลเคียงกับ AR(2)  
 

 ขั้นท่ี 9 การสังเคราะหอนกุรมเวลา zt  โดยใชแบบจําลอง ARMA(1,1) แสดงอยูในตารางท่ี 5.15 กราฟ
แสดงเปรียบเทียบระหวางอนุกรมเวลาท่ีสังเคราะหใหมกับอนุกรมเวลาตัวอยางของ zt และ qt แสดงอยูในรูปท่ี 
5.10 และ 5.11 
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ตารางท่ี  5.15 Generation, Forecasting Weights, Fore 95% Forecast Confidence Intervals Calculated for 

,790691.0ˆ
1  ,384173.0θ̂1  000017.0θoo   and 627668.0σ̂2

ε   
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รูปท่ี 5.10  Generation of zt series , Niger River 

 

 

รูปท่ี 5.11  Actual and synthetic annual flows , Niger River 
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 ขั้นท่ี 10 การพยากรณ (Forecasting) 

   oot1t1t
ˆˆzˆ1z   

     oot1t
ˆ1zˆ2z   

 . 

     2L;ˆ1LzˆLz oot1t   

 000017.0ˆ;348173.0ˆ;790691.0ˆ
oo11   

 465609.1z51   

 362273.1ε51   

   6845.0000017.0362273.1348173.0465609.1790691.01z51   

   5412.0000017.06845.0790691.02z51   

   4279.0000017.05412.0790691.02z51   

     54362569.13167LzLu tt   

 ผลการพยากรณ Z51(L) ของแมน้ํา Niger แสดงอยูในรูปท่ี 5.12 และผลการพยากรณคา qt(L) ของ
แมน้ํา Niger แสดงอยูในรูปท่ี 5.13 
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รูปท่ี 5.12  Forecast of zt Series , Niger River 

  

 

รูปท่ี 5.13 Forecasts of Annual Flows, Niger River 

 

รูปท่ี 5.14 แสดงการเปรียบเทียบคา ACF ของแบบจําลอง ACF เฉล่ียของอนุกรมเวลาท่ีสังเคราะห
ใหม 100 ชุด และ ACF ของอนุกรมเวลาตัวอยาง 
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รูปท่ี 5.14 Sample ACF Series, Average ACF of 100 Series and Theoretical ACF 

 

 การคํานวณ  j Weights จากสมการ 5.75 

   1j
111j
   

 ตัวอยางการคํานวณ j 

 10   

   0
1 790691.0348173.0790691.0  = 0.44252 

   790691.0348173.0790691.02  = 0.34989 

 การคํานวณชวงความเชื่อม่ัน (1-) CI ของ Min. MSE of Forecast, )L(ẑt โดยสมการ 5.77 

 
 





1L

1j

2
j

2

tLt 1ˆu)L(zz  

 96.1u
2

05.0   

 627668.0σ̂2
ε   

 79226.0σ̂ε   
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L 
 





1L

1j

2
j

2

1ˆu  

1 5528.101)79226.0(96.1   

2 2
11)79226.0(96.1  6981.11958.01)79226.0(96.1   

3    7829.179226.01224.01958.0196.1   

  

 โปรแกรม FTCMIP สามารถคํานวณคา  





1L

1j

2
j

2

1ˆu ไดดังแสดงในตารางท่ี 5.11 ใน

หนังสือของ Salas et. al.(1980) 

 ชวงความเช่ือม่ัน 95% ของคาพยากรณ  LtZ  ถูกพลอตเปรียบเทียบกับคาพยากรณ Zt(L) ดังแสดง
อยูในรูปท่ี 5.12 และชวงความเช่ือม่ัน 95% ของคาพยากรณอัตราการไหลรายป ut+L(+) ถูกพลอตเปรียบเทียบ
กับคาพยากรณ ut(L) ดังแสดงอยูในรูปท่ี 5.13 กําหนดให 

     uS*Zu uLtLt    

 

 การพยากรณแบบ Real Time (Real Time Forecasting) 

(1) ใช zt เม่ือ t = 1 ,……., 30 (จากอนุกรมซ่ึงมี N = 51) เพื่อคํานวณหาพารามิเตอรแบบจําลอง
เบ้ืองตน (Initial Model Parameters) 

(2) คํานวณหาคาพยากรณ (Forecasted Value) ท่ี 

L = 1, t=30 

L  q = 1 

zt(1) = zt+1 -t+1 

         1tt11tt1
ˆzˆ

   

       t1t1
ˆzˆ   

    30130130
ˆzˆ1z   

(3) เม่ือทราบคา z31 แลว  ทําการคํานวณหาพารามิเตอรใหมจาก z1 ,………., z31 หลังจากนั้นจึงหาคา
พยากรณ (Forecasted Value) ท่ี L = 1 ดังนี้ 

  31131131
ˆzˆ1z      



5-48 
 

หมายเหตุ: 1̂  และ 1θ̂  จะเปล่ียนคาตามอนุกรมเวลา zt ท่ีเปล่ียนไป 

ผลการพยากรณแบบ Real Time ลวงหนา 1 คาบ หรือ zt(1) ท่ี t = 30 , … , 51 แสดงอยูในรูปท่ี 5.15 
โดยการเปรียบเทียบกับคาจริง zt+1 ท่ีเกิดข้ึน และคาพารามิเตอรในการพยากรณแบบ Real Time ซ่ึงคํานวณโดย
โปรแกรม FTCMP แสดงอยูในตารางท่ี 5.16 

 
รูปท่ี 5.15 การพยากรณแบบ Real Time เปรียบเทียบกับคาท่ีเกิดข้ึนจริง 

 

ตารางท่ี 5.16  คาพารามิเตอรและผลการพยากรณแบบ Real Time ท่ี t=30,….,51โดยโปรแกรม FTCMP 
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 ตัวอยางการคาํนวณการพยากรณแบบ Real Time  

(1) กําหนดอนุกรมเวลา Z1 , …… , Z30 คํานวณหาพารามิเตอร 

64709.0ˆ
1   

02297.0θ̂oo   

09899.0θ̂1   

495417.0Z30   (จากตารางท่ี 5.2) 

612344.0ε30    (จากตารางท่ี 5.11) 

  2829.002297.0612344.009899.0495417.064709.01Z30   

31130 ZZ  (จากตารางท่ี 5.2) = -0.693584 

(2) จาก Z1 , …… , Z31 คํานวณหา z31(1) 

      32246.001374.0872161.014080.069358.066179.01z31   

181653.0ZZ 32131   

(3) จาก Z1 , …… , Z32 คํานวณหา z32(1) 

      118549.001133.0063208.01475.0181653.066366.01Z32   

483032.0ZZ 33132   
 
เม่ือตรวจสอบ ACF ของอนกุรมเวลาสังเคราะห 100 ชุด แตละชุดมีความยาว 51 ป เทากับอนุกรมเวลา

ตัวอยาง พบวาคาเฉล่ียของ ACF ของอนุกรมเวลา 100 ชุด ใกลเคียงกับ ACF ของแบบจําลองและ ACF ของ
อนุกรมเวลาตัวอยาง ดังรูปท่ี 5.14 
 

5.9 การจําลองดวย ARMA สําหรับอนุกรมเวลาแบบ Periodic (ARMA Modeling of periodic Time Series) 

    

 ให   ,vxf,Vy  

 



 




uy
z ,v

,v   (การกําจดั Within the Year Periodicity)   [5.98] 

 กรณี ARMA (p, q) with Constant Coefficient (ACF Stationary) 
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p

1j

q

1j
jtjtjtjt 1vt;zz     [5.99] 

 กรณ ีARMA (p, q) with Periodic Coefficient (ACF Non-stationary) 

   
 


P

1j

q

1j
j,v,j,vj,v,j,v zz             [5.100] 

 5.9.1 ขั้นตอนการจําลอง 

(1) คํานวณหาคา ,kr of ,vz  จากสมการ 2.10 

  
k.

N

1v
kk,v,v

,k ss

xxxx
N

1

r







 
  

(2) ประมาณคา  ,j  และ  ,j  จากสมการ Yule-Walker 

Initial Estimates สําหรับ ARMA(p,q) 

ARMA(1, 0) :   ,1,1 rˆ        [5.101] 

ARMA(2, 0 ) : 
2

1,1

,21,1,1
,1

r1

r.rrˆ









      [5.102] 

ARMA(1, 1) :   ,1,1,2
ˆrr       [5.103] 

  

  










,1,1
2
,1

,1,1,1.1
,1 ˆˆ2ˆ1

ˆˆˆ.ˆ1
r      [5.104]

 
Fourier Series Fit 




 




,1,1
2
,1

2
,12

ˆˆ2ˆ1

ˆ1
ˆ        [5.105] 

(3) Goodness of Fit Test 

Modified Porte Manteau (Tao and Dollar,1976)  

 2
,k

1

L

1k
1 rNQ 




        [5.106] 

(4) Generation and forecasting 

 

 5.9.2 ตัวอยางการจําลองอนกุรมเวลาแบบ Periodic ดวย ARMA with Constant Coefficients  

  ให xv,  คืออนุกรมเวลารายของฝนรายเดือนท่ีสถานี  Salamonia มลรัฐ Indiana (ดูตารางท่ี 5.17) 
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 v = 1,…..,38 

 12......,,1  

 

 ขั้นท่ี 1  Normalization  

   ,v,v xy  (ดูตารางท่ี 5.18) 

  5660.0s;5145.1y 11   

 . 

 . 

  5402.0s;6540.1y 1212   

 ขั้นท่ี 2 Standardization 

 








s

yy
z ,v

,v  

  8222.0
5660.0

5145.1920.3
z 1,1 


  

 ขั้นท่ี 3 คํานวณหา ACF และ Partial ACF  

 
 

29......,,1k
kˆ

)z(r

k

k 







 (ตารางท่ี 5.19) 

 ขั้นท่ี 4 เลือกแบบจําลอง ARMA(1, 1 ) with Constant Coefficients 

 ขั้นท่ี 5 การประมาณคาพารามิเตอร 1̂  เบ้ืองตน (Initial Estimates)  

   62.0
0288.0

0179.0

r

rˆ
1

2
1   

 ขั้นท่ี 6 การประมาณคาพารามิเตอร 1̂  เบ้ืองตน (Initial Estimates) 

   
2
1

'
o2
ˆ1

c
ˆ


  

   
2

'
1

1
ˆ

cˆ


  

 ขั้นท่ี 7 การประมาณคาพารามิเตอรโดยวิธี MLE 

   Min   


N

1t

2
t11

ˆ,ˆS  
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    1ˆ
1   

    1θ̂1   

   Min S(0.9,0.9) (ตารางท่ี 5.20) 

   คาประมาณสุดทายจากโปรแกรม FTMXL 

   961.0ˆ;961.0ˆ;914.0ˆ 2
11    

 

 ขั้นท่ี 8  การทดสอบวา t เปนอนุกรมเวลาแบบ Independent โดยใช  Modified Porte Manteau  

      8.3061.28Q 2
10.0,11241    

   แสดงวา t เปน Independent 
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ตารางท่ี 5.19 Autocorrelation and Partial Autocorrelation Functions, and Partial and Final Parameter 

Estimates for the Standard Scores of Square Roots of Precipitation (in) at Salamonia , 
Indians. 
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  ขั้นท่ี 9   การพยากรณ (Forecasting) 

          1Lt1Lt1Lt1tLt
ˆzˆLzz    

       0;ˆzˆ1z 1tt111t    

      1zˆ2z t1t   

      2zˆ3z t1t   

   . 

       2L;1LzˆLz t1t   

   การคํานวณ -weights (สมการท่ี 5.75) 

   1o   

   111
ˆˆ   

     1112
ˆˆˆ   

   . 

     1j
111j

ˆˆˆ   

   การคํานวณ Standard Error of Forecasts 

        
 





 ˆ
1L

1j

1j2
1

2
11

ˆˆˆ1L  

             



ˆ

1L

1j

2
j1  

        LσuLzz
2

αtLt   

 5.9.3 ตัวอยางการจําลองอนกุรมเวลาแบบ Periodic ดวย ARMA with Periodic Coefficients  

  ใหทําการจาํลองอนุกรมเวลานํ้าทารายวนัของแมน้ํา Salamonia ท่ี Dora มลรัฐ Indiana  

  ขั้นท่ี 1 Normalization โดยใช Log 

      cxlogy ,v,v  

 ขั้นท่ี 2 คํานวณหา τμ̂ และ τσ̂ โดยใช Fourier Series ท่ี 6 Harmonics (รูปท่ี 5.16)  

 ขั้นท่ี 3 คํานวณหา τ,kr (สมการท่ี 2.10) และ τ,kρ̂ โดยใช Fourier Series ท่ี 6 Harmonics  

   เม่ือ k = 1, 2, 3 (รูปท่ี 5.17) 
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 ขั้นท่ี 4 และ 5 คํานวณหา    ,j
ˆ  และ τ,jθ̂  (สมการท่ี 5.103 และ5.104) และ ประมาณคาดวย 6 

Harmonics Fourier Series (รูปท่ี 5.18) 

 ขั้นท่ี 6 คํานวณหา )(r ,k   และ Q1 Statistics 

   ผลการคํานวณ Cumulative Periodogram ของ t ของ ARMA(1, 1) แสดงอยูในรูปท่ี 5.19 ซ่ึง
สามารถสรุปไดวา t เปน Independent 

   รูปท่ี 5.20 แสดงการแจกแจงความนาจะเปนของ t ในรูปของ Bi-grammar distribution  

 

 

รูปท่ี  5.16  Means and Standard Deviations of Logarithms of Daily Flows (Station 33245) 
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รูปท่ี  5.17  Seasonal Serial Correlation Coefficients of Lags 1, 2 and 3 for Daily Flows (USGS Station 3-
3245) (Logarithms). 
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รูปท่ี  5.18  Seasonal AR and MA Coefficients for Time Varying ARMA Model Applied to the Cyclically 
Standardized Daily Runoff Logarithms 

 

 

รูปท่ี  5.19  Cumulative Periodogram of Residuals in Time Varying ARMA(1, 1) Model 
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รูปท่ี  5.20 Probability Distribution of Residuals 

 

5.10 อกสารอางอิง 
Salas. J, J.W.Delleur, V.Yeyjavich and W.L Lane. 1980.  Applied Modeling of Hydrologic Time Series. 
Water Resources Publications.  USA. pp.484 
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ภาคผนวก 

 

(1) วิธีการคํานวณหาคาของฟงคชั่นโดยวิธี Difference   

ตัวอยางการคํานวณหาคา f(19) โดยวิธี Difference จากคาของฟงคช่ันในตาราง 

x 11 17 21 23 31 

f(x) 14.646 83.526 194,486 279.846 923.526 

  

x f(x) f(x)  f(x)  f(x)  f(x)

11 14,646         

17 83,526 11,480       

21 194,486 27,740 1,626     

23 279,846 42,680 2,490 72   

31 923,526 80,460 3,778 92 1 
 

f(x)=(83,526-14,646)/(17-11)=11,480 

 f(x)=(27,740-11,480)/(21-11)=1,626 

 f(x)= (2,490-1,626)/(23-11)=72 

 f(x)= (92-72)/(31-11)=1 

 

f(x)=  14,646 + 11,480 (x-11) + 1,626 (x-11) (x-17) + 72(x-17) (x-21) + 1 (x-11) (x-17) (x-21) (x-23) 

f(19)=  14,646 + 11,480 (8) + 1,626 (8) (2) + 72 (8) (2) (-2) + (8) (2) (-2) (-4) 

         =  130,326 
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(2) จงหาคาของฟงคชั่นโดยวิธี  Finite Differences 

ตัวอยางการคํานวณโดยใช Lagrang’s Formula เพื่อหารูปแบบของฟงคช่ัน f(x) ของคาในตาราง 

x 0 2 3 6 

f (x) 659 705 729 804 

  

ใช Lagrang’s Formula 

 

 
     6x3x2xx

xf


 

=      603020

659

          

















 0x

1
.

623202

705

0x

1  

      632303

729





         

















 6x

1
.

362606

804

3x

1  
     6x3x2xx

xf


 

= 
         6x72

804

3x9

729

2x8

705

x36

659








  

=                  
     6x3x2xx72

3x2xx8046x2xx832,56x3xx345,66x3x2x318,1




 

                     3xx22x806xx22x852,56xx32xx345.66x6x3x22x318,1xf72   

 =        x62x53x804x122x83x832,5x182x93x345,636x362x113x318,1   

 =   3x832,5x210,414,12x105,573x345,6448,47x448,472x498,143x318,1  

  x824,42x020,43x804x984,692x656,46   

 xf72  =  448,47x602,12x293x   

 xf  =  
72

448,47x602,12x293x 
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บทท่ี 6 
การจําลองอนกุรมเวลาดวยแบบจําลอง AUTOREGRESSIVE INTEGRATED MOVING AVERAGE 

AUTOREGRESSIVE INTEGRATED MOVING AVERAGE MODELING 
 
6.1 คํานํา 
 

แบบจําลอง Autoregressive Integrated Moving Average หรือเรียกส้ันๆวา ARIMA คือ
แบบจําลองสโตแคสติกท่ีสามารถจําลองอนุกรมเวลาซ่ึงเปน Nonstationary ไดโดยตรง โดยไมตองแปลง
อนุกรมเวลาใหเปน Stationary ตามท่ีกลาวมาในบทกอนๆ จึงทําใหแบบจําลอง ARIMA มีขอดีท่ีสําคัญคือมี
พารามิเตอรนอยกวาแบบจําลอง ARMA แตมีขอจํากดัในการใชงานคือใชไดเฉพาะการพยากรณ ไมสามารถ
ใชในการสังเคราะหขอมูลใหม (Generation) ได เพราะแบบจําลอง ARIMA มีคาความแปรปรวนของคา
ความผิดพลาด (Variance of Error) เขาใกล   แบบจําลอง ARIMA เปนแบบจําลองท่ีเกีย่วของกับ
แบบจําลอง ARMA ท่ีกลาวถึงในบทท่ี 5 ดังนี้คือ ถา xt เปนอนุกรมเวลาแบบ Nonstationary แลวสามารถ
กําจัดสวนท่ีเปน Nonstationary ในอนุกรมเวลา xt โดยใชหลัก Differencing เชน ut=xt-xt-1 แลวมีผลทําให
สามารถจําลองอนุกรมเวลา ut ไดโดยใชแบบจําลอง ARMA ได แสดงวาสามารถจําลองอนุกรมเวลา xt ได
โดยใชแบบจําลอง ARIMA  

ในบทนีจ้ะกลาวถึงแบบจําลอง ARIMA รูปแบบตางๆกนั ดังนี้  
ARIMA(p,d,q) Simple Non-periodic ARIMA หรือ No Seasonal  ARIMA 
ARIMA (P, D, Q) Periodic ARIMA หรือ Seasonal ARIMA 
ARIMA (p, d, q)  (P, D, Q) Multiplicative ARIMA ซ่ึงเปนการฟต Original Seasonal Series

ดวย ARIMA(P, D, Q) และ ฟต Residuals ดวย ARIMA (p, d, q) 
 

6.2 รูปแบบของแบบจําลอง ARIMA 
Simple non-periodic ARIMA ARIMA(p,d,q) 

1ttt xxu  ………………………………………………..1st Order Differencing 

  
 


p

1j

q

1j
jtjtjtjt uu ………………………………ARMA(1,1) 

   
 


p

1j

q

1j
jtjt1jtjtj1tt xxxx  

   
 


p

1j

q

1j
jtjt1jtjtj1tt xxxx  …………..ARIMA(p,1,q) 
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Periodic ARIMA or Seasonal ARIMA ARIMA(P,D,Q)w 

 ttt xxu …………………………………………1st Order Seasonal Differencing 

  
 


P

1j

Q

1j
jtjtjtjt uu ……………………ARMA(1,1) 

   
 


P

1j

Q

1j
jtjt)1j(tjtjtt xxxx ..ARIMA(P,1,Q) 

 
Multiplicative 
ARIMA 

ARIMA(p,d,q)x(P,D,Q) 
- Fit Original Seasonal Series with ARIMA(P,D,Q) 
- Fit Residual with ARIMA(p,d,q) 

Condensed Form ของ Multiplicative ARIMA(p,d,q)x(P,D,Q)w 
(B)(B)(1-B)D(1-B)dxt=(B)(B)t 
 
Bxt=xt-1 : Backward Operator 
Bnxt=xt-n 
(1-B)xt=xt-xt-1 ; 1

st Order Simple Differencing 
(1-B)2xt=xt-2xt-1+xt-2; 2

st Order Simple Differencing 
(1-B)dxt= dth Order Simple Difference 
(1-B)xt=xt-xt- ; 1st Order Seasonal Differencing 
(1-B)2xt=xt-2xt-+xt-2 ; 2st Order Seasonal Differencing 
(1-B)Dxt = Dth Order Seasonal Differencing 
 
(B)=(1-1B-2B

2….-pB
p) =Autoregressive Operator 

(B)=(1-1B-2B
2….-qB

q) =Moving average Operator 
(B)=(1-1B

-2B
2….-PBP) =Seasonal Autoregressive Operator 

(B)=(1-1B
-2B

2….-QBQ) = Seasonal Moving Average Operator 
 
6.3 วิธีการ Differencing 
 Differencing  คือวิธีการในการกําจดัสวนท่ีเปน Nonstationary ออกจากอนกุรมเวลา  ทําใหได
อนุกรมเวลาแบบ Stationary เชนสมมติให xt คือ อนุกรมเวลาแบบ Nonstationary วิธีการ Differencing 

สามารถแบงออกเปน 2 แนวทางคือ Simple Differencing สําหรับอนุกรมเวลาแบบ Nonperiodic และ 
Seasonal Differencing สําหรับอนุกรมเวลาแบบ Periodic ดังนี้ 

(1) Simple Difference 
- First Order Difference 

  tu  1tt xx           [6.1] 
- Second Order Difference 

         tw  1tt uu      2t1t1tt xxxx   2t1tt xx2x     [6.2] 
(2) Seasonal Difference  
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- First Order Seasonal Difference 
         tu ωtt xx          [6.3] 
         เม่ือ PeriodMaximum   

        FrequencyPeriod 1         [6.4] 

- Second Order Seasonal Difference 
                    ttt uuw         [6.5] 
            2ttttt xxxxw  ω2tωtt xx2x      [6.6]  
 
6.4 หลักการ Infinite Variance Concept  
 ให         3t2t2t1t1ttt xxxxxxx   

  2t1ttt uuux       [6.7] 







0i
itt ux          [6.8] 

  













0i
itt uEXE         [6.9] 

E(Xt) จะไม Converge เนื่องจากมี ut-i จํานวน Infinite เทอม 

  













0i
itt uVarXVar        [6.10] 

เนื่องจาก Var(Xt) มีคาอนันตจึงทําใหแบบจําลอง ARIMA ไมเหมาะท่ีจะนํามาใชในการสังเคราะห
ขอมูลใหม แตสามารถใชในการพยากรณได 

 
6.5 แบบจําลอง ARIMA (p, 1, q)  

 

ให 1ttt xxu   คือ First Order Simple Difference ซ่ึงสามารถจําลองดวยแบบจําลอง 
ARMA(p,q) ดังนั้น จะสามารถจําลองอนุกรมเวลา xt โดยตรงไดดวยแบบจําลอง ARIMA(p,1,q) ดังนี ้

1;uu 0

q

0j
jtjjt

p

1j
jt  





 …..ARMA(p,q)   [6.11] 

   
 


p

1j

q

0j
jtj1jtjtj1tt xxxx  

  1;xxx 0o

p

1j

q

0j
jtj1ptpjt1jjt   

 
 ;ARIMA(p,1,q) [6.12] 

 

กรณี ARIMA(1,1,1) 
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  1t1t2t11t1t xx1x    

ตัวอยางกราฟอนุกรมเวลาท่ีสังเคราะหข้ึนโดย ARIMA(1,1,1) ซ่ึงมีคาพารามิเตอร =0.5, =0.3 

และ 
2=0.6 แสดงอยูในรูปท่ี 6.1 Autocorrelation Function และ Spectral Density ของแบบจําลอง

เดียวกันแสดงอยูในรูปท่ี 6.2 และ 6.3 ตามลําดับ 
 

รูปท่ี 6.1 อนุกรมเวลาท่ีสังเคราะหข้ึนจากแบบจําลอง ARIMA(1,1,1) ท่ีมีคาพารามิเตอร =0.5, =0.3 

และ 
2=0.6 

 

Lag 0-24 Lag 0-500 

รูปท่ี 6.2 Autocorrelation Function ของอนุกรมเวลาที่สังเคราะหข้ึนจากแบบจําลอง ARIMA(1,1,1) ท่ี
มีคาพารามิเตอร =0.5, =0.3 และ 

2=0.6 
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รูปท่ี 6.3 Spectral Density ของอนุกรมเวลาท่ีสังเคราะหข้ึนจากแบบจําลอง ARIMA(1,1,1) ท่ีมี
คาพารามิเตอร =0.5, =0.3 และ 

2=0.6 

  

ACF ในรูปท่ี 6.2 มีคาลดลงอยางชาๆ (Slow Decay) แสดงวา xt เปนอนุกรมเวลาแบบ 
Nonstationary การกําจัด Nonstationary ออกจากอนุกรมเวลาทําไดโดยวิธี Differencing ผลการทํา 1st 

Differencing ของอนุกรมเวลาในรูปท่ี 6.1 แสดงอยูในรูปท่ี 6.4 และ ACF ของ 1st Differencing แสดง
อยูในรูปท่ี 6.5 ACF มีคาลดลงเปนศูนยท่ี Lag 4 ซ่ึงแสดงใหเห็นวา 1st Differencing ของอนุกรมเวลา  xt 

เปน Stationary แตถายังไมเปน Stationary ใหทํา Differencing โดยใช d=2, 3,.. จนกวาจะเปน 
Stationary 

 

รูปท่ี 6.4 1st Differencing (ut=xt-xt-1) ของอนุกรมเวลาท่ีสังเคราะหข้ึนจากแบบจําลอง ARIMA(1,1,1) 

ท่ีมีคาพารามิเตอร =0.5, =0.3 และ 
2=0.6 
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รูปท่ี 6.5 Autocorrelation Function ของ 1st Differencing (ut=xt-xt-1) ของอนุกรมเวลาท่ีสังเคราะห
ข้ึนจากแบบจําลอง ARIMA(1,1,1) ท่ีมีคาพารามิเตอร =0.5, =0.3 และ 

2=0.6 

 
 

6.6 ฟงคชั่นการพยากรณ (Forecasted Function)ของแบบจําลอง ARIMA(p,1,q) สําหรับ Lead 

Time เทากับ L 

 

จากสมการ [6.12] ถา t=t+L จะสามารถเขียนแบบจําลอง ARIMA(p,1,q) ไดใหมดังนี ้

   
 


p

1j

q

0j
jLtj1pLtpjLt1jjLt xxx

   
[6.13] 

 

จากสมการ [6.13] จะสามารถเขียนฟงคช่ันการพยากรณไดดังนี ้

          
 


p

1j

q

0j
jLtj1pLtpjLt1jjLt xxx   [6.14] 

     
 


p

1j

q

0j
jLtjtpt1jjt )1pL(x)jL(x)L(x   [6.15] 

           ถา j>L  ถา j<L 

 jLtx  Observed Value 
  jLtx)jL(txjLtx    

 jLtε  Error Value in the Past 
   jLtjLt    

 jLtx  Future Value 
   )jL(xx tjLt  Forecasted Function. 

 jLtε  Future Value หรือ Random Value 
  0jLt    
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จากขอเท็จจริงในตารางขางบนจะเขียนจะสามารถเขียนสมการ [6.15] ใหมไดดังนี ้

         


 


1L

1j

p

Lj
jLt1jjt1jjt xjLxLx     

                     jLt
1L

0j
j1pLtpx 




   jLt

q

Lj
j 


      [6.16] 

และเนื่องจาก 0)jL(t   เม่ือ j<L จะไดวา 

 
          



 





1L

1j

p

Lj
jLt

q

Lj
j1pLtpjLt1jjt1jjt xxjLxLx

 

            [6.17] 

 ถา q<L  

 
         



 


1L

1j

p

Lj
1pLtpjLt1jjt1jjt xxjLxLx   [6.18] 

            

 ถา q<L และ p=L-1<L 

          
      




p

1j
1pLtpt1jjt xjLxLx      [6.19] 

 ถา  q<L และ p<L-1 

          
      




p

1j
tpt1jjt )1pL(xjLxLx     [6.20] 

 
กรณี 
L<p 

และ
L<q 

จากสมการท่ี [6.15]

 
     

 


p

1j

q

0j
jLtjtpt1jjt )1pL(x)jL(x)L(x  

L=1    
 


p

1j

q

1j
j1tjptpj1t1jjt xx)1(x  

L=2      
 


p

2j

q

2j
j2tjp1tpj2t1jjtt xx)1(x11)2(x  

L=3       
 





p

3j

q

3j
j2tjp2tpj2t1jjt

2

1j
1jjt xx)j3(x)3(x  

L=L       
 







p

Lj

q

Lj
j2tj1pLtp1jLt1jjt

1L

1j
1jjt xx)jL(x)L(x  

 [6.21]
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6.7 แบบจําลอง Multiplicative ARIMA สําหรับอนุกรมเวลาแบบ Periodic 
 
 6.7.1 Seasonal Differencing  
 ωttt xxu    (1st Order Seasonal Differencing)    [6.22] 
 กรณีอนกุรมเวลารายเดือน  = 12 
  ttt uuw               (2nd Order Seasonal Differencing) 
            2tttt xxxx  
       2ttt xx2x        [6.23]  
 (1-B)Dxt  = Dth Order Seasonal Differencing 
  

 6.7.2 Simple Seasonal ARIMA(P,1,Q) 
 ωttt xxu   

 





 jtj

Q

1j
tjtj

P

1j
t uu       [6.24] 

 






  jtj

Q

1j
t)1j(tjtj

P

1j
tt )xx(xx  

 
  





  jtj

Q

1j
t)1j(tjtj

P

1j
tt xxxx    [6.25] 

 xt มีแบบจําลองแบบ ARIMA(P,1,Q) 
  
 6.7.3 General Simple Seasonal ARIMA(P,D,Q) 

แบบจําลอง ARIMA(P,D,Q)w ในรูปยอซ่ึงเขียนในรูปของ Backward Operator 

(B)(1-B)Dxt=(B)t       [6.26] 
 
(1-B)Dxt = Dth Order Seasonal Differencing 
(B)=(1-1B

-2B
2….-PBP)  = Seasonal Autoregressive Operator 

(B)=(1-1B
-2B

2….-QBQ) = Seasonal Moving Average Operator 
 (1-1B

-2B
2….-PBP)(1-B)Dxt = (1-1B

-2B
2….-QBQ)t 

 ถา D=1 
 (1-1B

-2B
2….-PBP)(1-B)xt = (1-1B

-2B
2….-QBQ)t 

  
 (1-1B

-2B
2….-PBP-B+1B

+2B
3….+P-1B

PPB(P+1))xt  
 = (1-1B

-2B
2….-QBQ)t 
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 (1-B -1(B
-B2)-2(B

2- B3)….-P-1(B
(P-1)-BP)….-P(BP-B(P+1))xt  

 = (1-1B
-2B

2….-QBQ)t 
  
 xt= (B +1(B

-B2)+2(B
2- B3)….+P-1(B

(P-1)-BP)….+P(BP-B(P+1))xt  
     + (1-1B

-2B
2….-QBQ)t      [6.27] 

 สมการ [6.27] คือสมการแบบเต็มรูปของของสมการ [6.26] 
 

 6.7.4 ARIMA(0,1,Q) หรือ IMA(1,Q) 
 ωttt xxu    
   QtQ2t2t1tt ...........u     [6.28] 
 xt มีแบบจําลองแบบ ARIMA(0,1,Q) 
   
 Autocorrelation Function ของ ARIMA(0,1,Q) 

 



 

 Qk;
......1

......
2
Q

2
1

QkQ1k1k
k  

      ωQk;0          [6.29] 
  
 6.7.5 ARIMA (P,1,0) 
 ωttt xxu   
 tPtP2t2t1t u......uuu       [6.30] 
 xt มีแบบจําลองแบบ ARIMA(P,1,0) 
 

 Autocorrelation Function ของ ARIMA(P,1,0) 
       0k;...... PkP2k21k1k      [6.31] 
  
 6.7.6 การฟต 1st Order Seasonal Difference ของอนุกรมเวลารายเดือนดวยแบบจําลอง AR(1)  

 12ttt xxu      
 t1t1t uu    …… AR(1)       [6.32] 
   t13t1t112tt xxxx    
 t13t112t1t1t xxxx         [6.33] 
 สมการ [6.33] คือ ARIMA(1,1,0)12 หรือ Nonstationary AR(13) ซ่ึงมีคา Autoregressive Coefficients 
ดังนี ้
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 11   
 0...... 1132   
 112   
 113   
 
 6.7.7 การฟต 1st Order Seasonal Difference ของอนุกรมเวลารายเดือนดวยแบบจําลอง MA(1) 
 12ttt xxu   
 12t1ttu   ..........MA(1)      [6.34] 
 12t1t12tt xx    

 12t1t12tt xx          [6.35] 
 สมการ [6.35] คือ ARIMA(1,1,0)12 หรือ Nonstationary ARMA(12,12) ซ่ึงมีคา Autoregressive และ 
Moving Average Coefficients ดังนี้ 

 0...... 1121   

 112   
 0...... 1131   

 112   
 
 6.7.8 แบบจําลอง Multiplicative ARIMA(1, 0, 0)x(0, 1, 1)12 

 12ttt xxu   
 ให 

 12t1ttu        ........ ......MA(1)     [6.36] 
 12t1t12tt xx   .............ARIMA(0,1,1)12    [6.37] 
 t คืออนุกรมเวลาของ Residual ใน MA(1) ซ่ึงสามารถจําลองไดดวัย AR(1)  
 ให  
 t1t1t        ……….AR(1)       [6.38] 

 แทนคา tα และ 12 t  จากสมการ [6.38] ลงในสมการ [6.36] 
    12t13t11t1t1tu    
   12t1t13t11t1tu        [6.39] 

 แทนคา  13t11t1tu   ลงในสมการ [6.39] จะได 

 12t1t1t1t uu           
   12t1t13t1t112tt xxxx    
 12t1t13t112t1t1t xxxx        [6.40] 
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 สมการท่ี [6.40] คือแบบจําลอง Multiplicative ARIMA(1, 0, 0)x(0, 1, 1)12 ซ่ึงเกิดจากการจําลอง 1st 

Order Seasonal Difference (ut) ซ่ึงมี =12 ดวย MA(1) และจําลอง Residual (t) ดวย AR(1) 
 
 6.7.9 แบบจําลอง ARIMA(p,0,q)x(P, 1, Q)12 

 tu 1st  Seasonal Difference ซ่ึงมี =12 
 12ttt xxu   

 j12tj

Q

1j
tj12tj

P

1j
t uu 





       [6.41] 

 ให Residual (t) ของ 6.40 มีแบบจําลองแบบ ARMA(p, q) 

 jtj

q

1j
tjtj

p

1j
t 





       [6.42] 

 เม่ือแทนคา t และ t-12j จากสมการ [6.42] และ 12ttt xxu   ลงในสมการ [6.41]  











 








 jtj

q

1j
tjtj

p

1j
j12tj

P

1j
12tt uxx   

       









 





j112tj

q

1j
j12tj112tj

p

1jj

Q

1j
 











 








 jtj

q

1j
tjtj

p

1j
j12tj

P

1j
12tt uxx  

   
    










 





j112tj

q

1j
j12tj112tj

p

1jj

Q

1j
 [6.43] 

 จะสรุปไดวา xt ในสมการ [6.43] มีแบบจําลองแบบ ARIMA (p,0, q)  (P, 1, Q)12 
 
6.7.10 แบบจําลอง Multiplicative ARIMA(p, d, q)x(P, D, Q)12 

 

 แบบจําลอง Mulitplicative ARIMA(1,1,1)x(1,1,1)12
  กรณ ี=12 

 

 12BΦ     t
12 xB1B1B               =     εBθBΘ t

12    [6.44] 
   1(BΦ1 12

1 B)    t
12 xB1B1    =      εBθ1BΘ1 t1

12
1   

 13
111

12
1 BBB1    t

1312 xBBB1   =  εBθΘBθBΘ1 t
13

111
12

1   
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 13
111

12
1 BBB1    25

11
13

1
24

1
12 BBBB    

 14
11

2
1

13
1 BBBB    26

11
14

1
25

1
13 BBBB   xt     

       =   BBB1 t
13

111
12

1   

  1(1 1) B  1    1(BΦ1B 12
1

2 1+1+11)B
13-(1+11)B

14+1B24 

- ( 1Φ +11)B
25+ 1Φ 1B

26xt   =   εBθΘBθBΘ1 t
13

111
12

1   
xt = (1+1) xt-1-1 xt-2+(1+1) xt-12-(1+1 +1+11) xt-13+(1 +11) xt-14- 

   1xt-14+(1+11) xt-25-11xt-26+t-1t-1-1t-12+11t-13  [6.45] 
 
6.8 การประมาณคาพารามิเตอรของ Simple ARIMA(p,d,q) 
 
 หลังจากการทาํ dth-Differencing อนุกรมเวลา xt (xt เปน ARIMA(p,d,q)) จนเปน Stationary แลว จะ
ฟต Differenced Series ดวยแบบจําลอง ARMA(p,q) จึงสามารถหาพารามิเตอรของแบบจําลอง ARMA(p,q) 
ตามวิธีท่ีกลาวถึงในบทท่ี 5 
 
6.9 การตรวจสอบ Goodness of Fit ของ ARIMA(p,d,q) 
  
 ข้ันตอนและวธีิการทดสอบ Goodness of Fit ของ ARMA(p,q) ท่ีฟตกับอนกุรมเวลาท่ีผานการ 
Differencing จะเหมือนกับการทดสอบ Goodness of Fit ของ ARMA(p,q) ตามท่ีกลาวไวในบทท่ี 5 ซ่ึงไดแก 

– การทดสอบสมมติฐานวา Residual เปนอิสระและมีการแจกแจงแบบปกติ 
– การตรวจสอบเปรียบเทียบ Model Correlogram และ Correlogram ของอนุกรมเวลาท่ีสังเคราะห
ข้ึนกับ Sample Correlogram 

– การตรวจสอบ Parsimony ของพารามิเตอรโดยใช Akaike Information Creteria 
 
6.10 ขั้นตอนการจําลองดวย Simple ARIMA (Procedure of Simple ARIMA Modeling) 
 
 ข้ันตอนการจําลองดวย Simple ARIMA 

(1) ตรวจสอบ Normality ของอนุกรมเวลาตวัอยาง ถาอนุกรมเวลาตัวอยางไมเปน Normal ใหแปลงเปน
เปน Normal 

(2) ทําการ Differencing โดยการพลอตอนุกรมเวลาตัวอยางท่ีทําการ Normalized แลว ถาพบวามี 
Nonstationary เชน Jump หรือ Trend หรือมีท้ังคู ใหทําการ Differencing กรณีมี Jump หรือ Trend 
เพียงอยางเดียวใหทํา 1st Differencing กรณีท่ีมีท้ัง Jump และ Trend ใหทํา 2nd Differencing 
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(3) ตรวจสอบ ACF ถาพบวามีคาลดลงอยางชา (Slow Decay) แสดงวาตองทํา Differencing การทํา 
Differencing ใหเร่ิมจากลําดบัท่ี 1 กอน 

(4) การฟตแบบจําลอง ARMA(p,q) กับอนุกรมเวลาท่ีผานการ Differencing 
 
6.11 ตัวอยางการสรางแบบจําลอง Simple ARIMA (Example of Simple ARIMA Modeling) 
 
 ใหจําลองฝนรายเดือนท่ี Salmonia มลรัฐ Indiana (Station 12-7747) ดังตารางท่ี 6.1 ดวย 
ARIMA(1,1,1)  
 ขั้นท่ี 1  ให xt คือฝนรายเดือน ดังตารางท่ี 5.1 
   tt xy   …..ซ่ึงเปน Normal Distribution โดยประมาณ 
 ขั้นท่ี 2  ทํา 1st  Differencing เพื่อกําจดั Nonstationarity ใน yt ดังนี ้

   236.0920.3910.4u1   
   ผลการคํานวณคา ut อ่ืนๆ โดยโปรแกรม FTRDIF* ของ IMSL แสดงอยูในตารางท่ี 6.2 
 ขั้นท่ี 3 ทําการฟต ARMA(1,1) กับ 1st Differenced Series (ut) ตามข้ันตอนในบทท่ี 5 

(a) 00110.u t   

606502 .s   
(b) ACF และ PACF ของ ut แสดงอยูในรูปท่ี 6.6 และ 6.7 ตามลําดับ 

95% Confident Interval ของ ACF และ PACF เทากับ 

094.0
455

2

N

2






  

จากรูปท่ี 6.6 จะเห็นวา ACF มีความสําคัญเฉพาะ Lag 1 เทานั้น สวน PACF ในรูปท่ี 
6.7 มีความสําคัญชวง Lag 1-10 

(c) Identification 
- ACF และ PACF แสดงใหเห็นวา ARMA(1,1) นาจะเหมาะกับอนุกรมเวลา ut 

(d) การประมาณคาพารามิเตอร  ของ ARMA(1,1) โดยวิธีโมเมนต 

07540
482940

0364150

1

2
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ตารางท่ี 6.1 Monthly Precipitation(inches) at Salanomia, Indian 
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ตารางท่ี 6.2  1st Difference of Square Root of Monthly Precipitation at Salamonia, Indiana 

 
 

 
รูปท่ี 6.6 ACF ของ 1st Differenced Square Root ของฝนรายเดือนท่ี Salamonia มลรัฐ Indiana 
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รูปท่ี 6.7 Partial ACF ของ 1st Differenced Square Root ของฝนรายเดอืนท่ี Salamonia มลรัฐ Indiana 

 

(e) การประมาณคาพารามิเตอร 1̂ และ 2ˆ   โดยวิธีโมเมนตดวยโปรแกรม FTMPS ของ 
IMSL 

5873.0ˆ
1   
2ˆ  =0.4207 

(f) การประมาณคาพารามิเตอรโดยวิธี MLE 
คา SSE ของ ARIMA(1,1,1) แสดงอยูในตารางท่ี 6.3 ซ่ึงแสดงใหเห็นวา  

0.0ˆ
1   และ 9.0ˆ

1   
Min SSE =154.39 
จาก Initial Estimate จะสามารถหา Final Estimate ไดโดยใชโปรแกรม FTMXL ดังนี้ 

0451.0ˆ
1   

0010.0ˆ
00   

9593.0ˆ
1   กรณีท่ี  1̂  มีคาเขาใกล 1 อาจพิจารณาวา ARIMA(1,1,1) ไมเหมาะสม

กับอนุกรมเวลาของฝนรายเดอืนก็ได 
3332.0ˆ 2   

(g) การทดสอบ Goodness of Fit 
Porte Manteau Lack of Fit Test 
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Q=0.0448 x 455 = 20.06 < 9.332
05.0,22  แสดงวาอนุกรมเวลาของ t เปน 

Independent และ ACF ของ t ในรูปท่ี 6.8 แสดงใหเห็นวา r(k) ไมมีนัยสําคัญ ซ่ึง
เปนการยนืยนัขอสรุปท่ีวา t เปน Independent 

 

 
รูปท่ี 6.8 ACF ของ Residuals ของ 1st Differenced Square Root ของฝนรายเดือนท่ี Salamonia มลรัฐ 

Indiana 
 

ตารางท่ี 6.3 Sum of Squares of Residuals of 1st Difference of Square Root of Monthly Rainfall Series at 
Salamonia, Indiana 

 
 
6.12 ตัวอยางการสรางแบบจําลอง Multiplicative ARIMA  
  
 Blue River ใกล White Cloud มลรัฐ Indiana มีพื้นท่ีลุมน้ํา 461 ตารางไมล มีอนกุรมเวลาของน้ําทา
รายเดือน (xv,)ดังแสดงในตารางท่ี 6.4 
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ของ yv,=Log(xv,) มีคาเขาใกล 0 และผลการพลอต xv, ในกระดาษกราฟ Log-Normal ในรูปท่ี 6.11  พบวา
กราฟเปนเสนตรง แสดงวา xv,เปน Log-Normal 

Correlogram ในรูปท่ี 6.12  แสดงวาอนกุรมเวลาเปน Stationary แต rj ไมเทากับศูนย แสดงวาอนกุรม
เวลาเปนแบบ Dependent 
 

 

 
รูปท่ี 6.9 (a) คาเฉล่ียรายเดือน (b) สวนเบ่ียงเบนมาตรฐานรายเดือนของปริมาณการไหลของน้ํารายเดือนของ 

Blue River ใกล White Cloud มลรัฐ Indiana 
 

 
รูปท่ี 6.10 คาสัมประสิทธ์ิความเบ (Skewness Coefficients)รายเดือนของปริมาณการไหลของน้ํารายเดือน 
และของ Log-Transformed ของปริมาณการไหลของน้ํารายเดือนของ Blue River ใกล White Cloud มลรัฐ 

Indiana 



 

 

 
รูปท่ี 6

 

รูปท่ี 6.1
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 ACF(rk) ของอนุกรมเวลาท่ีถูก Differenced แสดงอยูในรูปท่ี 6.13 จะเหน็ไดจาก ACF วาเม่ือ d=1 และ 
D=1 จะสามารถกําจัด Cyclicity ไดหมดเม่ือเปรียบเทียบกับ กรณ ีd=0 และ D=0 จากรูปจะเหน็ไดวา rk ท่ี 
Lag=1, 2, 11, 12, 13 มีคาตางจากศูนยอยางมีนัยสําคัญ และ Lag 1 และ 12 มีความสําคัญกวา Lag อ่ืนๆ ซ่ึง
แสดงถึง Seasonal และ Nonseasonal Moving Average หรืออาจสรุปไดวาแบบจาํลองท่ีเหมาะสมคือ  
 Multiplicative ARIMA(0,1,1)x(0,1,1)12 หรือ 
 แตเม่ือพิจารณาจาก Monthly Correlation ของ Nonseasonal Component แบบจําลองท่ีเหมาะสมคือ  
 Multiplicative ARIMA(1,0,0)x(0,1,1)12 หรือ 
 Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 
 แตจากประสบการณของผูจําลองจะเลือกวิเคราะห 2 แบบจําลองคือ  
 Multiplicative ARIMA(0,1,1)x(0,1,1)12 และ Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 
 
 ขั้นท่ี 3 การหาพารามิเตอรของแบบจําลอง Multiplicative ARIMA(0,1,1)x(0,1,1)12 โดยวิธี MLE 
 General Form ของ Multiplicative ARIMA(p,d,q)x(P,D,Q)w 

 t
w

t
Dwd )B()B(y)B1()B1)(B()B( w   

  

 
รูปท่ี 6.13 คาประมาณของ ACF ของ Differenced Series ของ Blue River ใกล White Cloud มลรัฐ Indiana 
                   wt=(1-B)d(1-B12)Dyt  , yt=ln(xt) , N=456 
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 (3a)Multiplicative ARIMA(0,1,1)x(0,1,1)12  
t

12
11t

12 )B1)(B1(y)B1)(B1(   

13t1112t11t1t13t12t1tt yyyy    

 ผลการคํานวณ Sum Square Surface หรือ ),(SSS 11

N

1t

2
t 



  เม่ือ 8.00 1  และ 

0.14.0 1   แสดงอยูในรูปท่ี 6.14 ซ่ึงพบวา  Minimum SSS อยูท่ี 1=0.55 และ 1=0.9 

 

รูปท่ี 6.14 Sum of Square Surface t
 ของแบบจําลอง Multiplicative ARIMA(0,1,1)x(0,1,1)12 

ท่ีประยุกตใชกับ Natural Logarithms ของปริมาณการไหลของน้ํารายเดือนของ Blue River ใกล White 
Cloud มลรัฐ Indiana 
 

 (3b)การหาพารามิเตอรของแบบจําลอง Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 โดยวิธี MLE 
 General Form ของ Multiplicative ARIMA(p,d,q)x(P,D,Q)w 

 t
w

t
Dwd )B()B(y)B1()B1)(B()B( w   

 t
12

1t
122

21 )B1(y)B1)(BB1(   
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 21t1t14t213t112t2t21t1t yyyyyy    

 ),,(SSS 121

N

1t

2
t 



 เม่ือ 8.02.0 1  , 1.02   และ 0.14.0 1   แสดงอยูในรูปท่ี 

6.15 ซ่ึงพบวา  Minimum SSS อยูท่ี 1=0.5 , 2=0.1  และ 1=0.9 แตเม่ือเปล่ียนคา 2 เปน 0 และ 0.2 
SSS ไมเปล่ียนแปลง 
 

รูปท่ี 6.15 Sum of Square Surface t
 ของแบบจําลอง Multiplicative 

ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 เม่ือ =0.1 ท่ีประยุกตใชกับ Natural Logarithms ของปริมาณการไหลของน้ําราย
เดือนของ Blue River ใกล White Cloud มลรัฐ Indiana 

 

(3c)ประมาณพารามิเตอรแบบจําลองโดยวิธี Nonlinear Iterative Estimationไดคาพารามิเตอรดัง
ตาราง 

Multiplicative ARIMA(0,1,1)x(0,1,1)12

Iterative  

Initial Estimate 0.55 0.9 
Final Estimate 0.549+0.040 0.942+0.009 
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คํานวณหา t ของ Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 ดังแสดงในตารางท่ี 6.6  ACF และ PACF 
ของt ของ Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12  ดังแสดงในตารางท่ี 6.7 ซ่ึงแสดงในเห็นวา t เปน 
Independent 

Q ของ 30 Lag แรก = 17.30 < 21,0.1 (=29.6) ดังนั้นจึงยอมรับ ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 
 

ตารางท่ี 6.6 Residuals ของแบบจําลอง Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 ท่ีประยุกตใชกับ Natural 
Logarithms ของปริมาณการไหลของน้ํารายเดือนของ Blue River ใกล White Cloud มลรัฐ Indiana 
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กตใชกับ 
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จากอนุกรมเวลาแบบไมมีท่ีส้ินสุดของ Moving Average 

t
0j

jtjt )B(y 



        [6.47]

เม่ือแทนคา yt ในสมการ [6.47] ลงในแบบจําลอง Multiplicative ARIMA(p,d,q)x(P,D,Q)w ดัง
สมการ 

t
w

t
Dwd )B()B(y)B1()B1)(B()B( w   

จะได 
)B()B()B()B1()B1)(B()B( wDwdw      [6.48] 

จะสามารถคํานวณหา j ไดจากสมการ [6.48] โดยการเทียบคาสัมประสิทธ์ิของ B ท่ีมีกําลังเทากนั 
สําหรับแบบจาํลอง Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 จะสามารถหา j ไดดังนี้ 
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(3g)Real Time Forecast 
Real Time Forecast คือการพยากรณท่ีมีการ Update เม่ือมีขอมูลใหมเพิ่มข้ึนสามารถทําได 2 แบบ

คือ 
(1) การ Update โดยการประมาณคาพารามิเตอรของแบบจําลองใหม 
(2) การ Update โดยใชคาพารามิเตอรเดิม 
Forecast Update แบบท่ี 2 จะสามารถทําไดดังนี ้
 

1tLt1t )1L(y)L(y          [6.49] 
เม่ือ 

)L(y 1t =คาพยากรณท่ีมีการ Update 
)1L(yt  =คาพยากรณท่ี Lead Time=L+1 จากฟงคช่ันการพยากรณเดิม 

L = -weight ท่ี Lead Time=L 

1t = Forecast Error ท่ีเวลา t และ Lead Time=L=1 จากฟงคช่ันการพยากรณเดิม 
)1(yy t1t1t    

แทนคา t+1 ลงในสมการ [6.49] จะได Forecast Update ดังสมการ 
 )1(yy)1L(y)L(y t1tLt1t         [6.50] 

 
ดังน้ันเมื่อทราบคา y457=ln(36) จะสามารถหา Forecast Update ที่ L=1 สําหรับเวลา t=457 ได

ดังน้ี 
 )1(yy)2(y)1(y 4564571456457   

  4714.49852.3)36ln(5553.06945.4)1(y457   
 )1(yy)3(y)2(y 4564572456457   

  6361.59852.3)36ln(31779.07638.5)2(y457   
ในทํานองเดียวกันเม่ือทราบ y458=ln(138) จะสามารถหา Forecast Update ที่ L=1 สําหรับเวลา 

t=458 ไดดังนี้ 
 )1(yy)2(y)1(y 4574581457458   

  8892.54714.4)138ln(5553.06361.5)1(y458   
 )1(yy)3(y)2(y 4574582457458   

  5638.64715.4)138ln(31779.04190.6)2(y458   
คา Update Forecast สําหรับ L=1 แสดงอยูในตารางท่ี 6.10 และถูกพลอตในรูปท่ี 6.18 คา Inverse 

Transform (x=ln(y)) ของคา Update Forecast ถูกพลอตในรูปท่ี 6.19 
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2

s
yExpx

2
y          [6.51] 

  1sExpxs 2
yx          [6.52] 

ดังน้ัน จะสามารถหาคาพยากรณ xt(L)และ Standard Error ของคาพยากรณไดจากสมการ 

รูปท่ี 6.18 Real Time Forecasts of Natural Logarithms of Monthly Flows, Blue River Near 

White Cloud, Indiana 

 

รูปท่ี 6.19 Real Time Forecasts of Monthly Flow, Blue River Near White Cloud, Indiana 
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2

)L(s
)L(yExp)L(x

2
y

tt        [6.53] 

  1)L(sExp)L(x)L(s 2
ytt   [6.54] 

 

เปนที่นาสังเกตวาคาความคลาดเคลื่อนในการพยากรณไมไดข้ึนอยูกับฤดูกาล ซึ่งเปนผล
ทําใหเกิดความผิดพลาดในการณพยากรณคา xt(L) 

คาความผิดพลาดที่กลาวถงึสามารถแกไขไดโดยการแปลง yv, ใหเปนอนุกรมเวลาแบบ 
Stationary โดยวิธี Nonparametric Period Standardization (zt) แลวจึงฟตแบบจําลองกับ zt 

 



 
s

yy
z ,v

t  [6.55] 

จากการศึกษาพบวา 16 อนุกรมเวลาน้ําทารายเดือนผานการทดสอบความเหมาะสม 

Wabash River ที่ Logansport, Indiana (Station 3-3290) เหมาะกับแบจําลองแบบ AR(2) และมี
คาพารามิเตอรเทากับ 

043.0082.0ˆ,043.0468.0ˆ,738.0ˆ 21
2   

คาพยากรณโดยแบบจําลอง AR(2) ในรูปของ yt=ln(xt) แสดงอยูในรูปที่ 6.20 ซึ่งใหผล
ใกลเคียงกับ Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 คา Standard Error ในการพยากรณโดย AR(2) ใน
รูปของ zt คือ 

  2
1L

2
2

2
1z ....1)L(s  [6.56] 

ซึ่งทําให Standard Error  ของ yt(L) เปลี่ยนแปลงไปตามฤดูกาลดังสมการ 

 s)L(s)L,t(s zy  [6.57] 

เมื่อ s = Periodic Standard Deviation ของ yt 

โดยวิธีนี้ จึงทําใหการพยากรณคา xt มีความถูกตองมากข้ึนดังรูปที่ 6.21 
 

6.14 การเปรียบเทียบและขอจํากัดของแบบจําลอง ARMA และ ARIMA 
        (Comparison and Limitations of ARMA and ARIMA Models) 
 

ขอสรุปการฟตแบบจําลอง ARMA และ ARIMA กับอนุกรมเวลาน้ําทาและน้ําฝนรายเดือนแสดงอยู
ในตารางท่ี 6.11 ซ่ึงจะเหน็ไดวาแบบจาํลอง ARIMA มีจํานวนพารามิเตอรนอยกวาแบบจําลอง ARMA แต
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แบบจําลอง ARIMA มีขอจํากัดท่ีสําคัญคือไมเหมาะท่ีจะนํามาใชในการสังเคราะหขอมูลใหม หรือการ
จําลอง (Simulation) ยกตัวอยางแบบจําลอง ARIMA(0,1,0)12 

t12tt zz    
ถาตองการสังเคราะหคาอนุกรมเวลาของเดือนมกราคม 

13113 zz   

25131251325 zzz   

3725131372537 zzz   
. 

1t12

T

1t
11T2 zz 


    

จากสมการขางบนจะสามารถสรุปไดวา z2T+1 คือ Random Walk ของ T Independent Random 
Increments ซ่ึงมี Mean เทากับ z1 และ Variance เทากับ 2T  ซ่ึงจะเหน็ไดวา Variance เพิ่มข้ึนตามคา T และ
มีผลทําใหคาท่ีสังเคราะหใหมมีคาเพิ่มข้ึนตามเวลา จึงทําให ARIMA ไมเหมาะท่ีจะนํามาใชในการ
สังเคราะหขอมูลใหม 
 

 
รูปท่ี 6.20 Forecasting Function for Logarithms of Monthly Flows of the Wabash River at 

Logansport, Indiana 
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Monthly Periodic Coefficient AR(1) มีพารามิเตอรมากกวา Constant Coefficient AR(1) เทากับ 11 
พารามิเตอร 

Monthly Periodic Coefficient AR(2) มีพารามิเตอรมากกวา Constant Coefficient AR(2) เทากับ 22 
พารามิเตอร 

Seasonal Coefficient Model จะมีขอดีสําหรับอนุกรมเวลารายสัปดาหและรายวัน เชน Weekly และ 
Daily Seasonal ARMA(1,1) มีพารามิเตอร 52 ตัว ถาใช 6 Significant Harmonics ในการคํานวณหา Mean 
และ Standard Deviation 

การทํา Nonparametric Standardization จะเพิ่มพารามิเตอรถึง 2x365=730 ตัว ทําใหไมสามารถ
นํามาใชได และย่ิงกวานัน้จะเปนการกําจดั Seasonality ของคา Coefficients ตัวอยางการสรางแบบจําลอง
สําหรับ Logarithms ของอนุกรมเวลาน้ําทารายวันพบวา Seasonal Coefficient ARMA(1,1) ผานการทดสอบ 
Residuals ดวย Cumulative Periodogram ขณะท่ี Seasonal Coefficient AR(1) ไมผานการทดสอบ ดังรูปท่ี 
6.22 

 
 

 
รูปท่ี 6.22 Cumulative Periodiograms of Residuals of ARMA(1,1) Model Applied to Daily 

Flow Logarithms of Solomonie River at Dora, Indiana 
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 ผลของ Differencing ตอ Autocorrelation Function และ Spectrum 
 Kavvas และ Delleur (1975) ไดศึกษาอิทธิพลของ Differencing ตอ อนุกรมเวลารายเดือน โดยการ 
Rescaled อนุกรมเวลารายเดือนเพื่อใหมีคาความแปรปรวนคงท่ี โดยการหารคาอนุกรมเวลาเร่ิมตนดวยคา
สวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน (Standard Deviation) เม่ือเปรียบเทียบรูปท่ี 6.23 และ 6.24  จะเหน็ไดวา 1st 
Differencing ของอนุกรมเวลารายเดือนจะมีผลตอ Spectral Density และ ACF รูปท่ี 6.25 แสดงใหเห็น
อิทธิพลของ  12th Month Differencing และรูปท่ี 6.26 แสดงอิทธิพลของการ Standardization 
 

  

 
รูปท่ี 6.23 Spectral Density and Autocorrelation Function of Rescaled Monthly Rainfall Square 

Roots of the Mississinewa River Basin above Marion, Indiana 
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รูปท่ี 6.24 Spectral Density and Autocorrelation Function of Rescaled 1 Lag Differenced 

Monthly Rainfall Square Roots of the Mississinewa River Basin above Marion, Indiana 
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รูปท่ี 6.25 Spectral Density and Autocorrelation Function of Rescaled 12 Lag Differenced 

Monthly Rainfall Square Roots of the Mississinewa River Basin above Marion, Indiana 
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รูปท่ี 6.26 Spectral Density and Autocorrelation Function of Cyclicly Standardized Monthly 

Rainfall Square Roots of the Mississinewa River Basin above Marion, Indiana 
 

6.15 เอกสารอางอิง 
Salas. J, J.W.Delleur, V.Yeyjavich and W.L Lane. 1980.  Applied Modeling of Hydrologic Time Series. 
Water Resources Publications.  USA. pp.484 
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บทท่ี 7 
การจําลองอนุกรมเวลาทางอุทกวิทยาดวยแบบจําลองแบบหลายตัวแปร  

MULTIVARIATE MODELING OF HYDROLOGIC TIME SERIES 
 
7.1 คํานํา 
  
 แบบจําลองหลายตัวแปร (Multivariate Model) คือแบบจําลองท่ีสามารถจําลองอนุกรมเวลาหลายๆ 
ชุดพรอมๆ กัน มีขอดีคือสามารถรักษาคุณสมบัติดานสหสัมพันธท้ังตามเวลาและตามพ้ืนท่ี (Temporal and 
Spatial Correlation) ของอนุกรมเวลาได แตมีขอเสียคือมีจํานวนพารามิเตอรมาก ดังนั้น จงึมักใชกับรูป
แบบจําลองท่ีไมซับซอนมาก เชน AR(1) หรือ AR(2) เทานั้น แตแบบจําลอง AR สามารถรักษาคุณสมบัติดาน 
Short Term Dependence เทานั้น จึงไมเหมาะกับอนกุรมเวลาท่ีมี Long Term Dependence 
 ในบทนี้ จะกลาวถึงการพัฒนาแบบจําลองหลายตัวแปรกับอนุกรมเวลาท้ังแบบรายป และแบบ 
Periodic 
 
7.2 แบบจําลองหลายตัวแปรลําดับท่ีหนึ่ง (Multivariate Lag One) 
 
 Matalas (1967) ไดเสนอแบบจําลองหลายตัวแปรลําดับท่ีหนึ่งตามแบบของ Markov (Multivariate 
Lag-One Markov Model) หรือ MAR(1) ซ่ึงสามารถเขียนในรูปของเมทริกไดดังสมการ 
 

 tB1tZ1AtZ          [7.1] 

  
 สมการ [7.1] สามารถเขียนแบบเต็มรูป (Expanded Form) ไดดงันี ้ 
 

   [7.2] 
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   t Vector of independent normally distributed random variables  with mean = 0 and standard 
deviation = 1 (uncorrelated in time and space)  
 
 โดยท่ี  

t มีคุญสมบัติท่ีสําคัญคือ 

   0)j(
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tE 





   เม่ือ  i  j      [7.3] 
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           [7.4] 

 
7.3 Lag k Correlation Matrix 
 
 Lag k Correlation Matrix (Mk ) สามารถหาไดจากสมการ 
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  Mk มีคุณสมบัติท่ีสําคัญคือ 
 T

kk MM          [7.6]  
  
 โดยท่ี ij

k
ไดนิยามไวดังรูปท่ี 7.1  

 

 

 
ij
k = Correlation ระหวาง i

tZ และ j
ktZ   

ถา i  j  
ij
k  คือ Lag k Cross Correlation Coefficient 

ถา i = j  
ij
k  คือ Lag k Autocorrelation Coefficient 

รูปท่ี 7.1 นิยามของ ij
k  

 
 สําหรับแบบจาํลอง AR(1) 

 
tB1tZ1AtZ   

 T
ktZtBT

ktZ1tZ1AT
k-tZtZ   

  Taking Expected Value ของสมการขางบนจะได 

 0k;MAM 1k1k  
       [7.7] 

หรือ  0k;0Mk
1AkM         [7.8] 

 
 สําหรับแบบจาํลอง AR(2) 

  
t2t21t1t BZAZAZ        [7.9] 

  0k;MAMAM 2k21k1k  
    [7.10] 

 
 
7.4 การหาพารามิเตอรของแบบจําลองหลายตัวแปร (Multivariate Model)  
 
 7.4.1 การหาคาพารามิเตอรของ Multivariate AR(1)  
 กรณี AR(1) จะสามารถหาคาพารามิเตอรไดจากสมการ [7.8] 
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 011 MAM   
 1

011 M̂M̂Â          [7.11] 
 T

110
T M̂ÂM̂B̂B̂         [7.12] 

 
 การ Derive หาพารามิเตอรของแบบจําลองหลายตัวแปรแบบ AR(1)  
 t1t1t BZAZ    
 
 T

ktt
T

kt1t1
T

ktt ZBZZAZZ    
 

      T
ktt

T
kt1t1

T
ktt ZEBZZEAZZE    ; 0)Z.(E T

ktt      

 สมการ [7.7] 1k1k MAM      

    
o11 MAM   

    1
011 MMA   

 จากสมการ [7.8]  จะได 
    o

k
1k MAM   

    
o

2
12 MAM 

 

        
 ในทํานองเดียวกัน  

 
t1t1t BZAZ  

 

  T
tt

T
t1t1

T
tt ZBZZAZZ  

 

      T
tt

T
t1t1

T
tt ZEBZZEAZZE  

 

  




  T

tZtEB1M1AoM       [7.13] 

      T
t1t1t

T
tt BZAEZE  

 

  




  TBT

tt
T
1AT

1tZtE)T
tZ.t(E  

 

 TBT
ttET

1AT
1tZtET

tZtE 




 
















   

 0T
1AT

1tZtE 
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 IT
ttE 




   

  TBT
tZtE 




     

 แทนคา  TBT
tZtE 




    ลงในสมการท่ี [7.13]   

 

  TBBT
1M

1
AoM   

 

  T
1M

1
AoMTBB         [7.14] 

 
 การหาคาเมตริกซ B โดยวิธี Square Root 
 
 ถา B  = Lower Triangular Matrix 
 
 และ D = เปนเมตริคซแบบ Positive Definite นั่นคือ 
 

  0

aaa

aaa

aaa

;o
a

a

a

a
;oa

333231

232221

131211

22

12

21

11
11   

 
 DTBB           [7.15] 
 จะสามารถหาคาของเมตริคซ B ไดดังนี ้

  
jjb

jidijb     เม่ือ n,...,1i;1j     [7.16] 

  
11b

i1d1ib 
   เม่ือ  i=1, …….., n    [7.17] 

 จากสมการ [7.17] จะสามารถหาคา bi1 ไดดังนี ้
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11b

n1d1nb

.

11b

13d31b

11b

12d21b

11d11b

 

   ji;n,.....,2j;bdb
2

1

1j

1k

2
jkijij 












 





  [7.18] 

 จากสมการ [7.18] จะสามารถหาคา bij เม่ือ i=jไดดังนี ้

 
2

21b22d22b 




  

 

 
2

32b
2

31b33d33b 










  

    . 

  
2

nkb
1n

1k

nndnnb 









  

 

 
n,....,1ji;1n,...,2j;jjb/

1j

1k

ikbjkbijdijb 




















      [7.19] 

 จากสมการ [7.19] จะสามารถหาคา bij เม่ือ i=j+1ไดดังนี ้
 

 






























 








 






 

22b/1nb21b2nd2nb

22b/41b21b42d42b

22b/31b21b32d32b

 

 



7-7 
 

 






























 








 






 

33b/2nb32b1nb31b3nd3nb

33b/52b32b51b31b53d53b

33b/42b32b41b31b43d43b

 

 

 1n,1n2n

1k

k,nk,1n1n,n1n,n b/bbdb 












   [7.20] 

 
 7.4.2 การหาคาพารามิเตอรของ Multivariate AR(2)  
 
 Multivariate AR(2) มีลักษณะดังสมการ [7.9] 

 
t2t21t1t BZAZAZ    

 คาพารามิเตอรของ Multivariate AR(2) สามารถหาไดจากสมการดังตอไปนี้  

 
1

T
1M̂1

oM̂1M̂oM̂T
1M̂1

oM̂2M̂1M̂1Â






 



    [7.21] 

 
1

1M̂1
oM̂T

1
M̂oM̂1M̂1

oM̂1M̂2M̂2Â







 



    [7.22] 

 



  T

2M̂2ÂT
1

M̂1ÂoM̂TB̂B̂      [7.23] 

 
 การ Derive หาคาพารามิเตอรของ  Multivariate AR(2)  
 จากสมการ [7.9] 
 tB2tZ2A1tZ1AtZ   
 

 
T

ktZtBT
ktZ2tZ2AT

ktZ.1tZ1AT
ktZ.tZ   

 




























T

ktZtE.BT
ktZ.2tZE2AT

ktZ.1tZE1AT
ktZ.tZE  

 
 2k21k1k MAMAM         [7.24]  
 
 จากสมการ [7.24]  
 1M2A0M1A1M   ; จากสมการ [7.6] M-1=M1

T 
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 T
1

M2A0M1A1M       

 T
1

M2A1M0M1A         [7.25] 

 จากสมการ [7.24] 

 0M2A1M1A2M         [7.26] 

 สมการ [7.26] 1
0M  

 2
1

011
1

02 AMMAMM    

 1
011

1
022 MMAMMA        [7.27] 

 
 แทนคา A2 ลงในสมการ [7.25] 
 

 T
1M1

0M1M1A1
0M2M1M0M1A 





   

 

 T
1M1

0M1M1AT
1M1

0M2M1MoM1A   

 

 




 






  T

1M1
0M2M1MT

1M1
0M1M0M1A  

 

  
1T

1M1
0M1M0MT

1M1
0M2M1M1A







 





    [7.28] 

 
 จากสมการ [7.26] จะไดวา 
 1M1A2MoM2A         [7.29] 

 สมการ [7.25] 1
0M  

 
 1

0MT
1M2A1

0M1M1A        [7.30] 
 
 แทนคา A1 ลงในสมการ [7.29] 
 

 1M1
0MT

1M2A1
0M1M2M0M2A 
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 1M1

0MT
1M2A1M1

0M1M2MoM2A   
 

 




 






  1M1

0M1M2M1M1
0MT

1M0M2A  

 

 1
1M1

0MT
1M0M1M1

0M1M2M2A 




 







          [7.31] 

 

 
T
tZtBT

tZ.2tZ2AT
tZ.1tZ1AT

tZ.tZ   

 

 




 



















 T

tZtBET
tZ.2tZE2AT

tZ.1tZE1AT
tZ.tZE  

 

 




  T

tZ.tBE2M2A1M1A0M  

 

 




  T

tZ.tBET
2M2AT

1M1A0M     [7.32] 

 
   T

t2t21t1t
T
tt BZAZAE)Z(E    

  
 เนื่องจาก (A+B)T=(AT+BT) และ (AB)T=BTAT 
 

       











  T

tBT
2tZ2AT

1tZ1AtE)T
tZt(E  

 

  
  TBT

t
T
2AT

2tZT
1AT

1tZtE)T
tZt(E  

  

 เนื่องจาก 0)AZ(E T
1

T
1tt    และ 0)AZ(E T

2
T

2tt    
 

 TBT
t.tE)T

tZt(E 




   

 IT
ttE 




   

   TT
tt BZE   

 แทนคา 




  T

tZ.tE  ลงในสมการ [7.32] 
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 TBBT
2M2AT

1M1A0M   

 T
2M2AT

1M1A0MTBB        [7.33] 

 
7.5 การสังเคราะหขอมูลใหม (Generation of Synthetic Data) 
  
 ข้ันตอนการสังเคราะหอนกุรมเวลา 

(1) สมมติ   0Ẑ o   

(2) สังเคราะห Standard Normal Variate t  
(3) สังเคราะหคา tẐ  จากสมการ 
(4) 'N,......,1t;BZÂẐ t1t1t    

 
wg NN'N         [7.34] 

 เม่ือ N’=จํานวนขอมูลท่ีตองสังเคราะห 
 Ng=จํานวนขอมูลท่ีตองการสังเคราะห 
 Nw=จํานวนขอมูลท่ีตองสังเคราะหเผ่ือไวตัดท้ิง (Warm-up Length) ซ่ึงโดยท่ัวไป 
        จะกําหนดให เทากับ 50 
 
7.6 Approximate Multivariate ARMA(p,q) 
 
 จากวิธีการสรางแบบจําลอง ARMA(p,q) กรณีตัวแปรเดียวของอนุกรมเวลา Zt ในบทที่ 5  จะสามารถ
นํามาประยกุตกับกรณหีลายตัวแปรไดดังนี้ 
 

              i
jt

iq

1j

i
j

i
t

i
1tZ

ip

1j

i
j

i
tZ 





     [7.35] 

 เม่ือ i คือจํานวนอนุกรมเวลา มีคาเทากับ 1,……,n 

 
 i
t =  ตัวแปรสุมแบบ Time Independent แต Space Dependent  

   มี Mean = 0 และ Variance=  i2
  หรือ Residual Series หรือ Cross Series Dependence 

 ให   
 
  n......,,1i;
i

i
ti

t 






     [7.36] 

 

  i
t   มี Mean = 0  และ Variance = 1 
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t

Bi
t           [7.37] 

 t
   =    ตัวแปรสุมซ่ึง Independent in Time and Space (Standard Normal Variate) 

 oM̂TB̂B̂                [7.38] 
 oM̂ คือ Lag-zero Cross Correlation Matrix ของอนุกรมเวลา Zt

(i) 
 
 การสังเคราะหขอมูลดวย Approximate Multivariate ARMA(p,q) มีข้ันตอนดังตอไปนี้ 

(1) สังเคราะห Standardized Independent Normal Random Variate 

         
  n,........,1i;i

1iq
......,,i

2,i
1,i

0   

(2) หาคา Residuals  
o

i
o B   

 
 

1Bi
1 

  
   . = . 

      
 

  1iq
Bi

1iq 


 
 

(3) หา 
    n,...,1i;j

ii
j   q1...,,1,0j;   

(4) หา 
   

 
    







)i(q

0j

i
jt

i
j

p

1j

i
1t

i
j

)i(
t

i

ZZ  

 

 ใหสังเคราะหขอมูล N,....,1t   เม่ือ wg NNN   

 

 
7.7 การทดสอบความเหมาะสมของแบบจาํลองรายตัวแปรรายป (Goodness of  Fit Test for Multivariate 
Annual Models) 
  
 การทดสอบความเหมาะสมของแบบจําลองมีข้ันตอนดังนี้ 

(1) เปรียบเทียบ Multivariate Correlation Matrices Mo, M1 และ M2 ของอนุกรมเวลาตวัอยางกับ
อนุกรมเวลาท่ีสังเคราะห 

(2) เปรียบเทียบ  Correlograms  ของอนุกรมเวลาตัวอยางกับอนุกรมเวลาท่ีสังเคราะห พรอม
ตรวจสอบ Probability Limit ดวยสมการ [3.49] 

  
N

2/z
2/r   
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(3) ทดสอบ Independence in Time และ Space ของ Multivariate Residuals Series (t) หรือ (t) 
  1tZ1AtZ1Bt   สําหรับ AR(1) 

  2tZ2A1tZ1AtZ1Bt   สําหรับ AR(2) 

t'
1B

t
  

)i(

)i(
t

t
)i('





   ; i=1,…..,n    = Standardized t 

(4) ทดสอบสมมติฐานการแจกแจงแบบปกติของ Multivariate Residuals Series (t ) หรือ (t) 
 
7.8   ตัวอยางการจําลองอนกุรมเวลารายปดวย  Multivariate AR(p) 
 
 จงสรางแบบจาํลองแบบหลายตัวแปรสําหรับอนุกรมเวลาน้ําทารายปของ 4 สถานี Strausburg, 
Antietam, Point of Rocks และ Cumberland ของลุมน้ําโปโตแมก ซ่ึงมีขอมูลระหวางป 1931-1960 ดังตารางท่ี 
7.1 กําหนดใหสถานี 
 
 Strausburg=1, Antietam=2, Point of Rocks=3 และ Cumberland=4 
 
ตารางท่ี 7.1 Annual Flows (cfs) at the Stations Struasburg, Antietam, Point of Rocks and Cumberland 
(1931-1960) 
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7.8.1 การวิเคราะหเบื้องตนและการระบุรูปแบบของแบบจําลอง (Preliminary Analysis and 
Model Identification) 

ผลการตรวจสอบการแจกแจงแบบปกติของอนุกรมเวลาพบวา คาสัมประสิทธ์ิความเบ (Skewness 
Coefficients) ของอนุกรมเวลาของสถานีตางๆมีคาดังนี้ 

 

1̂ =0.388 

2̂ =0.486 

3̂ =0.160 
              4̂ =-0.278 

N=30 
จากตารางท่ี 3.2 

(30)=0.662 

(30)=0.986 
 

 จึงสามารถสรุปไดวาอนุกรมเวลาท้ัง 4 มีการแจกแจงแบบปกติ 
พลอตอนุกรมเวลาดังรูปท่ี 7.2 ซ่ึงไมไดแสดง Long-Term Memory และ Long-Term Dependence ผล

การคํานวณคา Lag One ACF พบวามีคานอยมาก จึงเปนการสนับสนุนขอสรุปดังกลาว 
 

)1(
1r =-0.118 

)2(
1r =-0.200 

)3(
1r =-0.096 

)4(
1r =-0.058 

 
เลือก Multivariate AR(1) 
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รูปท่ี 7.2 Annual Flows (cfs) at the Stations (1)Struasburg (2)Antietam (3)Point of Rocks and 
(4)Cumberland (1931-1960) 

 
7.8.2 การประมาณคาพารามิเตอร 
คํานวณคาเฉล่ียและสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานของอนุกรมเวลาท้ัง 4 ดังแสดงอยูในตารางท่ี 7.2 
 
ตารางท่ี 7.2  คาเฉล่ียและสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานของอนุกรมเวลาท้ัง 4 
อนุกรมเวลา (i) Mean  )i(̂  Standard Deviation )i(̂  
1 562.567 231.872 
2 265.900 84.458 
3 8,897.033 2,790.089 
4 1,207.367 284.153 
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คํานวณหา Standardized Series จากสมการ 

)i(ˆ

)i(ˆ)i(
ty)i(

tz



   

เชน  210.1
872.231

567.562282)1(
1z 


  

 

 485.0
872.231

567.562675)1(
2z 


  

 

 692.0
872.231

567.562402)1(
30z 


  

 
 คํานวณหาคา ij

0r และ ij
1r  เม่ือ i และ j =1,2,3,4 จะได 0M̂ และ 1M̂ ดังนี ้

 

 

kN

1kN2/u1
)(kr 


  

130

113096.11
)95.0(1r 


 =-0.39212, +0.32315 

 

1M̂  แสดงใหเห็นวา 
ij
1r  มีคานอยมาก สูงสุดเทากบั 0.200 เทานัน้ แสดงวาควรใชเฉพาะ 0M̂ ในการ

ประมาณคาพารามิเตอร อยางไรก็ตามในตวัอยางนีจ้ะแสดงวิธีการสรางแบบจําลอง Multivariate AR(1) ตอไป 
คํานวณหา 1Â  และ TB̂B̂ จากสมการ 

1
0M1M1A   

T
1M

1
AoMTBB   
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คํานวณหา B̂  โดยวิธี Square Root 
 

 

 

 

 
7.8.3 การทดสอบ Goodness of Fit ของแบบจําลอง 
(1) คํานวณหา Residual Matrix Series t  จากสมการ 

)1tZ1ÂtZ(1B̂t   
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(2) คํานวณหา Lag-Zero Cross Correlation Matrix M0() 
 

 

 
(3) Probability Limit ของ Lag-Zero Cross Correlation จะคํานวณจากสมการ 

N
2/u

)(r   

30

96.1
)05.0(r  = + 0.3578 

(4) คา Lag-Zero Cross Correlation ij
0r เม่ือ ji   มีคาอยูใน Probability Limit แสดงวา t  เปนอิสระ

และสรุปไดวา AR(1) เหมาะสมกับอนุกรมเวลาตัวอยาง 
(5) คํานวณหา Correlogram )(ii

kr  (i=1,2,3,4) โดยใชสมการ [2.5b] และคํานวณหา Probability 

Limit จากสมการ
kN

1kN2/u1
)(kr 


  ไดผลดังรูปท่ี 7.2 
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รูปท่ี 7.3 Correlogram 
)(ii

kr 
(i=1,2,3,4) และ 95% Probability Limit 

 
คา Correlation ii

kr เม่ือ i=1,2,3,4  มีคาอยูใน Probability Limit แสดงวา ii
t  เปนอิสระและสนับสนุน

ขอสรุปท่ีวา AR(1) เหมาะสมกับอนุกรมเวลาตัวอยาง 
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ทดสอบวา Residuals มีการแจกแจงแบบปกติ  โดยใชการทดสอบคาสัมประสิทธ์ิความเบ ซ่ึงผลการ
ทดสอบแสดงอยูในตาราง และสามารถสรุปไดวา Residual Series มีการแจกแจงแบบปกติ 
  Residual Series (i)   Computed  i   Critical (0.02) Hypothesis of Normality 

1 0.541 0.986 Accepted 
2 0.601 0.986 Accepted 
3 0.305 0.986 Accepted 
4 0.689 0.986 Accepted 

 
7.8.4 Optional Tests of the Model 

 ใช Multivariate AR(1) ในการสังเคราะหอนุกรมเวลา แลวทําการทดสอบความเหมาะสมตามวิธีการ
ในหวัขอ (3) นั่นคือการทดสอบความเปนอิสระของ Residual กับพื้นท่ีโดยใช Lag-Zero Cross Correlation 
(M0()) และทดสอบความเปนอิสระของ Residual กับเวลาโดยใช Correlogram  ii

kr () 
  
 ตัวอยางการสังเคราะหอนกุรมเวลา 

 

)i(

)i()i(
t)i(

t ˆ

ˆŷ
ẑ




  
 

 

t1-t1t BẐAẐ   
t = Independent Normal Random Number มี Mean=0 และ Standard Deviation=1 
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 สังเคราะหคา Standardized Normal Random Number )i(

t  เม่ือ t=1 ดังตาราง 
 

t (i) )i(
t  

1 1 -0.155 
 2 0.420 
 3 0.360 
 4 -0.595 

 
 จากคา )i(

t ท่ีสังเคราะหไดดังตารางขางบน ถากําหนดให 00 )i(ẑ  เม่ือ i=1,2,3,4 จะสามารถสังเคราะห
หาคา )i(ẑ1 ไดดังนี ้
 

 

 
 หลังจากนัน้จึงคํานวณหาคา )i(

tŷ ดังนี ้
 

 

 ในทํานองเดียวกันสังเคราะหคา Standardized Normal Random Number )i(
t  เม่ือ t=2  ดังตาราง 

t (i) )i(
t  

2 1 1.520 
 2 -0.050 
 3 -0.650 
 4 0.265 
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– ทําการจําลองอนุกรมเวลาแบบ Non-normal แลวหาฟงคช่ันการแจกแจงความนาจะเปนของ 
Uncorrelated Residuals 

– หาความสัมพนัธระหวางโมเมนตท่ี 1 และ 2 ของอนุกรมเวลาแบบไมปกติ กับโมเมนตท่ี 1 และ 2 
ของอนุกรมเวลาแบบปกติ เพื่อจะไดคงคาโมเมนตท่ี 1 และ 2 ของอนุกรมเวลาแบบไมปกติ ตาม
วิธีท่ีกลาวถึงในหัวขอ 3.2.3 

 การหาคาพารามิเตอรของแบบจําลองแบบหลายตัวแปร จําเปนท่ีเมทริกซ T
0 B̂B̂,M̂  ตองเปนเมทริกซ

แบบ Consistent (Positive Definite หรือ Positive Semi Definite) ถาเมทริกซ T
0 B̂B̂,M̂ เปนแบบ Inconsistent 

(ไมเปน Positive Definite หรือ Positive Semi Definite) จะไมสามารถหาคาพารามิเตอรได  Crosby และ 
Maddock(1970) เสนอแนะวธีิการหาเมทริกซ T

0 B̂B̂,M̂  ท่ีเปนเมทริกซแบบ Consistent  
 
7.10  การประยุกตใชแบบจําลองแบบหลายตัวแปรกับอนกุรมเวลารายป (Annual Multivariate Model) 
ในทางปฏิบัต ิ
 
 การใชแบบจําลองแบบหลายตัวแปรกับอนุกรมเวลารายป ในการสังเคราะหอนกุรมเวลาของหลาย
สถานี มีวัตถุประสงคเพื่อการวางแผนระบบแหลงน้ําซ่ึงมีการใชงานขามป (Over-year Regulation) แตกรณี
ระบบแหลงน้าํแบบมีหลายอางเก็บน้ํา (Multireservoir) ท่ีมีการใชงานท้ังในลักษณะขามปและใชงานเปน
ฤดูกาลและจําเปนตองสังเคราะหอนกุรมเวลารายฤดูกาล การสังเคราะหอนุกรมเวลารายฤดูกาลทําได 2 แบบ
คือ แบบท่ี 1 การใชแบบจําลองแบบหลายตัวแปรสังเคราะหอนกุรมเวลารายฤดูกาล และแบบที่ 2 การจําลอง
โดยใชแบบจําลอง Disaggregation แบบท่ี 2 จะแบงการสังเคราะหอนุกรมเวลาเปน 2 ข้ันคือข้ันท่ี 1 การ
สังเคราะหอนกุรมเวลารายปของหลายสถานี และข้ันท่ี 2 คือการแตกอนกุรมเวลารายปเปนรายฤดูกาล 
(Disaggregation) รายละเอียดการใชแบบจําลองแบบ Disaggregation จะไดกลาวถึงในบทท่ี 8 ตัวอยางการ
สังเคราะหอนกุรมเวลารายเดือนของ 5 สถานี ดังรูปท่ี 7.4 สามารถทําได 2 แบบตามท่ีกลาวมาแลว 
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รูปท่ี 7.4  ระบบชลประทาน Majes-Siguas ในประเทศเปรูซ่ึงตองการสังเคราะหอนกุรมเวลาของ 5 สถานี 
 
7.11 การจําลองแบบหลายตวัแปรกับอนุกรมเวลาแบบ Periodic (Multivariate Modeling of Periodic Time 
Series) 
 
 ตามท่ีกลาวมาแลว การจําลองแบบหลายตัวแปรกับอนุกรมเวลาแบบ Periodic สามารถทําไดดังนี ้
ใชแบบจําลอง AR แบบ Constant หรือ Periodic พารามิเตอร 
ใชแบบจําลอง ARMA แบบ Constant หรือ Periodic พารามิเตอร 
  
 7.11.1  การประยุกตใชแบบจําลอง AR และ ARMA แบบ Constant พารามิเตอรกับกรณีหลายตัวแปร  
 ตัวอยางการประยุกตใชแบบจําลอง AR(1),  AR(2) และ ARMA(1,1) แบบ Constant พารามิเตอรกบั
กรณีหลายตัวแปร สามารถทําไดดังนี ้
ให  i

v
)i(

t ,
ZZ            [7.39] 

 เม่ือ     1vt และ n....,,1i   

 กรณี AR(1) : 
t1t1t BZAZ  

 

 กรณ ีAR(2) :  tBZ 2t21t1t    
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 กรณี ARMA(1,1) : 1t1t01t1t BBZAZ    
 
 7.11.2 แบบจําลอง AR หลายตัวแปรแบบ Periodic พารามิเตอร (Multivariate AR Models with  
Periodic Parameters) 
 

   
  ,v,v ZY       [7.40] 
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 แบบจําลอง AR(1) แบบ Periodic พารามิเตอร 

  
  ,v1,v,1,vZ       [7.41] 

   

 ,1A  (n  n)  Periodic  Coefficient Matrix of Period  
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 B  (n  n)  Periodic  Coefficient Matrix of Period  
   ,v     (n  1)  Vector of  Independent Normally Distributed Random Variable 

  
    0EZE ,v,v  

        [7.42]                  

     1VarZVar ,v,v         [7.43] 
     0E i

,v
i
,v    เม่ือ i=j       [7.44] 

    
 IE ,v,v Identity  Matrix     [7.45] 

 
 การประมาณคา Periodic พารามิเตอร 
 

 
   

 i

ii
,v)i(

,v

y
Z




 


        [7.46] 

  

  1
1,0,1,1 M̂M̂Â 

         [7.47] 

 

 T
,1

1
1,0,1,0

T M̂M̂M̂M̂B̂B̂ 


      [7.48] 

 

 
1,0,0 M̂,M̂  และ T

,1M̂   = Periodic Correlation Matrix 
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 เม่ือ 1,0k  และ  ,,1   
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j

k,v
i
,v

ij
,k ZZEr    =  Periodic Lag k Correlation Matrix  [7.50] 

 
 การสังเคราะหอนุกรมเวลาดวยแบบจําลองหลายตัวแปรแบบ Periodic พารามิเตอร 
  

 Multivariate AR(1):   ,v1,v,1,v BZAZ  

(1) สังเคราะห  1,1  
(2) สมมติ  0Z 0,1    

(3) คํานวณ 1,110,11,11,1 BZAZ   

(4) สังเคราะห 2,1  

(5) 2,121,12,12,1 BZAZ   

(6)  ทําซํ้าข้ัน 4 และ 5 จนกระท่ังได  ,1 และ   ,111,1,1,1 BZAZ  

(7)  สังเคราะห 1,2  

(8)  สมมติ  12,1Z]0[Z 0,2   

(9)   1,210,21,11,2 BZAZ   

  . 

(10)      ,21,2,1,2 BZAZ  

(11)    ทําซํ้าจนกระท่ัง  NNNV g  

 
 7.11.3 แบบจําลอง ARMA หลายตัวแปรแบบ Periodic พารามิเตอร (Multivariate ARMA Models 

with  Periodic Parameters) 
  Multivariate ARMA(1,1) 
 
 1t1Bt0B1tZ1AtZ        [7.51] 
  
 การประมาณคาพารามิเตอร 
 

 T
ktZ1t1BT

ktZ.t0BT
ktZ.1tZ1AT

ktZ.tZ   
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T

ktZ1tE1BT
ktZtE0BT

ktZ.1tZE1AT
ktZ.tZE  

  

 













 T
ktZ1tE1BT

ktZtE0B1kM1AkM  

  
 ถา  k > q เชน k=2 และq=1 จะได 
 112 MAM          [7.52] 
  ถา k < q  เชน k=1 และ q=1 

 






 T
1tZ1tE1B0M1A1M  

   



 







 T
2t1B1t0B2tZ1A1tET

1tZ.1tE
 

 
      






















 T
1BT

2t1tET
0BT

1t1tETAT
2tZ1tE

1

 

      T
0B  

   T
0B1B0M1A1M        [7.53]  

 จากสมการ [7.52] จะได  1
121 MMA   

 แทนคา A1 ลงไปใน [7.53]  จะได 
 1M0M1

1M2MT
0B1B        [7.54] 

 0MT
0B0B          [7.55] 

 
7.12 ตัวอยางการจําลองแบบหลายตัวแปรกับอนุกรมเวลา Periodic 
 
 ระบบ Great Lakes ประกอบไปดวยทะเลสาบ Superior, Michigan, Huron, Erie, Ontario และ St.Clair  
ทะเลสาบ Superior เปนทะเลสาบท่ีใหญและสําคัญท่ีสุดของระบบ Great Lakes ระบายนํ้าผานแมน้ํา St.Mary 
ลงสูทะเลสาบ Huron ทะเลสาบ Michigan และ Huron มีระดับน้ําเทากัน ดังนั้นในทางอุทกวิทยาจึงพิจารณาวา
รวมเปนทะเลสาบเดียวกันโดยเรียกวา ทะเลสาบ Michigan-Huron น้ําจากสองทะเลสาบนี้จะระบายผานแมน้ํา 
St.Clair ลงสูทะเลสาบ St.Clair และหลังจากนั้นจะระบายผานแมน้ํา Detroit ลงสูแมน้ํา Erie จุดทางออกของ
ทะเลสาบ Erie คือแมน้ํา Niagara ซ่ึงระบายน้าํลงสูทะเลสาบ Ontario ซ่ึงเปนจุดตํ่าสุดของ Great Lakes 
ตองการศึกษาเพื่อวางแผนการระบายนํ้าของ Great Lakes จึงตองสรางแบบจําลองสโตแคสติกเพือ่ใชในการ
สังเคราะหอนกุรมเวลารายเดือนของ Net Basin Supplies (NBS) เนื่องจากขนาดของทะเลสาบ St.Clair มีขนาด
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เล็กมากเม่ือเทียบกับอีก 4 ทะเลสาบ ดังนัน้การจําลองจะแบงออกเปน 2 ข้ันตอนคือ ข้ันท่ี 1 ทําแบบจําลองแบบ
หลายตัวแปรของทะเลสาบ Superior, Michigan-Huron, Erie และ Ontario และข้ันท่ี 2 จึงใช Multiple Linear 
Regression สังเคราะหอนกุรมเวลาของ NBS ของทะเลสาบ St.Clair อนุกรมเวลา NBSรายเดือนของทะเลสาบ
ท้ัง 4 แสดงอยูในตารางท่ี 7.3(a)-(d) ในบทนี้จะกลาวถึงเฉพาะ 

ตารางท่ี 7.3(a) Monthly Net Basin Supplies สําหรับทะเลสาบ Ontario (1900-1968) 
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ตารางท่ี 7.3(b) Monthly Net Basin Supplies สําหรับทะเลสาบ Erie (1900-1968) 
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ตารางท่ี 7.3(c) Monthly Net Basin Supplies สําหรับทะเลสาบ Superior (1900-1968) 
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ตารางท่ี 7.3(c) Monthly Net Basin Supplies สําหรับทะเลสาบ Michigan-Huron (1900-1968) 

 
 

(1) การวิเคราะหเบื้องตนและการระบุรูปแบบของแบจําลอง (Preliminary Analysis and Model 
Identification)  
ขั้นท่ี 1a และ 1b การตรวจสอบ Normality โดยใช Smirnov-Kolmogorov Statistics จากตารางท่ี 
3.2 (N=69)  

i Lake   Computed  i   Critical 69(0.10) Critical 69(0.02) Hypothesis of Normality 
1 Ontario 1.005 0.462 0.679 Rejected at =0.10 
2 Erie 0.648 0.462 0.679 Rejected at =0.10 
3 Superior 0.489 0.462 0.679 Rejected at =0.10 
4 Michigan-Huron 0.597 0.462 0.679 Rejected at =0.10 



7-32 
 

ขั้นท่ี 1c และ 1d จากตารางขางบนคาสามารถสรุปไดวาอนุกรมเวลามีคาสัมประสิทธ์ิความเบเปน
บวกท่ี =0.10 จึงควรมีการแปลงอนุกรมเวลาใหเปนปกติ แตมีปญหาคือคา NBS บางคามีคาติดลบทําใหไม
สามารถแปลงคาไดโดยใชวธีิการแบบงายๆ ดังนั้นในตัวอยางนี้จึงวิเคราะหตอโดยไมแปลงอนุกรมเวลาใหเปน
ปกติ 

ขั้นท่ี 1e คํานวณหาคาเฉล่ียและสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานรายเดือนของอนุกรมเวลา NBS ของ
ทะเลสาบท้ัง 4 ไดดังแสดงในรูปท่ี 7.5 และ คํานวณหา )i(

,kr  เม่ือ =1,2,3 ไดดังแสดงในรูปท่ี 7.6 คา )i(
,kr  ไมได

แสดงรูปแบบใดๆ บางเดือนมีคาตางจากศูนย บางเดือนไมตางจากศูนย จึงพิจารณาวา )i(
,kr  เปนพารามิเตอรท่ีมี

คาคงท่ี 
 

 

(a)=Fitted Monthly Mean (b)=Historical Monthly Mean 
(c)=Fitted Monthly Standard Deviation (d)=Historical Standard deviation 

รูปท่ี 7.5 Fitted and Historical Periodic Mean and Standard Deviation of Monthly NBS of 4 Lakes 
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(a)=Lag 1 (b)=Lag 2 (c)=Lag 3  
รูปท่ี 7.6  Monthly Correlation Coefficients ท่ี Lag 1, 2, 3 ของทะเลสาบท้ัง 4 

 
 ขั้นท่ี 1f  ถึงแมวาไมจําเปนตองใช Fourier Series เพื่อหาคาเฉล่ียและคาสวนเบ่ียงเบนมาตฐาน
เนื่องจาก w=12  แตการหาคาเฉล่ียและสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานโดยใช Fourier Series ทําใหลดจํานวน
พารามิเตอรของแบบจําลอง 
  
 ขั้นท่ี 2 การประมาณคาพารามิเตอร 
 ขั้นท่ี 2a คํานวณหาคาเฉล่ียและสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานรายเดือนโดยวธีิ Fourier Series  คา Fourier 
Series Coefficients ของ 4 Harmonics แสดงอยูในตารางท่ี 7.4 และคาคาเฉล่ียและสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานราย
เดือนท่ีคํานวณไดแสดงอยูในตารางท่ี 7.5 ผลการฟตดวย Fourier Series ในรูปท่ี 7.5 จะเห็นไดวาฟตไดดี และ
ทําใหจํานวนพารามิเตอรของคาเฉล่ียและสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานรายเดือนลดลงจาก 12 เปน 8 (4 Aj และ4 Bj) 
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ตารางท่ี 7.4 Harmonics และ Corresponding Fourier Coefficients สําหรับการคํานวณ Fitted Monthly Means 
และ Fitted Monthly Standard Deviation ของ NBS ของ 4 ทะเลสาบ 

 

 
ตารางท่ี 7.5 Fitted Monthly Means และ Fitted Monthly Standard Deviation ของ NBS ของ 4 ทะเลสาบ 

 

 
 ขั้นท่ี 2b ใชคาประมาณแบบ Fourier Series ในตารางท่ี 7.5 ในการแปลง )i(

,vy   เปน )i(
,vz   โดยสมการ 

   



 




ˆ

ˆy
z

)i(
,v)i(

,v  เม่ือ i=1,2,3,4 
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  ตัวอยางคา )i(

,vz   ของทะเลสาบ Ontario ท่ีคํานวณได 
)1(

1,1z  0.011 
)1(

2,1z  1.011 
. . 
)1(

12,69z  -0.658 
 
 ขั้นท่ี 2c แปลงคา )i(

,vz   เปน )i(
tz เม่ือ t=(v-1)12+ แลวคํานวณหา )z(r )i(

k เม่ือ k=1,2,…,40 และ 
i=1,2,3,4 โดยใชสมการ [2.5b] ซ่ึงเม่ือนํา )z(r )i(

k ไปพลอตกราฟไดกราฟดังรูปท่ี 7.7  
 

 

 

รูปท่ี 7.7 Historical Correlogram ของ )i(
tz , AR(1) และ AR(2) Model Correlogram และ Correlogram ของ 

Residuals ของ AR(1) และ AR(2) 
 
 Correlogram ของทะเลสาบ Ontario และ Erie แสดง Short Term Dependence ขณะท่ี Correlogram 
ของทะเลสาบ Superior และ Michigan-Huron แสดง Longer Term Dependence จึงเสนอวาควรใชแบบจําลอง 
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รูปท่ี 7.8  Probability Density Function of Log-Normal 3 Parameters กบั Empirical Density ของ Residuals 
 

 

รูปท่ี 7.9  Empirical Density ของ Residuals ของ 4 ทะเลสาบเปรียบเทียบกับ Probability Density Function of 
Log-Normal 3 Parameters ซ่ึงคํานวณโดยใชคาพารามิเตอรเฉล่ียของ 4 ทะเลสาบ 
 
 การแปลงคา Residuals ของ 4 ทะเลสาบ ท่ีเปน Log-Normal  3 พารามิเตอร ใหเปน Normal โดยใช
คาพารามิเตอรเฉล่ียของทะเลสาบท้ัง 4 จากตารางท่ี 7.7 โดยสมการ 
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 ขั้นท่ี 3 การทดสอบความเหมาะสม (Goodness of Fit) ของแบบจําลอง 
 โดยท่ัวไป การทดสอบความเหมาะสมของแบบจําลองหลายตัวแปรคือการตรวจสอบวา Residual 
Series  )i(t  ตองเปนอิสระท้ังดานเวลาและพ้ืนท่ี (Independence in Time and in Space)  และ Residual Series 
ตองมีการแจกแจงแบบปกติ แตสําหรับตัวอยางนี้ไดระบุไวในหวัขอ 7.12(1) วาจะจําลองอนุกรมเวลาท่ีไมไดมี
การแจกแจงปกติ ดังนัน้การทดสอบความเหมาะสมจึงพจิารณาเฉพาะความเปนอิสระเทานัน้  Correlogram 
ของ )i(

t  ในรูปท่ี 7.7 สามารถสรุปไดวา Residual Series  )i(t  เปนอิสระดานเวลา แตยังไมไดทดสอบความ
เปนอิสระดานพื้นท่ี และจะใชการทดสอบคาสถิติของอนุกรมเวลาสังเคราะหเปรียบเทียบกับคาสถิติอนุกรม
เวลาตัวอยางท่ีเรียกวา Optional Test แทน ดังแสดงในข้ันท่ี 4 
  
 ขั้นท่ี 4 การทดสอบคุณสมบัติทางสถิติของอนุกรมเวลาสังเคราะห (Optional Test) 
 แบบจําลองหลายตัวแปรของอนุกรมเวลารายเดือนของ NBS ของ Great Lake คือ 
 
 )i(

,v

)i()i()i(

,v zˆˆy    
 
  คา )i(ˆ  และ )i(ˆ  แสดงอยูในตารางท่ี 7.5 และ 

 
 และจากสมการ [7.56] จะได 

 
และจากสมการ [7.58] จะได 
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เม่ือ )i(

t คือ Independent Normal Random Variables ซ่ึงมี Mean=0 และ Variance=1 และ i=1,2,3,4 
 
ใชแบบจําลองหลายตัวแปรนี้ สังเคราะหอนุกรมเวลารายเดือนของ NBS ของ 4 ทะเลสาบ จํานวน 20 

ชุด แตละชุดมีความยาว 50 ป  นํามาคํานวณหาคาเฉล่ีย คาสวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน และคาสัมประสิทธ์ิ
ความเบ ดังแสดงในตารางท่ี 7.10 (Lake Erie)  และ 7.11 (Lake Superior)  

ผลการเปรียบเทียบคาสถิติจากอนุกรมเวลาตัวอยางและอนุกรมเวลาสังเคราะห พบวาคาเฉล่ียและคา
สวนเบ่ียงเบนมาตรฐานของอนุกรมเวลาสังเคราะหของทะเลสาบ Erie และ Superior มีคุณสมบัติคลายคลึงกับ
คาของอนุกรมเวลาตัวอยาง และทะเลสาบ Superior มีคาสัมประสิทธ์ิความเบคลายคลึงกัน แตทะเลสาบ Erie มี
คาสัมประสิทธ์ิของอนุกรมเวลาสังเคราะหตํ่ากวาคาสัมประสิทธ์ิของอนุกรมเวลาตวัอยาง จึงควรปรับ
แบบจําลองเพ่ือแกปญหานีต้อไป 
ตารางท่ี 7.10 คุณสมบัติทางสถิติของอนุกรมเวลารายเดือนตัวอยางและอนุกรมเวลารายเดือนท่ีสังเคราะห 20 
ชุด ของ NBS ของทะเลสาบ Erie 
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ตารางท่ี 7.11 คุณสมบัติทางสถิติของอนุกรมเวลารายเดือนตัวอยางและอนุกรมเวลารายเดือนท่ีสังเคราะห 20 
ชุด ของ NBS ของทะเลสาบ Superior 

 
 
ตัวอยาง Lag Zero Cross Correlation Matrix (M0) ของอนุกรมเวลาท่ีสังเคราะห 1 ชุด คือ 

 
 
ซ่ึงมีคุณสมบัติใกลเคียงกับ oM̂ ของอนุกรมเวลาตัวอยางในตารางท่ี 7.8 
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ขั้นท่ี 5 Reliability ของแบบจําลอง 
คํานวณหาคาพารามิเตอรจากอนุกรมเวลาสังเคราะหแตละชุด (อนุกรมเวลาท่ีสังเคราะหข้ึนท้ังหมด 20 

ชุด) และวิเคราะหหาการแจกแจงความนาจะเปนของคาพารามิเตอร ซ่ึงสามารถนํามาคํานวณหาชวงความ
เช่ือม่ันของคาพารามิเตอรตอไป 
 
7.13 ขอจํากัดของการจําลองแบบหลายตวัแปรกับอนุกรมเวลาแบบ Periodic 
  

(1) แบบจําลองแบบหลายตัวแปรกับอนุกรมเวลา Periodic ตองรักษา Dependence Structure ท้ัง
ทางดานเวลาและพ้ืนท่ี จึงทําใหมีพารามิเตอรมากและซับซอน ทางเลือกท่ีนิยมใชคือการจําลอง
ดวยแบบจําลองแบบแยกสวน (Disaggregation Model) ซ่ึงจะไดกลาวถึงในบทท่ี 8  

(2) แบบจําลอง AR เปนแบบจําลองแบบ Short Term Memory และแบบจําลองหลายตัวแปร
โดยท่ัวไปนิยมใช AR(1) และ AR(2) เทานั้น เนื่องจากความยุงยากในการประมาณพารามิเตอร
สําหรับแบบจาํลองหลายตัวแปรท่ีมีลําดับสูงๆ 

(3) แบบจําลอง ARMA มีขอดีคือสามารถรักษาท้ัง Time และ Space Dependence แตการใช
แบบจําลองหลายตัวแปรแบบ ARMA ยังมีปญหาในการประมาณคาพารามิเตอร ดังนั้นปกติจึง
นิยมใชทางเลือกในการจําลองโดยรักษา Time Dependence กอน แลวจึงหาวิธีรักษา Space 
Dependence ทีหลัง แตมีขอจํากัดรักษา Space Dependence ในทางปฏิบัติซ่ึงใชเฉพาะ Mo เทานั้น 

  
7.14 การประยุกตแบบหลายตัวแปรกับอนุกรมเวลาแบบ Periodic 
 
 แบบจําลองหลายตัวแปรแบบ Periodic มักใชในการสังเคราะหขอมูลรายเดือนของระบบแหลงน้ําท่ีมี
หลายอางเก็บน้ํา  อาจใชในการสังเคราะหปริมาณนํ้าทารายเดือน หรือฝนรายเดือนแลวแปลงเปนน้ําทาโดยใช
แบบจําลอง ฝน-น้ําทา ก็ได หรืออาจใชในการสังเคราะหท้ังฝนและน้าํทาพรอมๆ กันก็ได เชนกรณีโครงการ
ชลประทาน Majes-Siguas ใช Multivariate AR(1) ในการสังเคราะหปริมาณนํ้าทารายเดือน  กรณีท่ีแบจาํลอง
หลายตัวแปรแบบ Periodic ไมสามารถจําลองคุณสมบัติรายปได อาจตองใชแบบจําลองแยกสวน 
(Disaggregation Model) ในบทท่ี 8 แทน 
 
7.15 เอกสารอางอิง 
 
Salas, J., J.W.Delleur, V.Yevjevich and W.L.Lane. 1980. Applied Modelling of Hydrologic Time Series. 
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บทท่ี 8  
การจําลองอนุกรมเวลาดวยแบบจําลองแบบแยกสวน 

DISAGGREGATION MODELING 
 

8.1 คํานํา 

 
แบบจําลองแยกสวนคือแบบจําลองท่ีพัฒนาข้ึนมาเพื่อแกปญหา Parsimony ของพารามิเตอรของ

แบบจําลองหลายตัวแปร (Multivariate) กรณีนําไปใชในการสังเคราะหอนกุรมเวลาแบบ Periodic ซ่ึงมี
จํานวนสถานีมาก แบบจําลองแยกสวนยงัชวยใหสามารถรักษาคุณสมบัติทางสถิติมากกวา 1 ระดับ เชน
สามารถรักษาคุณสมบัติทางสถิติของอนุกรมเวลารายป และรายฤดูกาล แบบจําลองแยกสวนพัฒนาจาก
สมมติฐานวาตัวแปรมีสหสัมพันธเชิงเสน  

Harms และ Campbel (1967) เปนคนแรกท่ีเสนอแนวคิดในการทําแบบจําลองแยกสวน โดยพัฒนาตอ
จากแบบจําลองของ Thomas และ Fiering(1962) แบบจําลองแยกสวนท่ีถูกพฒันาและเปนท่ียอมรับกัน
โดยท่ัวไปเปนคร้ังแรกคือแบบจําลองของ Valencia และ Schaake(1973) ซ่ึงถือเปนจุดเร่ิมตนท่ีมีการใช
แบบจําลองแยกสวนอยางจริงจังในการสังเคราะหอนุกรมเวลาทางอุทกวิทยา และ Lane(1979) เปนคนแรกท่ี
พยายามพัฒนาคอมพิวเตอรโปรแกรมเพื่อชวยในการสรางแบบจําลองทางสโตแคสติกแบบแยกสวน  

แบบจําลองแยกสวนสามารถแบงออกเปน 2 ลักษณะคือ (1) การแยกสวนตามเวลา (Temporal 
Disaggregation) เพื่อแยกอนกุรมเวลารายปเปนรายฤดูกาล (Annual to Seasonal Disaggregation) และ (2) การ
แยกสวนตามพื้นท่ี (Spatial Disaggregation) เพื่อแยกอนุกรมเวลารายปของสถานีหลักเปนอนุกรมเวลารายป
ของสถานียอย (Key to Sub-station Disaggregation) ในบทนีจ้ะกลาวถึงแบบจําลองแยกสวน 3 แบบ คือ
แบบจําลองแบบพ้ืนฐาน (Basic Model) แบบจําลองแบบขยาย (Extended Model) และแบบจําลองแบบยอ
(Condensed Model) 

 
8.2 แบบจําลองแยกสวนท่ัวไป (General Disaggregation Models) 

 
แบบจําลองแยกสวนท่ัวไปจะอยูในรูปของแบบจําลองเชิงเสน หรือ Linear Dependence Model ดังนี ้
 

 BAXY          [8.1] 
เม่ือ   Y=Column Vector ของคาปจจุบันของอนกุรมเวลาซ่ึงสัมพันธกับคาปจจุบันของอนกุรม 
        เวลา X หรือ Dependent Series 
  X=Column Vector ของคาปจจุบันของอนกุรมเวลาหลักหรืออนุกรมเวลาแบบอิสระตามเวลา  
                    (Key หรือ Time Independent Series) 
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  = Column Vector ของคาปจจุบันของ Completely Random Series หรือ Stochastic Term 
 A, B=เมทริกซของพารามิเตอรของแบบจําลองแยกสวน 

 
คุณสมบัติเบ้ืองตนของ X และ Y คือ 
   0XE   
   0YE   
 
ถาตองการจําลองแยกสวนเพื่อแยกคาอนกุรมเวลารายปของ 2 สถานีออกเปนอนกุรมเวลารายเดือน 

เมทริกซของเวกเตอรในสมการ [8.1] จะมีขนาดดังนี ้
  Y=Column Vector ของคาปจจุบันของอนกุรมเวลารายเดือน ซ่ึงเมทริกซมีขนาด (24x1)  

X=Column Vector ของคาปจจุบันของอนกุรมเวลารายป ซ่ึงเมทริกซมีขนาด (2x1)  
= Column Vector ของคาปจจุบันของ Completely Random Series หรือ Stochastic term  
 ซ่ึงเมทริกซมีขนาด (24x1) 
A=เมทริกซของพารามิเตอร A ซ่ึงเมทริกซมีขนาด (24x2) 
B=เมทริกซของพารามิเตอร B ซ่ึงเมทริกซมีขนาด (24x24) 

 
กรณีท่ีจํานวนสถานีเทา n จะสามารถเขียนแบบจําลองแยกสวนแบบเต็มรูปได ดังรูปท่ี 8.1 
 

 
รูปท่ี 8.1 Full Form of Basic Disaggregation Model 
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ถาคาเฉล่ียของ X และY ไมเทากับศูนย แบบจําลองในสมการ [8.1] จะตองมีพารามิเตอรเมทริกซ C 

เพิ่มดังสมการ 
CBAXY          [8.2] 

เม่ือ C=พารามิเตอรเมทริกซ ซ่ึงเปน Column Vector ขนาดเทากับเมทริกซ Y 
 
8.3 แบบจําลองแยกสวนตามเวลาแบบ Single Site (Single Site Temporal Disaggregation Model) 

 
การจําลองแยกสวนตามเวลาแบบ Single Site คือแบบจาํลองซ่ึงแยกอนุกรมเวลารายปของ 1 สถานี 

เปนอนุกรมเวลารายฤดูกาลเชนรายเดือน มีรูปแบบท่ีสําคัญ 3 แบบคือ 
 

(1) แบบจําลองพืน้ฐาน (Basic Model) (Valencia and Schaake, 1973) 
 BAXY         [8.3] 

(2) แบบจําลองแบบขยาย (Extended Model) (Mejia and Rousselle, 1976) 
CZBAXY          [8.4] 

เม่ือ  Y=Column Vector ของคารายเดือนของปปจจุบัน ซ่ึงมีขนาด (12x1) 
 X=คาปจจุบันของอนุกรมเวลารายป (1x1) 
 Z= Column Vector ของคารายเดือนจํานวน w’ เดือนของปกอนหนานัน้ ซ่ึงมีขนาด (w’x1) 

= Column Vector ของคาปจจุบันของ Completely Random Series หรือ Stochastic Term  
ซ่ึงเมทริกซมีขนาด (12x1) 

A=พารามิเตอรเมทริกซ ซ่ึงมีขนาด (12x1) 
B=พารามิเตอรเมทริกซ ซ่ึงมีขนาด (12x12) 
C=พารามิเตอรเมทริกซ ซ่ึงมีขนาด (12xw’) 
 

กรณีท่ีจํานวนสถานีเทากับ n และ w’ เทากบั 12 จะสามารถเขียนแบบจาํลองแยกสวนแบบขยายเต็ม
รูปได ดังรูปท่ี 8.2 
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รูปท่ี 8.2 Full Form of Extended Disaggregation Model: Y=AX+B+CZ 

 
(3) แบบจําลองแบบยอ (Condensed Model) (Lane, 1979) ใชจําลองท่ีละ 1 Period เชน 1 เดือน 

1YCBXAY          [8.5] 
เม่ือ  =เดือนปจจบัุน เม่ือ =1 ถีง 12 (w=12) 

Y=คาน้ําทาของเดือนปจจบัุน  
 X=คาน้ําทาของปปจจุบัน 
 Y = คาน้ําทาของเดือนกอนหนานัน้ -1 

= Column Vector ของคาปจจุบันของ Completely Random Series หรือ Stochastic Term  
A,B,C=คาพารามิเตอรของเดือน  

 
8.4 แบบจําลองแยกสวนตามเวลาแบบ Multisite (Multisite Temporal Disaggregation Model) 
 
 แบบจําลองแยกสวนตามเวลาแบบ Multisite คือแบบจําลองซ่ึงแยกสวนอนุกรมเวลารายปเปนราย
ฤดูกาล สําหรบกรณีท่ีมีอนกุรมเวลามากกวา 1 ชุด หรือเปนแบบ Multisite แทนท่ีจะเปนแบบ Single Site 
ตามท่ีกลาวถึงในหวัขอ 8.2 รูปแบบของแบบจําลองจะคลายกับแบบ Single Site เชน แบบพื้นฐาน (Basic) 
แบบขยาย (Extended) และแบบยอ (Condensed) แตเมทริกซมีขนาดใหญกวาตามขนาดของ Multisite  
 ในหวัขอนี้จะกลาวถึง แบบจําลองแยกสวนแบบขยายสําหรับกรณี Multisite Temporal 
 

CZBAXY          [8.6] 
เม่ือ  Y=Column Vector ของคาปจจุบันของอนกุรมเวลารายเดือน ซ่ึงมีขนาด (nwx1) 
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 X=Column Vector ของคาปจจุบันของอนกุรมเวลารายป ซ่ึงมีขนาด (nx1) 
 Z= Column Vector ของคาปกอนหนานั้นของอนุกรมเวลารายเดือน ซ่ึงมีขนาด (nw’x1) 

= Column Vector ของคาปจจุบันของ Completely Random Series หรือ Stochastic Term  
ซ่ึงมีขนาด (nwx1) 

A=พารามิเตอรเมทริกซ ซ่ึงมีขนาด (nwxn) 
B=พารามิเตอรเมทริกซ ซ่ึงมีขนาด (nwxnw) 
C=พารามิเตอรเมทริกซ ซ่ึงมีขนาด (nwxnw’) 
n=จํานวน Sites ท่ีพิจารณา 
w=จํานวนฤดกูาลใน 1 ป 

 
8.5 แบบจําลองแยกสวนตามพื้นท่ี (Spatial Disaggregation Model) 

 
แบบจําลองแยกสวนตามพืน้ท่ี คือแบบจําลองท่ีใชแยกอนุกรมเวลารายปของสถานีหลัก (Key 

Stations) เปนอนุกรมเวลารายปของสถานียอย (Substation) ซ่ึงจํานวนสถานีหลักอาจมากกวา 1 สถานีก็ได 
และสถานียอยคือสถานีท่ีมีสหสัมพันธเชิงเสนกับสถานีหลัก 

รูปแบบของแบบจําลองแยกสวนตามพื้นท่ี จะมีรูปแบบคลายกับแบบจําลองแยกสวนตามเวลา เชน 
แบบพื้นฐาน (Basic) แบบขยาย (Extended) และแบบยอ (Condensed)  

Lane(1979) เสนอแนะแบบจําลองแยกสวนตามพื้นท่ี โดยใชแบบจําลองแบบขยายของ Mejia and 
Roussele ดังนี ้

 

CZBAXY          [8.7] 
เม่ือ  Y=Column Vector ของคารายปของสถานียอยของปปจจบัุน ซ่ึงมีขนาด (nx1) 
 X=Column Vector ของคารายปของสถานีหลักของปปจจุบัน ซ่ึงมีขนาด (mx1) 
 Z= Column Vector ของคารายปของสถานียอยของปกอนหนานั้น ซ่ึงมีขนาด (nx1) 

= Column Vector ของคาปจจุบันของ Completely Random Series หรือ Stochastic Term  
      ซ่ึงมีขนาด (nx1) 

A=พารามิเตอรเมทริกซ ซ่ึงมีขนาด (nxm) 
B=พารามิเตอรเมทริกซ ซ่ึงมีขนาด (nxn) 
C=พารามิเตอรเมทริกซ ซ่ึงมีขนาด (nxn) 
n=จํานวน Sites ท่ีพิจารณา 
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8.6 แบบจําลองแยกสวนตามพื้นท่ีและตามเวลา (Spatial and Temporal Disaggregation Model) 
 
 บางกรณีอาจตองทําการจําลองโดยการจําลองแยกสวนตามพ้ืนท่ีผสมกับการจําลองแยกสวนตามเวลา 
เชน ถาตองการสังเคราะหอนุกรมเวลารายเดือนของน้ําทาท่ีไหลเขาระบบอางเก็บน้ํา ซ่ึงกรณีนี้อาจทําไดโดย
ใชแบบจําลองหลายตัวแปรกบัอนุกรมเวลารายเดือนโดยตรง แตจํานวนพารามิเตอรจะมาก และอาจมีปญหา 
Parsimony ของพารามิเตอรได  ทางเลือกคือการใชแบบจาํลองแยกสวนตามพ้ืนท่ีและตามเวลา 
 เชน ถาตองการสังเคราะหอนุกรมเวลารายเดือนของน้ําทาท่ีไหลเขาระบบอางเก็บน้ํา ซ่ึงมีจํานวน n+1 
อางเก็บน้ํา กําหนดให 1 อางเปนสถานีหลัก และอีก n อางเก็บน้ําเปนสถานียอย การจําลองจะสามารถทําได
หลายแบบ ดังนี้ 
 แบบท่ี 1-Multivariate Periodic Time Series Model 

แบบท่ี 2-AR/ARMA+Spatial+Temporal Disaggregation Model   
ข้ันท่ี 1-จําลองเพ่ือสังเคราะหปริมาณนํ้าทารายปของสถานีหลัก (Key Station)โดยใชแบบจําลอง 
AR หรือ ARMA 
ข้ันท่ี 2-จําลองแบบแยกสวนตามพ้ืนท่ี เพื่อสังเคราะหปริมาณนํ้าทารายปของ  n สถานียอย  
            จากปริมาณนํ้าทารายปของสถานีหลัก  
ข้ันท่ี 3-จําลองแบบแยกสวนตามเวลา เพื่อสังเคราะหปริมาณนํ้าทารายเดือนของ  n+1 อางเก็บน้ํา 
            จากปริมาณนํ้าทารายปของ  n+1 อางเก็บน้ํา 

แบบท่ี 3-Multivariate Annual Time Series Model+Temporal Disaggregation Model 
 ข้ันท่ี 1-ใช Multivariate Annual Time Series เพื่อสังเคราะหปริมาณนํ้าทารายป 

       ของ  n+1 อางเก็บน้ํา  
ข้ันท่ี 2-จําลองแบบแยกสวนตามเวลา เพื่อสังเคราะหปริมาณนํ้าทารายเดือนของ  n+1 อางเก็บน้ํา 
            จากปริมาณนํ้าทารายปของ  n+1 อางเก็บน้ํา 

 
8.7 การประมาณคาพารามิเตอรของแบบจําลอง 
 
 8.7.1 การประมาณคาพารามิเตอรของแบบจําลองแยกสวนตามเวลาพ้ืนฐาน (Basic Model) 

แบบจําลองแยกสวนแบบพืน้ฐาน (Basic Model) 

 BAXY  
(nwx1)=(nwxn)(nx1)+(nwxnw)(nwx1) ……..ขนาดเมทริกซ 
E(Y)=0 และ E(X)=0 
สมการสําหรับคํานวณหาคาพารามิเตอรของแบบจําลองแยกสวนตามเวลาพื้นฐาน คือ 

1
XXYX SSÂ           [8.8] 

XY
1

XXYXYY
T SSSSB̂B̂  = XYYY SÂS       [8.9] 
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เม่ือ  SXX=E(XXT)=Variance-Covariance Matrix of X 
 SYY=E(YYT)=Variance-Covariance Matrix of Y  

SYX=E(YXT)=Covariance Matrix of Y and X 
SXY=E(XYT)=Covariance Matrix of X and Y 

 

การ Derive หาพารามิเตอรของแบบจําลองแยกสวนตามเวลาพ้ืนฐาน (Basic Model) 

 BAXY
 

)TXX(AETXBTAXXETYXE 




 





  

ให 
1N

T
vXvYN

1v
YXSTYXE










  

 T
vXvX

N

1v1N

1
XXSTXXE 








  

 XXYX SÂS   

 1
XXYX SSÂ   

   TYBAXETYYE 




  

     TBAXBETAXYE 




  

   




 





 TBTBTATXBETXYAE  

   




 





 TBTBETXYAE  

             
    

T
YXYY B̂B̂SÂS   

       XYSÂYYSTB̂B̂   

 
8.7.2 ขั้นตอนการคํานวณหาคาพารามิเตอร (Calculation Procedure) 
ในหวัขอนี้จะแสดงข้ันตอนการคํานวณหาคาพารามิเตอรของแบบจําลองแยกสวนตามเวลาพื้นฐาน 

โดยกําหนดให  
i=1,..,n  เม่ือจํานวนสถานี n=2  
=1,.., เม่ือจาํนวนฤดกูาล (No. of Periods)ในหน่ึงป  = 3  
v=1,…,N เม่ือ N คือจํานวนปของอนุกรมเวลา 
x(i,v) =ปริมาณน้ําทารายปในปท่ี v ของสถานี i 
y(i,v,) = ปริมาณนํ้าทารายเดือนในเดือน  ปท่ี v ของสถานี i  
Sxx=E(XXT)=Variance-Covariance Matrix of X 
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XXS
 
      v,2x,v,1x

v,2x

v,1x

1N

1 N

1v
 













  

 

 XXS
     

      















 

 




v,2xv,1xv,2x

v,2xv,1xv,1x

)1N(

1

2

2

   [8.10] 

 

ในทํานองเดียวกันจะสามารถคํานวณหา SYY, SXY หรือ SYX ไดดังนี ้
 
 
 
 
 
 

            3,v,2y,2,v,2y,1,v,2y,3,v,1y,2,v,1y,1,v,1y

3,v,2y

2,v,2y

1,v,2y

3,v,1y

2,v,1y

1,v,1y

1N

1
S

N

1v
YY 































 

           [8.11] 
 
 
 
 
 
 

    v,2x,v,1x

3,v,2y

2,v,2y

1,v,2y

3,v,1y

2,v,1y

1,v,1y

1N

1
S

N

1v
YX 































    [8.12] 

T
YXXY SS           [8.13] 

 

i=1 i=2 i=1 i=2 

=1 =2 =3 =1 =2 =3   
v y(1,v,1) y(1,v,2) y(1,v,3) y(2,v,1) y(2,v,2) y(2,v,3) x(1,v) x(2,v) 

1 x x x y y y  


,1,1y   


,1,2y  

2 x x x y y y  


,2,1y   


,2,2y  

. . . . . . . . . 

N x x x y y y  


,N,1y   


,N,2y  

Mean 0 0 0 0 0 0 0 0 
Var 1 1 1 1 1 1 Var(x(1)) Var(x(2)) 
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คา SXX, SYY และ SXY คือคา Variance-Covariance ของ X และ Y ซ่ึงสามารถคํานวณไดโดยใช
ฟงคช่ันใน Excel ซ่ึงทําได ดงันี้ 

จากเมนูบารเลือก DATA+DATA ANALYSIS + COVARIANCE แตตองจําไววาคา Variance-
Covariance ท่ีหาไดโดยวิธีนี ้คือ Biased Variance-Covariance ตองปรับแกโดยการคูณคาท่ีคํานวณไดโดย 
(N/N-1) หรือใช Function {=SUMPRODUCT(A,B)/(N-1)} ดังตัวอยางในตารางท่ี 8.1 

 
ตารางท่ี 8.1 ตัวอยางการคํานวณ Variance-Covariance Matrix ดวยโมดูล COVAIANCE ใน DATA 
ANALYSIS และฟงคช่ัน SUMPRODUCT 

v y(1,V,1) y(1,V,2) y(1,V,3) y(2,V,1) y(2,V,2) y(2,V,3) x(1,V) x(2,v)
1 -13.3 -11.7 0.8 -4.7 1.4 5.4 -24.2 2.1 
2 -11.3 -7.7 2.8 -1.7 -2.6 -4.6 -16.2 -8.9 
3 -10.3 -5.7 3.8 1.3 -0.6 -3.6 -12.2 -2.9 
4 -16.3 -2.7 -4.2 20.3 0.4 -2.6 -23.2 18.1 
5 -14.3 -13.7 -3.2 1.3 1.4 -1.6 -31.2 1.1 
6 -13.3 -11.7 -2.2 12.3 -2.6 -0.6 -27.2 9.1 
7 69.7 6.3 -1.2 -6.7 -1.6 0.4 74.8 -7.9 
8 -16.3 10.3 -0.2 -5.7 -0.6 1.4 -6.2 -4.9 
9 36.7 28.3 0.8 -7.7 2.4 2.4 65.8 -2.9 

10 -11.3 8.3 2.8 -8.7 2.4 3.4 -0.2 -2.9 
Mean 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

Use function SUMPRODUCT(A,B)/N-1 

Syy 
  
  
  
  
  

850.68 212.54 -2.29 -111.46 -1.76 16.13 1060.93 -97.08 

Syx 
  
  
 
  

212.54 175.12 7.18 -60.77 9.87 15.76 394.84 -35.14 
-2.29 7.18 7.29 -15.71 0.20 0.64 12.18 -14.87 

-111.46 -60.77 -15.71 89.34 -5.58 -15.91 -187.93 67.86 
-1.76 9.87 0.20 -5.58 3.60 3.60 8.31 1.62 
16.13 15.76 0.64 -15.91 3.60 10.27 32.53 -2.04 

Sxy 
  

1060.93 394.84 12.18 -187.93 8.31 32.53 1467.96 -147.09 Sxx 
  -97.08 -35.14 -14.87 67.86 1.62 -2.04 -147.09 67.43 

Use COVARIANCE ใน DATA ANALYSIS จะได Biased Covariance ตองปรับแกดวย (N/N-1) 
  y(1,V,1) y(1,V,2) y(1,V,3) y(2,V,1) y(2,V,2) y(2,V,3) x(1,V) x(2,v) 

y(1,V,1) 765.61 
y(1,V,2) 191.29 157.61 
y(1,V,3) -2.06 6.46 6.56 
y(2,V,1) -100.31 -54.69 -14.14 80.41 
y(2,V,2) -1.58 8.88 0.18 -5.02 3.24 
y(2,V,3) 14.52 14.18 0.58 -14.32 3.24 9.24 
x(1,V) 954.84 355.36 10.96 -169.14 7.48 29.28 1321.16   
x(2,v) -87.37 -31.63 -13.38 61.07 1.46 -1.84 -132.38 60.69 

Syy 850.68               
  212.54 175.12       
  -2.29 7.18 7.29       
  -111.46 -60.77 -15.71 89.34       
  -1.76 9.87 0.20 -5.58 3.60       
  16.13 15.76 0.64 -15.91 3.60 10.27     

Sxy 1060.93 394.84 12.18 -187.93 8.31 32.53 1467.96   Sxx
  -97.08 -35.14 -14.87 67.86 1.62 -2.04 -147.09 67.43   
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ขนาดของ Variance-Covariance Matrices ของ X และ Y  และพารามิเตอรเมทริกซคือ 

nnSXX   

 nnSYY  

nnSYX   

 nnSXY  

nnS
1

XX 


 

1
XXYX SSÂ   

         nnnn    nn   

    nnnnSÂ XY    nn  

XYYY
T SÂSB̂B̂   

               nnnn    nn  
 
แบบจําลองแยกสวนพืน้ฐานแบบเต็มรูป 
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65

55

45

35

25

15

64

54

44

34

24

14
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8.7.3 การประมาณคาพารามิเตอรของแบบจําลองแยกสวนตามเวลาแบบขยาย (Extended Model) 
แบบจําลองแยกสวนแบบขยาย (Extended Model) (Mejia and Rousselle, 1976) 

CZBAXY   
(nwx1)= (nwxn)(nx1)+(nwxn)(nx1)+(nwxn)(nx1)……..ขนาดเมทริกซ 
E(Y)=0 
E(X)=0 
E(Z)=0 
สมการสําหรับคํานวณหาคาพารามิเตอรของแบบจําลองแยกสวนแบบขยาย คือ 

    1

ZX
1

ZZXZXXZX
1

ZZYZYX SSSSSSSSÂ
      [8.14] 
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  1
ZZZXYZ SSÂSĈ         [8.15] 

T
ZZ

T
ZX

T
XZ

T
XXYY

T ĈSĈÂSĈĈSÂÂSÂSB̂B̂    [8.16] 

ZYXYYY
T SĈSÂSB̂B̂        [8.17] 

การ Derive หาพารามิเตอรของแบบจําลองแยกสวนตามเวลาแบบขยาย (Extended Model) 

CZBAXY   

    TT CZBAXXEXYE   

                   TTTTTT CXZBXAXXE   

    T
XZ

T
XXYX ĈSÂSS   

    TT CZBAXZEZYE   

              TTTTTT CZZBεZAZXE   

   T
ZZ

T
ZXZY ĈSÂSS   

      TT ZCZBAXEYZE    

   TTT
T CZZZBAXZE)YZ(E   

          ZZXZYZ SĈSÂS      

              1
ZZZXYZ SSÂSĈ    

    TTTT CZXXBAXXEYXE   

         ZXXXYX SĈSÂS     

                     ZX
1

ZZXZYZXX SSSÂSSÂ   

         ZX
1

ZZXZZX
1

ZZYZXX SSSÂSSSSÂ    

          
    

    1

ZX
1

ZZXZXXZX
1

ZZYZYX SSSSSSSSÂ


   

     TT YCZBAXEYYE        

         TTT CZYYBAXYE   

          TTT CZYCZBAXBAXYE   

            ZY
T

XYYY SĈB̂B̂SÂS   

       ZYXYYY
T SĈSÂSB̂B̂   
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8.7.4 การประมาณคาพารามิเตอรของแบบจําลองแยกสวนตามเวลาแบบยอ (Condensed Model) 

(Lane, 1979) 
 1YCBXAY    

 (nx1)= (nxn) (nx1)+(nxn) (nx1)+(nxn) (nx1) ……..ขนาดเมทริกซ 

         
 ,1S1,1S1,S,SÂ YX

1
YYYYYX  

                   1

YX
1

YYXYXX ,1S1,1S1,S,S


     [8.18] 

     1,SÂ1,SĈ XYYY    1,1S 1
YY     [8.19] 

        ,1SĈ,SÂ,SB̂B̂ YYXYYY
T     [8.20] 

 

 การ Derive หาพารามิเตอรของแบบจําลองแยกสวนตามเวลาแบบยอ (Condensed Model) 

 1YCBXAY    

    T
11

T
1

T
1

T
1 YYCYBXYAEYYE    

      1,1SĈ1,SÂ1,S YYXYYY    

 
      1,1S1,SÂ1,SĈ 1

YYXYYY  
  

         T
1

T
T

TT XYCXBXXAEXYE    

             ,1SC,SÂ,S YXXXYX  

                    
 ,1S1,1S1,S,SÂ YX

1
YYYYXX  

                       
 ,1S1,1S1,SÂ YX

1
YYXY  

          
 ,1S1,1S1,S,SÂ YX

1
YYYYYX  

                                   1

YX
1

YYXYXX ,1S1,1S1,S,S
   

     T
1

T YYCBXAEYYE    

 
     





    ,1SĈCYBAXEB̂,SÂ,S YY

TT
1

TTTT
XYYY  

                          ,1SĈB̂B̂,SÂ YY
T

XY  

                 ,1SĈ,SÂ,SB̂B̂ YYXYYY
T  
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 8.7.5 การประมาณคาพารามิเตอรของแบบจําลองแยกสวนตามพ้ืนท่ีแบบขยายกับกรณี Multisite  

CZBAXY            

กรณีท่ีมีสถานีหลัก(Key Station) m สถานี และสถานียอย n สถานี 

(nx1)= (nxm) (mx1)+(nxn) (nx1)+(nxn) (nx1) ……..ขนาดเมทริกซ  

  พารามิเตอรของแบบจําลองนี้จะคลายกับแบบจําลองแยกสวนตามเวลาแบบขยายคือ  
 T

XZ
1

YYYZYX SSSSÂ    1T
XZ

1
YYXZXX SSSS

  

  1
YYXZYZ SSÂSĈ   

T
YZXYYY

T SĈSÂSB̂B̂   

 
เนื่องจาก Z คือ Y ของปกอนหนานั้น หรือ Z=Y(1) จะสามารถเขียนสมการพารามิเตอรใหมได ดงันี้ 
 

    1SS1SSÂ T
XY

1
YYYYYX
      1T

XY
1

YYXYXX 1SS1SS
    [8.21] 

     1
YYXYYY S1SÂ1SĈ         [8.22] 

 1SĈSÂSB̂B̂ T
YYXYYY

T        [8.23] 
 
8.7.6  วิธีการคํานวณคา Variance-Covariance Matrixes สําหรับแบบจําลองแยกสวนตามเวลาแบบ

ยอ (Condensed Model) 
 
การคํานวณคาพารามิเตอรของแบบจําลองแยกสวนตามเวลาแบบยอในสมการ 8.18-8.20 จะเกี่ยวของ

กับการประมาณคา Variance-Covariance Matrices ของ SYY(,), SYX(,), SXX(,), SYY(,-1),    
SYX(-1,) เม่ือ  คือ ฤดูกาล เชน เดือน  

ตามหลักโมเมนต  
SYY(-1,-1) =  SYY(,) ของเดือนกอนหนานัน้ และ 

),1(S)1,(S T
YXXY       

 
กรณี n=2 

 
 

 
   




















 

 

 2
,v

1
,v

N

1V 2
,v

1
,v

YY yy
y

y

1N

1
,S     [8.24]  
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2
v

1
v

N

1V 2
v

1
v

XX xx
x

x

1N

1
,S     [8.26] 
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 2
v

1
v

N

1V 2
1,v

1
1,v

YX xx
y

y

1N

1
,1S    [8.28] 

 
 ,SXX มีคาเหมือนกนัทุกเดือน เนือ่งจาก X คือคาของอนุกรมเวลารายป 

 
8.7.7  วิธีการคํานวณคา Variance-Covariance Matrixes สําหรับแบบจําลองแยกสวนตามพื้นท่ี 

(Spatial) 
สําหรับแบบจาํลองแยกสวนตามพ้ืนท่ี X, Y, Z คืออนุกรมเวลารายป ถากําหนดให มีสถานีหลัก (X) 

เทากับ m=2 สถานี และสถานียอย (Y) เทากับ n=4 สถานี จะสามารถคํานวณหาคา Variance-Covariance 
Matrices SYY, SXX, SYX, SYY(1) และ SXY(1) ไดดังนี ้
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    [8.32] 
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    [8.33] 

 
 
8.8 การทดสอบความเหมาะสมของแบบจาํลอง (Goodness of Fit Test) 
   

วิธีการทดสอบความเหมาะสมของแบบจําลองแยกสวน จะเหมือนกับวิธีการทดสอบความเหมาะสม
ของแบบจําลอง AR, ARMA, ARIMA และ Multivariate ตามท่ีกลาวมาแลว ซ่ึงปรกอบดวย 

(1) การทดสอบสมมติฐานความเปนอิสระและการแจกแจงแบบปกติของ Residual Series 
(2) การเปรียบเทียบ Model Correlogram, Generated Correlogram กับ Historical Correlogram   
(3) การทดสอบ Parsimony ของพารามิเตอร 

 
8.9 ตัวอยางการจําลองแบบแยกสวน 
 
 ลุมน้ํา Yakima ดังรูปท่ี 8.3 มีอนุกรมเวลาน้าํทารายเดือน 4 สถานีคือ (1) Keechelus Lake (2) Kachess 
Lake (3) Incremental Flow และ (4) Easton Diversion Dam ดังแสดงในตารางท่ี 8.2 กําหนดให Easton เปน
สถานีหลัก (Key Station) และ Keechelus, Kachess, Incremental Flow เปนสถานียอย (Sub-stations) ตองการ
สรางแบบจําลองเพ่ือสังเคราะหอนกุรมเวลารายเดือนของ 4 สถานีในลุมน้ํา Yakima ดงันี้ 

(1) สังเคราะหอนกุรมเวลารายปของสถานีหลัก Easton Diversion Dam 
(2) สรางแบบจําลองแยกสวนตามพื้นท่ี (Spatial Disaggregation Model) เพื่อสังเคราะหอนุกรมเวลา

รายปของสถานียอย (Keechelus Lake, Kachess Lake และ Incremental Flow) จากอนุกรมเวลา
ของสถานีหลัก 
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(3) สรางแบบจําลองแยกสวนตามเวลา (Multisite Temporal Disaggregation Model) เพื่อสังเคราะห
อนุกรมเวลารายเดือนของสถานียอยจากอนุกรมเวลารายป 

 

 
รูปท่ี 8.3 สถานีหลักและสถานียอยในลุมน้ํา Yakima 

 
ตารางท่ี 8.2 อนุกรมเวลาตวัอยางของสถานีหลักและสถานียอยของลุมน้ํา Yakima ระหวางป 1926-1940 

 
 
ขั้นท่ี 1 การสังเคราะหอนกุรมเวลาน้ําทารายปของสถานีหลัก (Easton Diversion Dam) โดย
แบบจําลอง AR(1) 
 

  yt = 0.568yt-1+132t 
 
เม่ือ yt = Annual Flow – Mean Annual Flow 

 
ขั้นท่ี 2 การสังเคราะหอนกุรมเวลาน้ําทารายปของสถานียอยจากอนุกรมเวลาน้ําทารายปของสถานี
หลัก โดยใชแบบจําลองแยกสวนตามพื้นท่ีแบบขยาย (Extended Spatial Disaggregation Model) ใน
สมการ [8.7] 

CZBAXY   

1926 1927 1928 1929 1930 1931 1932 1933 1934 1935 1936 1937 1938 1939 1940
Annual data
Keechelus Y(1) 183.1 234.4 251.2 156.2 160.4 176.6 278.5 345.7 321.6 248.8 219.7 201.1 215.9 213.6 186.1
Kachees Y(2) 158.1 220.3 233.6 134.7 134.8 152 240.2 303.7 304.5 233.2 207.3 174.3 192.3 183.2 153.5
Difference Y(3) 126.1 184.6 227.1 131.7 132.1 108.5 188.1 264.6 275.5 223.5 207.1 142.3 190.5 170.3 110.6
Easton X 467.3 639.3 711.9 422.6 427.3 437.1 706.8 914 901.6 705.5 634.1 517.7 598.7 567.1 450.2
May Data
Keechelus Y5(1) 24.7 7.9 21.5 11.3 18.2 21.9 32.2 8.4 47.7 14.5 15.1 12 9.7 14.1 22.8
Kachees Y5(2) 23.3 7.1 20.9 11.9 19.1 21.8 34 7.4 46.9 15.7 15.9 11.3 10.3 15 20.2
Difference Y5(3) 22.2 12 22.4 11.5 20.5 13.6 28.9 10.4 39.3 17.8 16.6 11.8 13.3 14.8 15.4
Easton X5 70.2 27 64.8 34.7 57.8 57.3 95.1 26.2 133.9 48 47.6 35.1 33.3 43.9 58.4
June Data
Keechelus Y6(1) 30.3 19.1 21 15.3 36.9 26.1 32.4 18.1 48.2 15 34.9 22.4 34.7 29.2 33.4
Kachees Y6(2) 29.3 22.4 22.1 16 34.5 24.3 34.4 20 47.6 16.8 38.1 21 33 30.1 30.4
Difference Y6(3) 19.8 25.4 22.5 15.4 36.7 24.6 35.9 19.5 29.2 19.7 42.7 21.4 28.9 26.7 20
Easton X6 79.3 66.9 65.6 46.7 108.1 75 102.7 57.6 125 51.5 115.7 64.8 96.6 86 83.7

Year 
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เม่ือ 
Y=Column Matrix ของอนุกรมเวลาน้ําทารายปปจจุบันของ 3 สถานียอย  
X= Column Matrix ของอนุกรมเวลาน้ําทารายปปจจุบันของสถานีหลัก 
Z= Column Matrix ของอนุกรมเวลาน้ําทารายปของปกอนหนานั้นของ 3 สถานียอย  
 
คํานวณหาคาพารามิเตอรเมทริกซ Ĉ,B̂,Â จากสมการ [8.14], [8.15] และ [8.17] 

    1

ZX
1

ZZXZXXZX
1

ZZYZYX SSSSSSSSÂ
     

  1
ZZZXYZ SSÂSĈ          

ZYXYYY
T SĈSÂSB̂B̂   

                       ผลการคํานวณ Variance-Covariance Matrices และคาพารามิเตอร คือ  
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ตัวอยางการคํานวณ Variance-Covariance Matrices ดวยฟงคช่ัน SUMPRODUCT ในตารางท่ี 8.3 
  

ตารางท่ี 8.3 Variance-Covariance Matrices สําหรับแบบจําลองแยกสวนตามพื้นท่ีแบบขยาย  
  Annual data(t) Annual Data(t-1) 
  Keechelus Kachees Difference Easton Keechelus Kachees Difference Easton 
Year (t) Y1(t) Y2(t) Y3(t) X(t) Y1(t-1) Y2(t-1) Y3(t-1) X(t-1)

1926 -43.1 -43.6 -52.7 -139.4 -40.1 -48.2 -68.2 -156.5
1927 8.2 18.6 5.8 32.6 -43.1 -43.6 -52.7 -139.4
1928 25.0 31.9 48.3 105.2 8.2 18.6 5.8 32.6
1929 -70.0 -67.0 -47.1 -184.1 25.0 31.9 48.3 105.2
1930 -65.8 -66.9 -46.7 -179.4 -70.0 -67.0 -47.1 -184.1
1931 -49.6 -49.7 -70.3 -169.6 -65.8 -66.9 -46.7 -179.4
1932 52.3 38.5 9.3 100.1 -49.6 -49.7 -70.3 -169.6
1933 119.5 102.0 85.8 307.3 52.3 38.5 9.3 100.1
1934 95.4 102.8 96.7 294.9 119.5 102.0 85.8 307.3
1935 22.6 31.5 44.7 98.8 95.4 102.8 96.7 294.9
1936 -6.5 5.6 28.3 27.4 22.6 31.5 44.7 98.8
1937 -25.1 -27.4 -36.5 -89.0 -6.5 5.6 28.3 27.4
1938 -10.3 -9.4 11.7 -8.0 -25.1 -27.4 -36.5 -89.0
1939 -12.6 -18.5 -8.5 -39.6 -10.3 -9.4 11.7 -8.0
1940 -40.1 -48.2 -68.2 -156.5 -12.6 -18.5 -8.5 -39.6
Mean 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

  Y1(t) Y2(t) Y3(t) X(t) Y1(t-1) Y2(t-1) Y3(t-1) X(t-1)
Y1(t) 3101 3002 2701 8803 1844 1609 861 4315
Y2(t) 3002 2977 2762 8741 1967 1760 1038 4765
Y3(t) 2701 2762 2877 8340 2168 2037 1416 5621
X(t) 8803 8741 8340 25884 5980 5407 3316 14702

 
ขั้นท่ี 3 การสังเคราะหอนกุรมเวลาน้ําทารายเดือนจากอนกุรมเวลาน้ําทารายปของสถานียอย โดยใช
แบบจําลองแยกสวนตามเวลาแบบยอ (Condensed Form Multisite Temporal Disaggregation Model)  

1YCBXAY    
 
คํานวณหาคาพารามิเตอรเมทริกซ  Ĉ,B̂,Â จากสมการ [8.18], [8.19] และ [8.20] 
 

         
 ,1S1,1S1,S,SÂ YX

1
YYYYYX  

                   1

YX
1

YYXYXX ,1S1,1S1,S,S


      

     1,SÂ1,SĈ XYYY    1,1S 1
YY      

        ,1SĈ,SÂ,SB̂B̂ YYXYYY
T      

ผลการคํานวณ Variance-Covariance Matrices และคาพารามิเตอรเดือนมิถุนายน(เดือนท่ี 6) คือ 
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ตัวอยางการคํานวณ Variance-Covariance Matrices ดวยฟงคช่ัน SUMPRODUCT ในตารางท่ี 8.4 
 

ตารางท่ี 8.4  Variance-Covariance Matrices สําหรับแบบจําลองแยกสวนตามเวลาแบบยอ 

  Annual data May Data June Data 
Year (t) Y1(t) Y2(t) Y3(t) X(t) Y1(t,5) Y2(t,5) Y3(t,5) X(t,5) Y1(t,6) Y2(t,6) Y3(t,6) X(t,6) 

1926 -43.1 -43.6 -52.7 -139.4 5.9 4.6 4.2 14.6 2.5 1.3 -6.1 -2.4 
1927 8.2 18.6 5.8 32.6 -10.9 -11.6 -6.0 -28.6 -8.7 -5.6 -0.5 -14.8 
1928 25.0 31.9 48.3 105.2 2.7 2.2 4.4 9.2 -6.8 -5.9 -3.4 -16.1 
1929 -70.0 -67.0 -47.1 -184.1 -7.5 -6.8 -6.5 -20.9 -12.5 -12.0 -10.5 -35.0 
1930 -65.8 -66.9 -46.7 -179.4 -0.6 0.4 2.5 2.2 9.1 6.5 10.8 26.4 
1931 -49.6 -49.7 -70.3 -169.6 3.1 3.1 -4.4 1.7 -1.7 -3.7 -1.3 -6.7 
1932 52.3 38.5 9.3 100.1 13.4 15.3 10.9 39.5 4.6 6.4 10.0 21.0 
1933 119.5 102.0 85.8 307.3 -10.4 -11.3 -7.6 -29.4 -9.7 -8.0 -6.4 -24.1 
1934 95.4 102.8 96.7 294.9 28.9 28.2 21.3 78.3 20.4 19.6 3.3 43.3 
1935 22.6 31.5 44.7 98.8 -4.3 -3.0 -0.2 -7.6 -12.8 -11.2 -6.2 -30.2 
1936 -6.5 5.6 28.3 27.4 -3.7 -2.8 -1.4 -8.0 7.1 10.1 16.8 34.0 
1937 -25.1 -27.4 -36.5 -89.0 -6.8 -7.4 -6.2 -20.5 -5.4 -7.0 -4.5 -16.9 
1938 -10.3 -9.4 11.7 -8.0 -9.1 -8.4 -4.7 -22.3 6.9 5.0 3.0 14.9 
1939 -12.6 -18.5 -8.5 -39.6 -4.7 -3.7 -3.2 -11.7 1.4 2.1 0.8 4.3 
1940 -40.1 -48.2 -68.2 -156.5 4.0 1.5 -2.6 2.8 5.6 2.4 -5.9 2.0 
Mean 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 

Use SUMPRODUCT(A,B)/N-1 
  Y1(t) Y2(t) Y3(t) X(t) Y1(t,5) Y2(t,5) Y3(t,5) X(t,5) Y1(t,6) Y2(t,6) Y3(t,6) X(t,6) 

Y1(t) 3101 3002 2701 8803 174.3 171.9 174.0 520.2 37.56 91.26 28.21 157.6 
Y2(t) 3002 2977 2762 8741 175.0 173.7 182.2 531.0 38.15 95.95 37.76 172.5 
Y3(t) 2701 2762 2877 8340 111.3 119.1 163.7 394.1 33.47 94.42 63.73 192.5 
X(t) 8803 8741 8340 25884 460.6 464.7 519.9 1445.2 109.2 281.6 129.7 522.6 

Y1(t,5) 174.3 175.0 111.3 460.6 110.67 109.34 76.57 296.6 67.5 62.5 18.9 148.9 
Y2(t,5) 171.9 173.7 119.1 464.7 109.34 109.41 77.23 296.0 67.1 63.0 23.4 153.6 
Y3(t,5) 174.0 182.2 163.7 519.9 76.57 77.23 60.76 214.6 48.4 47.6 21.1 117.1 

X(t,5) 520.2 531.0 394.1 
1445.

2 296.6 296.0 214.6 807.1 183.0 173.2 63.5 419.6 
Y1(t,6) 37.6 38.2 33.5 109.2 67.49 67.13 48.38 183.0 87.56 79.87 45.08 212.5 
Y2(t,6) 91.3 96.0 94.4 281.6 62.53 63.05 47.62 173.2 79.87 76.32 47.78 203.9 
Y3(t,6) 28.2 37.8 63.7 129.7 18.92 23.44 21.12 63.5 45.08 47.78 58.20 151.1 
X(t,6) 157.6 172.5 192.5 522.6 148.9 153.6 117.1 419.6 212.5 203.9 151.1 567.6 

 
8.10 ประโยชนและขอจํากัดของการจําลองแยกสวน (Usefulness and Limitations of Disaggregation 
Modeling) 
 
 แบบจําลองแบบแยกสวนมีขอดีและประโยชนหลายประการ อาทิเชน 

(1) การสังเคราะหอนุกรมเวลารายฤดูกาลจากอนุกรมเวลารายป (Annual to Seasonal 
Disaggregation) ซ่ึงเปนไปตามธรรมชาติของกระบวนการ ท่ีผลรวมของขอมูลรายฤดูกาลจะ
เทากับคารายป และคาสถิติรายปและรายเดือนมีความสําคัญตอการศึกษาทางอุทกวิทยา 

(2) การสังเคราะหอนุกรมเวลาของสถานียอยจากอนุกรมเวลาของสถานีหลัก (Key to Sub-station 
Disaggregation) ซ่ึงสอดคลองกับความเปนจริงทางดานอุทกวิทยาในกรณีท่ีผลรวมของอนุกรม
เวลาของสถานียอยเทากับอนุกรมเวลาของสถานีหลักหรือมีความสัมพันธเชิงเสนกบัอนุกรมเวลา
ของสถานีหลัก 

(3) กรณีท่ีอนกุรมเวลามีความยาวไมเทากัน ซ่ึงปกติอนุกรมเวลาของสถานีหลักจะยาวกวา จึงมี
ประโยชนในการตอขยายขอมูลของสถานียอย 
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(4) การจําลองแบบแยกสวนจะชวยลดจํานวนพารามิเตอร จึงมีผลดีตอการทดสอบ Parsimony ของ
พารามิเตอร 

 
ขอเสียและขอจํากัดของแบบจําลองแบบแยกสวน คือ 
(1) การใชแบบจําลองแบบแยกสวนไมเหมาะกับอนุกรมเวลาท่ีมีชวงเวลาท่ีส้ัน เชนรายวัน ซ่ึงทําให

ตองแยกเหตุการณออกจากกนั เชนพายุฝนกอใหเกิดฝนตกตอเนื่อง 3 วนั การวิเคราะหรายวนั
จะตองแยกฝนที่เกิดจากพายอุอกเปน 3 เหตุการณ 

(2) การจําลองแบบแยกสวน วิเคราะหโดยใชเมทริกซ ซ่ึงตองเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอรชวยใน
การคํานวณท่ีซับซอน 

(3) การประมาณคาพารามิเตอรโดยวิธีโมเมนตถึงแมจะทําไดงาย แตคาท่ีไดมัก Biased และตองมี
การปรับคาใหเปน Unbiased ซ่ึงวิธีการปรับคาใหเปน Unbiased สําหรับแบบจําลองแบบแยก
สวนยังไมคอยไดมีการพัฒนา 

(4) กรณีท่ีจํานวนสถานีมาก อาจมีปญหาดาน Parsimony ของพารามิเตอรได 
 
เกณฑการใชแบบจําลองแบบแยกสวน 
(1) จํานวนพารามิเตอรตองเทากบัจํานวนโมเมนตท่ีใชประมาณคาพารามิเตอร 
(2) จํานวนคาสังเกต Y ตองมากกวาจํานวนโมเมนต และมากกวาจํานวนพารามิเตอร 
(3) โครงสรางของแบบจําลองตองสอดคลองกับโมเมนตท่ีตองการรักษาไว (Preserved) 
(4) โมเมนตท่ีแบบจําลองตองการรักษาไวตองสอดคลองกับโมเมนตของอนุกรมเวลาตวัอยางท่ี

นําไปใชประมาณคาพารามิเตอร 
(5) จํานวน Stochastic Term ตองเทากับจํานวนเทอมของเมทริกซ Y  
 
ตารางท่ี 8.5 แสดงการเปรียบเทียบจํานวนพารามิเตอรพารามิเตอรของแบบจําลองแยกสวนตามเวลา

ท้ัง 3 แบบ ซ่ึงพบวาจะมีปญหาในการสังเคราะหอนุกรมเวลารายฤดูกาลจากอนุกรมเวลารายป ถาจาํนวน
สถานีมาก เชน n=20 การสังเคราะหอนกุรมเวลารายเดือนตองใชพารามิเตอรหลายหม่ืนตัว 

ตารางท่ี 8.6 แสดงปญหาเกีย่วกับ Parsimony ถามีอัตราสวนระหวางจํานวนขอมูลตัวอยางตอจํานวน
พารามิเตอร (R) นอยกวา 10 
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ตารางท่ี 8.5 จาํนวนพารามิเตอรของแบบจําลองแยกสวนตามเวลา 
จํานวนสถานี(n) จํานวนฤดูกาล(w) Basic Model Extended Model Condensed Model 

1 12 156 168 36 
1 24 600 624 72 
1 52 2,756 2,808 156 
2 12 624 672 144 
2 24 2,400 2,496 288 
3 12 1,404 1,512 324 
20 12 62,400 67,200 14,400 
n w n2w+n2w2 2n2w+n2w2 3n2w 
n 12 156n2 168n2 36n2 
1 w w+w2 2w+w2 3w 
2 w 4w+4w2 8w+4w2 12w 

n Small w Large ~w2 ~w2 ~w2 
n Large w Small ~n2 ~n2 ~n2 

 
             ตารางท่ี 8.6 แนวทางการพิจารณา Parsimony ของพารามิเตอร 

อัตราสวนจํานวนขอมูลตัวอยางตอจํานวนพารามิเตอร (R) ขอพิจารณา 
R<1 Impossible 

1<R<3 Foolish 
3<R<5 Poor 
5<R<10 Fair 
10<R<20 Good 

20<R Very Good 
 
8.11 ตัวอยางการประยุกตใชแบบจําลองแยกสวน (Practical Applications of Disaggregation Models) 
 
 Valencia และ Schaake(1973) ใชแบบจําลองแยกสวนใน 3 โครงการคือ 

(1) การสังเคราะหอนุกรมเวลาฝนใน Puerto Rico  
(2) การสังเคราะหอนุกรมเวลาน้าํทาของแมน้ําโคโลราโด และ 
(3) การจําลองความตองการน้ําของระบบประปาเมืองบอสตัน  
 
Curry และ Bras(1978) ใชแบบจําลองแยกสวนในการสังเคราะหน้ําทารายเดือนของแมน้ําไนล โดย

ใชเทคนิค Broken Lineในการสังเคราะหอนุกรมเวลารายป แลวจึงใชแบบจําลองแยกสวนระดับท่ี 1 เพื่อแยก
อนุกรมเวลารายปเปนรายคร่ึงป ระดับท่ี 2 เพื่อแยกอนกุรมเวลารายครึ่งปเปนราย 4 เดือน ระดับท่ี 3 เพื่อแยก
อนุกรมเวลาราย 4 เดือนเปนรายเดือน 
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บทท่ี 9 

ขอพิจารณาในการประยุกตใชแบบจําลองสโตแคสติก 
CONSIDERATIONS IN MODEL APPLICATION 

 
 วัตถุประสงคของบทนี้ คือการนําเสนอขอพิจารณาในการนําแบบจําลองสโตแคสติกท่ีกลาวถึงใน
หนังสือเลมนีไ้ปประยุกตใชในงานทางวิศวกรรมชลประทาน ซ่ึงจะมีผลตอความสําเร็จหรือความลมเหลว
ในการนําแบบจําลองไปใชในงานทางวิศวกรรมชลประทาน ซ่ึงอนุกรมหลักท่ีกลาวถึงคือ อนุกรมเวลาน้ําทา
ในหนังสือเลมนี้ แตอยางไรก็ตามแนวคิดและวิธีการที่กลาวถึงสามารถนําไปประยุกตใชกับอนกุรมเวลา
อ่ืนๆ ได 
 
9.1 การเตรียมขอมูลอนุกรมเวลา (Pretreatment of Historical Data) 
 
 การเตรียมขอมูลอนุกรมเวลา หมายถึง กรรมวิธีในการปรับอนุกรมเวลาตัวอยาง (Historical Data) 
ใหมีสภาพเปน Homogeneous เพื่อสะทอนคุณสมบัติของลุมน้ําตามธรรมชาติและไมไดเปล่ียนแปลงไปตาม
เวลา (Stationary) รวมถึงการปรับแกความผิดพลาดในการเก็บและบันทึกขอมูล (System Error) การเติม
ขอมูลท่ีขาดหายไป (Missing Data) หรือการตอขยายขอมูล (Extension) การเตรียมหองขอมูลถือเปนเร่ือง
จําเปนอันดับแรก กอนท่ีจะเร่ิมทําการวิเคราะห และสรางแบบจําลองสโตแคสติก 
 
 9.1.1 การแปลความหมายขอมูล (Data Compilation) 
 อนุกรมเวลาทางอุทกวิทยาโดยท่ัวๆ ไป มีขอผิดพลาดท้ังในรูปของการเกบ็และบันทึกขอมูล (System 
ate Error) และความผิดพลาดตามธรรมชาติ (Random Error) เชน มีการเปล่ียนจุดตรวจวัดน้ํา หรือการเปรียบ 
Stage-Discharge Relationship ซ่ึงขอมูลอนุกรมเวลาท่ีมีการพิมพมักจะมีการปรับแกความผิดพลาดตางๆ ไว
แลว แตอยางไรก็ตามผูใชควรมีการพิจารณาปรับแกดวยตัวเองถาจําเปน 
 การเปรียบเทียบจุดตรวจวดัน้ําเพียงเล็กนอยสามารถปรับแกไดงาย โดยใชอัตราสวนพืน้ท่ี หรือ 
Proportion Correction แตถามีการยายจดุตรวจวัดจากจุดเดิมมากจนมีผลตอขอมูล อาจตองใชวธีิการอ่ืนๆ 
ประกอบ กรณีท่ี Rating Curer ของเดือนหน่ึงมีการเปล่ียนแปลงอยางมากจากเดือนท่ีแลว อาจตองมีการปรับ
คาท่ีสะทอนถึงการเปล่ียนแปลงแบบเฉียบพลันของ Rating Curve ผูท่ีใชขอมูลท่ีมีการตีพิมพเผยแพรควร
ตองอานคําอธิบายท่ีมากับขอมูลอยางละเอียดวามีการปรับแกขอมูลมาแลวหรือไม และปรับอยางไร ขอมูล
ของชวงแรกๆ ของแมน้ําสายหลักมักมีการเติมขอมูลโดยใชขอมูลจากสถานีใกลเคียง นอกจากนั้น
ขอผิดพลาดเกีย่วกับขอมูลท่ีอาจเกิดข้ึน ไดแก การใสตําแหนงทศนยิมผิดท่ี 
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 วิธีการตรวจสอบความผิดพลาดของขอมูลแบบงายๆ คือการพล็อตกราฟ ซ่ึงสามารถทําได 4 แบบ 
คือการพล็อตอนุกรมเวลา การพล็อต Simple Mass Curve การพลอตขอมูล 2 สถานีเปรียบเทียบและ Double 
Mass Curve   
 

(1) กราฟอนุกรมเวลา ซ่ึงจะทําใหเห็นขอผิดพลาดของขอมูลไดงาย ยกตัวอยาง อนุกรมเวลาของ
น้ําทาใต Hoover Dam ในรูปท่ี 9.1 แสดงใหเห็นวาอนกุรมเวลาน้ําทามีการเปล่ียนแปลงอยางมากหลังป 1935 
หลังจากเข่ือน Hoover เร่ิมเกบ็กักน้ํา และหลังป 1963 เม่ือเข่ือน Glen Canyon เร่ิมการเก็บกักน้ํา 

(2) กราฟ Simple Curve Curve คือ กราฟท่ีแสดงคาสะสม (Running Sum) กับเวลาการ
เปล่ียนแปลงของความลาดชันของเสนแบบผิดปกติ อาจบอกถึงขอผิดพลาดในขอมูลได 

(3) การพล็อตขอมูลของ 2 สถานีใกลเคียงเปรียบเทียบ จะทําใหเหน็ถึงความสัมพันธระหวาง 2 
สถานี ตลอดจนการเปล่ียนแปลงความสัมพันธของขอมูลระหวาง 2 สถานีนั้น Multivariate ท่ีกลาวถึงใน
หนังสือเลมนีจ้ะอยูบนพื้นฐานของความสัมพันธเชิงเสน 

(4) Double Mass Curve นยิมใชในการตรวจสอบความคงเสนคงวา (Consistency) ของขอมูล 
 

 9.1.2   การเติมขอมูลท่ีขาดหายและการตอขยายขอมูล (Data Fill-in and Extension) 
กรณีใชอนุกรมเวลา 1 ชุด ขอมูลท่ีขาดหายไปไมมีผลมากในการวิเคราะห และอาจถือวาขอมูลท่ี

เหลืออยูเปนขอมูลท่ีตอเนื่องได อยางไรกต็ามการเติมขอมูลท่ีขาดหายไปโดยใชขอมูลจากสถานีใกลเคียงจะ
มีผลดีกวา โดยเฉพาะขอมูลท่ีขาดหายไปเปนขอมูลชวงสําคัญ เชน แลงมาก (Extremely Dry) หรือน้ํามาก 
(Extremely Wet) ถาขาดขอมูลชวงดังกลาวถือวาขาดขอมูลท่ีสําคัญ และจะทําใหเกิด Bias ในการสราง
แบบจําลอง การเติมขอมูลท่ีขาดหายไป คือการ Interpolate ขอมูลขณะท่ีการตอขยายขอมูล คือการ 
Extrapolate ขอมูล ซ่ึงจะไดขอพิจารณาในการตอขยายขอมูล เชนเดียวกับการเติมขอมูลท่ีขาดหายไป 

การเติมขอมูลท่ีขาดหายไป หรือการตอขยายขอมูล โดยใชคาเฉล่ีย ถือเปนขอผิดพลาดท่ีสําคัญ 
เพราะจะทําใหความแปรปรวน (Variance) ของขอมูลลดนอยลง การเติมขอมูลท่ีขาดหายไปหรือการตอ
ขยายขอมูลโดยใชสมการ Regression และใชขอมูลจากสถานีใกลเคียง ควรพิจารณาเพิ่ม Stochastic หรือ 
Random Error Term เขาไปดวย 

ในกรณี Multivariate จําเปนท่ีอนุกรมเวลาทุกชุดตองมีขอมูลท่ีสมบูรณ และมีชวงเวลาเดียวกนั 
 
 9.1.3 การปรับขอมูลใหเปนไปตามสภาพธรรมชาติ (Reduction of Data to Natural 
Conditions) 

หลักการพื้นฐานทางสโตแคสติก คือ ตองสรางแบบจําลองของกระบวนการตามธรรมชาติ ซ่ึงไม
เปล่ียนแปลงไปตามเวลา ดังนั้นจึงตองมีการปรับอนุกรมเวลาตัวอยางใหเปนอนกุรมเวลาแบบ Unregulated-
Undepleted เพื่อเปนตัวแทนของ Virgin Basin 
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อาจตองมีการปรับคาหลายคร้ัง ท้ังการปรับแบบตรงไปตรงมาและการปรับแบบซับซอนท่ีตองการ
ความรูความชํานาญ เปนพิเศษการปรับคาเนื่องจากความจุ การระเหย และการเก็บกกัน้ําในตล่ิงของ 

อางเก็บน้ํา หรือการปรับคาเนื่องจากการผันน้ํา และ Return Flow ถือเปนการปรับแบบ
ตรงไปตรงมา แตปกติแลวอาจมีปญหาขอมูลสําหรับการปรับไมครบถวน เปนขอมูลเกี่ยวกับการใชน้ําของ
พืช 

นอกจากนี้อาจมีการเปล่ียนแปลงในคุณสมบัติของลุมน้ําในการผลิตน้ําทา อันเนื่องจากการตัดไม
ทําลายปาในวงกวาง การเพาะปลูกแบบเล่ือนลอย ไฟฟา หรือการพัฒนาในเขตลุมน้าํ (Urbanization) ซ่ึงมี
ผลกระทบตอกระบวนการผัน-น้ําทา การปรับแกจําเปนตองมีการตรวจสอบกระบวนการเกดิผัน-น้ําทาของ
ลุมน้ําอยางละเอียด 

 
9.2 การเลือกแบบจําลอง (Model Selection) 
 
 ในการเลือกแบบจําลอง มีคําถามท่ีนาสนใจแตตอบยาก คือถาเราใชแบบจําลองท่ีมีความซับซอน
มากข้ึน ผลลัพธจะเปล่ียนไปหรือไม ถาคําตอบคือไมเปล่ียนแปลง ก็แสดงวาไมจําเปนแบบจําลองท่ีซับซอน
มากกวา ท่ีสําคัญคือการตรวจสอบขอมูลท่ีสังเคราะหใหมเปรียบเทียบกับคาสถิติของอนุกรมเวลาตัวอยาง 
 
 9.2.1 ส่ิงสําคัญเก่ียวกับสถิติของอนุกรมเวลาตัวอยาง 
 ในการจําลองทางสโตแคสติก คือการรักษาคุณสมบัติทางสถิติทางอนุกรมเวลาตัวอยางไวอยางนอย
ขอมูลท่ีสังเคราะหใหมตองรักษาคาเฉล่ียและคาความแปรปรวนของอนกุรมเวลาตัวอยางได และจะดีกวาถา
สามารถรักษาคุณสมบัติทางสถิติของโมเมนตท่ีมีลําดับสูงกวานัน้ได เปนคาสถิติท่ีแสดงรูปรางของการแจก
แจง (Shape of  Distribution) ตามหลักการแลวกระบวนการแปลงอนุกรมเวลาใหมีการแจกแจงปกติ 
(Normalization) จะชวยรักษาคุณสมบัติของโมเมนตท่ีมีลําดับสูงไดอยางมีประสิทธิภาพอยูแลว การศึกษา
สวนใหญพบวา Annual Lag-one Serial Correlation มีความสําคัญตอผลลัพธมาก  นอกจากนี้คุณสมบัติทาง
สถิติอ่ืนๆ ท่ีควรตองรักษาไวสําหรับแบบจําลองรายป คือ Lag-two Serial Correlation และดรรชนท่ีีแสดงถึง 
Long- Term Persistence  แบบจําลองรายเดือนหรือแบบจําลองแบบ Periodic  ปกติตองรักษา 2-3 log 
Periodic  Correlation ไว แตอาจไมจําเปนตองรักษาคุณสมบัติทางสถิติรายป แบบจําลอง Disaggregation    
มีขอดีคือสามารถรักษาคุณสมบัติไดมากกวา 1 ระดับ 
 
 9.2.2 การรักษาคุณสมบัติทางสถิติของอนุกรมเวลาตัวอยาง (Preservation of Historical 
Statistics) 
 ส่ิงสําคัญท่ีกลาวถึงในการจําลองทางสโตแคสติก คือเร่ืองของ Parsimony ของพารามิเตอร ซ่ึง
เกี่ยวของกับการเลือกพารามิเตอรท่ีมีความสําคัญ โดยไมจําเปนตองมีจํานวนพารามิเตอรมากเกนิไป จน
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จํานวนขอมูลท่ีมีไมสามารถประมาณคาพารามิเตอรท่ีแมนยําได การที่ไมสามารถรักษาคุณสมบัติของ 
Parsimony ได จะทําใหแบบจําลองไมสามารถสังเคราะหอนกุรมเวลาท่ีมีความแปรปรวน (Variability) 
ตามท่ีตองการได  
 คาสถิติบางตัวของอนุกรมเวลา บางตัวอาจมีคาไมตางจากศูนย ซ่ึงแสดงวาไมจําเปนตองรักษา
คุณสมบัติในอนุกรมเวลาท่ีสังเคราะหใหม 
 
 9.2.3 วัตถุประสงคในการสังเคราะหขอมูล (Propose for Generation) 
 การเลือกเทคนิคในการจําลองทางสโตแคสติก ไมเพยีงเกี่ยวของกับคุณสมบัติทางสถิติอนุกรมเวลา
เทานั้น แตยังเกีย่วของกบัวัตถุประสงคในการนําขอมูลสังเคราะหไปใชงานดวย โดยท่ัวไปควรเร่ิมจาก
แบบจําลองท่ีงายๆ เชน AR(p) กอน ไมควรเลือกใชแบบจําลองท่ีซับซอนจนเกินความจําเปน และพึงจําไววา
เทคนิคแตละเทคนิคมีความเหมาะสมกับการประยุกตใชงานแตละประเภท 
 
 9.2.4 ความออนไหวหรือความไวของผลลัพธ (Sensitivity of Results) 
 การเลือกรูปแบบของแบบจาํลองจะมีผลตอการสังเคราะหขอมูลมากนอยเทาใด อาจประเมินไดยาก 
ดังนั้นจึงตองพิจารณาถึงความออนไหว หรือความไวของผลลัพธ ถาแบบจําลองนั้นใหผลลัพธท่ี
เปล่ียนแปลงมากขณะท่ี คาสถิติมีการเปล่ียนแปลงนอย แสดงวาแบบจําลองนั้นออนไหวตอคาสถิติตัวนั้น 
และโดยท่ัวไปขอมูลท่ีมีไมเพียงพอตอการประมาณคาสถิติท่ีแมนยําได ดังนั้นจึงจําเปนตองเลือกแบบจําลอง
ท่ีเหมาะสมกบัขอมูลท่ีมี เลือกคาสถิติท่ีตองการรักษาไวตามลักษณะขอมูลท่ีมี 
 

9.2.5 การวิเคราะหท้ังลุมน้ํา (Reginald Analysis) 
 ประเทศท่ีกําลังพัฒนามักประสบปญหาขอมูลนั้นไมเพยีงพอท่ีจะประมาณคาพารามิเตอรท่ีแมนยําท่ี
สามารถใหผลลัพธท่ีนาเช่ือถือหรือม่ันคงได (Reliable of Stable) และบางกรณีไมมีขอมูลสําหรับการ
ประมาณพารามิเตอรเลย กรณีนี้มี 2 ทางเลือก คือ (1) หาขอมูลท่ีขาดหายไปและ (2) ใชหลักการวิเคราะห
พารามิเตอรของลุมน้ํา หลักของการวิเคราะหท้ังลุมน้ํา คือสมมติวาพารามิเตอรมีคาคงท่ีหรือเปล่ียนแปลงไป
ตามพื้นท่ีหรือลุมน้ํา ตามสมมติฐานนี้จะคํานวณคาพารามิเตอรจากสถานท่ีท่ีมีขอมูล แลวทําการ Interpolate 
เพื่อสรางเสน Contour ของพารามิเตอร วธีินี้สามารถใชกับน้ําฝน อุณหภูมิ แตไมสามารถใชไดกับอัตราการ
ไหลเนื่องจากอัตราการไหลเปล่ียนแปลงไปตามขนาดพ้ืนท่ีลุมน้ํา รูปรางลุมน้ํา และรูปแบบการวางตัว 
(Orientation) ของลุมน้ํา  
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9.3 การประยุกตใชแบบจําลอง (Model Application) 
  

อนุกรมเวลาท่ีสังเคราะหข้ึนตามหลักการของสโตแคสติก สามารถใชในการศึกษาแทนอนุกรมเวลา
ตัวอยาง (Historical Data) และซ่ึงอาจใหคําตอบท่ีแตกตางจากการวิเคราะหโดยใชอนกุรมเวลาตัวอยาง 
อยางไรก็ตามผลลัพธจะออกมาเปนเชนไร ข้ึนอยูกับ Time Dependence และ/หรือ Space Dependence ของ
อนุกรมเวลา ในหัวขอนี้จะกลาวถึง แนวทางการนําแบบจาํลองสโตแคสติกไปประยุกตใชงานในดานตางๆ   
 
 9.3.1 การหาขนาดอางเก็บน้ํา (Reservoir Sizing Studies) 
 ตัวอยางการนําแบบจําลองสโตแคสติกไปประยุกตใชงานท่ีสําคัญคือ การหาขนาดอางเก็บน้ําขนาด
ใหญ ซ่ึงมีความสามารถเก็บกักน้ําไวใชงานไดนานกวา 1 ป หรือท่ีเรียกวา Annual Carryover หลักการใน
การคํานวณหาขนาดอางเก็บน้ําจะสัมพนัธ yield หรือพูดงายๆ วา ความจุ และ yield (ผลผลิต) นั้นมี
ความสัมพันธกัน และยังสัมพันธกับตัวแปรหรือปจจัยอ่ืนๆ เชน ความตองการใชน้ํา (Potential Demand) 
ของพื้นท่ีบริการธรณีวิทยาและภูมิศาสตรของทําเลที่ต้ังอางเก็บน้ํา คากอสราง ซ่ึงปจจัยเหลานี้จะมีผลตอ
ขนาดอางเก็บน้ําท่ีเหมาะสมในเชิงเศรษฐศาสตร 

 วิธีการหาขนาดอางเก็บน้ํานี ้ โดยปกติจะใชอนุกรมเวลาตัวอยาง และปกติจะเลือกใชเฉพาะขอมูล
ในชวงวิกฤติ (Critical Period) ชวงวกิฤติในท่ีนี้จะหมายถึง ชวงเวลาท่ีปริมาณนํ้าท่ีไหลเขาอางและความ
ตองการใชน้ํามีความแตกตางกันมากท่ีสุด แตการใชขอมูลชวงวิกฤต หรือการใชอนกุรมเวลาตัวอยาง จะทํา
ใหไมทราบคาความเส่ียงท่ีระบบไมสามารถทํางานได (Risk of Feature)  

 กระบวนการหาขนาดอางเก็บน้ําจะเกีย่วของกับ Economic Optimization เปนสําคัญ ซ่ึงจําเปนตองมี
ขอมูลเชิงตัวเลขท่ีนาเช่ือถือได และมีความถูกตองแมนยําสูง และขอมูลปริมาณการไหลของน้ําเขาอางเปน
หนึ่งในขอมูลท่ียากตอการแจกแจงท่ีถูกตองแมนยํา ดงันั้นการใชแบบจําลองสโตแคสติกสังเคราะหขอมูล 
เพื่อการหาขนาดอางเก็บน้ําจงึเปนทางเลือกท่ีสําคัญอันหนึ่ง 

 
 9.3.2 การศึกษาการปฏิบัติการอางเก็บน้ํา (Reservoir Operation Studies) 
 การศึกษาการปฏิบัติการอางเก็บน้ํา คือวิธีการในการหาแนวทางในการจัดการอางเกบ็น้ํา หรือการ
ประเมินผลของนโยบายหรือแผนการปฏิบัติการอางเก็บน้ําท่ีใชงานอยู การสังเคราะหขอมูลอนุกรมเวลาจะ
ทําใหสามารถประมาณความนาจะเปนท่ีการปฏิบัติการอางเก็บน้ําจะลมเหลว (Facture) ดังนั้น       ในการหา
กลยุทธการปฏิบัติการอางเก็บน้ําท่ีดีท่ีสุด (Optimal Operation Strategy) จึงตองผนวกเทคนิคทาง สโตคลา
สติกเขาไป การ Optimization Scheme 
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9.3.3 การศึกษาลุมน้ํา (Basin-Wide Studies) 
 การศึกษาลุมน้าํ คือการหาวิธีการปฏิบัติการของระบบอางเก็บน้ํา หรือการประเมินผลการ
ดําเนินงานของโครงการแหลงน้ําในลุมน้ํา หลักการบริหารจัดการน้ําแบบบูรณาการท่ีเรียกวา Total Water 
Management หรือ Integrated Water Resource Management  หรือ Comprehensive Basin Planning ถือเปน
หลักการที่เปนท่ียอมรับกันโดยท่ัวไปในการพัฒนาโครงการแหลงน้ํา หรืออางเกบ็น้ําใหมในลุมน้ํา ตาม
หลักการนี้จําเปนตองมีการประเมินเปรียบเทียบผลประโยชนและคาลงทุน กรณี With and Without Projects  
และการประเมินจะไมจํากดัเฉพาะผลประโยชนและคาลงทุนของโครงการนั้นเทานั้น แตตองประเมินผล
ประโยชนและคาลงทุนท่ีเกิดกับท้ังลุมน้ําดวย เนื่องจากโครงการใหมจะมีผลกระทบตอท้ังลุมน้ํา เชน ถามี
การพัฒนาโครงการชลประทานบริเวณตอนบนของลุมน้าํ จะทําใหมีปริมาณสําหรับการผลิตกระแสไฟฟา
พลังงานและใชน้ํานอยลงในพื้นท่ีทายน้ํา แตในทางกลับกันอางเก็บน้ําท่ีสรางในพ้ืนท่ีตอนบนของลุมน้ําจะ
ชวยทําใหปริมาณน้ําท่ีพืน้ท่ีลุมน้ําตอนลางไดรับมีความแนนอนและม่ันคงมากข้ึน ซ่ึงถือเปนผลดีของการ
สรางอางเก็บน้ํา ในการศึกษาจําเปนตองใชขอมูลอนุกรมเวลาท่ีสังเคราะหข้ึนใหม เพื่อจะไดสามารถ
วิเคราะหคาความเส่ียงตางๆ ได 
 
9.4 ขอจํากัดของแบบจําลอง (Model Limitations) 
 แบบจําลองสโตแคสติกท่ีมีการพัฒนาข้ึนใหมจะแกไขขอบกพรองในแบบจําลองเกา แตสวนใหญก็
ยังมีขอจํากดัในการใชงาน ซ่ึงขอจํากัดบางขอก็ยังเปนท่ีถกเถียงกนัอยู หรือไมมีความสําคัญมากนัก และ
ปญหาเร่ือง Parsimony ของพารามิเตอร ยงัเปนอุปสรรคตอการพัฒนาแบบจําลองในปจจุบัน    
 
 9.4.1 Short-and Long-Term Persistence  
 ความจาํเปนในการรักษาคุณสมบัติเกีย่วกับ Long -Term Persistence ของอนุกรมเวลา ยงัเปนท่ีถกเถียง
กันอยู เชน จะใชคาอะไรเพือ่แสดง Long -Term persistence ของอนกุรมเวลา จะจดัการอยางไรตอ Bias ใน
คาสถิติ และตองใชขอมูลยาวนานเทาใดเพือ่การประมาณคาสถิติดังกลาว ดงันัน้ในหนังสือเลมนี้จึงไมไดเนน
การพฒันาแบบจําลองท่ีรักษาคุณสมบัติของ Long -Term Persistence  
 ท้ังแบบจําลอง AR และ ARMA สามารถรักษาคุณสมบัติของ Short-Term Persistence    ไดเปน
อยางดี ถึงแม ARMA สามารถรักษาคุณสมบัติของ Long-Term Persistence ได แตกสู็ญเสียความสามารถใน
การรักษาคุณสมบัติของ Short-Term  Persistence  บางสวน ทําใหไมสามารถรักษาคุณสมบัติของ Short-
Term  Persistence  ท่ีมี Lag มากกวา 1 ไดดีเทาแบบจาํลอง AR  และโดยท่ัวไป Correlation ท่ีมี  Lag มากๆ 
มักไมเหมาะกับการสังเคราะหขอมูลใหม (Generation of Data)  
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9.4.2 ขอจํากัดของแบบจําลองแบบ (Periodic) 
 ตามทฤษฎีแลว แบบจําลองแบบ Periodic ซ่ึงสามารถรักษาคุณสมบัติทางสถิติรายปไดอยาง
อัตโนมัติเปนส่ิงท่ีตองการ แตส่ิงสําคัญคือการวิเคราะหเพื่อระบุกระบวนการตามธรรมชาติท่ีแทจริงของ
อนุกรมเวลา และการฟดแบบจําลองแบบ Periodic ใหเขากับอนกุรมเวลาอยางถูกตองแมนยํา ซ่ึงถาทําได
แบบจําลอง Periodic ก็จะสามารถรักษาคุณสมบัติทางสถิติรายปได ในทางตรงกนัขาม ถาไมสามรถระบุ
กระบวนการตามธรรมชาติ หรือการฟดแบบจําลองไมแมนยําก็จะทําใหเกิดปญหาในการรักษาคุณสมบัติ
ทางสถิติรายปได ซ่ึงถาเปนเชนนั้นจะถือเปนขอจํากัดท่ีสําคัญของแบบจําลองแบบ Periodic 
 การประมาณคาพารามิเตอรของแบบจําลอง Periodic จะยุงยากกวาการประมาณคาพารามิเตอรของ
แบบจําลองรายป (Annual Model) เนื่องจากแบบจําลอง Periodic มีพารามิเตอรมากและมักมีปญหาเกีย่วกับ 
Parsimony ของพารามิเตอร วิธีการ Smooth คาสถิติ เชน Fourier Series Estimate จะชวยแกปญหาเกีย่วกับ 
Parsimony ของพารามิเตอร 
 
 9.4.3 ขอจํากัดของแบบจําลอง Disaggregation 
 แบบจําลอง Disaggregation  มีขอดีคือการเพ่ิมความคลองตัว (Versatility) เขาไปในกระบวนการ
จําลอง แตมีขอเสียท่ีสําคัญคือ มีพารามิเตอรมากเกินไป เม่ือเปรียบเทียบกับขอมูลตัวอยางท่ีมี จึงตองระวัง
เร่ือง Parsimony  
 ยิ่งกวานั้นถามีการแปลงขอมูล (Tramsform Data) อาจทําใหไมสามารถรักษาคุณสมบัติของ
แบบจําลองได เชน ถาใชแบบจําลอง Disaggregation ในการสังเคราะหขอมูลรายเดือน โดยมีอนุกรมเวลา
รายปเปนอนกุรมเวลาหลัก ผลรวมของอนุกรมเวลารายเดือนท่ีสังเคราะหข้ึนมาอาจรวมแลวไมเทากับ
อนุกรมเวลารายป ถามีการแปลงขอมูล และโดยท่ัวไปอนุกรมเวลาทางอุทกวิทยาไมไดมีการแจกแจงแบบ
ปกติ แตแบบจาํลองสโตแคสติกตองการอนกุรมเวลาท่ีมีการแจกแจงปกติ และจําเปนตองมีการแปลงอนุกรม
เวลาตัวอยาง (xt) ใหเปนอนกุรมเวลาท่ีมีการแจกแจงแบบปกติ (yt) ซ่ึงตองทําดวยความระมัดระวัง 
 
 9.4.4 สรุป 
 ตําราเลมนี้กลาวถึงข้ันตอนท่ีใชในทางปฏิบัติในการจําลองอนุกรมเวลาทางอุทกวิทยา การสราง
แบบจําลองท่ีกลาวถึง จะครอบคลุมเฉพาะแบบจําลองท่ีเปนท่ียอมรับและใชงานกนัโดยท่ัวไป 

 เทคนิคการจําลองทางสโตแคสติก สามารถแบงออกไดเปน 3 ข้ันตอน คือ 
 ข้ันท่ี 1 การเตรียมขอมูล ซ่ึงไดแกการเติมขอมูลท่ีขาดหายไป หรือการตอขยายขอมูล และการ
ตรวจสอบการเปล่ียนแปลงของอนุกรมเวลา 
 ข้ันท่ี 2 การสรางแบบจําลองทางคณิตศาสตร ซ่ึงตําราเลมนี้ไดกลาวถึงการจําลองทางคณิตศาสตรไว
อยางละเอียด 
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 ข้ันท่ี 3 การประยุกตใชงาน ซ่ึงรวมถึงเทคนิคในการสรางแบบจําลองและการนําเสนอผลลัพธ 
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