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����� 1 

����	  

INTRODUCTION 
 
1.1 ��	��	 (Introduction) 

 
���������	�� Deterministic ������������������������������  !"#�$�%�&'�($�%�&'�(�)�*%�(

	�'��� &�*!��&'�(+,'� �%��-�.��+(/�#����� 1  %������!���1 2�&���!*�����+��1& 10% �-�5�������
�6����$�%�'��-�5���+(/�+�'�7���� 5 9:;%�(<�%� =>�(	*�*'�(5�����������	���2*	��*/�(Stochastic) =>�(
�-�5�$�'���������+��$�%�&'�(	�'�&6��'��  !"#�5������+9E��&'�($� +"�&(	*'���������5��#/��&����
�'�5�+9E�;�(�  !"#��!1�F$�%2�&7,%�GHI������'�5�+9E� &�*!��&'�( �-���������5����	�'����'�
�!*�����+��1&��� 5 9:;%�(<�%�5����'�+�'�$� 	*'���������$�%�'���2�������<����%�&+�'�7�����!*��
���+��1&5��)(<���*�6���'� 10 %  

7��6���(+��&��!� ����6�������	��7���(�/J����� +,'�������	�����	 �+�� 7,%���������
��( Deterministic +"���7<%������	���6�$�%('�& 2�&����6�� ����/+����<��16�<�!�����-�$9�6����<�
	�(+K���	 �2�+��*�*���)*� �6�<�������������!�	�(;�(������*	 �+< L� �L���������	��<�
;���	 �;���+< L�+��/�;�(���	 �+��$�%*��;%��6�<��7�������	������6�<��7<% 	*'7�����+9E�
5�/(	 %��'��16�<�!�����-�	 �����������7�����!�	�(;�(�!��-5�/($�'7,'*!�	9�	�� Deterministic $�'
���������������'�5�/(���5�+�/�;>1�$�% �!(�!1�7�������	����(�/J�����5>(*%�(������6�<���'�����
9 ��M!& (Safety Factor) 7�������	��+"�����(�!�����$�'	�'��������5+�/�;>1� +,'�����6�<��7<%7,% fc 
+�'��!� 0.45fcS <��� fs +�'��!� 0.5fy +9E�*%�  

������	����(�/J�����, 9�����7�9T55-�!� ��(�'��&!(�6�������	��*��< !����	�� 
Deterministic 	��('�&F 2�&$�'$�%�����"/5�����>(;%�+�L55�/(�'�*!�	9������� *'�������	���'��7<U'
+9E�*!�	9��2*	��*/� +,'�����6�������	��;����'�(+�L��16�2�&7,%;%��) 9�/����16�.�-�16��'�7����* 
	 �����*%�(����16�����/+����<�$�% 2�&$�'�����'�;����'�(+�L��16�������	���!1�������+���&( ���5�+�/�
;����16�����%�&+�'�7� ���'��!�9���/�#/W����9 ��M!&�)(<���*�6�+�'�7� ����%�&+�'�7� �!(�!1�����/+����<�
	 ����56� �(��(�2*	��*/�5>(+9E��/,�����'�J>�H��%���%� +"���7,%+9E�+�����(���7�����!(+����<�;%��) 
7<�' =>�(5���9��2&,��7����56� �(���������;�(�'�(+�L��16�������	���'�������+���&(*'����+�/����
;����16�+�'�7� ���*%�(+"����'�����9 ��M!&����%�&+�'�7� +�'����"������7,%29�	����6�+�L5�)9+"������
�!(+����<�;%��)  +"����6�$97,%7����56� �(����������!��%�( 	*'���7,%&!(56��!� 	 ��)%7,%�'��7<U'&!(;��
�����)%����+;%�75< !��GHI���(�2*	��*/� 29�	����6�+�L5�)9����/&�7,%$�%	�' HEC-4 
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1.2 � !�"��	 #$%&�#%'� (Stochastic Process) 
 

�%�7<%  X ���*!�	9��-'� (Random Variable) 2�&�� f(x) +9E�bT(��,!�����	5�	5(�����'�5�+9E� ( Probability 
Distribution Function) 	 � X ���'��&)'��<�'�(�'�;��56��!� '�(	 �;��56��!���<��� lower x < x <upper x. 
 
+=�;�(�'��!(+�*;�( xt={x1, x2, .. , xn} +���� t ����/*/;�(+� �<�����&���(<�������F 
�%� t ���+� �    
xt �����-���+� � (Time Series)  
+=�;�(�'��!(+�*�����5������������2*	��*/�+��&��'�Realization of Stochastic Process 
 
����������2*	��*/� ��� +=�;�(*!�	9��-'� {Xt: X1, X2, .. ,Xn} 

X1 = *!�	9��-'� =>�(�� f(x1) +9E�bT(��,!�����	5�	5(�����'�5�+9E�  
X2 = *!�	9��-'�2�&�� f(x2) +9E�bT(��,!�����	5�	5(�����'�5�+9E� 
. 
Xn = *!�	9��-'�2�&�� f(xn) +9E�bT(��,!�����	5�	5(�����'�5�+9E� 
f(x1, x2, , xn) =  bT(��,!�����	5�	5(�����'�5�+9E��'��;�(< �&*!�	9��-'� (Joint Probability 
Distribution Function) 

	��56�5�(=>�(�#/��&2��(��%�(�����'�5�+9E�;�(+=�;�(�'��!(+�* {x1, x2, .. , xn}+��&��'�	��56� �(�2*
	��*/� (Stochastic Model) 
 
1.3  /0&��123� !�"��	 #$%&�#%'� (Types of Stochastic Process) 

 

�)9	��;�(����������2*	��*/�������	�'(���$�%+9E�< �& !�H���!(��1 
- Discrete vs. Continuous Process 
- Independent vs. Dependent Process 
- Stationary vs. Non-stationary Process 

 
1.3.1  � !�"��	 #$%&�#%'�&�� Discrete vs. Continuous  

Discrete Process �������������2*	��*/�������'�$�'*'�+����( +,'�56�����!����.�*�7�	*' �9: (No. 
of Rainy Days Per Year) ;����� Continuous Process �������������2*	��*/�������'�*'�+����( +,'� 
9�/���.���&9:+9E�*%� 2�&�!��$9;%��) �-���/�&�5�������!��>�7�,'�(+� ����$�'*'�+����( (Discrete Time)
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+,'� ��&9: ��&+���� ��&�!� 	*'�������6���" v�*+9E����b$�%�!1(	��*'�+����(	 �$�'*'�+����( �!(�)9��� 1.1 
	 �9�/���.� �16��'� �����+<&���������!��>����,'�(+� �$�'�'�5�+9E���&9: ��&+���� ��&�!�<�����&,!��2�( 
�!(�)9��� 1.2 ����'�+9E�;%��) �����5������������2*	��*/�	��*'�+����( (Continuous Process)  

 

 
 

�)9��� 1.1 Two realizations of stochastic processes  

(a) plotted at discrete points in time (b) plotted as continuous lines. 
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(a) Rainfall Time Series 

 
(b) Evaporation Time Series (c) Runoff Time Series 

�)9��� 1.2 Different Time Series of Rainfall, Evaporation and Runoff  
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1.3.2 Independent(Purely Random) vs. Dependent Process  
 
����������2*	��*/�	���/��� (Independent) 	 �	��$�'�/��� (Dependent) 5�"/5����$�%5��

�-����!*/;�(bT(��,!�����	5�	5(�����'�5�+9E��'��;�(< �&*!�	9��-'� (Joint Probability Distribution 
Function) �!(��1  

�%� f(x1, x2, w, xn) = f(x1)f(x2)w..f(xn) <���bT(��,!�����	5�	5(�����'�5�+9E��'��;�(< �&*!�	9��-'� 
+�'��!�� �)�;�( Marginal Distribution 	��(�'�+9E� Independent Process 

�%� f(x1,x2,w,xn) = f(x1)f(x2/x1)f(x3/x1.x2)w..f(xn/x1.x2w..xn-1) <���bT(��,!�����	5�	5(�����'�5�+9E�
�'��;�(< �&*!�	9��-'� +�'��!�� �)�;�( Conditional Distribution 	��(�'�+9E� Dependent Process =>�(
����;�( Dependent Process ������	�'(���$�%+9E� 2 	����� 

 
- Serially Dependence Stochastic Process (Time Dependence) <��������������(�2*	��*/����

;>1��&)'�!�+� �  
- Spatially Dependence Stochastic Process (Area  Dependence) <��������������(�2*	��*/����

;>1��&)'�!�"�1���� 
 

�-����!*/��(��/*/���������	��(7<%+<L��'���-���+� �+9E�	���/���<���$�' ���bT(��,!��<�!�"!�#�
7�*!�+�( <��� Autocorrelation Function(ACF) *!��&'�( ACF ;�( Stationary Dependent and Independent 
Series 	��(�&)'7��)9��� 1.3 
 



 

�)9��� 1.3 Autocorrelation 

 

 

Autocorrelation Function of Dependent Series (zt) and Independent 
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ndependent Series (εt) 
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1.3.3 Stationary vs. Non-stationary Process 
 

���������	�� Stationary �������������2*	��*/�=>�("����/+*���+,'� µ, σ2, ρ $�'+9 ��&�	9 (
$9*��+� � 7���(� !��!����������	�� Non-stationary ������������=>�("����/+*���+9 ��&�$9*��
+� � 9���|�����+,'� Trend, Jump <��� Seasonal Variations ����(��9�����;�( Non-stationary ���
������+<L�$�%7���-���+� � �!(�)9��� 1.4 
 

 

 
�)9��� 1.4 Stationary and Non-stationary Time Series. 
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�'�9�����;�("����/+*���;�(9�/������$< ;�(�16���&�!�7�	�'�16� Boise 	��(7<%+<L��'�
�'�+K ��& �'��'��+���&(+����*�~�� �'�����+�% 	 � Lag 1 ACF +9 ��&�	9 ($9*��+� � <���+9E� Non-
stationary Process �!(�)9��� 1.5 

 

 
�)9��� 1.5 Statistical estimates of daily flows of 40 years long sample of Boise river near Twin 

Springs, Idaho, USA. 
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1.4 23�<0 !�2�1232�=� >?"@	 (Components of Time Series) 

 

��-���+� �9������%�&�(��9���������6��!U 4 �(��9�������� Trend, Periodic, Catastrophic 
	 � Random �!(�)9��� 1.6 	 �������+;�&�+9E��������-���+� �$�%�!(�������� 1.1  
 

Y(t) = Y1(t) +  Y2(t) +  Y3(t) +  Y4(t)                                                       [1.1] 
+���� Y(t) = ��-���+� � 
Y1(t) = Trend 
Y2(t) = Periodic Component 
Y3(t) = Catastrophic Component 
Y4(t) = Random Component 

 

 
�)9��� 1.6 Components of Time Series 
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Autocorrelation Function (ACF) <���+��&�����&'�(<�>�(��� Correlogram ;�(����������2*	�
�*/�	��*'�(F	��(�&)'7��)9��� 1.7 �'���)9��� 1.8 	��(���" v�*+9��&�+��&���<�'�(��-���+� �	 � 
ACF ;�(��-���+� �	��*'�(F ACF ����-����!*/����6��!U;�( Periodic Time Series +�����/+����<���-���
+� �7� Time Domain  �'�� Spectral Density Function ����-����!*/����6��!U;�( Periodic Time Series +����
�/+����<���-���+� �7� Frequency Domain  �)9��� 1.9  	��( ACF 	 � Spectral Density Fucntion ;�( 
Periodic Time Series ������� Remove Periodic Components ����� Frequency *'�(F  

 

�)9���  1.7 Correlogram or ACF Showing Independent, Markov Process and Periodicity 
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(a) Stationarity 

  

(b) Trend 

  

(c) After Removing Trend From (b) by Differencing 

�)9��� 1.8 Characteristics of Time Series and Correlogram for Different Types of Time Series 

Time Series Plot
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(d) Cycle/periodicity 

  

(d) Jump 

�)9��� 1.8(*'�) Characteristics of Time Series and Correlogram for Different Types of Time 

Series 
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 (a) ACF After Removing Periodicity (Time domain) 

 
�)9��� 1.9 ACF and Spectral Density Function after Removing Periodicity 
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 (b) Spectral Density Function after Removing Periodicity (Frequency domain) 

 

�)9��� 1.9(*'�) ACF and Spectral Density Function after Removing Periodicity 

 
1.5  �=B#>�C%'DEF�G	�123� !�"��	 #$%&�#%'� (Basic Properties of Stochastic Process) 
 
7<% {Xt}= +=�;�(*!�	9��-'�<��� Stochastic Process 
 

E(Xt) = µt : t=1, 2, …., N       [1.2] 
 

VAR(X t) = σ2t : t=1, 2, …. , N      [1.3] 
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COV(Xt,Xt-k) = 
ktx,tx −

σ : t=1, 2, …. ,  N         [1.4] 

+���� 
ktx,tx −

σ ��� Lag k Autocovariance 

 

)).VAR(XVAR(X

)X,COV(X

k-tt

k-tt=ρk             [1.5] 

 

+���� ρk ��� Lag k ACF �!(����� (2.5a,2.5b) of Salas et al.(1980) 

ACF <��� Correlogram <��� Serial Correlation Coefficients ���"���/+*������7,%�!������!�"!�#�
+,/(+�%� (Linear Dependence) ;�(����������2*	��*/�  
  

*�����$�%� '����	 %� ����������2*	��*/�	�� Stationary ���������������"����/+*���  
µ, σ2, ρ $�'+9 ��&�$9*��+� � =>�(������	�'(���$�%+9E� 2 	��*���-����!*/;�("����/+*��� ��� First 
Order Stationary 	 � Second Order Stationary �!(*���(��� 1.1 
 

%	 	3���  1.1 Different Types of Stationary Processes 
First order stationary process  µt   = µ = constant 
Second order stationary process  µt   = µ = constant and σ2t = σ2 = constant 

- Weak stationary (weak sense)   ….second order stationary 
- Strong stationary (strict sense)  
 
 

….second order stationary + other parameters 
such as correlation coefficient are not varied 
with time. 

 
����������2*	��*/���5+9E� Stationary +����"/5����5��"����/+*���*!�<�>�( 	*'��5+9E� Non-
stationary +����"/5����5��"����/+*���*!����� 
 
��-9 ����������2*	��*/�������	�'(���$�%+9E�9��+M�*'�(F�!(*���(��� 1.2  
 
%	 	3���  1.2 Classification of Stochastic Processes   
Deterministic Vs. Stochastic  
Discrete Vs. Continuous  
Independent Vs. Dependent 
Stationary Vs. Non-stationary 
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1.6 &��J�	@232�=� >?"@	&��3K	L (Simple Time Series Model) 

 ��� xt = Independent Time Series with ƒ(x;θ) 

 xt  = µ+σεt  ;       t = 1, 2, ………     [1.6] 

 εt   = 
σ
µ−tx

 +9E� Independent Series  

=>�(�� Mean = 0 and Standard Deviation = 1  

 µ, σ = Constant Parameters (do not vary with time)  
 

	��56� �(5�+9E� Stationary �%�"����/+*������'��(��� 

 xt = Dependent Time Series 

 εt   = 
σ
µ−tx

  

 εt   = φεt-1 +ζt       [1.7]   
  

εt   = Dependent Series with Mean = 0 ; Standard Deviation = 1 
 ζt = Independent Series with Mean = 0 and Variance = ( 1− φ2 ) 
 
 

����� 1.7 ����)9	��56� �(�2*	��*/�	�� Autoregressive =>�(+9E�	��56� �(	��('�& �) 
Yevjevich (1963), Thomas (1965), Fiering (1967)  

	��56� �(�2*	��*/����=!�=%�����;>1���� Autoregressive and Moving Average (ARMA) �) Ο’ 

Connor (1976)  

Joint Physical and Statistical Analysis  ;�(	��56� �( 
AR(1)-First Order Autoregressive Model 

 7<%  Yt = Time Dependent Annual Runoff Series 
  Υt−Y   = φ(Υt −Υ) +εt   

   φ = Autoregressive Coefficient. 
  εt   = Independent Statistical Component or White Noise.  
  

Firing (1968) $�%"/�)5��7<%+<L��'��!*�����$< ;�(�16�7���(�16��������#/��&$�%�%�&	��56� �(  
ARMA(1,1) �!(�)9��� 1.10 
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�-9��� 1.10  Conceptual Representation of the Precipitation-Stream Flow Process 

(Salas and Smith. 1980a) 
 
 	��56� �( Streamflow  

Ζt = C.St-1 + d.Xt        [1.8] 

 +���� 
 Ζt = Annual Stream Flow  
 c.St = Groundwater Contribution 
 d.Xt = Surface Runoff 

5������� Continuity Equation �6�<�!� Groundwater Storage 
 

 St = St-1 + aXt − cSt-1      [1.9] 
 St = (1−c)St-1+ aXt       [1.10] 

5������� [1.8] 	 �[1.10] 5�$�% 

 Ζt = (1−c)Zt-1+ dXt − [d(1−c) − ac]Xt-1    [1.11] 

+���� 9�/���.���&9: (Xt) ��� Independent Series 
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	��56� �( ARMA (1,1)  
          θο = −1 
  

Ζt = φ1 Ζt-1 − θοεt  − θ1εt-1   
     
                                                            Independent (Moving Average) 

     Dependent (Autoregressive)          

 "/�)5�� 

 5���������� [1.8] 

 Ζt  = cSt-1 +  dXt      [1.12]  
 Ζt-1  = cSt-2 +  dXt-1      [1.13] 

 [1.9] x (1-c) 

 (1-c) Ζt-1 = c(1−c)St-2 +  d(1−c)Xt-1            [1.14] 

 [1.12]−[1.14] 

 Ζt − c(1-c)Ζt-1  =  c St-1 −c(1-c) St-2 +  dXt−d(1−c)Xt-1          [1.15] 
 Ζt  =  c(1−c) Ζt-1+ cSt-1−c(1-c)St-2+  dXt−d(1−c)Xt-1  [1.16] 

 5���������� [1.12] 

 St = (1−c)St-1+ aXt 

 St-1 = (1−c)St-2 + aXt-1  
cSt-1 = c(1−c)St-2 +  acXt-1               

cSt-1 - c(1−c)St-2 =  acXt-1               [1.17] 

 	���'������ [1.17] 7� [1.16] 

  Ζt =   c(1−c) Ζt-1+ dXt− [d(1−c)−ac]Xt-1 

  Ζt = φ1 Ζt-1 − θοεt − θ1εt-1       [1.18] 

   ����� [1.18] +9E� ARMA (1,1) +���� θο = −1    

 

 	

��
������	��������	

��
�������
�
�����
����������
����������
 ���
���������
!

�����
 ���
������"�����������
���#�� 	*'$�'$�%<��&�����'�5�*%�(��%�(��-���+� ����+<������-���
+� �7����*�-�9����� +,'����2� � (Cloning) 
 
 



 1-19

1.7 �K	#O'%'P@C�123&��J�	@23#$%&�#%'�&��3K	L (Main Statistics of Simple Stochastic Model) 

(1) Mean (µ)………………………………less uncertain 

(2) Standard  Deviation (σ)……………….less uncertain  

(3) Skewess Coefficient (γ)……………….highly uncertain 

(4) Autocorrelation Coefficient (ρk)……...very uncertain for small N 

(5) Other statistics of hydrologic time series 

- range (storage capacity) 

- run (drought) 

- rescaled range 

 

1.8 &��J�	@23#$%&�#%'� (Stochastic Models) 

 

7�+�����,-���15�� '���>(	��56� �(;�(��-���+� ��!1( Annual Time Series 	 � Periodic Time 
Series �!(	��(7�*���(��� 1.3  

 
%	 	3���  1.3 Importants Stochastic Models to be included in this Handouts 

(1) AR(p)                                                                    Chapter 4 

(2) ARMA(p,q) Chapter 5 

(3) ARIMA(p,d,q), Seasonal ARIMA(P,D,Q)W ,  
      Multiplicative ARIMA(p,d,q)x(P,D,Q)W 

Chapter 6 

(4) Multivariate AR(p) Chapter 7 

(5) Disaggregate  Chapter 8 
 
1R2J�	�CS123&��J�	@23 (Limitations of Model) 

(1) $�'������ Reproduce Short Term Dependence 

(2) $�'������ Reproduce Long Term Dependence 

(3) ���9������'�"����/+*���������&-'(&�� 

(4) ��;%�56��!�7���� Generate ;%��) 7<�'56�������F 

(5) ;��"�1�~����(�%����&M�" (Physical Basis) 
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(6) ��"����/+*������+�/�$9 

 

1.9 Systematic Approach #�	P C��	 J�	@232�=� >?"@	�	32=��"'�L	 

 
Systematic Approach �6�<�!����56� �(��-���+� ���(�-���/�&�9������%�& 6 ;!1�*���!(��1 (�)�)9��� 

1.11)  
(1) ���<��'��9�����;�(	��56� �( (Identification of Model Composition) 

a. Univariate <��� Multivariate Model 
b. Combination of Univariate and Disaggregation  
c. Combination of Multivariate and Disaggregation 
d. �'��9�����;�(	��56� �(;>1��&)'�!��-� !�H��;�(����	< '(�16� �-� !�H��;�(��-���

+� � 	 �����+<L�;�(�)%��%�(	��56� �( (ModelerSs Input) 
e. &�*!��&'�( +,'��%�*%�(����!(+����<���-���+� �;�(9�/����16����$< +;%������'�(+�L��16���&

+���� ��(+ ���7������%�(	��56� �(��5+9E� (1) 56� �(9�/����16����$< +;%������'�(+�L��16�
��&+�����%�& Multivariate Model <��� (2) 56� �(9�/����16����$< +;%������'�(+�L��16���&9:
�%�& Multivariate Model 	 %�7,% Disaggregation Model 	9 (9�/����16����$< +;%������'�(+�L�
�16���&9:+9E���&+����  <��� (3) 7,% Univariate Model 56� �(9�/����16����$< +;%�	*' ��'�(+�L�
�16���&+����	��+9E��/���	�'�!� ������15�7,%+�����'��!�9���/�#/W�<�!�"!�#���<�'�(�'�(+�L��16� 
(Cross Correlation Coefficient)$�'���!&�6��!U��(��/*/ 

(2) ���+ ���9��+M�	��56� �( (Selection of Model Type) 
a. AR 
b. ARMAw+<����!���-���+� �=>�( ACF ����'� � (�&'�(,%�F (Low Decaying Correlation) 
c. ARIMA 
d. ����F 

(3) ���<��)9 !�H��;�(	��56� �( (Identification of Model Form) 
a. <� 6��!� (Orders) ;�(	��56� �( +,'��'� p 	 � q 
b. *��5����'���-���+� ��� !�H��+�% (Skewed)<���$�' �%�+�% *%�(*��5���*'�$9�'���-���

+� �+9E�	�� Constant <��� Periodic �%�+9E�	�� Periodic *%�(�)�'����7,% Fourier Series 
�/+����<�<���$�' 

(4) ���9������'�"����/+*���	��56� �( (Estimation of Model Parameters) 
a. Method of moments 
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b. Method of maximum likelihood 
(5) ������������+<�����;�(	��56� �( (Testing Goodness of Fit of the Model) 

a. *��5"/�)5�� (Verify) �'�	��56� �(+9E�$9*�����*/~������6�<��<���$�' +,'� Residuals (ζt) 
+9E��/���	 ������	5�	5(	��9�*/  (Independence and Normality)  

b. *��5"/�)5�� (Verify) �'�	��56� �(+9E�*!�	�����+<�����;�(��-���+� �;�(�'��!(+�* 
(Historical Time Series)  
- *��5��� Model Correlogram +9��&�+��&��!� Historical Correlogram 
- *��5����'���/*/;�(��-���+� �����!(+����<�;>1�	 %�+9��&�+��&��!��'���/*/;�(��-���

+� �;�(�'��!(+�* +,'� �'�+K ��& �'�����	9�9��� �'�����+�% �'��<�!�"!�#� �'���/*/���
+���&��!�9�/����16�7��'�(+�L��16� (Storage Related Statistics) 	 ��'��'���/*/���+���&��!�����
	<%(	 %( (Drought Related Statistics) 

c. �%����*��5�������+<�����$�'�'��+����7�;%� a 	 � b *%�(9�!�+9 ��&��)9 !�H��	 �
,�/�;�(	��56� �(  

(6) ���9��+�/�����$�'	�'��� (Evaluation of Uncertainties) 
a. ����$�'	�'���;�(	��56� �( (Model Uncertainty) 

- ���������	*�*'�(��<�'�(�'���/*/����6����5����-���+� �����!(+����<�;>1�5��
	��56� �(��(+ ���*'�(F 

b. ����$�'	�'���;�(	��"����/+*��� (Parameter Uncertainty) 
- <����	5�	5(�����'�5�+9E�;�("����/+*��� 	 �7,%	��56� �(�!�"����/+*�������-'�5��

���	5�	5(�!1�  
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�)9��� 1.11 Systematic Approach for Time Series Modeling 

 
1.10 �	 0 !L=�%<�	 J�	@232�=� >?"@	�	32=��"'�L	 (Application of Time Series Modeling in 

Hydrology) 

 

(1) ����!(+����<���-���+� �7<�' (Generation of Synthetic Time Series) �6�<�!� 
- Reservoir Sizing 
- Risk of Failure 
- Planning Capacity Expansion 

(2) ���"&����� (Forecasting) 
- Short Term Planning of Reservoir Operation. 
- Real Time Operation 
- Operation of River Basin 
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- Planning the Operation During Ongoing Drought. 
 

1.11 # =0&��J�	@232�=� >?"@	���J!�@K	"OZ3[���%K	3\ 

 

����� 4 &��J�	@23 Autoregressive 

Annual AR(p) 

∑ ε+φ=
=

−

p

1j
t1tjt zz   

tt ξσ=ε ε   

+���� 

 zt  = Time Dependent Series with Normal Distribution and ( ) ( ) 1zVar;0zE tt ==  

tε   = Independent Normal Variable with Mean  =  0 and Variance  =  2
εσ  

p,φφ KK1   =  Autoregressive  Coefficients 
Periodic AR(p) 

τ,vz = ∑ ξσ+φ
=

τετ−ττ

p

1j
,vj,v,j z ;  τ=1,w..,w 

τ,vz  = Time Dependent Normal Variables with Mean = 0 and Variance  =  1 

τε ,v  = Independent Normal Variable with Mean = 0 and Variance  =  τεσ ,
2  

ττ φφ ,p,1 ,KK   =  Periodic Autoregressive  Coefficients 
 

 

����� 5 &��J�	@23 Autoregressive and Moving Average 

Annual ARMA(p,q) 

∑ ε∑θ−φ=
=

−
=

−

p

1j
jt

q

0j
jjtjt zz ; θ0= -1 

Periodic ARMA(p,q) 

∑ ∑ εθ−ε+φ=
= =

−τττ−τττ
P

1j

q

1j
j,v,j,vj,v,j,v zz ; θ0= -1, τ=1,ww 

 

����� 6 &��J�	@23 Autoregressive Integrated Moving Average 

Condensed Form ��� Multiplicative ARIMA(p,d,q)x(P,D,Q)w 

Φ(Bω)φ(B)(1-Bω)D(1-B)dxt=Θ(B
ω)θ(B)εt 
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Bxt=xt-1 : Backward Operator 
Bnxt=xt-n 
(1-B)xt=xt-xt-1 ; 1

st Order Simple Differencing 
(1-B)2xt=xt-2xt-1+xt-2; 2

st Order Simple Differencing 
(1-B)dxt= d

th Order Simple Difference 

(1-Bω)xt=xt-xt-ω ; 1
st Order Seasonal Differencing 

(1-Bω)2xt=xt-2xt-ω+xt-2ω ; 2
st Order Seasonal Differencing 

(1-Bω)Dxt = D
th Order Seasonal Differencing 

φ(B)=(1-φ1B-φ2B
2w.-φpB

p) =Autoregressive Operator 
θ(B)=(1-θ1B-θ2B

2w.-θqB
q) =Moving average Operator 

Φ(Bω)=(1-Φ1B
ω-Φ2B

2ωw.-ΦPB
Pω) =Seasonal Autoregressive Operator 

Θ(Bω)=(1-Θ1B
ω-Θ2B

2ωw.-ΘQB
Qω) = Seasonal Moving Average Operator 

 

Simple Non-periodic ARIMA(p,d,q) 

φ(B)(1-B)dxt=θ(B)εt 
Non-periodic ARIMA(1,1,1) 

(1-φ1B)(1-B)xt=(1-θ1B)εt 
(1-φ1B �B+φ1B

2)xt=(1-θ1B)εt 
xt=(1+φ1)xt-1-φ1xt-2+εt-θ1εt-1 
 

Periodic ARMA(P,D,Q)w 

Φ(Bω)(1-Bω)Dxt=Θ(B
ω)εt 

Periodic ARIMA(1,1,1) 

(1-Φ1B
w)(1-Bw)xt=(1-Θ1B

w)εt 
(1-Φ1B

w �Bw+Φ1B
2w)xt=(1-Θ1B

w)εt 
xt=(1+Φ1)xt-w-Φ1xt-2w+εt-Θ1εt-w 
 
&��J�	@23 Mulitplicative ARIMA(1,1,1)x(1,1,1)12

  � B� ωωωω=12 

( )12BΦ φ ( )( )( ) t
12 xB1B1B −−  =  ( ) ( )εBθBΘ t

12     

xt = (1+φ1) xt-1-φ1 xt-2+(1+Φ1) xt-12-(1+φ1 +Φ1+Φ1φ1) xt-13+(φ1 +Φ1φ1) xt-14- 
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  Φ1xt-14+(Φ1+Φ1φ1) xt-25-Φ1φ1xt-26+εt-θ1εt-1-Θ1εt-12+Θ1θ1εt-13   
 

����� 7 &��J�	@23P@	L%C"&0  (Multivariate) 

Multivariate AR(1) 

 tB1tZ1AtZ ε+−=
        

 Expanded Form 

 

 +���� 





















=

n
t

2
t

1
t

t

Z

:

Z

Z

Z = Column Matrix ;��� [ 1n× ] 

 

























⋅⋅

⋅⋅

⋅⋅
=

nn2n1n

n22221

n11211

1

aaa

.

aaa

a..aa

A ....[ nn× ] 

























⋅⋅

⋅⋅

⋅⋅
=

nn2n1n

n22221

n11211

bbb

.

bbb

b..bb

B ...[ nn× ] 

 

 





















ε

ε

ε

=ε

n
t

2
t

1
t

t
:

....[ 1n× ] 

 =ε t Vector of independent normally distributed random variables  with mean = 0 and standard 
deviation = 1 (uncorrelated in time and space) 
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Multivariate AR(2) 

 
t2t21t1t BZAZAZ ε++= −−

 
 

Periodic Multivariate AR(1)  

 
ττ−τττ εβ+ΖΑ= ,v1,v,1,vZ

       

 
=τ,1A  (n × n)  Periodic  Coefficient Matrix of Period τ 

 =τB  (n × n)  Periodic  Coefficient Matrix of Period τ 
 =ε τ,v     (n × 1)  Vector of  Independent Normally Distributed Random Variable 

 

����� 8 &��J�	@23&L�#K"� (Disaggregation) 

&��J�	@23DEF�G	� (Basic Model)  

ε+= BAXY          
&��J�	@23&��1L	L (Extended Model)  

CZBAXY +ε+=          
Y=Column Vector ;�(�'���&+����;�(9:9T55-�!� =>�(��;��� (12x1) 
 X=�'�9T55-�!�;�(��-���+� ���&9: (1x1) 
 Z= Column Vector ;�(�'���&+����56���� wS +����;�(9:�'��<�%��!1� =>�(��;��� (wSx1) 

ε= Column Vector ;�(�'�9T55-�!�;�( Completely Random Series <��� Stochastic Term  
       =>�(+���/�=���;��� (12x1) 
A="����/+*���+���/�=� =>�(��;��� (12x1) 
B="����/+*���+���/�=� =>�(��;��� (12x12) 
C="����/+*���+���/�=� =>�(��;��� (12xwS) 

 
�������56���������+�'� n 5�������+;�&�	��56� �(	&��'��	��;&�&+*L��)9$�% �!(��1
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	��56� �(	��&'� 7,%56� �(��� � 1 +���� 

1YCBXAY −τττττ +ε+=         
+���� τ=+����9T55-�!� +���� τ=1 ��( 12 (w=12) 
Yτ=�'��16��'�;�(+����9T55-�!� τ 
 X=�'��16��'�;�(9:9T55-�!� 

 Yτ−1 = �'��16��'�;�(+�����'��<�%��!1� τ-1 
ε= Column Vector ;�(�'�9T55-�!�;�( Completely Random Series <��� Stochastic Term  
Aτ,Bτ,Cτ=�'�"����/+*���;�(+���� τ 

 

1.12 ?2�#	 2R	32'3 

 

Salas. J, J.W.Delleur, V.Yeyjavich and W.L Lane. 1980.  Applied Modeling of Hydrologic Time Series. 
Water Resources Publications.  USA. pp.484 
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A is positive semidefinite if the inequalities in eq. (A1.15) are replaced by > 
signs. 
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บทท่ี 2 
คุณลักษณะของอนุกรมเวลาทางอุทกวิทยา 

CHACTERISTICS OF HYDROLOGIC TIME SERIES 
 
2.1 ชนิดของอนุกรมเวลา (Types of Time Series) 
 

ในการวิเคราะหทางสโตแคสติก จะสามารถแบงอนุกรมเวลาตามมิติไดเปน 2 แบบคือ อนุกรมเวลา 1 มิติ 
(Unidimensional) และอนุกรมเวลาหลายมิติ (Multidimensional) ดังตารางท่ี 2.1 อนกุรมเวลาแบบ 1 มิติคืออนุกรม
เวลาของคาสังเกต 1 ตัวแปรท่ีมีการบันทึก ณ ท่ีใดท่ีหนึ่ง เชนปริมาณฝนรายปท่ีสถานี ก สวนอนกุรมเวลาหลายมิติ
คืออนุกรมเวลาของคาสังเกตของหลายตัวแปรท่ีมีการบันทึก ณ ท่ีใดท่ีหนึ่ง เชนคุณภาพน้ํา DO, EC, pH ท่ีสถานี ข  
(Multivariate) หรืออนุกรมเวลาของคาสังเกตของตัวแปรประเภทเดียวกันท่ีมีการบันทึก ณ หลายจุดพรอมกัน 
(Multisite หรือ Multipoint) เชน ปริมาณฝนรายปท่ีสถานี ก, ข, ค, ง เปนตน ในการวิเคราะหอนุกรมเวลาจะ
วิเคราะหแบบ 1 มิติหรือหลายมิติ ข้ึนอยูกบัคาสหสัมพันธระหวางอนกุรมเวลา (Cross Correlation)  หรือระหวาง
ตัวแปรนัน้ๆ เปนเกณฑ ถาอนุกรมเวลาแบบมีสหสัมพันธสูง ก็ควรทําการวิเคราะหแบบหลายมิติ ถาไมมี
สหสัมพันธกต็องวิเคราะหแบบ 1 มิติ 
 
ตารางท่ี 2.1 การแบงชนิดของอนุกรมเวลาในการวิเคราะหสโตแคสติก 
      Unidimensional (Univariate)       Multidimensional (Multivariate) 

- time      -   multisite 
- line      -   multipoint 
- counting series (no. of rainy days)  -   multivariate 

For example For example   
- flow at a gagging station 
- average rainfall over an area  
- aggregated flow over watershed                          

- flow at several points  
- different kinds of series at one point (several 
water quality parameters at one point) ….such 
as BOD, COD, DO, … 

 No cross correlation exists. Cross correlation exists.                                         

 
2.2 ชวงเวลาของอนุกรมเวลา (Time Interval) 

อนุกรมเวลาทางอุทกวิทยาจะมีชวงเวลาในการเก็บขอมูลหลายระดับข้ึนอยูกับความตองการใชงานเปน
หลัก ถาเก็บตอเนื่องตลอดเวลา เชนเก็บดวยเคร่ืองเก็บและบันทึกขอมูลอัตโนมัติ (Automatic Recording Machine) 
จะไดขอมูลแบบตอเนื่องเพ่ือใชในงานเฉพาะดานเชนการศึกษาความรุนแรงของพายุ นอกจากนี้อาจมีการเก็บและ
บันทึกขอมูลเปนรายช่ัวโมง รายวัน รายสัปดาห รายเดือนหรือรายป ชวงเวลาของอนกุรมเวลาจะมีผลตอการแสดง
อิทธิพลขององคประกอบตางๆของอนุกรมเวลาโดยเฉพาะอยางยิ่ง Periodic Component ดังตารางท่ี 2.2 
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ตารางท่ี 2.2  การแบงชวงเวลาและอิทธิพลขององคประกอบของอนุกรมเวลา 
Time Interval Components of Time Series 
0 (Continuous Series) All Components + Randomness 
Hourly Daily / Annual Cycles + Randomness 
Day, week, month Annual Cycle + Randomness 
Annual No cycle + Randomness 

 

2.3 คุณสมบัตท่ัิวไปของอนกุรมเวลาทางอุทกวิทยา (General Properties of Hydrologic Time Series) 

 
ตามท่ีกลาวแลวในบทท่ี 1 อนุกรมเวลาทางอุทกวิทยาประกอบดวย 4 องคประกอบท่ีสําคัญ คือ 
(1) Over year trend and other deterministic changes (trend + jump) 
(2) Cycle or periodic change of day and year 
(3) Almost  periodic such as tidal 
(4) Stochastic or randomness 
 
รูปท่ี 2.1 แสดงกราฟอนุกรมเวลาซ่ึงมีองคประกอบตางๆ และการพลอตแยกแตละองคประกอบของ

อนุกรมเวลา รูปท่ี 2.2 แสดงองคประกอบทาง Stochastic และ Deterministic ในอนุกรมเวลา รูปท่ี 2.3 แสดง
อนุกรมเวลาแบบตางๆ เปรียบเทียบกนั 

 
 
 
 
 
 
 
 

Time Series = Trend + Periodic + 
Catastrophic + Random 
 
y(t) = y1(t+ y2(t+ y3(t+ y4(t) 

รูปท่ี 2.1 Time series components 
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รูปท่ี 2.2 Time Series Containing Stochastic and Several Types of Deterministic Components 

 

รูปท่ี 2.3 Several Realizations of Stochastic Process 
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รูปที่ 2.4 แสดง Correlogram ของอนุกรมเวลาที่มีโครงสรางแบบ Independent Noise, 
Autoregressive และแบบ Periodic รูปท่ี 2.5 แสดง Correlogram ของอนุกรมเวลาที่มี Periodicity แบบ
หลายความถี่ รูปท่ี 2.6 แสดง Correlogram ของอนุกรมเวลา (zt) และ Residuals (et) ของ 
Autoregressive Model ลําดับท่ี 1 

 

 
 

รูปท่ี 2.4 Correlogram 
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Et = Xt + Tt  mt 

St 

รูปท่ี 2.5 Periodic Correlogram 

 

 

รูปท่ี 2.6 River Thames at Teddington Weir (82 years of monthly flows) 
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รูปท่ี 2.7  แสดง Spectral Density Function ของอนุกรมเวลาท่ีใชคํานวณ Correlogram ในรูปท่ี 2.5 ซ่ึงมี
หลาย Periodicity Spectral Density Function คือการวิเคราะหอนกุรมเวลาบน Frequency Domain ขณะท่ี 
Correlogram คือการวิเคราะหอนุกรมเวลาบน Time Domain ซ่ึงจะเหน็ไดวาผลการวิเคราะห Spectral Density 
Fucntion มีขอดีคือจะทําใหเห็นอิทธิพลของ Periodic ของความถ่ี 

 

รูปท่ี 2.7 Periodic components of 30 years runoff record, ELK river at Clark, Colorado, USA. 

12, 6, 4 and 3-month periods present (2) 12-month period removed (3) 12 and 6-month periods 
removed (4) 12, 6 and 4-month periods removed (5) all periods removed (Reproduced from 
L.A. Roesner & V.N. Yevjevich (1966) Mathematical Models for time series of monthly 
precipitation and runoff, hydrological paper no. 15, Colorado State University) 
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2.4 สหสัมพันธในตัวเอง (Autocorrelation) 
 

สหสัมพันธในตัวเอง คือการวิเคราะหอนุกรมเวลาใน Time Domain เพื่อดูวาอนกุรมเวลานั้นๆ มี
องคประกอบทาง Stochastic และ Deterministic อะไรบาง รูปท่ี 2.8 แสดง Correlogram ของอนุกรมเวลาท่ีมาจาก 
Random Process เปรียบเทียบกับอนุกรมเวลาท่ีมาจาก Periodic Process  Autocorrelation Coefficient ท่ี Lag ตางๆ 
สามารถคํานวณไดจากสมการ 2.1 หรือ 2.2 
 

))t(x(VAR

))t(x),t(x(COV
)(


                                    [2.1] 

 

))t(x(VAR))t(x(VAR

))t(x),t(x(COV
)(




                                         [2.2] 

 

รูปท่ี 2.8 Typical Correlogram (a) Random Process (b) Random Process Superimposed on a 

Periodic Process 
 
 
2.5 Spectral Analysis  
  

Periodicities สามารถหาไดโดยการวิเคราะหอนกุรมเวลาบน Frequency Domain หรือการหา Spectral 
Density Function (SDF) 
 

FrequencyofInterval
Variance)f(SFunctionDensitySpectral                                      [2.3] 

 เม่ือ  
f  = Frequency (cycle/unit time) 

 w = Angular Frequency (radians/unit time) = 2f 

 S(w)  = S(2f) = 2S(f)        [2.4] 
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2.5.1 Spectral Density Function Versus Autocorrelation Function 

 
  

  SDF และ ACF มีความสัมพนัธกันดังรูปท่ี 2.9 และสมการ 2.5 และ 2.6 

 



  d)f2cos()(2)f(S                   





 df)f2cos()f(S)(                    

= 0; (0) = 1, cos(0) = 1 

 
 0.1df)f(S                                    

 
 

 

รูปท่ี 2.9 ความสัมพันธระหวาง SDF และ ACF 

 
 



  d)f2cos()(2)f(S                                                                                                       [2.5]





 df)f2cos()f(S)(                                                                                                      [2.6] 

 

ให )f(Ŝ คือคาประมาณของ S(f) ในสมการท่ี 2.5 ซ่ึงจะหาไดจาก Numerical Integration ของสมการ 2.5  จะได 

Sample SDF )f('Ŝ ดังสมการ 2.6 หลังจากนัน้จึงนําคา )f('Ŝ ไปหาคาเฉล่ียจะได คา )f(Ŝ ท่ีตองการ 
 
 










t
2

)t2f2cos()2(rtf2cos()1(r
t

2

)tf2cos()1(r)0cos()0(r
[2)f('S  

           +……………………. 

           + ]t
2

)tfm2cos()m(r)t)1m(f2cos()1m(r



                                                 





















 )tfm2cos()m(r

1m

1k
)tfk2cos()k(r2)0(rt)f('S                                                           [2.7] 
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ถา f=1 

)tm2cos()m(r)tk2cos()k(r
1m

1k
2)0(rt)1('S 





 





                                                        [2.8] 

 

t2

1
Nf


           (Nyquist frequency)                                                                         [2.9] 

      
m

Nkf
f                                                                                                                     [2.10] 

               
4

N
Lag.Maxm   

                k  =  lag k 
 
 

 (k)  = 0 for   k0…..independence 
 
(Time Domain) 
 
 
 
 

(Frequency Domain) )f
m

k
f(   

 
2.5.2 วิธีการคํานวณหาคาประมาณของ SDF )f(Ŝ  
 

คาประมาณของ SDF )f(Ŝ  จะหาไดโดยการหาคาเฉล่ียของ )f('Ŝ ซึ่งคํานวณจากคา k ตั้งแต 0 ถึง m 

(Maximum Lag) ดังนี้ (ดูรูปท่ี 2.10) 
k=0, 
f=kfN/m=0  )(')0('5.0)0(

m

f
SSS  

                                                                [2.11] 

 
0<k<m  
f= kfN/m 








 






 






 
m

f
)1k('S25.0

m

kf
'S5.0

m

f
)1k('S25.0)

m
Nkf

(S


 

 for     k=1,2,……………,m-1                                                                          [2.12] 
 
k=m, 
f=fN 







 )f('S)

m

f
)1m(('S(5.0)f(S


                                                [2.13] 
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รูปท่ี 2.10  วิธีการคํานวณหาคาประมาณของ SDF )f(Ŝ  
 

ตัวอยางการคํานวณหา ACF และ SDF สําหรับอนุกรมเวลาแบบ Periodic แบบ Cosine ซ่ึงมีความถ่ีเทากับ 
1/12 (Yt= cos(2k)/12 ) และ แบบคาแฉล่ียของ 3 Cosine ซ่ึงมีความถ่ี เทากับ 1/6, 1/12 และ 1/24 (Yt= 
{cos(2k)/6+ cos(2k)/12+ cos(2k)/24}/3) แสดงอยูในรูปท่ี 2.11 และ 2.12 ตามลําดับ  

ตัวอยางการคํานวณหา ACF และ SDF สําหรับอนุกรมเวลาของปริมาณการไหลสูงสุดของ Kentucky 
River แสดงอยูในรูปท่ี 2.13 และตัวอยางการคํานวณหา ACF และ SDF สําหรับอนุกรมเวลาของปริมาณนํ้าทาราย
เดือนของ Cave Creek แสดงอยูในรูปท่ี 2.14 

 
รูปท่ี 2.11 (a) cos(2k)/12 (b) its correlogram (c) spectral density 



รู

รูปท่ี 2

รูปท่ี 2.13 (a)

2.12 (a) Sum

) Kentucky 

m of 3 cosin

River Peak

nes (b) its co

 

k Flows and 

orrelogram 

its Correlog

(c) spectral

gram (b) Sp

 density 

pectral Dens
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sity 



 
2.6 คุณสม
 

คา
Coefficien

 

x

 

2s

 

g

 

รูปท่ี 2.14 

บัตทิางสถิติพื

าสถิติพื้นฐาน
nt) Autocovar





 ~

N
tx

1t
 

N

xtx(

1t

2

















N)(1N(

N

1t
tx(

Cave Creek

พืน้ฐานของอ

นของอนุกรมเ
riance และ Au

                 

2~
1

2)x
       






~
3s)2N

3)x

 

k Monthly R

นุกรมเวลา (B

วลาไดแก คา
utocorrelation

                  

                  

                  

 

Runoff (b) i

Basic Statist

เฉล่ีย คาความ
n ดังสมการที

                  

                  

                  

its Correlati

ical Charact

มแปรปรวน ค
ท่ี 2.14 – 2.18 

                  

                  

                 

ion (c) Spec

teristics of T

คาสัมประสิท
 

                  

                  

                  

ctral Density

Time Series) 

ทธ์ิความเบ (Sk

                 [

                [

                [2

 2-12

y 

kewness 

[2.14] 

2.15] 

2.16] 
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การแจกแจงความนาจะเปนอาจมีคาสัมประสิทธ์ิความเบเปนบวกหรือลบก็
ได ถามีคาเปนบวกเรียกวาเบขวา ถามีคาเปนลบเรียกวาเบซาย ดังรูป  

g  =  0 (Normal) 
 
g  >  0 (Right Skewed)  
 
g  <  0 (Left Skewed) 

)xktx)(xtx(
kN

1t1k

1
kc 




                                                    [2.17] 

เม่ือ 0<k<N ; k=lag 

Lag k Autocovariance แสดงถึงระดับ Linear Auto-dependence หรือ Self Dependence ระหวางอนุกรม
เวลา 










N

1t

2)xtx(

)xktx)(xtx(
k

1t

oC
kC

kr  k                                                          [2.18] 

= Lag k Autocorrelation coefficient = Serial Correlation Coefficient 

= Autocorrelation Function (ACF) 

 

 
 

r0=1 
 11r  1st Serial Correlation Coefficient 

 

Alternative for calculating  rk 

  

 










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1t

kN

1t

2
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2
tt

kN

1t
ktkttt

k

)xx()xx(

)xx)(xx(

r                            [2.19] 

Complex Characteristics of Periodic Time Series(Nonstationary) 
 

Xv,t=  periodic time series 
v= year ;  = time interval within year, =1,..w for monthly time series w=12 
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Periodic or Seasonal statistics  
 

w,,.........1;
1v

,vx
N

1
x 




                                                        [2.20] 

22)
N

1v
x,vx(

1

12s 



                                                         [2.21] 










 3s)2N)(1N(

1v

3)x,vx(
N
1

g
                                          [2.22] 

 
 







 
 

 ,k
k.

N

1v
kk,v,v

,k ss

)xx)(xx(
N
1

r  

                                                                                                                                 [2.23] 
If -k<1  i.e.  -k=12-12=0 ;  

 
=12 

 

k.

k
1N

1V
k,1v,v

,k ss

)xx)(xx(
1

1

r










 
                                 [2.24] 

 
 

2.7 คุณสมบัตท่ีิเก่ียวกับภาวะความแหงแลงของอนุกรมเวลา (Drought Related Characteristics  of Time Series) 

  
กําหนดใหอนกุรมเวลาคือปริมาณนํ้าตนทุนในแตละเดือน{xt: x1, x2 ,…., xN } และความตองการน้ําราย

เดือนซ่ึงกําหนดใหมีคาคงท่ีเทากับ y สถานการณน้ําในแตละเดือนจะแบงออกไดเปน 2 แบบ คือ เดอืนท่ีมีน้ํามาก
พอ (Surplus) และเดือนท่ีขาดนํ้า (Deficit) ดังนี ้

 
xt < y; Deficit หรือ Negative Run  
xt > y; Surplus หรือ Positive Run  
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[2.25] 

[2.26] 
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 ถา N และ y เพิ่ม จะมีผลทําให คาสถิติ 
*
Nl,)l(Ns,Nl  เพิม่ข้ึนดวย 

 

 
 

2.7.2 Run Sum, d(j) 

Run Sum (d(j)) หมายถึงผลรวมปริมาณการขาดนํ้าในชวง Run Length (l(j)) ใดๆ จากรูปท่ี 2.15  จะ
เห็นไดวามีการขาดน้ํา 5 คร้ัง ปริมาณการขาดนํ้าในแตละชวงมีคาเทา d(1)=8, d(2)=1, d(3)=3.5, d(4)=9 และ 
d(5)=0.2 Run Sum เปนตัวแปรสุมเหมือน Run Length มีคาสถิติท่ีสําคัญคือ คาเฉล่ีย คาสวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน
และคาพิสัยสูงสุด คา Run Sum และคาสถิติสามารถคํานวณหาไดจากสมการ 


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
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)tXy()j(d



                                                      [2.28] 

จากรูปท่ี 2.15, ท่ี j=1, t1=5, l(1)=4
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                                                                [2.29] 

 


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1j

2)Nd)j(d(
1M

1
)d(NS

                                      [2.30] 

  ))M(d),......,1(d(MaxN
*

d                                               [2.31] 
 

 
2.8 Storage Related Characteristics of Time Series 
 

 คุณสมบัติของอนุกรมเวลาท่ีเกี่ยวของกับการเก็บกักน้ํา (Storage) คือ Partial Sums ถากําหนดให  
อนุกรมของน้าํทาคือ {xt: x1,……………,xN } จะสามารถคํานวณหา Partial Sums(Si)ไดจากสมการ 

 

N,...,1i;NXiX1iSiS                                                          [2.32] 
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เม่ือ  

iS   =  Partial Sums (Use capital letter S) 
S0  =  0 





N

1i
iX

N

1
NX

 

 





N

1i

2)NXiX(
N

1
Ns

     (Use small letter s)                                 

เม่ือทราบ Si จะสามารถคํานวณหา Range of Partial Sums ไดจากสมการ 

 )NS,.......,1S,oS(Min)NS,.......,1S,oS(Max
N

1
NR

s
                      [2.33] 

เม่ือ 
RN=  Range (Rescaled Range) of Partial Sums 
แนวคิดของ Partial Sums จะสามารถนําไปใชในการขนาดของอางเก็บน้ําได เชนวิธีหาขนาดอางเก็บน้ํา

ของ Rippl ดังรูปท่ี 2.16 
 

 

รูปท่ี 2.16 Rippl Diagram for Determining Minimum Capacity of Reservoir to deliver NX  

 

ถามีอนุกรมเวลา M ชุด แตละชุดมีขนาด N จะสามารถคํานวณหาคา RN(j) เม่ือ j=1,….,M  ได ถานํา RN(j) 
ไปหาคาเฉล่ีย จะได คา Mean Range ดังสมการ 
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         Mean Range, 



M

1j M
)j(NR

NR                                                              [2.34] 

 
 
 

เม่ือนํา NR ไปพลอตเทียบกับ N ในกระดาษ Log-Log จะไดกราฟเสนตรงท่ีเรียกวา Hurst Phenomena ดัง
รูปท่ี 2.17  

 
รูปท่ี 2.17 Hurst Phenomena  

 
ให hN = ความลาดชันของเสนตรง ซ่ึงจะแปรผันตามคา N ดังนี ้
ถา   hN  ½ อยางรวดเร็วแสดงวาอนุกรมเวลาเปนแบบ Short Memory 
ถา   hN  ½ อยางชาๆแสดงวาอนุกรมเวลาเปนแบบ Long Memory 
ถา    hN ≠ ½ แสดงวาอนกุรมเวลาเปนแบบ Inifinite Memory 

 
 

2.9  การทดสอบ Non-homogeneity และ Inconsistency ของอนุกรมเวลาทางอุทกวิทยา 
 

Non-homogeneity และ Inconsistency ของอนุกรมเวลาทางอุทกวิทยา เชน Trend หรือ Jump (Slippage) 
ทางสถิติสามารถทําไดดังนี ้
 

(1)  Fitting Trend Function  

m
mt tbtbtbbX  .....2

210                                           [2.35] 

ทําการทดสอบวา 0.....,, .10 mbbb  

 

            (2) การทดสอบผลตางระหวาคาเฉลี่ยโดยใช t-Test 
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       0: 210  H                                                                                        [2.36] 

       0: 211  H                                                                                          [2.37] 
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(3) การทดสอบสัดสวนคาความแปรปรวนโดยใช f-Test ดังรูปท่ี 2.18 
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2.10 คุณสมบตัิของอนุกรมเวลารายป (Characteristics of Annual Time Series) 

 
ผลการศึกษาอนุกรมเวลาของฝนรายปจาก 1411 สถานีในสหรัฐอเมริกาพบวาอนกุรมเวลาท้ังหมดมี

ลักษณะเปน Independent Stationary Process 
Independent หมายความวาฝนปนี้ไมไดข้ึนอยูกับฝนปกอนหนานัน้ หรือ Correlogram แสดงวาไมมี 

Serial Correlation 
Stationary  หมายความวาพารามิเตอรของอนุกรมเวลาไมเปล่ียนไปตาม 
 
รูปท่ี 2.20 แสดงอนุกรมเวลาของฝนรายปท่ี Ft.Collins โคโลราโดมีลักษณะเปนอนกุรมเวลาแบบ 

Independent เนื่องจาก r1 มีคานอยมาก ผลการทดสอบเช่ือไดวา =0 รูปท่ี 2.21 แสดงอนุกรมเวลาของน้ําทารายป
ของแมน้ํา Danube ท่ี Orsova รูมาเนีย ซ่ึงมีลักษณะเปนอนุกรมเวลาแบบ Dependent เนื่องจาก r1 มีคาเทากับ 0.1 
ผลการทดสอบเช่ือไดวา 01   
 

รูปท่ี   2.20 Annual precipitation series at Ft. Collins, Colorado, for period 1887-1978 (92 years), 

in modular coefficients Pt/ P  with Pt= annual values and P = 14.57 inches= annual mean. 

รูปท่ี  2.21  Annual runoff series of Danube river at Orsova, Romania, for 120 years (1837-1957) 

in modular coefficients, Q/Qt  with Qt= annual value and Q  = annual mean. 
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วิธีการทดสอบความเปนอิสระ (Test of Independence) 

(1) Correlogram (Time Domain) 
(2) Spectral Density (Frequency Fomain) 

 

2.10.1 Correlogram Test 

 

ถา Correlogram ท่ี k > 0 มีคาอยูนอก Probability Limit ดังสมการ 2.46 และ 2.47 แสดงวาเปนอนกุรม
เวลาแบบ Independent  ในทางตรงกันขาม ถา Correlogram ท่ี k > 0 มีคาอยูใน Probability Limit แสดงวาเปน
อนุกรมเวลาแบบ Dependent 

 
kN

1kN96.11
%95kr 


                                                                                   [2.46] 

 
kN

1kN326.21
%99kr 


                                                                                             [2.47] 

 

 

ตัวอยาง Correlogram ของอนุกรมเวลาของน้ําทารายปของแมน้ํา 4 สายในยุโรป คือ แมน้ํา Gota ใน
สวีเดน แมน้ํา Nemunas ใน Lithuania  แมน้ําRhine ใน Basle, Switzerland และแมน้าํ Danube ใน Orsova 
โรมาเนีย แสดงอยูในรูปท่ี 2.22 พบวาอนกุรมเวลาของน้ําทารายปของแมน้ํา Rhine และ Danube เปนอนุกรมเวลา
แบบ Independent ขณะท่ีอนุกรมเวลาของน้ําทารายปของแมน้ํา Gota และ Nemunas เปนอนุกรมเวลาแบบ 
Dependent 

  

รูปท่ี  2.22 Correlograms of annual runoff series of 4 European rivers; Gota river in Sweden 

(N=150), Nemunas river in Lithuania (N=132), Rhine river at Basle, Switzerland (N=150), Danube 
river at Orsova, Romania (N=120). Probability limits at the 95% level are given for the normal 
independent variables for two lengths, N=150(max) and N=120 (min), (Yevjavich, 1964) 
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รูปท่ี 2.23 แสดง Correlogram ของอนุกรมเวลาของน้ําทารายป ฝนรายป 1st Autoregressive Model ของ

น้ําทา และ 95% Probability Limits ซ่ึงแสดงใหเห็นวาอนุกรมเวลาของน้ําทาเปน Dependent ขณะที่อนุกรมเวลา
ของฝนเปน Independent 
 
 

 
รูปท่ี  2.23 Correlograms of St.Lawrence river at Ogdensburg, NY: (1) rk of annual runoff series, 

(2) rk of annual effective precipitation series, (3) correlogram of first order autoregressive model, 
(4) probability limits at 95% level for normal independent variables with N=97. 
 
 

รูปท่ี 2.24 แสดง Spectral Density ของอนุกรมเวลาของฝนรายปในภาคตะวันตกเฉียงเหนือของประเทศ
สหรัฐอเมริกา ซ่ึงมีคา Spectral Density ประมาณ 2 แสดงวาเปนอนกุรมเวลาแบบอิสระ รูปท่ี 2.25 แสดง Spectral 
Density ของอนุกรมเวลาของน้ําทารายปของแมน้ํา Gota ใน Vanersburg ประเทศ Sweden เปรียบเทียบกับ Fitted 
Spectral Density ของแบบจาํลอง AR(2) Spectral Density ของ residuals และ Expected spectrum ของอนุกรม
เวลาแบบอิสระ 

 
รูปท่ี 2.24 Average variance spectrum of 231 annual (homogeneous) precipitation series of 
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northwest area of USA (area  between longitudes 94 and 85 and latitude 63.5 and Canadian-USA 
border. 

 

 
รูปท่ี 2.25 Spectra of annual flow series of Gota river at Vanersburg, Sweden, for 150 years; (1) 

estimated spectrum (2) fitted spectrum of second autoregressive model (3) spectrum of residuals 
and (4) expected spectrum of independent series. 
 

2.10.2 สรุปคณุสมบัติของอนุกรมเวลาราบป (Summary of Annual Series Characteristics) 

(1) อนุกรมเวลารายปของฝน น้าํทา และอัตราการระเหยถือวาเกดิจากกระบวนการสโตแคสติก 
(2) อนุกรมเวลารายปมีโครงสรางแบบ Dependent เนื่องจากกระบวนการธรณีฟสิกสของน้ําในลุมน้ํา 

(3)
  

อนุกรมเวลายิง่ระยะยาว (Long Time Series) ยิ่งจะมี Non-homogeneity เกิดข้ึนท้ังเนื่องจากคนและ
ธรรมชาติ และยิ่งมี Systematic Error หรือ Inconsistency เกิดมากข้ึน  

(4) อาจมีการเปล่ียนแปลงคุณสมบัติทางสถิติของอนุกรมเวลาซ่ึงไมไดเกดิจาก Non-homogeneity และ
Inconsistency แตเกดิจากการเปล่ียนแปลงทางภูมิศาสตรในพื้นท่ีหรือของภูมิภาคนัน้ๆ 

 

2.11 คุณสมบตัิของอนุกรมเวลาแบบ Periodic  
 

อนุกรมเวลาแบบ Periodic เชนรายฤดูกาล รายเดือน รายสัปดาหและรายวัน อาจมีคุณสมบัติทางสถิติคลาย
หรือตางจากอนุกรมเวลารายปได สวนท่ีตางคืออนุกรมเวลาแบบ Periodic จะมีคาสถิติแบบ Periodic สวนท่ีเหมือน
คือโครงสรางแบบ Dependent ซ่ึงมีคาคงท่ี  ( k, )ดังนั้นแบบจําลอง AR จึงสามารถทําไดท้ังแบบ Constant 
Coefficients และแบบ Periodic Coefficients   

ถา xv คืออนุกรมเวลาแบบ Periodic สามารถแปลงเปนอนุกรมเวลาแบบมาตรฐานไดจากสมการ 2.48 
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,v                                                                                                       [2.48] 

เม่ือ zv คือ Standardized Series ท่ีกําจัดคา X และ S  แลว   
คา Periodic Skewess สามารถกําจัดไดโดยการ Taking Logarithmic 
ตัวอยางอนกุรมเวลาแบบ Periodic รายวนัของอัตราการไหลของน้ําในแมน้ํา Boise รัฐ Idaho แสดงอยูใน

รูปท่ี 2.26 อนุกรมเวลาของอัตราการไหลของน้ํารายเดือนท่ีสถานี 11B.402  Middle Fork ของ American River ใกล
เมือง Auburn รัฐ California แสดงในรูปท่ี 2.27 สวน Correlograms ของ Logarithms ของ Original Monthly Flow 
(yt Series) และ ของ zt  Series ของสถานี 11B.402 แสดงอยูในรูปท่ี 2.28 

 

 
รูปท่ี 2.26 Daily flows of Boise river, Idaho, USA for year 1921. 

รูปท่ี 2.27 Monthly river flows for station 11B.402, Middle Fork of American river near Auburn, 
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California for period 1931-1960 (Roesner and Yevjavich, 1966) 
 
 

รูปท่ี 2.28 Correlograms of (a) logarithms of original monthly river flows (b) series on log-domain 

after removing periodic mean and periodic standard deviation for station 11B.402, Middle Fork of 
American river near Auburn, California (Roesner and Yevjevich, 1966) 

 
 

Periodic Correlograms ของอนุกรมรายวนั ราย 3วัน ราย 7 วัน และราย 13 วัน ของ Log Series ของแมน้ํา
Tioga แสดงอยูในรูปท่ี 2.29  
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รูปท่ี 2.29  Periodic correlograms of daily, 3-day, 7-day and 13-day series for log-transformed flows 

of Tioga river (1) r(1,t) computed from eq. 2.11, (2) smoothed r(1,t) using Fourier (trigonometric) 
series and (3) mean of r(1,t) (Tao et al., 1976) 

 
 

2.12 คุณสมบตัิของอนุกรมเวลาแบบ Multivariate (Characteristics of Multivariate Time Series) 
 
Lag k Autocorrelation และ Lag k Cross Correlation ของอนุกรมเวลาแบบ Multivariate สามารถคํานวณ

ไดจากสมการ 2.49 
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Correlation Matrix ของ n อนุกรมเวลา แสดงอยูในสมการ 2.50 
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Periodic Lag k Cross-correlation สามารถคํานวณไดจากสมการ 2.51 และ 2.52 
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          ถา k  1 
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 จากขอมูลฝน 79 สถานีใน Upper Great Plains ของสหรัฐอเมริกา ในรูปท่ี 2.30 สามารถนํามาสราง 
Isocorrelogram ของ 52 สถานีซ่ึงมีความสัมพันธกับสถานีอ่ืนๆ ไดดังรูปท่ี 2.31 กราฟแสดงความสัมพันธระหวาง 
Lag-zero Cross Correlation Coefficient (ro)กับ Interstation Distance (d) แสดงอยูในรูปท่ี 3.32 และ Isolines ของ
ฝนรายเดือนท่ีสังเคราะหืข้ึนใหม 30 ป แสดงอยูในรูปท่ี 2.33  
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- ro=exp(-0.00418d) 
- mean, standard deviation 
of multivariate varies with 
latitude, longitude, altitude) 
- regional characteristics 

รูปท่ี 2.30 Study area and location of 79 stations of precipitation in Upper Great Plains of USA 

(after Tase, 1976) 
 

 
รูปท่ี 2.31 Isocorrelogram patterns for series of station 52, as correlated with all other station series 

for residual independent series, monthly precipitation in upper Great plain of USA (after Tase, 
1976) 
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รูปท่ี 2.32 Lag-zero cross correlation coefficient ro versus interstation distance (d) and fitted 

function r=exp(-0.00418d) for stochastic component of monthly precipitation in Upper Great 
Plains of USA (after Tase, 1976) 

 
รูปท่ี 2.33 Isolines of 30 year generation monthly mean for precipitation of Upper Great Plains. 

 

2.13 เอกสารอางอิง 
Salas. J, J.W.Delleur, V.Yeyjavich and W.L Lane. 1980.  Applied Modeling of Hydrologic Time Series. 

Water Resources Publications.  USA. pp.484 
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บทที่ 3 
หลักการและเทคนิคทางสถิติสําหรับการจําลองอนุกรมเวลา

STATISTIC PRINCIPLES AND TECHNIQUES FOR TIME SERIES MODELING
 

เนื้อหาท่ีจะกลาวถึงในบทที่ 3 
 

o การประมาณคาพารามิเตอรของแบบจําลอง (Estimating Model Parameters) 
o การแปลงอนุกรมเวลาใหมกีารแจกแจงแบบปกติ (Transforming Skewed Variables into Normal 

Variables) 
o การประมาณคาพารามิเตอรแบบ Periodic ดวย Fourier Series (Estimating Periodic Parameters by 

Fourier Series) 
o การใชเมทริกซในการประมาณพารามิเตอรของแบบจําลองแบบหลายตัวแปร (Matrix Approach for 

Estimating Parameter of Multivariate Models)  
o การทดสอบความเหมาะสมของแบบจําลอง (Goodness of Fit Test of Model) 
o การรักษาคุณสมบัติทางสถิติของตัวอยางและ การจํากัดจํานวนพารามเิตอร (Preservation of 

Historical Statistics and Parsimony of Parameters) 
o การสังเคราะหขอมูลใหมและการพยากรณ (Generation and Forecasting) 

 
3.1 เทคนิคการประมาณคาพารามิเตอรเบื้องตน (Basic Estimation Techniques) 

 
เทคนิคการประมาณคาพารามิเตอรเบื้องตนมี 3 วิธีคือ  
(1) Method of Moment 
(2) Method of Least Square 
(3) Method of Maximum Likelihood 

 
3.1.1 วิธีการตรวจสอบความเหมาะสมของการประมาณคาพารามิเตอร (Goodness of Fit of 

Estimators) 
การตรวจสอบความเหมาะสมในการประมาณคาพารามิเตอร จะพิจารณาจากเกณฑดังตอไปนี ้
(1) Bias or Unbias          
(2) Efficiency (Efficiency Estimator คือคาประมาณที่มีคา  MSE นอยที่สุด หรือ Minimum MSE)       
(3) Consistency (หมายความวาถา N เพิ่ม คาประมาณจะเขาใกลคาพารามิเตอรมากขึ้น หรือ α̂ มีคา

เขาใกล α) 
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(4) Sufficiency หมายความวามกีารใชขอมูลมากที่สุด (Maximum Use of the Information Contained 
in the Data) 

 
3.1.2 คาประมาณแบบ Unbiased (Unbiased Estimator) 

 
 ให  α̂ =  ตัวประมาณคา (Estimator) 
  α =  พารามิเตอร (Parameters) 
 ถา ( ) α=αΕ ˆ  แสดงวา α̂ คือ Unbiased Estimator 
 ถา ( ) α≠αΕ ˆ  แสดงวา α̂ คือ Biased estimator 
 )ˆ(EBias α−α=                                                                                                                    [3.1] 
  

3.1.3 Efficient Estimator  
คาประมาณทีม่ีประสิทธิภาพหมายถึงคาประมาณที่มีคา Mean Square Error (MSE) ต่ําสุด จากสมการ

ที่ 3.1  
Bias ( )α−α= ˆE  
Estimation Error  α−α= ˆ                                                                                         [3.2] 
MSE ( )2α−α= ˆE  

 ( ) ( )( )[ ]α−α−α−α= ˆEˆ)ˆ(EE 2 
 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]α−αα−α−α−α+α−α= ˆEˆˆEEˆEˆEˆEE 222  
 ( )( ) ( ) ))ˆ(Eˆ(E))ˆ(E(ˆVarˆE α−αα−α−α+α−α= 22  ;   ( )( ) 0ˆEˆE =α−α      
 ( ) ( )( )2α−α+α= ˆEˆVar             

( ) 2BiasˆVar +α=                                                                              [3.3]     
 
∴ MSE จะมคีาต่ําสุด ถา α̂  เปน Unbiased Estimator และ Variance ของ α̂  มีคาต่ําสุด 

 
3.2 Method of Moments 
 
ถา X =  ตัวแปรสุม ซ่ึงมีฟงคช่ันการแจกแจงเทากับ f(x) 

 E ( )rΧ  =  rth Population Moment of X 
  = ( )dxxfx r∫                                                                                                       [3.4] 
 

rΜ  =  rth Sample Moment of X 
  =  ∑

=

N

1i

r
ix

N
1                                                                                                               [3.5] 

    หาพารามิเตอรโดยการโดยใหสมการ 3.4 เทากับสมการ 3.5 rΜ = ( )rXΕ  
 ยกตวัอยางแบบจําลองอยางงาย  

 tx  =  a+b tz                                                                                                                     [3.6] 
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 tz  =  Independent Random Variable with E(Z) = 0 and E(Z2)=1 
 
 E(X)=E (a+bZ) 

         =  a                                                                                                                                [3.7] 
 E(X2)=  E (a+bZ)2 =E(a2+2abZ+b2Z2) 

           =  a2+b2                                                                                                                                                   [3.8] 

 M1 =  ∑
=

N

1i
iX

N
1  

 M2 =  ∑
=

N

1i

2
iX

N
1 = 2b̂2â +  

â  =  ∑ iX
N
1

 ; เนื่องจาก E(X)=a                                                                             [3.9] 

2b̂2â +
 

=  
2

iX
N
1 ∑ ; เนื่องจาก  a2+b2=E(X2) 

b̂  =  22
i âX

N
1

−∑                                                                                                [3.10] 

 
การประมาณพารามิเตอรดวยวิธีโมเมนตจะไดคาประมาณที่ Biased ยกเวนคาเฉลี่ยหรือประมาณโดย

ใชโมเมนตที่ 1 กรณีที่คา Biased ตองมีการปรับแกใหเปน Unbiased ดังตารางที่ 3.1  
 

ตารางที่ 3.1 การปรับแกคาพารามิเตอรใหเปน Unbiased 

Estimator Unbiased Biased 

2s  = ( )∑ −
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2
i XX
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1  = ( )∑ −
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i XX
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3
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คาประมาณจะ Asymptotically Efficient หรือ Unbiased + Minimum MSE เมื่อ N→  ∞ 

 
 
3.3 Method of Least Square Estimate 
 
 
อนุกรมตัวอยาง { Ny...,..........,.........2y,1y:ty }

แบบจําลอง      yt  =   f ( 1−ty  , 2−ty , …; 1α ,…, pα )+ tε

พารามิเตอรแบบจําลอง =  1α ,…, pα

Sample Estimates =  1

∧

α ,…, p

∧

α  

tε  =  Residuals or Error Series with E( tε ) = 0 and Variance = 2
εσ  

SSE =  2
tε∑                                            
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Least Square Estimate ถือวาเปน  Efficient Estimate (Min.MSE)
 

ตัวอยางที่ 3.1 Least Square Estimate ของแบบจําลอง AR(1)       
AR(1) Model 

             yt =  tty εφ +−1                                                                                                                       [3.12] 
             E( ty ) =  0 
             E( tε ) =  0 
         Var( tε ) =  2

εσ  
กําหนดอนุกรมเวลาตัวอยางคือ { }Ny.......,,.........2y,1y  
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3.4 Method of Maximum Likelihood  
 

ty  =   f ( 1−ty  , 2−ty  , ………yt-p; 1α ,….…, pα )+ tε                                               [3.14]
 
Sample  Series: (yt; 1y  ,…………, Ny ) 
 

α  =   ( 1α  ,……………, pα )

tε  =   Error Time Series เปน Independent Series 
E( tε ) =   0 
L(.) =   Likelihood  Function                                                                                        [3.15] 

           =   f( 1ε ,…………...…, Nε ;α )                                                             
           =   f( 1ε ;α ).f( 2ε ;α )…………..f( Nε ;α ) เนื่องจาก εt เปน Independent Series  
           

=   );(
1

αεπ t

N

t
f

=
                                                                                                 [3.16] 

LL(.) =   Log  Likelihood  Function 
           =   ln );(

1
αεπ t

N

t
f

=
 

           
=   );(ln

1
αε t

N

t
f

=
∑                                                                                              [3.17] 

ตามหลัก Maximum Likelihood Estimate ตัวประมาณคาที่ดีที่สุดคือตัวประมาณคาทีท่ําใหคา LL(.) มี
คาสูงสุด ดังนั้นตามหลัก Calculus 

(.)LL
ˆ 1α∂
∂    =   0 

....  

(.)LL
ˆ pα∂
∂  =   0 

Maximum  Likelihood Estimates มีคุณสมบัติที่สําคัญคือ Asymptotically Efficient, Consistent และ 
Sufficient Estimates 
 

ตัวอยางที่ 3.2  การหาพารามเิตอรของแบบจําลอง AR(1) โดยวิธี Maximum Likelihood  

yt =   tty εφ +−1  
                tε  =   Random Error Term ซ่ึงมีลักษณะเปน Independent and Normally Distributed ซ่ึงมี  

      E( tε ) = 0 และ Var( tε ) = 2
εσ  

          L(.)   =   f( 1ε ,…, Nε ; 1φ ) 



 

 

3-6

                    =   );( 11
φεπ t
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1

e
2
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1t

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

εσ
ε

−

εσπ=
π  
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∑
=

ε

εσ

σπ

−

ε

N

1t
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1
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LL(.) =   

∑
=

ε

εσ
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σπ ε

N

1t
2
t22

1

e
)2(

1ln
N

 

 
                     

=   ( ) ∑
=

−−
N

t
tN

1

2
22

12ln ε
σ

σπ
ε

ε  

                 LL(.)    =    ( )
2

2
1122

12ln ∑
=

−

∧

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−−−

N

t
tt yyN φ

σ
σπ

ε
ε

 

       (.)LL
ˆ

1φ∂

∂    =   ( )1t

N

2t
1t1t2 yyy2

2
1

−
=

−

∧

ε

−∑
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
φ−

σ
−  = 0 

2

N

2t

2
1t11tt yy.y∑
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
φ−−

=
−

∧

−     =   0 

1

∧

φ     =     
∑

∑

=
−

=
−

N

t
t

N

t
tt

y

yy

2

2
1

2
1.

 

เนื่องจากอนุกรมเวลาตัวอยางไมมีคา y0ดังนั้นจึงไมสามารถหาคา ε1= y1 - φ1y0 ได 
 

 
3.5 การประมาณคาพารามิเตอรโดยวิธี Regionalization (Parameter Estimation by Regionalization) 
 

ในกรณีที่ไมมขีอมูล(Ungaged) หรือขอมูลส้ัน(Short Record) จะไมสามารถใชวิธีการประมาณ
คาพารามิเตอรตามวิธีที่กลาวมาแลว  ในกรณนีี้จะนิยมใชวธีิหาสมการแสดงความสันพนัธระหวาง
พารามิเตอรของแบบจําลองและพารามิเตอรของลุมน้ํา เชนพื้นที่หรือระยะทาง ซ่ึงเรียกวาวธีิการประมาณ
พารามิเตอรแบบ Regionalization  ยกตวัอยางเชน Lag Zero Cross Correlation Coefficient ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ij

0r ของอนุกรม

เวลาฝนรายเดอืนของ  52 สถานีกับสถานีอ่ืนๆ อีก 79 สถานี มีความสัมพันธดังรูปที ่3.1 
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(a) Isocorrelation (lag zero cross correlation) 
pattern of monthly precipitation of Station 
52 and other 79 stations series in the Upper 
Plain of USA. 

(b) ro { }dExp 00418.0−=   
ro = Lag 0 Cross Correlation Coefficient 

รูปท่ี 3.1 การหาพารามิเตอรโดยวิธี Regionalization  
 
3.6 การแปลงขอมูลใหเปนการแจกแจงปกติ (Normalization) 
 

การแปลงขอมูลที่มีการแจกแจงแบบเบ (Non-normal) xt ใหเปนการแจกแจงปกต ิ(Normal) yt มีหลาย
วิธี ดังตอไปนี ้

กรณีอนุกรมเวลารายป (Annual Series) 
(1) การแปลงดวยฟงคชั่น Log 

ถา xt คือฝนหรือน้ําทาซึ่งมีการแจกแจงแบบ Log Normal 2 (2 พารามิเตอร)  

ty =   ( )txLog  จะมีการแจกแจงแบบปกติ ( )y,y;y σμΝ  
2

y

yy

2
1

e
y2

1)y(f
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

σ

μ−
−

σπ
=       ; Y มีการแจกแจงแบบ Normal                                 [3.18] 

( )xf =   
2)xlog(

2
1

y

y

y

e
x2

1 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

σ

μ−
−

σπ
; X มีการแจกแจงแบบ Log Normal                         [3.19] 

และถา tz =   ( )
y

ytxlog
σ

μ−  ∼ ( )1,0;zN ; Z มีการแจกแจงแบบ Standard Normal  
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ถา xt มีการแจกแจงแบบ Log Normal 3 (3 พารามิเตอร). 

ty =   ( )cxlog t −  จะมีการแจกแจงแบบปกติ ( )y,y;y σμΝ โดยมี c เปน Lower Bound 

(2) การแปลงดวย Square Root 
ถา xt  มีการแจกแจงแบบ Gamma 2 (2 พารามิเตอร) 

( )xf  =   ( )
β

−
−α

α αβ

x
1ex

T
1                                                                                            [3.20] 

ty =   tx  จะมีการแจกแจงแบบปกติ
ถา xt  มีการแจกแจงแบบ Gamma 3 (3 พารามิเตอร) 

ty =   cxt −   จะมีการแจกแจงแบบปกติ ( )y,y;y σμΝ โดยมี c เปน Lower Bound 

(3) การแปลงดวย Power Function 
y =   ( )bcxa −                                                                                                             [3.21] 

b= คายกกําลังซึ่งมีคาคงที่ เชน 
4
1,

3
1,

2
1  

กรณีอนุกรมแบบ Periodic  
มี 2 ทางเลือกในการแปลงขอมูล 
ทางเลือกที่ 1: Normalize τ,vx กอนกําจัด τμ และ τσ

ทางเลือกที่ 2: กอนกําจดั τμ  และ τσ  กอนการ Normalization 
ขอเสียของทางเลือกที่ 1 คือ τμ and τσ  ของ Normalized Series ( τ,vy ) ถูกบิดเบือน (Distorted) 

ขอเสียของทางเลือกที่ 2 คือ τ,vy =   
τ

τ−τ

σ

μ
ˆ

ˆx ,v
 มีคาทั้งบวกและลบ ซ่ึงไมสามารถ Take Log ได 

ฟงคชั่นในการแปลงอนุกรมเวลาแบบ Periodic ท่ัวไป 

τ,vy =   ( ) τ
τττ + b

,v cxa                                                                                              [3.22] 
เมื่อ τc =   Periodic Lower Bound  
  ττ ba , =   Other Parameters 

หรือ τ,vy =   ( ) w.....,,.........1;cxlog ,v =τ+ ττ                                                      [3.23] 

กรณีอนกุรมเวลาแบบ Periodic ควรใชฟงคช่ันการแปลงเดียวกันในทกุคาบ τ 
 
3.7  การหาพารามิเตอรแบบ Periodic โดยใช Fourier Series 
 
 τ,vy  =   Normal Periodic Time Series 

 τ,vy  =   τμ + τσ τ,vz  

 τ,vz  =   Standardized Normal Series ซ่ึงอาจเปนอนุกรมเวลาแบบ Dependent ที่มีคา 
Correlation แบบคงที่หรือ Periodic ก็ได 
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AR(1) แบบ Periodic Coefficients 
 τ,vz  =   τ−ττ ε+φ ,v,v, z 11                                                                                  [3.24] 

          φ1,τ คือ Periodic Coefficient = ( )τρ ,kf  

กรณี AR(1):  ττ ρ=φ ,, 11                                                                                                  [3.25] 

คา and, ττ σμ τρ ,k สามารถประมาณคาไดจากอนุกรมตวัอยาง
 
3.7.1 วิธีการประมาณคาแบบ Non-Parametric Approach 
ตามวิธี Non-Periodic จะสามารถประมาณคาพารามิเตอรไดดังนี ้

τx  ∼ τμ  
2sτ  ∼ 

2
τσ  

τg  ∼ τγ  

τ,kr  ∼ τρ ,k  

         uτ   ∼ vτ   
เมื่อ u คือสัญลักษณของตวัประมาณคาแบบ Non-parametric และ v คือพารามิเตอรตามลําดับ 

 
3.7.2 การประมาณคาพารามเิตอรโดยวิธี Fourier Series 
 

τy  =   ω=τ∑
=

τ .........,,.........;y
N

N

t
,v 11

1
                                                                    [3.26] 

τe  =   ω=τ−μ ττ .......,,.........1;y                                                                    [3.27] 

เมื่อ τe  คือคาความผิดพลาดในการประมาณคา Mean โดยวธีิ Non-parametric 

กรณีที ่N นอย τe  จะมีคามาก 

กรณีที ่N มาก ฟงคช่ันของ   τy
   จะ Smooth กวาและ τe  จะมีคานอยกวา 

วิธี Fourier Series จะใหคาประมาณที่ Smooth กวาวิธี Non-parametric  
 

3.7.3 การประมาณคา Fourier Series Coefficients  
 

กําหนดให uτ เปนตัวประมาณคาแบบ Non-parametric  ของพารามิเตอร(vτ) 

ให τv̂ =   Fourier Series Estimates of vτ 

 ω=τ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
τπ

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
τπ

+= ∑
=

τ ...,,.........1:j2sinBj2cosAuv̂
h

1j
jj                                [3.28] 
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 ∑
ω

=τ
τω

=
1

u1u                                                                                                                      [3.29] 

 Aj, Bj =   Fourier Series Coefficients (j=1,……,h) 
j =   Harmonics j 
h =   Total No. of Harmonics and the Last Harmonic 

h =   
2
ω  ถา ω = เลขคู ยกตัวอยาง 6

2
12h ==  

 =   
2

1−ω ถา ω = เลขคี่ ยกตัวอยาง 182
2

1365h =
−

=  

jA  =   h.,,.........1j;j2cosu2
1

=∑ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
τπ

ω

ω

=τ
τ                                                              [3.30] 

jB  =   h.,,.........1j;j2sinu2
1

=∑ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
τπ

ω

ω

=τ
τ                                                               [3.31] 

ถา ω = เลขคู 

Ah =   ∑
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ω

τ
τ ω

τπμ
ω 1

2cos1 h                                                                                       [3.32] 

Bh =   0                                                                                                                        [3.33] 
  

ถาใชทุก Harmonic ในการคํานวณ τv̂  จะไดวา  τv̂ = τu  
ดังนั้น ในการประมาณคาพารามิเตอรจะใชเพียง Significant Harmonics (h*) ซ่ึงนอยกวา  h  
Cumulative Periodogram คือวิธีการหาคา Significant Harmonics  

 
  

3.7.4 Cumulative Periodogram Test (Pi) 
 

MSD(u) =   2

1
)uu(1

∑ −
ω

ω

=τ
τ   = Variance of u                                                             [3.34] 

เมื่อ MSD(u) =Mean Square Deviation of u หรือ Total Variation of u 

MSD(j) =   ( )22

2
1

jj BA +  ; j=1,……….,h                                                                   [3.35] 

 =   Mean Squared Deviation of Each Harmonic (j) 

MSD(u) =   ∑
=

h

j

jMSD
1

)(  ; All harmonics                                                                [3.36] 

Pi =   ∑
=

i

1j

j

)u(MSD
)h(MSD

                                                                                        [3.37] 

เมื่อ Pi = Cumulative Periodogram 
       hj = Significant Harmonic ที่ hj  
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ขั้นตอนการคํานวณหา ∑
=

i

1j
j )h(MSD  แสดงอยูในตารางที่ 3.2 เมื่อนํา Pi ไปพลอตกราฟจะได 

Cumulative Periodogram ซ่ึงสามารถแบงออกเปน 2 สวน Periodic Part และ Sampling Variation Part ดังรูปที่ 
3.2  จุดแบงระหวางสวนทีเ่ปน Periodic และ Sampling Variation คือ Significant Harmonics ถา Sampling 
Variation Part เปนเสนตรงดังรูปที่ 3.2 แสดงวาอนกุรมเวลาเมื่อกําจดัสวนที่เปน Periodic ออกไปแลวจะมี
ลักษณะเปน Independent แตถา Sampling Variation Part เปนเสนโคงดังรูปที่ 3.3 แสดงวาอนุกรมเวลาเมื่อกําจดั
สวนที่เปน Periodic ออกไปแลวจะมีลักษณะเปน Dependent  

 
ตารางที่ 3.2 Calculation of Cumulative Periodogram 

Harmonic MSD 
Rearranged 

MSD* 

Rearranged 
Order 

Harmonic 

Cumulative MSD(hj) 
เม่ือ j=1 to i 

j MSD(j) MSD(hj) i ∑
=

i

j
)hj(MSD

1
 

1 ( )1MSD  ( )1hMSD  1 )h(MSD)h(MSD 1

1i

1j
j =∑

=

=
 

2 ( )2MSD  ( )2hMSD  2 )h(MSD)h(MSD)h(MSD 21

2i

1j
j +=∑

=

=
 

. . .   

. . . i ∑
=

i

1j
j )h(MSD  

. . .   
h ( )hMSD ( )hhMSD h  

Total MSD(u) MSD(u)   
*Re-arranged from most significant harmonics [highest MSD(j)] to least significant harmonics 

1h =   most significant harmonic [highest MSD(j)] 

hh =   least significant harmonic  [lowest MSD(j)] 

∑=
=

i

j

j
i )u(MSD

)h(MSD
P

1  
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Significant harmonics  

 
 
 
 
Daily  
w=365, h=182, h*= 6 
(approx.) 
Monthly 
w=12, h=6 and h*=4 
(approx) 
 
 
                 Observed 

                  Fitted 

รูปท่ี 3.2 Separation of the Cumulative Periodogram into the periodic part for both the observed 
(1) and the fitted (3) and the sampling variation part, also for both the observed (2) and the 
fitted (4) in case of a periodic time series with an independent stochastic component. 
 

รูปท่ี 3.3 Sepeartion of the Cumulative Periodogram into the periodic part, observed (1) and 
fitted (3), and the sampling variation part, observed (2) and fitted(4), in case of a periodic 
series with an autoregressive stochastic component. 
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ตัวอยาง Cumulative Periodogram ของพารามิเตอรแบบตางๆของฝนและน้ําทาแสดงอยูในรูปที่ 3.4–3.7 

กรณีที่จดุแบงระหวาง Periodic Part และ Sampling Variation Part ไมชัดเจนจะหา Significant Harmonic(h*) 
ไดที่ 0.9-0.95 ของ Explained Variance (Pi) ดังรูปที่ 3.7 

 
รูปท่ี 3.4 Cumulative Periodogram of five parameters of daily precipitation series, Ft. Collins, 
Colorado 
 

 
รูปท่ี 3.5 Cumulative Periodogram of five parameters of 3-day precipitation series, Austin, 

Texas 
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รูปท่ี 3.6 Cumulative periodogram of five parameters of 7-day precipitation series, Ames, Iowa 
  

รูปท่ี 3.7 Cumulative periodogram of five parameters of daily flow series of Tioga river 
 

3.8 การประมาณคาพารามิเตอรของแบบจําลองหลายตวัแปร (Multivariate Model Parameter Estimation) 
 

3.8.1 วิธีการถอด Square Root ของเมทริกซ  

 DBBT =                                                                                                                           [3.38] 
 ถากําหนดคา Matrix D จงหาคา Matrix B 
 ผลการคํานวณจะใหผลลัพธแบบ Unique Solution ก็ตอเมื่อ 
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  B =   Lower Triangular Matrix  
และ      D =   Positive Definite หรือ Positive Semi-definite 
 

(1) Positive Definite 
 
 11a  naa 112 .............   

 21a  naa 222 .............  > 0 
 .  .  ……...  .  

 1na  nnn aa .............2   

(2) Positive Semi-definite 
 11a  naa 112 .............   
 21a  naa 222 .............  ≥ 0 

 .  .  ……...  .  

 1na  nnn aa .............2   
 
Graybill(1969) เสนอแนะวิธีในการหาคา B เมื่อ D เปน Positive Definite ดังนี ้
                               j 
 
 
i 

1    
1 2   
1 3 2  
1 3 3 2 

(1) ijb  =   for
b

d
jj

ji

 j=1, i=1, ……..,n                                 [3.39] 

(2) ijb  =   [ ( )
21

1
∑

−

=

−
j

k

jkij bd ] 2
1

 for j=2, …….., n and i=j      [3.40] 

 

(3) ijb  
=   

jj

j

k

ikjkij

b

bbd ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− ∑

−

=

1

1  for j=2,…,n-1 and i=j+1,...,n [3.41] 

  n =   size of square matrix B and D 
 

Lane (1979) เสนอแนะวิธีในการหาคา Matrix B เมื่อ D = Positive หรือ Positive Semi-definite ดังนี้ 
                      i 

  Ο Ο Ο 
  Ο Ο 
   Ο 
     

 kib  =   0 for all  k< i 
k  kib  ≠   0 for all  k ≥ i  

  เมื่อ
   

( ) 02
≤− ∑

〈 ij

ijii bd  

 

 
และ  bki=   

( ) 2
1

2
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−

∑

∑

<

<

ij

ijii

ij

kjijki

bd

bbd

 for all k ≥ i                     [3.42] 
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เมื่อ ( ) 02

>− ∑
〈 ij

ijii bd                                                   [3.43] 

 
เร่ิมการคํานวณจากทกุคาของ Matrix ในคอลัมน 1 แลวจึงคํานวณคา Matrix ในคอลัมน 2, 3, 4,….. ตามลําดับ 
 
3.9 การทดสอบความเหมาะสมของแบบจาํลอง (Goodness of Fit Test) 
 

สมมติฐานหลกัของแบบจําลองคือ  εt  เปนตัวแปรอิสระและมีการแจกแจงแบบปกต(ิIndependent and 

Normally Distributed) จึงตองมีการทดสอบความเปนอิสระของตัวแปร εt และทดสอบวาตัวแปร εt มีการแจก
แจงแบบปกต ิ

3.9.1 การทดสอบความเปนอสิระ (Test of Independence) 
การทดสอบความเปนอิสระมีหลายวิธีดังนี ้
(1) Anderson Test 

วิธีนี้จะเริ่มจากการคํานวณหา Probability Limit ดังสมการ [3.44] ถา ACF ของ εt ที่ Lag มากวา 0 มีคา

อยูใน Probability Limit แสดงวาตวัแปร εt เปนตัวแปรอิสระ 
 

kN

kNZ

)(rk −

−−±−

=α

α 11
2                                                                                               [3.44] 

zα/2  คือ z-score ที่ Exceedence Probability เทากับ α/2  

ถา rk  ตกในชวง + rk(α) แสดงวาเปนแบบอิสระ 
 

 (2) Porte Manteau Lack of Fit Test  
 - กรณี Constant Coefficient  

ตรวจสอบโดยใช Porte Manteau Statistic ดังสมการ [3.45] 
 ( ) ( )∑ ε−=

=

L

k
krdNQ

1

2

                                                                                    
[3.45] 

  ถา  2
qpLQ −−χ<  แสดงวาแบบจําลอง Adequate หรือ εt=Independent  

 Q = Porte Manteau Statistics 
    L =  Max. Lag = 0.1N - 0.3N  
   d =   No. of Differences  สําหรับ ARIMA(p,d,q) 
 χ2(L-p-q) = Chi-square Statistic ที่ α Probability และ L-p-q Degree of Freedom. 

 - Periodic Coefficient 
 กรณีของอนุกรมเวลาแบบ Periodic จะใชคา Modified Porte Manteau Statistics (Q1) ดังสมการ 

[3.46] ในการทดสอบ 
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 ( )[ ]
2L

1k 1
,k1 rNQ ∑∑

=

ω

=τ
τ ε=                                                                                                          [3.46] 

 ω =   No. of Periods per Year 

 N =   No. of Years of Record 
 
 

 
(3) Cumulative Periodogram Test 

วิธีการทดสอบความเปนอิสระโดยใช Cumulative Periodogram ไดกลาวมาแลวในหัวขอ 3.7.4 
หลักการทดสอบแบบงายคอืการพลอต Pi เทียบกับ i สําหรับอนุกรมเวลาแบบ Independent คา Pi จะกระจายอยู
รอบๆเสนตรงที่เชื่อมจุด (0,0) และ (0.5, 1.0)  ถาจํานวน Pi ที่คํานวณไดกระจายอยูภายนอก Confident Interval  

'N
Kα

± ของเสนตรงที่เชื่อมจุด (0,0) และ (0.5, 1.0) มากเกินกวา αN แสดงวา εt  ยังคงมีองคประกอบที่เปน 

Periodicity อยู Periodicity ที่มี Harmonic hj ใน εt จะทําให MSD(hj) มีคามากและมีผลทําใหคาที่พลอต

เบี่ยงเบนจากเสนตรงมากขึ้น คา Kα คือ  คา Smirnov-Kolmogorov Statistics ในตารางที่ 3.3 
 

 
Pi =   

( )
2

,....,1;
1

2
N

i
hMSDi

j

j =∑
= εσ

or (N-1)/2                                                       [3.47] 

เมื่อ  σ2
ε=Total Variance = MSD(u) 

 
( ) ( )
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1t
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2N

1t
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N
2)h(MSD ; 

N
jh j =                  [3.48] 

 

 
 

รูปท่ี 3.8 การทดสอบความเปนอิสระโดยใช Cumulative Periodogram 
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ตารางที ่3.3 Smirnov-Kolmogorov Statistics, Kα 
α 0.01 0.05 0.1 0.2 0.25 

Κα 1.63 1.36 1.22 1.07 1.02 
 

 
(4) Test of Independence in Space 
 
ใชหลักการทดสอบสมมติฐานวา Cross Correlation Coefficients (ρij) เทากับหรือตางจาก 0 ถา N มี

คามากจะทดสอบโดยใช Z-Score ดังสมการ [3.49] ถา N มีคามากจะทดสอบโดยใช Confident Limit ดัง
สมการ [3.50]  
 
 Ho : ρij = 0  ;   H1: ρ ij ≠ 0 

 
เมื่อ N มีคามาก 
 

 

N

Z

r
N

Z
ij 2
0

2
αα +

<<

−

                                                                                                                                              [3.49] 

  
ถา N มีคานอย  

 ......................0
urijrlr ββ << Accept Ho : ρ ij = 0  

 
βr  =   

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )3211

3211

−ρ−+ρ+

−ρ−−ρ+

β

β

N/Zexp

N/Zexp
                                                                                        [3.50] 

 
β =   =

2
α

 Upper limit ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ = 025.0,05.0

2
α  

 
β =   

2
1 α

−  =  Lower limit 

 
         3.9.2 การทดสอบความเปนปกติ (Test of Normality) 

การทดสอบความเปนปกติคอืการทดสอบวาอนุกรมเวลาหรือตัวแปรมกีารแจกแจงแบบปกติ มีวิธีที่
นิยมใชโดยท่ัวไป 3 วิธีคือ 
 (1)  วิธีกราฟ โดยการพลอต Empirical Distribution บนกระดาษกราฟการแจกแจงปกติ (Normal    
    Probability Paper) ถากราฟที่พลอตเปนเสนตรง แสดงวาอนุกรมเวลามีการแจกแจงแบบปกต ิ
 (2)  การทดสอบแบบ χ2-Test 
 (3)   การทดสอบความเบ (Skewness Test) การแจกแจงแบบปกติจะมีคา γ = 0 

ถา 
N

Z
N

Z
66

22
αα γ <<−  แสดงวา γ=0  หรือมีการแจกแจงแบบปกติ ถา N > 150 

 ถา  N < 150 ใชคา N,αγ  จากตารางที่ 3.4  
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ถา N,ˆ αγ<γ  แสดงวา γ=0 หรือมีการแจกแจงแบบปกติ (Normal Distribution) 

   การทดสอบแบบ  Test−2χ  
 

2χ  =   
( )

∑
−

=

k

1i i

2
ii

e
eO

                                                                              [3.51] 

Oi = Observed Frequency 
ei  = Expected Frequency 

 ถา 2χ  < ( )
2

2k, −αχ  แสดงวายอมรับ Ho : tx ∼N )s,x;x( t  
 
  

Table 3.4 Table for skewness test for normality for sample size less than 150  
(after Snedecor and Cochran,1967, p552) 

N 
γα 

N 
γα 

α α 
0.02 0.10 0.02 0.10 

25 
30 
35 
40 
45 
50 
60 

1.061 
0.986 
0.923 
0.870 
0.825 
0.787 
0.723 

0.711 
0.662 
0.621 
0.587 
0.558 
0.534 
0.492 

70 
80 
90 
100 
125 
150 
175 

0.673 
0.631 
0.596 
0.567 
0.508 
0.464 
0.430 

0.459 
0.432 
0.409 
0.389 
0.350 
0.321 
0.298 

    
 

 3.9.3 การทดสอบจํานวนพารามิเตอรท่ีพอเหมาะ (Parsimony of Parameters) 
 

ในการสรางแบบจําลองทางสโตแคสติก มีหลักสําคัญที่ตองยึดไวคือการรักษาคุณสมบัติทางสถิติ
ของขอมูล (Preservation of Statistics) ซ่ึงมีขอเท็จจริงดังนี ้ ถาแบบจําลองมีจาํนวนพารามิเดอรมาก 
คุณสมบัติทางสถิติของอนุกรมเวลาที่สังเคราะหขึ้นมา (Generated Data) จะมีคาเขาใกลคุณสมบัตทิางสถิติ
ของอนุกรมเวลาตัวอยาง (Historical Sample) ถาจํานวนพารามิเตอรเทากับจํานวนขอมูลตัวอยาง (No. of 
Sample Size) อนุกรมเวลาทีสั่งเคราะหขึ้นมาจะเหมือนกบัอนุกรมเวลาตัวอยางทกุประการ ดังนัน้โดยปกติ
ในการสรางแบบจําลอง จะกําหนดใหมีจํานวนพารามิเตอรไมมากเกนิไป โดยจะเลือกใชเฉพาะ
พารามิเตอรที่มีความแปรปรวนนอยและมคีวามสําคัญตอแบบจําลองเทานั้น เชน คาเฉลี่ย คาสวนเบี่ยงเบน
มาตรฐาน และ Serial Correlation Coefficients 

(1) Parsimony 
ตามหลักการของ Parsimony ที่ตองจํากัดจํานวนพารามิเตอรไมใหมากเกินไป จะกําหนดใหดรรชนี 

Parsimony (Index of Parsimony) ตองมากกวาหรือเทากบั 15 ดังสมการที่ 3.52 
 δ =  

k

N  = Index of Parsimony ≥ 15                                                                            [3.52] 

 เมื่อ N=  Sample Size 
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 k=  จํานวนพารามิเตอร 
 N=   30 x 12 = 360 เดือน 
 k=  24

15
360

==
δ
N (จํานวนพารามิเตอรควรนอยกวา 24) 

โดยทั่วไป แบบจําลองรายเดอืนจะมจีํานวนพารามิเตอร = 36 {12μ, 12σ, 12ρ} 
 

(2) Akaike Information Criteria (AIC)  
AIC คือเกณฑที่สําคัญที่ใชทดสอบ Parsimony of Parameter    สําหรับแบบจําลอง ARMA(p,q) จะ

สามารถคํานวณหาคา AIC ไดดังสมการ 3.53       
 

AIC(p, q) =   ( ) ( )qpN ++ 2ˆln 2
εσ                                                                       [3.53] 

N =   Sample Size 
2ˆεσ =   Max. Likelihood Estimate ของ 2

εσ  
        ตามเกณฑ AIC แบบจาํลองที่เหมาะสมคือแบบจําลองที่มี AIC ต่ําสุด 

 
  3.10 การสังเคราะหขอมูลและการพยากรณ (Generation and Forecasting) 
 
 3.10.1 การสังเคราะหขอมูล (Generation of Synthetic Samples) 
 ตามหลักการทีก่ลาวมาแลว การสรางแบบจําลองอนุกรมเวลาทางอุทกวทิยาก็คือการสรางแบบจําลอง
ของ White Noise หรือ Independent Stochastic Component ซ่ึงเรียกกันทั่วไปวา Whitening Process โดยทั่วไป

จะสมมติวา ε คือ White Noise ซ่ึงเปน Independent Stationary Normal Variable. 
 การสังเคราะหขอมูลอนุกรมเวลาจะเริ่มจากการสังเคราะห Independent Normal Variables ซ่ึงมีคาเฉลี่ย
เทากับ 0 และความแปรปรวนเทากับ 1 หลังจากนั้นจึงเพิม่ Time and Spatial Dependence Structure และ 
Periodic Components เขาไป 

(1) Univariate Time Series 
 ยกตวัอยางการสังเคราะหขอมูลโดยใชแบบจําลอง AR(1)  

zt= 1φ̂ zt-1+εt                                                                                                                           [3.54] 
เมื่อ   

 zt = Dependent Normal Variable ซ่ึงมีคาเฉลี่ยเทากับ 0 และความแปรปรวนเทากับ 1 

 
y

yt
t ˆ

ˆy
z

σ
μ−

=                                                                                                                        [3.55] 

 φ1 = Autoregressive Coefficient 

 สมมติให yt= log(xt) = Normalized Variable with Mean μy and Variance 2
yσ  

 εt = Independent Normal Variable with Mean Zero and Variance 2
εσ  
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 tt ξσ=ε ε                                                                                                                                [3.56] 
 =σε

2 1- 2
1φ                                                                                                                              [3.57] 

              สามารถหา 2
εσ ไดโดยการ Taking Variance ของ εt ของแบบจําลอง of AR(1) 

 =ξt Independent Normal Variable with Mean Zero and Variance One 
 
 ขั้นตอนการสังเคราะหอนุกรมเวลา  

(1) Generation of ξ1 
(2) สมมติให z0 = μz = 0 

(3) z1=0+σεξ1 
(4) y1= 1yy zˆˆ σ+μ  
(5) x1= Antilog(y1) 
(6) ทําขั้นที่ 1 ถึง5 สําหรับ t = 2,3,….N 
(7) สามารถสังเคราะหอนกุรมเวลาที่มีขนาด N ไดหลายชดุตามที่ตองการ แตในการสังเคราะหอนกุรม

เวลาตองมีการตรวจสอบวาอนุกรมเวลาที่สังเคราะหขึ้นใหมสามารถรักษาคุณสมบัติทางสถิติของ
อนุกรมเวลาในอดีตได 
 

 ขั้นตอนการสังเคราะห White Noise (ξt) ดวย Excel 
(1) สังเคราะห Uniform Random Number โดยใชฟงคช่ัน RAND() 
(2) สังเคราะห Standard Normal Variateโดยใชฟงคช่ัน NORMSINV ให ผลลัพธจากฟงคช่ัน  

RAND() คือ Input สําหรับฟงคช่ัน NORMSINV 
(3) ในการสังเคราะห Random Number ดวยคอมพิวเตอรจะไมได Pure Random Number แตได 

Pseudo-Random ซ่ึงมักมี Initial Biases ดังนั้นจึงจําเปนตองมีการสังเคราะหขอมูลเผ่ือไวตัดทิ้ง ซ่ึง
เรียกวา  Warm Up Length 

 อนุกรมเวลาทีสั่งเคราะหขึ้นจะมีประโยชนในการวิเคราะหความเสี่ยง (Risk) ในการวางแผน ออกแบบ
และการปฏิบตัิการเกี่ยวกบัระบบแหลงน้าํ 
 
 (2) Multivariate Time Series 
 การสังเคราะหอนุกรมเวลาแบบหลายตัวแปรที่สามารถรักษาคุณสมบัตเิกี่ยวกับ Time และ Cross 
Dependent Structures ของอนุกรมเวลาหลายตัวแปรมี 3 แนวทาง ดังนี ้
 แนวทางที ่1: ใช Linear Regression Analysis 
 
 ถามีจํานวนตงัแปรนอยกวา 5 (n < 5) 
 
 )j(

t
)1j(

t1j
)1(

t10
)j(

t .......... η+ξα++ξα+α=ξ −
−                                                            [3.58] 
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เมื่อ 
 )j(

tξ = Independent Normal Random Variable (White Noise) with Mean Zero and Variance 
  One ของอนุกรมเวลา j เมื่อ j=2,3,….,n 
 1j10 .,,........., −ααα = Regression Parameters 
 )j(

tη = Independent Normal Random Variable with Mean Zero and Variance= )j(2
ησ  

 
 เร่ิมจากการสังเคราะห )2(

t
)1(

t and ηξ แลวจงึคํานวณหา )j(
t

)3(
t

)2(
t ,....,, ξξξ เพื่อรักษา Cross-correlation 

Structure (เมื่อเพิ่มคา )j(
tξ ใหมเขาไปในสมการ จะตองคํานวณคาพารามิเตอร αj  ใหม) หลังจากนัน้จึงแปลง 

)j(
tξ  เปน 

)j(
tẑ , )j(

tŷ , )j(
tx̂  ตามลําดับ 

  ตัวอยางการใชสมการ Linear Regression ของ )j(
tξ เมื่อ  j=1,…,5  เพื่อการสังเคราะหอนกุรมเวลาราย

เดือนของ Net Basin Water Supply ของ Lake St.Clair  )5(
tξ และ Lakes Ontario, Erie, Superior and Michigan-

Huron แสดงอยูในสมการ 3.59  (Yevjevich, 1975) 
 
 )5(

t
)4(

t
)3(

t
)2(

t
)1(

t
)5(

t 19315.004994.016721.01258.000065.0 η+ξ+ξ−ξ+ξ+−=ξ       [3.59] 
 

 แนวทางที ่2: ใช Multivariate Matrix Approach 
 โดยวิธีนีจ้ะสังเคราะหอนกุรมเวลาทั้ง j ชุด พรอมกันแทนที่จะสังเคราะหที่ละชดุเหมือนแนวทางที่ 1 
รายละเอียดของวิธีนี้จะกลาวถึงในบทที ่
   
 Zt = A1Zt-1 + B εt     ……….Multivariate AR(1)                                    [3.60] 
 Zt = A1Zt-1 + A2Zt-2 + B εt    ……….Multivariate AR(2)                                    [3.61] 

เมื่อ  
 Zt  = (nx1) Vector Elements zt

(i)
  ; i=Series i 

 A1, A2, B = (nxn) Matrix Parameters 
εt = (nx1) Vector of Independent, Normally Distributed Random Variables with Mean 
      Zero and Variance One 

 
 แนวทางที่ 3:  Dissaggregation Approach 
 
 วิธีนี้เร่ิมจากการสังเคราะห 1 อนุกรมเวลา เชน อนกุรมเวลาของ 1 สถานี หรืออนุกรมเวลารายป 
หลังจากนัน้ จึงสังเคราะหอนกุรมเวลาของสถานีอ่ืนจากอนุกรมเวลาของสถานีแรกที่สังเคราะหขึ้นตามวิธีการ 
Disaggregation หรือสังเคราะหอนุกรมเวลารายเดือนจากอนกุรมเวลารายปที่สังเคราะหขึ้น การสังเคราะห
อนุกรมเวลาตองรักษา Time and Space Dependent Structure  รายละเอียดของวิธีนี้จะกลาวถึงในบทที่ 8  
  
 Y=AX+Bε                                                                                                                         [3.62] 

เมื่อ  Y = Column Matrix of Seasonal Values ซ่ึงผลรวมของ Y เทากับ X  เมทริกซ Y มีขนาดเทากับ 
               [(w*k)x1] , w=No.of Seasons, k=No.of Time Series 
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 X = Annual Value ซ่ึงเปนเมทริกซขนาด (kx1) 
 A = Matrix Parameters of Size [(w*k) x k] 
 B = Matrix Parameters of Size [(w*k) x (w*k)] 

 ε = Vector of Independent, Normally Distributed Random Variables with Mean Zero  
  and Variance One with Size [(w*k) x 1] 
 
 3.10.2 การพยากรณ (Forecasting) 
 
 การสังเคราะหขอมูลคือกระบวนการในการสรางอนุกรมเวลาขึ้นมาใหม ใหมีขนาดเทากับอนุกรมเวลา
ตัวอยาง (t=1, 2, …., N) สวนการพยากรณตางจากการสังเคราะหอนุกรมเวลาตรงที่ การพยากรณคือการ
คาดการณคาของอนุกรมเวลาลวงหนาวาจะมีคาเทาใดในอนาคตที่เวลา t+1 จากคาเหตุการณในปจจุบันที่เวลา t 
ที่ทราบแลว ดงัรูปที่ 3.9 
 
 ตัวอยางการพยากรณดวย แบบจําลอง AR(1) 
 
 zt=φ1zt-1+εt                                                                                                             [3.63] 
 zt+1=φ1zt+εt+1                                                                                                          [3.64] 
 กําหนดให Expected Value of zt+1 เมื่อทราบคา zt เทากับ[zt+1] 
 [zt+1] = Zt(1)=E(zt+1|zt)                                                                                                [3.65] 
 [zt|zt-1] = zt เนื่องจากที่เวลา t จะทราบคา zt-1 
 และ [εt+1] =0 

 ดังนั้น 

 [zt+1] = φ1zt      หรือ   zt(1)=φ1zt                                                                                               [3.66] 

 [zt+2] = φ1[zt+1]  หรือ  zt(2)=φ1 zt(1)                                                                                     [3.67] 

 [zt+3] = φ1[zt+2]  หรือ  zt(3)=φ1 zt(2)                                                                                     [3.68] 
 
 เทคนิคการพยากรณในลักษณะนี้เรียกวาการพยากรณลวงหนา 1 คาบ หรือ One Step Ahead 
Forecasting ซ่ึงมี Lead Time L=1 
 
 ตัวอยางการพยากรณดวยแบบจําลอง ARMA(1,1) ซ่ึงมี Lead Time L 
 zt = φ1zt-1+εt – θ1εt-1                                                                                                            [3.69] 

 zt+L = φ1zt+L-1+εt+L – θ1εt+L-1                                                                                              [3.70] 

 [zt+L] = φ1[zt+L-1]+[εt+L] – θ1[εt+L-1]                                                                                  [3.71] 
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 ถา L=1 
 [zt+1] = φ1[zt+1-1]+[εt+1] – θ1[εt+1-1]   
 [zt+1] = φ1zt – θ1εt  ; [zt]= zt ,  [εt+1] =0 , [εt] = εt 
 [zt+2] = φ1[zt+1] ;  [εt+1] =0 
 [zt+3] = φ1[zt+2] 
 [zt+L] = φ1[zt+L-1]  เมื่อ L>2 
 
 

 
 

  
รูปท่ี 3.9 ขอแตกตางระหวางการสังเคราะหขอมูลและการพยากรณ 

 
3.11 เอกสารอางอิง 
Salas. J, J.W.Delleur, V.Yeyjavich and W.L Lane. 1980.  Applied Modeling of Hydrologic Time Series. Water Resources Publications.  USA. 

pp.484 
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บทท่ี 4 
การจําลองอนุกรมเวลาดวยแบบจําลอง AUTOREGRESSIVE  

AUTOREGRESSIVE MODELING 
 

 แบบจําลอง Autoregressive หรือเรียกส้ันๆวาแบบจาํลอง AR เปนแบบจําลองสโตแคสติกท่ีเปนท่ี
นิยมต้ังแตป 1960 เปนตนมา แบบจําลอง AR ปกตินยิมใชในการจาํลองท้ังอนุกรมเวลารายปและอนุกรม
เวลาแบบ Periodic เนื่องเปนแบบจําลองท่ีเขาใจงาย ปรมาจารยท่ีมีสวนสําคัญในการพัฒนาแบบจําลอง AR 
ไดแก   

o Thomas and Fiering (1962) 
o Yevjevich  (1963) 
o Box and Jenkins (1970) 
 

4.1 รายละเอียดของแบบจําลอง AR 
 
แบบจําลอง AR สามารแบงออกไดเปน 2 แบบคือ 
- AR Model with Constant Parameters สําหรับอนุกรมเวลารายป 
- AR Model with Periodic Parameters สําหรับอนุกรมเวลาแบบ Periodic 

 

4.1.1 สมการคณิตศาสตรของแบบจําลอง AR (Mathematical Formulation of AR Models) 
 (1) AR Models with Constant Parameters 
 ให ty   = Stationary Normal Time Series with 2,  and Autoregressive (Markovian) 
Correlation (~Serial Correlation) 
 
 AR(p);  Box and Jenkins (1970) 

 ty   =     tptpt yy   11  

 ty   =   



p

j
tjtj y

1
              [4.1] 

 เม่ือ 

 ty   = Time Dependent Series (Variable) with Normal Distribution and  
              2

tt yVar;yE   
 t   = Independent Normal Variable with Mean  =  0 and Variance  =  2

  
 p, 1   =  Autoregressive  Coefficients 
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 พารามิเตอรของแบบจําลองในสมการท่ี 4.1 คือ  2,p,,1,2,    ซ่ึงสามารถประมาณไดขาก
ตัวอยาง 2 และ 2

  มีสหสัมพันธซ่ึงกันและกัน  
 ตารางท่ี 4.1 แสดงแบบจําลอง AR(p) ซ่ึงเขียนในรูปแบบท่ีแตกตางกนั จากสมการท่ี 4.1 จะสามารถ
เขียนแบบจําลอง AR(1) หรือ First Order Autoregressive Model หรือ First Order Markov Model ไดดัง
สมการ  
  ty   =   tty  11             [4.2] 
 แบบจําลอง AR(1) มีพารามิเตอร 4 ตัวคือ 2

1,,, 2
  

             ตารางที่ 4.1 แบบจําลอง AR(p) ในรูปแบบตางๆ ที่เปนที่นิยมใชกัน 

 
yt  =  Stationary Normal Time Series with , 2

t   =  Independent Normal Variable with   = 0 and 
2 

1,…., p = Autoregressive Coefficients 
 , 2 , 1 ,….., p , 

2 are Parameters of the Model. 
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(2)   Periodic AR Model (Periodic Mean and Variance) 
 

- Constant Autoregressive Parameter ( p ,,1  ) 

 ,vy  =  ,vz             [4.3] 

 ,vz   = 



P

1j
,vj,vzj            [4.4] 

 ,vy  = Dependent Normal Variables with 2,    

 ,vz  = Dependent Normal Variables with Mean = 0 and Variance  =  1 

  ,v  = Independent Normal Variable with Mean = 0 and Variance  =   ,
2  

 พารามิเตอรของแบบจําลอง   ,,1;2
,,p,,1,2,   

- Periodic Autoregressive Parameter (  ,j ) j =  1,…,p  and  =  1,…, 

 ,vz  = 



p

1j
,vj,vz,j           [4.5] 

 พารามิเตอรของแบบจําลอง   ,,1;2,,p,,1,2,   
 

4.1.2 Properties of AR Models with Constant Parameters 
 
แบบจําลอง AR แบบพารามิเตอรคงท่ี มีพารามิเตอรดังนี้ 
 

 ty   =  
 t   = 0 
 tyVar  = 2  
 tVar                =           

2
  

 

พารามิเตอรเหลาน้ีสามารถประมาณไดจากอนุกรม
เวลาตัวอยาง 
 

 

2
  = 










 


p

1j
jj

2 1               [4.6] 

j   = jth  Autoregressive Coefficients 

j   = Lag j Autocorrelation Coefficients of yt 

AR(1)  : 2
  = )( 11

2 1             [4.7] 

AR(2)  : 2
  = )( 2211

2 1            [4.8] 

 

(1) Autocorrelation Function  k คือดรรชนีท่ีแสดง Dependent Structure ของอนุกรมเวลา มีช่ือ
เรียกไดหลายแบบดังนี ้
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  - ACF 
  - Lag k Serial Correlation 
  - Yule-Walker Equation (Model Correlogram) 

 0k;
p

1j
jkjk  


             [4.9] 

วิธีการพิสูจนสมการ Yule-Walker [4.9] ทําไดดังนี ้ 

จากสมการ[4.1],    yt-=   t

p

1j
jtj y  


                                                                      [4.10] 

คูณสมการท่ี [4.10] ดวย (yt-k-) แลัว Take E(.) หลังจากนั้นหารดวย Var(yt) หรือ 2 จะไดสมการ 
Yule-Walker ดังสมการ [4.9] สมการ Yule-Walker หรือ ACF  มีประโยชนสําหรับ (1) หา Order ของ
แบบจําลอง และ (2) เปรียบเทียบ Sample Correlogram กับ Model Correlogram  สําหรับ AR(1) Model 
Correlogram  แสดงอยูในตารางท่ี 4.2  รูปท่ี 4.1 แสดงอนุกรมเวลา ACF และ Partial ACF ของ AR(1) ซ่ึงมี
พารามิเตอรตางๆ 

 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 4.1 The time series zt , autocorrelation functions k and partial autocorrelation function k(k) for 
AR(1) models with parameters (a) =0, 

=1, and 1=0.60 and (b) =0, 
=1 and 1=-0.60 

ตารงท่ี 4.2  Model Correlogram สําหรับ AR(1) : k = 11 k  ; 0k  

k 1k1k   หมายเหตุ 

1 11   0=1 
2 2

12    
.  
k k

1k    
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AR(1) : 2
  = )1( 2

1
2    ……Biased      [4.11] 

   2
  = )1(

1N

N 2
1

2 


 ……Unbiased      [4.12] 

AR(2) :   For k=1 ; 1 =
2

1

1 


         [4.13] 

   k=2 ; 2 = 2
2

2
1

1





         [4.14] 

   (see appendix) 

   2
  =   

 
    



 




 2
2

22
1

2

22 1
1

1
 …Biased     [4.15] 

   2
  =  

 
    



 







2
2

22
1

2

22 1
1

1

2N

N
…Unbiased     [4.16] 

   1  = 
 
 2

1

2
1

1

1




  

   2  = 
2

1

2
12

1 


 

จงพิสูจนสมการท่ี 4.13 และ 4.14 ของแบบจําลอง AR(2) จากสมการ Yule-Walker [4.9]  
สําหรับ AR(2);  

ถา  k=1, 1  = 212111     

    = 1201  = 121   

     1  = 
2

1

1 


 

 ถา  k=2, 2  = 222121    = 211   

    = 2
2

2
1

1





 

 
(2) PACF (Partial Autocorrelation Function or Partial Correlogram) ,  kk   

คือดรรชนีท่ีแสดง Dependent Structure  ของอนุกรมเวลาเชนเดียวกับ ACF มีประโยชนในการหาชนิดและ
ลําดับของแบบจําลอง PACF คือคาสัมประสิทธ์ิ Autoregressive ลําดับท่ี k ของแบบจําลอง AR(p) เม่ือ p=k 
ดังสมการ 
 
 j  =       k,,1j;kkk kjk2j21j1    ; k=p     [4.17] 

 pk;k,,1j;)k(
k

1i
ijij  


   

  kj  = thj   autoregressive coefficient of AR(k) 
  kk  = thk   autoregressive coefficient of AR(k)  PACF 
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สําหรับ AR(1);  ถา k=1;  11  =  1  
     kk = 0 , เม่ือ k  1 

สําหรับ AR(2);  ถา k=2;  22  = 2
1

2
12

1 



        

     11    = 1  
     2k   =  0,  เม่ือ k  2 
สําหรับ AR(p);    kk   0,  เม่ือ k  p ;  kk = 0,  เม่ือ k  p  

 

รูปท่ี 4.2 แสดง ACF และ PACF ของ AR(2) ซ่ึงมีพารามิเตอรแตกตางกัน 4 แบบ  
 

 
รูปท่ี 4.2 ACF และ PACF ของ AR(2) ซ่ึงมีพารามิเตอรแตกตางกัน 4 แบบ 
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 (3) Parameters Stationary Conditions for AR(p) with Constant Parameter 
 Stationary Condition ของ AR(p) จะสามารถหาไดจากเกณฑท่ีวา ถารากของสมการ Characteristic  
ในสมการท่ี 4.18 มีคาอยูภายในวงกลมซ่ึงมีรัศมี 1 หนวย (Unit Circle) แสดงวาพารามิเตอรของ AP(p) อยู
ใน Stationary Condition 
 

 p
2p

2
1p

1
p uuu     = 0          [4.18] 

  1u i    เม่ือ  p,,1i   
 
 สําหรับแบบจาํลอง AR(2) ดังสมการ:  tz =0.5 t2t1t z2.0z    
 Characteristic Equation  คือ  

 2.0u5.0u2   = 0 
    1u  = 1762.0   
    2u  = 1261.0   
 Stationary Condition ของ AR(2) สามารถเขียนในรูปแบบอ่ืนๆไดดังนี ้
 

1  2    1 
2 - 1     1 
-1  2    1 

-1    1      1 
-1    2       1 

2

1 22
1

 
  

  
 Stationary Condition ของ AR(1) คือ 

 u-=0 
u=
-1<<1 หรือ -1<1<1 
 
 
4.1.3 Properties of AR Model with Periodic Parameters 
 
แบบจําลอง PAR(p) ซ่ึงมี Periodic Parameter คือ 
 


 


p

1j vj,v
z

,j,vz                                                                   [4.19] 
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 เม่ือ 

 

















,v
,v

y
z   

 jjth Periodic Autoregressive Parameters สําหรับคาบท่ี  เม่ือ 
 v = Random Error ซ่ึงมี Mean=0 และ Periodic Variance = 

 
  ดังนั้นสมการท่ี [4.18] สามารถเขียนในอีกรูปแบบหนึ่งไดดังนี ้

 

 



p

1j
,vj,vz,j,vz                       [4.20] 

 เม่ือ  
 zv, คืออนุกรมปกติมาตรฐานท่ีมี Mean=0 และ Variance =1 

 
 v, คือ Random Error ท่ีมี Mean=0 และ Variance =1 

 

  



p

1j
,j,j

2 1                                                                                                           [4.21] 

 สําหรับ AR(1) Periodic Variance คือ 
   ,1,1

2 1                                                                                                                 [4.22] 
 สําหรับ AR(2) Periodic Variance คือ 
   ,2,2,1,1

2 1                                                                                             [4.23]                                
  
 Model Correlogram ของ Periodic AR(p) คือ 

 



p

1j jl,jk,j,k 0k,                                                                                    [4.24] 

เม่ือ  
lj =min(k,j) 
 = 1 

 
สําหรับ AR(1);  เม่ือ  k=1 ;    ,11,0,1,1 ; 11,0    
สําหรับ AR(2);  เม่ือ  k=1 ;   1,1,21,0,1,1   ; 11,0    
                           เม่ือ k=2 ;   2,0,21,1,1,2   ; 12,0    
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4.2 แบบจําลอง AR สําหรับอนุกรมเวลารายป (AR Modeling of Annual Time Series) 
 
 4.2.1 แบบจําลอง AR 
 
 ให xt คืออนุกรมเวลาแบบ Non-normal ตองแปลงใหเปนอนุกรมเวลาแบบ Normal (yt)  โดยใช
ฟงคช่ันการแปลงท่ีเหมาะสม ดังนี ้
 
 yt = g(xt)                                                                                                                                 [4.25] 
             เม่ือ  
 g(-) คือ ฟงคช่ันการแปลงใหเปนอนุกรมเวลาแบบ Normal เชน Log หรือ Square Root หรือ  
         Power Function 
 แบบจําลอง AR สําหรับอนุกรมเวลา yt คือ 
 yt=+zt                                                                                                                                  [4.26] 
 เม่ือ  
 yt คืออนุกรมเวลาแบบ Normal ซ่ึงมี Mean เทากับ  และ Variance เทากับ 
 zt คืออนุกรมเวลาแบบ Normal ซ่ึงมี Mean กับ 0 และ Variance เทากับ 1 และมีรูปแบบจําลองแบบ 
AR(p) 
 ถา zt เปน AR(0) 
 zt=t                                                                                                                                       [4.27] 
 ถา zt เปน AR(1) 
 zt=1zt-1t                                                                                                                           [4.28] 
 ถา zt เปน AR(2) 
 zt=1zt-1+2zt-2t                                                                                                                [4.29] 
 ถา zt เปน AR(p) 
 zt=1zt-1+pzt-pt                                                                                                  [4.30] 
 

4.2.2 การประมาณคาพารามิเตอรของแบบจําลอง Annual AR (Parameter Estimation for 
Annual AR Models) 

 
 แบบจําลอง Annual AR(p) มีพารามิเตอรเทากับ p+3 ตัวคือ p

2 วิธีการ
ประมาณคาพารามิเตอรท่ีนิยมใชมี 2 วิธีคือ โดยวิธี Moment และวิธี Maximum Likelihood 

(1) การประมาณคาพารามิเตอรโดยวิธี Moment 
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


N

1t
ty

N

1
yˆ                                                                                                                  [4.31] 

 





N

1t

2
t

22 )yy(
)1N(

1
sˆ                                                                                         [4.32] 

 
พารามิเตอร ….p จะสามารถหาไดจากสมการ Yule-Walker หรือสมการ [4.9] โดยการประมาณ

คาจากอนุกรมเวลาตัวอยาง ดังนี ้
0k;rˆ.........rˆrˆr pkp2k21k1k                                                              [4.33] 

เม่ือ r1,….., rk คือ Sample Autocorrelation Coefficients 
กรณี AR(1), p=1 จะได 

11 rˆ                                                                                                                                      [4.34] 
กรณี AR(2), p=2 จะได 

2
1

21
1

r1

)r1(rˆ



        และ         

2
1

2
12

2
r1

)rrˆ



                                                                   [4.35]                               

ตัวประมาณคาแบบ Unbiased ของ Variance of Error  2ˆ   ของแบบจําลอง AR(p) จะหาไดจาก
สมการ 











 








p

1j
jj

2
2 rˆ1

)pN(

ˆN
ˆ                                                                                                 [4.36] 

สําหรับ AR(1) 

 2
1

2
2 ˆ1

)1N(

ˆN
ˆ 




                                                                                                            [4.37] 

สําหรับ AR(2) จากสมการ [4.35] และสมการ [4.36] จะได 

  2
1

2
2

2

2
2

2 ˆˆ1
ˆ1

ˆ1

)2N(

ˆN
ˆ 

















                                                                               [4.38] 

 
การหาความนาเชื่อถือของพารามิเตอรท่ีประมาณได (Reliability of Estimated Parameters) 
 
การหาความนาเช่ือถือของพารามิเตอรท่ีประมาณได คือการหาคาชวงความเช่ือม่ัน (Confident 

Interval) ของพารามิเตอรนั่นเอง 
การหาชวงความเชื่อม่ัน (1-) ของ  

  







 








1N

1k
k

2
ˆkN

N

2
1

N

ˆ
)y(Var                                                                                [4.39] 

กรณี AR(1)  k
1kˆ   จะไดวา 
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      N
11

2
12

1
2

2

ˆ1ˆ2Nˆ1
ˆ1N

ˆ
)y(Var 




                                                               

[4.40] 
 
จากตัวประมาณคา y  และ )y(Var จะหาชวงความเชื่อม่ันของท่ี (1-) ของ  ไดดังนี ้
 














 


)y(s)1N(ty

2
1

<  < 












 


)y(s)1N(ty

2
1

                                                  [4.41] 

เม่ือ 

2
1

)1N(t 


  คือ คาสถิติ t ท่ี Significant Level  เทากับ  และ Degree of Freedom เทากับ N-1 

)y(s คือ Standard Deviation ของ y ซ่ึงเทากับ )y(Var  
การหาชวงความเชื่อม่ัน (1-) ของ  
S2 มีการแจกแจงแบบ Chi-Square 

2

2
2 S)1N(




                                          [4.42] 

เม่ือ 2 คือคา Chi-Square ท่ีมี Degree of Freedom เทากบั (N-1) 
ชวงความเช่ือม่ันท่ี (1-) ของ  จะหาไดจากการแจกแจงแบบ Chi-Square ดังนี ้

2

1N,
2

22

1N,
2

1 






                                               

2

1N,
2

2

2
2

1N,
2

1

S)1N(













  

2

1N,
2

1

2
2

2

1N,
2

2 S)1N(S)1N(





 






            [4.43] 

การหาชวงความเชื่อม่ัน (1-) ของ p 
Box และ Jenkins (1970) เสนอวิธีคํานวณหา Variance-Covariance Matrix ของ p1

ˆ,.......,ˆ   ดัง
สมการ 

 

1

1.rrr

.....

rr1rr

r.r1r

r.rr1

rˆ1pN)ˆ(v̂

3p2p1p

3p112

2p11

1p21

p

1j
jj

1













































                               [4.44] 
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เม่ือ )ˆ(v̂   คือ Variance-Covariance Matrix ของ p1

ˆ,.......,ˆ   
สําหรับ AR(1) 

 
1N

ˆ1
)ˆ(Var)ˆ(v̂

2
1

1 


                                                                                                 [4.45] 

สําหรับ AR(2) 
 

2N

ˆ1
)ˆ(Var)ˆ(Var

2
2

21 


                                                                                          [4.46] 

 
2N

ˆ1ˆ
)ˆ,ˆ(Cov 21

21 


                                                                                               [4.47] 

 ชวงความเช่ือม่ันท่ี (1-) ของ j คือ 
 

 












 

)ˆ(suˆ
j

2
1

j  < j < 












 

)ˆ(suˆ
j

2
1

j                                                                  [4.48] 

 เม่ือ  
 

2
1

u 


 คือ z-score หรือ Standardized Normal Distribution ท่ีระดับนยัสําคัญ  

 การชวงความเชื่อม่ันท่ี (1-) ของ 2
   

 

 









 






p

1j
jj

2
)r)Lower(1

)pN(

ˆN < 2
  < 

















p

1j
jj

2
)r)Upper(1

)pN(

ˆN                  [4.49] 

 
(2) วิธี Maximum Likelihood 

  
 Box และ Jenkins(1970) เสนอแนะวาวิธีการคํานวณหาผลบวกของ Cross-Products ของอนุกรม
เวลา zt ดังสมการ 

                                             [4.50] 
 และไดนิยามเทอม Sum of Cross-Products (Dij)ไวดังนี ้
 

                             [4.51] 
 คาประมาณของ 1,…,p ตามวิธี Maximum Likelihood จะหาไดโดยการแกสมการ 
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       [4.52] 
 สําหรับ AR(1) จะได 

 
22D

12Dˆ
1                                                                                                                             [4.53] 

 สําหรับ AR(2) จะได 

          [4.54] 
 คาประมาณของ Variance ของ White Noise  2

  คือ 

                                                 [4.55] 
 สําหรับ AR(1) 

                                                                [4.56] 
 สําหรับ AR(2) 

                                         [4.57] 
 

การหาความนาเชื่อถือของพารามิเตอรท่ีประมาณได (Reliability of Estimated Parameters) 
 
 ชวงความเช่ือม่ันของท่ี (1-) ของ  จะหาไดจากสมการ [4.41] 
 Variance-Covariance Matrix ของ p1

ˆ,.......,ˆ  คือ 

                                                                                               [4.58] 

                              [4.59] 
 สําหรับ AR(1) 

                                                                                [4.60] 
 สําหรับ AR(2) 
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    [4.61] 
 

                                                   [4.62] 
 ชวงความเช่ือม่ันท่ี (1-) ของ j คือ 
 

           [4.63] 
 ชวงความเช่ือม่ันท่ี (1-) ของ 2

  คือ 

   [4.64] 
4.2.3 วิธีการทดสอบความเหมาะสมสําหรับแบบจําลอง Annual AR 

 
(1) การทดสอบสมมติฐานของแบบจําลอง (Test on Assumptions of Model) 

 สมมติฐานในการทดสอบแบบจําลองคือ White Noise (t) เปนตัวแปรอิสระ (Independent) และมี
การแจกแจงแบบปกติ (Normal) จากสมการแบบจําลอง AR(p) จะหาคาประมาณของ White Noise ไดดัง
สมการ 
 

 ptp1t1tt ẑˆzˆzˆ                [4.65] 

 การทดสอบวา White Noise (t) เปนตัวแปรอิสระ จะใหคาสถิติ Porte Manteau (Q) ดังสมการ 
  

  


L

1k

2
k )ˆ(rNQ                                                                                               [4.66] 

 เม่ือ 
 L= Maximum Lag ซ่ึงมีคาประมาณ 10-30% ของขนาดอนุกรมตัวอยาง (N) 
 ถา 2

pL,Q  ( คาสถิติ Chi-Square ซ่ึงมีองศาเสรีเทากับ L-p) แสดงวา White Noise (t) เปนตัว
แปรอิสระ หรือ แบบจําลองเหมาะสม (Adequate) แตถา 2

pLQ  แสดงวาแบบจาํลองไมเหมาะสม 
(Inadequate) และตองเลือกแบบจําลองใหมโดยเพิ่มลําดบั (p) ของแบบจําลองเปน p+1 เปนตน 
 สวนการทดสอบวา White Noise (t) มีการแจกแจงแบบปกติหรือไมทําได 3 วิธีคือ 

- พลอตกราฟ 
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- Chi-Square Test 
- Smirnov-Komogorov Test (ดูหัวขอ 3.9.2 ในบทท่ี 3) 

 
(2) การเปรียบเทียบ Historical และ Model Correlogram 
(3) การทดสอบ Parsimony ของพารามิเตอร 
การทดสอบ Parsimony ของพารามิเตอรจะใชวิธี Akaike Information Criteria (AIC) ซ่ึงเกณฑใน

การทดสอบคือแบบจําลองท่ีมีคา AIC ตํ่าสุดจะมีความเหมาะสมดาน Parsimony ของพารามิเตอรมากกวา 
 

p2)ˆln(N)p(AIC 2                                                                         [4.67] 
 
4.2.4 การสังเคราะหขอมูลใหมโดยแบบจําลอง Annual AR (Generation with Annual AR) 

 แบบจําลอง Annual AR(p) 
  

 tptp1t1t ẑˆẑˆẑ           [4.68] 

 
 t  คือตัวแปรสุมอิสระซ่ึงมีการแจกแจงแบบปกติ มี Mean=0 และ Variance= 2

  
 กําหนดให t คือตัวแปรสุมอิสระซ่ึงมีการแจกแจงแบบปกติ มี Mean=0 และ Variance=1 หรือ 
Standardized Normal Variate จึงสามารถเขียนสมการ [4.68] ไดดังนี ้
  

 tptp1t1t ˆẑˆẑˆẑ                                                                                                                       [4.69] 

 จากแบจําลอง Annual AR(p) ในสมการท่ี [4.69] กระบวนการในการสังเคราะหขอมูลใหมมีข้ันตอน
ดังตอไปนี ้
 ขั้นท่ี 1- เร่ิมจากการสังเคราะห Standard Normal Variate (1) แลวแทนคาลงในสมการ [4.69] เพื่อ
คํานวณหาคา 1ẑ เนื่องไมทราบคา z ท่ีเกิดข้ึนกอนหนานั้น คือ zo,z-1,….z-p+1 โดยปกติจะสมมติใหมีคาเทากับ
คาเฉล่ีย หรือเทากับ 0 จะไดวา 
 11 ˆẑ     
 สังเคราะหคา 2 เพื่อคํานวณหาคา 2ẑ ดังนี ้
 2112 ˆẑˆẑ    
 ทําการสังเคราะห 'ẑ,.......,ẑ,ẑ N43  ในทํานองกับวิธีการที่กลาวแลว โดยท่ัวไปจะการสังเคราะห
ขอมูลใหมเทากับ N’ และกําหนดให 
 N’ = Ng + Nw                                                                                                             [4.70] 
 เม่ือ  
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 Ng คือจํานวนขอมูลท่ีตองการสังเคราะห 
 Nw คือ Warm-up Length ซ่ึงโดยปกติจะกําหนดคา Nw เทากับ 50 
 ขั้นท่ี 2- ตัดขอมูล Nw ตัวแรกออกจากขอมูล N’ ท่ีสังเคราะหข้ึน เพื่อตัด Bias จากการใชคา Pseudo 
Random Number จะไดอนุกรมเวลาท่ีสังเคราะหข้ึนใหม tẑ เม่ือ t เทากับ 1,…,Ng  
 ขั้นท่ี 3-แปลงคา tẑ  ท่ีสังเคราะหข้ึนมากลับเปนคา tŷ โดยใชสมการการแปลงเชนเดียวกบัท่ีใช
แปลง tŷ  เปน tẑ  เชน 
   ˆ.zyŷ tt                                                                                                  [4.71]  
 ขั้นท่ี 4-แปลง tŷ  กลับเปน tx̂  โดยใช Normalized Inverse Function  ดังสมการ  
 )ŷ(gx̂ t

1
t

                                                                         [4.72]    
 
 ตัวอยางการจําลองอนุกรมเวลารายปดวยแบบจําลอง AR      
 การจําลองอนุกรมเวลาน้ําทารายปของแมน้ํา Gota ประเทศสวีเดน 
 A  =  18,076 mile2 or  47,439 km2 , Q  =  19,000 cfs (538 cms.) 
 อนุกรมเวลาน้าํทารายปของแมน้ํา Gota มีจํานวน 171 ป เร่ิมจากป 1807 แตในการจําลองจะเลือกใช
เฉพาะขอมูลชวง 50 ป จากชวง 1901-1950 ในการวิเคราะหจะใชคาอัตราสวนระหวางอัตราการไหลตอ

คาเฉล่ีย (
Q

Qt =Modular Coefficients) ดังแสดงในตารางท่ี 4.3 

 
ตารางท่ี 4.3 อนุกรมเวลาของน้ําทาในรูป Modular Coefficients ของแมน้ํา Gota 
Years           
01-10 0.935 0.662 0.950 1.121 0.880 0.802 0.856 1.080 0.959 1.345 
11-20 1.153 0.929 1.158 0.957 0.705 0.905 1.000 0.948 0.907 0.991 
21-30 0.994 0.701 0.692 1.086 1.306 0.895 1.149 1.297 1.168 1.218 
31-40 1.209 0.974 0.834 0.638 0.991 1.198 1.091 0.892 1.020 0.869 
41-50 0.772 0.606 0.739 0.813 1.173 0.916 0.880 0.601 0.720 0.955 
   
  [1] Preliminary Analysis and Model Identification   

  (1a) และ (1b)  
=- 0.058 ~ 0 (จากตารางท่ี 3.4 0.02,50=0.787, 0.1,50=0.534) 

  (1c) พลอต xt ในรูปท่ี 4.3 ซ่ึงแสดงใหเห็น Dependence Structure ระหวาง Qt 
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รูปท่ี 4.3 อนุกรมเวลาน้ําทารายปของแมน้ํา Gota สวีเดนระหวาง1901-1950 ในรูปของ Modular Coefficients 
  
 อนุกรมเวลาชวงคร่ึงหลังมีลักษณะ High Flow ตามดวย High Flow และ Low Flow ตามดวย Low 
Flow แสดงวาอนุกรมเวลา xt นาจะเปน AR(1) หรือไมก็ AR(2) ดังนั้นตองมีการวิเคราะห Correlogram และ 
Partial Correlogram เพื่อหารูปแบบของแบบจําลอง 
 
 (1d) ใชสมการ [4.71] คํานวณหา Sample Correlogram ดังแสดงรูปท่ี 4.4 และตารางท่ี 4.4 

   yrk  = 
  

  2

1
kN

1t

kN

1t

2
ktky

2
tt

kN

1t
ktkttt

yy)yy(

yyyy









  

 















                                     [4.73] 

 เม่ือ k  = 1,….., 18 (~ 0.3 N ) 
Anderson(1941): (1-) Confidence Interval of  rk(y) 

 1rk  = kN

1kNu1 2/


   

  %95rk  = 
kN

1kN96.11


  

  %99rk  = 
kN

1kN576.21


  

 Sample Correlogram ในรูปท่ี 4.4 แสดงวา 4.01 r อยูนอกชวง 95% CI ขณะท่ี r2, r3,…..,r18 มี
คาแปรผันอยูรอบคา 0 หรืออยูภายใน95% CI 
 Sample Correlogram มีลักษณะคลาย Model Correlogram ของ AR(2) ในรูปท่ี 4.2 (d) เม่ือ  

3.0,5.0 21  แสดงวาแบบจาํลอง AR(2)  อาจจะเหมาะสม  
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ตารางท่ี 4.4  Sample Correlogram rk(y) ของอนุกรมเวลานํ้าทารายปของแมน้ํา Gota ประเทศสวีเดน 

 

 
รูปท่ี 4.4 Sample Correlogram rk(y) ของอนุกรมเวลาน้ําทารายปของแมน้ํา Gota ประเทศสวีเดน 

 
 Partial Autocorrelation Function )k(k  

 j =       k,,1j;kkk kjk2j21j1     

 j = -j 
 

j j 
1       1kk1201 kkk     = 1  

2       2kk0211 kkk     = 2  

3       3kk1221 kkk     = 3  

. . 

k       0k121k1 kkk     = k  
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
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  ถา k  =  1:   11 = 1  
  ถา k  =  2   
  j=1;      1201 22   = 1             [4.74] 
  j=2;      0211 22   = 2             [4.75] 

    21  =  
 2

1

21

1

1


  

    22  =  2
1

2
12

1 





 

    kk  = 
 

 















1k

1j
jj

1k

1j
jkjk

1k1

1k

             [4.76] 

    kj  =      1kk1k jkkj              [4.77] 
 

    22  =  
  11

112

11

1





  =   112

1

2
12 1;

1



           [4.78] 

    21  =       121 121    = 12
1

2
12

1 1



 




  

    =
 

 
2
1

21
2
1

3
121

3
11

1

1

1 











                        [4.79] 

ถา k=3 
k=1;   11

  = 1̂  = 0.397 

 k=2;   22
  =  

  11

112

ˆ1ˆ1

ˆ1ˆˆ





 = 2

1

2
12

ˆ1

ˆˆ





  =  

 2
2

397.01

397.013.0


  = -0.203 

 k=3;  

  33
  = 

   
    2211

12213

ˆ2ˆˆ2ˆ1

ˆ2ˆˆ2ˆˆ







 

  21  =      121 121    
   =     211 21    =  203.01397.0  = 4776.0  

  33
  = 

   
   013.0203.0397.04476.01

397.0203.0013.04776.0004.0




 = 
8078.0

0828.0 = 102.0  
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 พิสูจน Partial Correlogram 

 ถา 1,,1;2  kjk   

 1j ;   21  =       121 121    

    22  =  
  11

112

11

1





  

    11  = 1  
    21  =   121 2    

    22  = 
2
1

2
12

1 



  

    21  = 
 
  12

1

2
12

1 1








  

    = 2
1

3
121

3
11

1 





 

    =  
 2

1

21

1

1





  

 
 ถา 1,,1;3  kjk   

 1j ;  31  =      232 231    

 2j ;  32  =      232 132    

    33  = 
   
    2211

12213

221

22







 

    33  = 

 
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 การคํานวณหา  1  Confidence Interval ของ  kk  

   kk เม่ือ pk  มีการแจกแจงแบบ Asymptotically Normal with Mean =  0 and Variance = 
N

1  

   1   Confidence Interval ของ  kk   (Box and Jenkins, 1970) 

  

















N

u

,
N

u
22  

  95% Confidence Limit ของ  kk  เม่ือ N = 50 

 Lower limit = 
N

u 025.0 = 
50

96.1
  = -0.277 



 4-21

 Upper limit = 
N

u 025.0 = 
50

96.1
  = 0.277 

 
 (1e)  Sample Partial Correlogram 
 

   )k(ˆ
k  = 

 

  j

1k

1j
j

1k

1j
jkjk

ˆ1kˆ1

ˆ1kˆˆ

















 

 
    kj  =      1kk1k jkkj    

    N3.018,,1k   
    kj  = 0 when kj    
 
 Sample Partial Correlogram )k(ˆ

k  และ 95%  Confidence Limits ของอนุกรมเวลาน้ําทารายปของ
แมน้ํา Gota แสดงอยูในตารางท่ี 4.5 และรูปท่ี 4.5 ซ่ึงจะเห็นไดวามีเพียง )1(ˆ

1 เทานั้นท่ีอยูนอก 95%  
Confidence Limits แสดงวา AR(1) อาจเหมาะสม  

 
ตารางท่ี 4.5 Partial Correlogram ของอนุกรมเวลาน้ําทารายปของแมน้ํา Gota 
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รูปท่ี 4.5 Partial Correlogram และ 95%  Confidence Limits ของอนุกรมเวลาน้ําทารายปของแมน้ํา Gota 
 

 (1f) กราฟอนกุรมเวลาแสดงวาแบบจําลองอาจเปน AR(1) หรือ AR(2)    

 Sample Correlogram  แสดงวาแบบจําลองคือ AR(2)   
 Partial Correlogram แสดงวาแบบจําลองคือ AR(1)   

 
 ดังนั้นในข้ันนีจ้ะเลือกแบบจาํลอง AR(2) สําหรับการวิเคราะหตอไป  
 
 [2] การประมาณคาพารามิเตอรแบบจําลอง AR(2) 
  a2  y  = 9528.0  
   2̂  = 357.0  
  b2  หา yyẑ tt   50,,1 t  
 

    
















0022095280955095280

2908092580662009280

0178095280935092580

5050

22

11

....yẑ

....yẑ

....yẑ


 

 
   tẑ  มี Mean  =  0  และ Variance  =  2̂    = 357.0  
 
  c2  Sample Correlogram   zrk =    yrk  ตามท่ีคํานวณในขอ (1d) (ดูตารางท่ี 4.4) 

 การประมาณคาพารามิเตอรของ AR(2)โดยวิธี  
  d 2  สําหรับ p=2; Dij=Dji เม่ือ i, j  = 1, 2 , 3  1,,1 p  
 (จากสมการท่ี 4.62) 11D  = 079.2  
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 (จากสมการท่ี 4.65) 12D  = 037.1  = 21D  
     1̂  = 542.0  
     2̂  = 114.0  
  *หมายเหตุ คํานวณดวย VBA code* 
  e2  สําหรับ p=2  
 

 (จากสมการท่ี 4.68) 2ˆ = 0325.0  =    13212111
ˆˆ

2

1
DDD

N
 


 

 
  f 2 สําหรับ p=2  
 
 (จากสมการท่ี 4.24) 21

ˆˆ    = 114.0542.0   = 1428.0   
 
     12

ˆˆ   = 542.0114.0   = 1656.0   
 
     2̂1  = 1114.0   

 แสดงวาพารามิเตอรของแบบจําลองเปนแบบ Stationary 
 
 [3] การทดสอบความเหมาะสมของแบบจําลอง (Tests of Goodness of Fit of Selected Model) 
 
 (3a)  คํานวณหา t̂  โดยเร่ิมจาก t =3,…….,50 
   3̂ = 12213 ẑˆẑˆẑ   
          =  2908.0542.00018.0      1538.00178.0114.0   

 (3b) Q =  





12L

1k

2
krN  = 0.103 

   Q <  
2

212,95.0   = 31.18   

  แสดงวา t̂ เปนอนุกรมหรือตัวแปรสุมแบบอิสระ (Independent) 
 
 (3c)   ˆ = 298.0  <   534.050,10.0   (ดูตารางท่ี 3.4) 
  แสดงวา t̂ มีการแจกแจงแบบปกติ (Normal) 
 
 (3d) ใช AIC สําหรับหาลําดบัของแบบจําลอง AR 
  AIC  qp, =    qpN  2ˆln 2

  
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  2ˆ  = 0301.0 โดยคํานวณจากคา t̂ (t=3,….,50) ใน (3a) 
  AIC(1)=    0120301.0ln50  = -173.15 (คาตํ่าสุด) 
  AIC(2) =    0220301.0ln50  = -172.36  
  AIC(3) =    0320301.0ln50  = -169.89 
   2AIC  >  1AIC  แสดงวา AR(1) เหมาะสมกวา AR(2) 

       เลือก AR(1) สําหรับการวิเคราะห โดยเร่ิมข้ันท่ี (2d’) ใหม  
  

 ทําซํ้าขั้นท่ี (2d’) ใหม เพื่อประมาณพารามิเตอรของแบบจําลอง AR(1) ใหม (2nd Iteration) 
 
 (2d’) Maximum Likelihood Estimate 

 p=1;  483.0
D

Dˆ
22

12
1  ;  397.0rˆˆ:EstimateMoment 111    

 (2e’)  2ˆ =  12111 DˆD
1N

1



 =  037.1x483.0079.2

150

1



 = 0322.0  

 (2f’) 1483.0ˆ1 1  ; ……แสดงวาเปนแบบ Stationary 
 การทดสอบความเหมาะสมของแบบจําลอง  Iteration2nd  
 (3a)  t̂  = 1t1t ẑˆẑ   
 t=p+1=2; 2̂  = 112 ẑˆẑ   
    =  0178.0483.02908.0   = -0.282 
   3̂  =  2908.0483.00018.0   = 1387.0  

 (3b) Q =  





12L

1k

2
krN = 243.5 ; (L=12) 

    68.19Q 2
112,05.0   ; แสดงวา t̂  เปนอนุกรมแบบอิสระ (Independent)

  (3c)   ˆˆ =  50,10.0162.0  = 539.0 ;แสดงวา t̂ มีการแจกแจงแบบปกติ (Normal)  
 (3d)  0AIC  = 63.166  
    1AIC  = 15.173 …..Minimum 
    2AIC  = 36.172  
   เลือกแบบจําลอง AR(1)  
 (3e) k

k 1̂   เม่ือ 0k  
 
รูปท่ี 4.7 แสดง Sample Correlogram  zrk  และ Model Fitted Correlogram  zˆk ของแบบจําลอง 

AR(1) และAR(2)  Model Correlogram ของ AR(2) มีลักษณะใกลเคียงกับ Sample Correlogram มากกวา 
Model Correlogram ของ AR(1)    
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 ดังนั้น ตามผลการวิเคราะหนี้ ควรเลือกแบบจําลอง AR(2) เพื่อการวิเคราะห เนื่องจาก AIC(2) > 
AIC(1) เพียงเล็กนอยเทานัน้ แตอยางไรก็ตามจะใชแบบจาํลอง AR(1) ในการวิเคราะหตอไป 
  

 
รูปท่ี 4.6 การเปรียบเทียบ Sample Correlogram rk(z) ของอนุกรม zt และ Model Correlogram )z(ˆ k ของ

แบบจําลอง AR(1) และ AR(2) สําหรับอนกุรมน้ําทารายป ของแมน้ํา Gota ประเทศสวีเดน 
  

[4] Optional Tests of Model 
       ตัวอยางการสังเคราะหขอมูลใหม  
   y  = 9528.0  
   ̂  = 0322.0 = 179.0  
   1̂  = 483.0  
   tŷ  = 9528.0ẑt    
   tẑ  = t1t 179.0ẑ483.0   
 สุมเลือก t จากตาราง Standardized Normal Random Variables แลวจึงคํานวณหา tẑ  และ tŷ  ดัง
ตารางท่ี 4.6 
 

ตารางท่ี 4.6 ตัวอยางการสังเคราะหขอมูล 

t  t  tẑ  tŷ  

1 
2 
3 
4 
5 

0.414 
-1.288 
1.019 
0.617 
-0.290 

0.074 
-0.195 
0.088 
0.153 
0.022 

1.027 
0.758 
1.041 
0.106 
0.975 
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6 
7 
8 
9 
10 

1.969 
-0.661 
0.595 
-0652 
0.906 

0.363 
0.057 
0.134 
-0.052 
0.137 

1.316 
1.010 
1.087 
0.901 
1.090 

 
    

 คํานวณหาคาสถิติจากขอมูลท่ีสังเคราะหข้ึนใหม แลวนาํไปเปรียบเทียบกับคาสถิติจากตัวอยางเชน 
̂  , ̂  และ kr  

 
[5] ความนาเชือ่ถือของพารามิเตอรของแบบจําลอง (Reliability of Model Parameters) 

 (5a) จากสมการ [4.40] 

   Var  y  =       N
11

2
12

1
2

2
ˆ12̂Nˆ1

ˆ1N

ˆ




  

         y  = 9528.0  
         2̂  = 0357.0   
         1̂  = 483.0  

   Var  y  = 
 

    5022
22

483.01483.0250483.01
483.0150

0357.0



 

    = 001996.0  
       S  y  = 0447.0  

 (5b) 49,025.0t = 010.2  
   yst

1N,
2







 
 = 0447.0010.2  = 0898.0  

  08988.09528.0  <    < 9528.0 + 0898.0  
  8629.0  <   < 0426.1   
  (5c) จากสมการ 4.43 

  

2

1N,
2

1

2
2

2

1N,
2

2 S)1N(S)1N(





 






  

  2
49,025.0 = 70.2224 และ 2

49,975.0 = 31.5549 
  0.0249 <  < 0.0554 
 (5d) กรณ ีAR(1) 

 (5d’) Maximum Likelihood 
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    1
ˆVar   = 

22

2

D

ˆ   = 
147.2

0322.0  = 015.0  

 
    1

ˆS    = 015.0  = 1225.0  
 

 (5e’) 95% Confidence Interval of 1  
   
  {0.483-1.96(0.1225) < 1 < 0.483+1.96(0.1225)} 
  {0.243 < 1 < 0.723} 
 
 (5f’) 95% CI of 2

  

   Lower2
  =   12111 DLowerˆD

N

1
  

    =  037.1723.0079.2
49

1
  = 0271.0  

   Upper2
  =  037.1243.0079.2

49

1
 = 0373.0  

 
4.3 Periodic AR Model 
 ให 

 ,vy  =   ,vxg  
 g   = Normal Transform Function  
 ,vy  =   ,vz  
 ,vz  = AR with Constant or Periodic Coefficient 

 
 4.3.1 AR with Constant Coefficient 

 
 แบบจําลอง Periodic AR with Constant Coefficient จะเริ่มจากการแปลง ,vz  ใหเปน zt เม่ือ 

   1vt  และหลังแปลง ,vz  ใหเปน zt แลวจะทําการจาํลอง zt เหมือนการจําลองอนุกรมเวลารายป 
  
 แบบจําลอง AR (p)  
 
 tz  = tptp2t21t1 zzz                                                                            [4.80] 
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 ซ่ึงมีพารามิเตอรคือ     ,,1;,,,,,,.g p1   

 
 4.3.2 AR with Periodic Coefficient 
  
  0AR  : ,vz  =  ,v                                                                                   [4.81] 
  1AR  : ,vz  =   ,v,v, z 11                                                       [4.82] 

  pAR  : ,vz  =   ,vp,v,p,v, z.........z 11                        [4.83] 

 ซ่ึงมีพารามิเตอรคือ      ,,1;,,,,,,.g ,p,1   
  ,j = Periodic Autoregressive Coefficient; j=1,…,p 
 2


 = Periodic Variance of Residuals 

 
4.3.3 การประมาณคาพารามิเตอรสําหรับ Periodic AR Models 

  
เร่ิมจากากรประมาณ Periodic Mean และ Periodic Standard Deviation ดังนี ้
ขั้นท่ี 1 สําหรับ  = 2, 3, 4,….., 12 
 

̂  = y  = 


 ,,;y
N

N

v
,v 1

1

1
                                 [4.84] 

̂  = S  =     









 


 ,,1;yy
1N

1 2

1
N

1v

2
,v         [4.85] 

 
ถา 12  ควรประมาณคาโดยใช Fourier Series ในข้ันท่ี 2 
 
ขั้นท่ี 2 การประมาณคาโดยใช Fourier Series 

 ̂ =           
 





yh

j
jjjj yhyBhyhCosyAhy

*

1

** /2sin./2.   

                      ;  ,,1                                              [4.86] 

y   = 








1

y
 

   yBhyAh jj
** , = hj

th Harmonic Fourier Coefficient for Mean  
 yhj

*  = thj  Significant Harmonic for Mean 
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 yh*  = No. of Significant Harmonic from Total Harmonics of 
2

  or 
2

1  

 ̂  =           
 





sh

j
jjjj shsBhshCossAhS

*

1

** /2sin./2.   

         ,,1;             [4.87] 

 S   = 








1

S
 

   sBhsAh jj
** ,  = hj

th Harmonic Fourier Coefficients for Standard Deviation  
  shj     = thj  Significant Harmonic for Standard Deviation 
   sh*     = No. of Significant Harmonic 
 

การประมาณคา   ,,1 ,, p  และ 2


  

 จาก ,vz =
 

 
s

ˆy ,v ; N,,1v  ;  ,,1                                     [4.88] 

 คํานวณหา ,kr  หรือ  ,k
ˆ  (Sample Periodic Correlation Coefficient) ของ ,vz  

  
 AR(1) 

  ,1
ˆ  =   ,1;ˆ ,1               [4.89] 

 AR(2) 

 
,

ˆ
1  = 






 ,1;
ˆ1

ˆˆˆ

1,1

,21,1,1  

 
,2

ˆ  = 






 ,1;
ˆ1

ˆˆˆ
2

1,1

1,11,1,2             [4.90] 

 คํานวณหา  ,ˆk  โดยวิธี Fourier Series  pk ,,1  

  ,ˆk  =     



)r(h

1j
jkjk

*
k

*
k

/rh2Cos.rhAˆ     ]/2*  rhSinrBh jkjk   

      ; pk ,,1 ;  ,,1           [4.91]

 k  = 






1

,kr
   

 

    rBhrAh jkjk , = jkh th Harmonic Fourier Coefficients for ,kr  
 
   rhjk  = thj Significant Harmonic  
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   rhk
*  = No. of Significant Harmonics 

 AR(p) 

 2


  = 


 

P

1j
,j,j ,,1;ˆˆ1                       [4.92] 

 AR(1) 
 2


  =   ,,1;ˆ1 2

,1                       [4.93] 
 
   
 4.3.4 ความนาเชื่อถือของพารามิเตอรแบบ Periodic (Reliability of Estimated Periodic    
                       Parameters) 
 
 การประมาณ (Approximation) ชวงความนาเช่ือถือ (Confident Intervals) ของคาพารามิเตอร 
  

  ̂Var  = 
N

2ˆ  ;  ,1                      [4.94] 

 
 (1-) % Confidence Intervals ของ  
 

 
 

 
 

  







 





 ,,1;ˆs.tˆˆs.tˆ

2
,1N

2
,1N

                    [4.95] 

 
 (1-) % Confidence Intervals ของ 2

  
 

    





































 ,,1;
ˆ1Nˆ1N

2

1N,
2

1

2
2

2

1N,
2

2

                     [4.96] 

 
 (1-) % Confidence Intervals ของ  ,k สามารถหาโดยการแกสมการ [4.24] 

   ,k  = 



p

1j
lj,jk,j ; k >0 

  lj  = Min (k,j) 
  โดยการแทนคา  ,k  ในสมการขางบนดวย  กําหนดให  สําหรับ )upper(,j  และ 
 สําหรับ )lower(,j  เม่ือ j=1,…,p และ  
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    = 
   

    





























3N

z2
Expˆ1ˆ1

3N

z2
Expˆ1ˆ1

,k,k

,k,k

   [4.97] 

 
  เม่ือ z= Standard Normal Variate or z 
 

    = 
2

 สําหรับ Upper Confidence Limit ของ  ,k  

    = 
2

1


  สําหรับ Lower Confidence Limit ของ  ,k  

 

 ชวงความเช่ือม่ันของ 2
 จะหาจากสมการ 

 
 



P

1j
,j,j

2 ,,1;ˆ)upper(ˆ1)upper(    

 
 



P

1j
,j,j

2 ,,1;ˆ)lower(ˆ1)lower(   

 คา )upper(,j  และ )lower(,j  คือ Upper และ Lower Confident Limits ของ  ,j ท่ีคํานวณได
ตามท่ีกลาวไวในหวัขอท่ีแลว 

 
4.3.5 ความเหมาะสมของแบบจําลอง Periodic AR (Goodness of Fit for Periodic AR Models) 

 
 แบจําลอง Periodic AR มีสมมติฐานวา Residuals ( t  or  ,v ) เปนตัวแปรอิสระและมีการแจกแจง
แบบปกติ (Independent and Normally Distributed) จึงตองมีการทดสอบ Residual วาเปนตัวแปรอิสระและมี
การแจกแจงปกติ นอกจากนีค้วรมีการทดสอบเปรียบเทียบ Model Correlogram กับ Sample Correlogram  
 

  ,v
ˆ  =  ]zˆ.........zˆz[

ˆ

1
p,v,p1,v,1,v 






                       [4.98] 

 คาแรกของ  ,v
ˆ

คือ 1p,1
ˆ

 เนื่องจาก 1p  ดังนั้น 1p   
 

(A) การทดสอบความเปนอิสระของ Residuals (Test of Independent Residuals) 
 การทดสอบความเปนอิสระมี 2 แนวทางไดแก 
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แนวทางท่ี 1 กรณีท่ีวิเคราะหจาก Periodic Residual Series   ,v มี 2 วิธีคือ 
(1) การทดสอบนยัสําคัญของ ACF ซ่ึงมีขั้นตอนดังนี ้
- คํานวณหา Periodic Lag 1 ACF หรือ )ˆ(r ,1   ;  ,,1   
- หาคา Critical r จากสมการ 

 
 

   
2

,2N
2

2
,2N

2 t2N

t

r







                      [4.99] 

- ถา  
2

,1 rˆr   แสดงวายอมรับสมมติฐานหลัก Ho ท่ีวา  ,v  เปนตัวแปรอิสระ 

(2) การทดสอบโดยใชคาสถิติ Modified Porte Manteau (Modified Port Manteau Lack of Fit 
Test) 
 คาสถิติ Modified Porte Manteau (Q1) มีคาดังสมการ 

 Q1 =   2L

1k 1
,k

ˆrN





                                                           [4.100]          

 ถา Q1 < 2
)qpL(   แสดงวา  ,v  เปนตัวแปรอิสระ 

 
 แนวทางท่ี 2 กรณีท่ีวิเคราะหจาก Residual Series  t มี 2 วิธีคือ 

(1) Anderson Test ซ่ึงมีข้ันตอนดังนี ้

- คํานวณคา t̂  ;  pNt  ,,1  

- คํานวณหา  ̂kr  ; k=1,….,L; L=10-20%  ของ N 
- หา Anderson Limit จากสมการ 

 %95kr  = 
kN

kN


 196.11                                                                 [4.101]  

 %99kr  = 
kN

1kN576.21


                                                             [4.102] 

(2) การทดสอบโดยใชคาสถิติ Port Manteau (Port Manteau Lack of Fit Test) 
 คาสถิติ Porte Manteau (Q1) มีคาดังสมการ 

 Q  =    



L

1k

2
k

ˆrdN                                                                                                  [4.103] 

 ถา Q < 2
)qpL(  แสดงวา  ,v  เปนตัวแปรอิสระ  

 ถาผลการทดสอบพบวา ̂ ไมเปนอิสระ ใหเพิ่มลําดับ (Order) ของแบบจําลองจาก p เปน (p+1) 
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(B) การทดสอบการแจกแจงแบบปกติ (Test of Normality)  
 การทดสอบวา Residual มีการแจกแจงแบบปกติ สามารถทําได 2 วิธีคือ 
 (1) การทดสอบโดยวิธีกราฟ โดยการคํานวณหา Empirical Frequency ของ Residual แลวนําไป
พลอตลงในกราฟการแจกแจงแบบปกติ (Normal Probability Paper) ถากราฟเปนเสนตรงแสดงวา Residual 
มีการแจกแจงแบบแกต ิ
 (2) การทดสอบคาสัมประสิทธ์ิความเบ (Skewness Coefficient,   ˆ ) โดยใชคาสถิติ Smirnov-
Kolmogorov    
  
 (C) การทดสอบความเหมาะสมโดนการเปรียบเทียบ Correlogram ของ Historical, Model และ
Generated Data 
 
 (1) การเปรียบเทียบ Historical และ Model Correlograms 

    
ˆr ,k  Vs.  ,k  

 (2) การเปรียบเทียบ Historical และ Generated Correlograms  

    
ˆr ,k  Vs.  ,kˆ   

 
4.3.6 การสังเคราะหขอมูลโดยใชแบบจําลอง Periodic AR  
(Generation Using Periodic AR Models) 

   
  ให ,vx คือ อนุกรมเวลาเร่ิมตนซ่ึงไมไดมีการแจกแจงแบบปกติ (Original Skewed Series) 

 ขั้นตอนการสังเคราะหขอมูล  

  ,vx̂  =   ,
1 ˆˆ vyg             [4.104] 

  ,vŷ  =   ,vẑˆˆ            [4.105] 
(1) กรณีใชแบบจําลอง AR with Constant Autoregressive Coefficient 

  tẑ   = tptp1t1 ˆz~ˆẑˆ             [4.106] 
  t   =   1v  
  t   = Normal Variate with Mean = 0 and Variance = 1 
 

(2) กรณีใชแบบจําลอง AR with Periodic Autoregressive Coefficient 

  ,vẑ  =  
 ,vp,v,p1,v,1 ˆẑˆẑˆ                                     [4.107] 

   ,v  = Normal Variate with Mean = 0 and Variance =1   
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4.3.7 ตัวอยางการจําลองอนุกรมเวลาแบบ Periodic ดวยแบบจําลอง AR (Example of AR 

Modeling of Periodic Series) 
 

การสรางแบบจําลองสโตแคสติกสําหรับ Monthly Net Basin Supplies ของ Lakes Michigan – 
Huron ซ่ึงมีรายละเอียดดังนี ้
 
- Net Basin Supply (NBS) = Precipitation – Evaporation 
- มีขอมูลอนุกรมเวลาฝนรายเดือนเปนเวลา 69 ป (ดูภาคผนวก A7.5) 
- Drainage Area = 97,400 ตารางไมล 
- พื้นท่ีผิวน้ํา = 75,300 ตารางไมล 
 
 (1) Preliminary Analysis and Model Identification 
  
 a1  และ  b1  ,vx = NBS ซ่ึงมีคา – ถึง + 
              g     = 6.0  (จากตารางท่ี 3.4 0.02,large N=0.430, 0.1,large N=0.298) 
 
 เนื่องจาก ,vx  บางคามีคาติดลบ จึงไมสามารถแปลงเปนอนกุรมเวลาท่ีมีการแจกแจงแบบปกติ

โดยใชฟงคช่ัน Logarithmic หรือ Power Function ได ดังนั้นในกรณนีี้ จึงทําการ Original Series  และหา
วิธีการจัดการคาความเบโดยการวเิคราะหหาการแจกแจงความนาจะเปนของ Residuals ทีหลัง  

(1c) พลอตอนุกรมเวลารายเดือน ( ,vy ) ดังแสดงในรูปท่ี 4.7 ซ่ึงจะเหน็ไดวาคา NBS ชวง Spring 
และ NBS บางคาชวง Summer  มีคาสูงกวาคา NBS ในฤดูอ่ืน แสดงถึง Periodicity ในอนุกรมเวลาท่ีเกิดข้ึน
ทุกป ชวงท่ี NBS มีคานอย คาสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานจะมีคาสูงกวาคาเฉล่ีย 

 (1d) คํานวณหา y , S  และ ,kr  เม่ือ k  = 1, 2, 3 และ 12,,1  
 (1e) พลอต y  และ S  ในรูปท่ี 4.8 
เนื่องจาก 12  พอดี อาจไมตองประมาณคาโดยใช Fourier Series ก็ได แตในตัวอยางนี้ตองการ
แสดงวิธีการประมาณคาโดยใช Fourier Series   
ให  y  =   
   S  =   
(1f) คํานวณหา ,kr  สําหรับ k  = 1, 2, 3  และ 12,,1  แลวพลอตในรูปท่ี 4.9 ซ่ึงจะเห็นไดวา 

  ,1r  ไมเปล่ียนแปลงอยางมีนัยสําคัญในแตละเดือน 

  ,2r และ ,3r   เปล่ียนแปลงอยางมีนัยสําคัญในแตละเดือน 
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*  เนื่องจากพิจารณาวา ,1r  มีความนาเช่ือถือมากกวา ,kr  เม่ือ k>1 จึงเลือกการจําลอง
โดยใชแบบจําลอง AR Model with Constant Autoregressive Coefficients  

   

 
รูปท่ี 4.7 อนุกรมเวลา NBS รายเดือนของ Lake Michigan-Huron ชวง 1990-1919 
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 (2) การประมาณคาพารามิเตอร (Estimation of Parameters) 

(2a) การประมาณคาพารามิเตอร โดย Fourier Series ̂ , ̂  
(i) y  = 787.109  
  s  = 608.65  

 h = 
2

   = 
2

12   = 6  =  Total No. of Harmonics 

 คํานวณหา Aj(.),  Bj(.)  และ MSDj(.) (หมายถึง Explained Variance) ของ ̂   และ ̂  ดังแสดง
ในตารางท่ี 4.7 และ 4.8 
 (ii) หาจํานวน Significant Harmonicsโดยใช Cumulative Periodogram ดังรูปท่ี 4.10 ซ่ึงสามารถ
สรุปไดวา 
  *h   of  ̂  = 2 

*h   of   ̂  = 3 
*  พิจารณารวมกับผลการวิเคราะหคา Significant Harmonics ของทะเลสาบอ่ืนๆใน Great 
Lakes จึงกําหนดให 4* h  และ Significant Harmonics คือ Harmonic ท่ี1, 2, 3 และ 5    

(iii)   คา  *
jA ,  *

jB  แสดงอยูในตารางท่ี 4.7 และ 4.8  

 (iv)   คํานวณหาคา ̂  และ ̂  ดังแสดงในรูปท่ี 4.8  ในท่ีนี้จะแสดงเฉพาะตัวอยางการคํานวณ 1̂

และ 1̂   
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 (2b) การคํานวณหาคาอนกุรมเวลา ,vz  
 

  1,1z  = 
1

11,1

ˆ

ˆy




=
96.50

93.460.1  = 94.0  

  2,1z = 
2

22,1

ˆ

ˆy




=
58.48

25.95162  = 374.1  

  3,1z = 619.1  

  4,1z = 364.0  

 
.

.
 

  12,69z = 686.1  

 
 จําลองโดยแบบจําลอง AR with Constant Autoregressive Coefficients ตามท่ีสรุปในขอ (1) 
 (3c) 
 (i) แปลง ,vz  เปนzt (t=1,…,(v-1)*12+,..,N) 
  *N  = 1269  = 828  
  1z   = 94.0  
  2z   = 374.1  

   
.

.  
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  828z  = 686.1  
 (ii)  คํานวณหา  zrk  เม่ือ k=1,…,40 ดังแสดงในรูปท่ี 4.11(a) ซ่ึงสรุปไดวา 
   zr1  = 229.0  
   zr2  = 135.0  
    . 
    .  
 

 
รูปท่ี 4.11 (a) Correlogram of the standardized series zt and expected correlograms for the first and second 

order Markov models, (b) correlograms of the series t after fitting the first (1) and second (2) order 
Markov models (Lake Michigan-Huron) 

 
 (iii) พลอต Model Correlogram ของ AR(1) ซ่ึงมี 229.01̂  และAR(2) ซ่ึงมี 209.0ˆ

1 

และ  087.0ˆ
2  เปรียบเทียบกับ Sample Correlogram  zrk  ดังแสดงในรูปท่ี 4.11(a) ซ่ึงเห็นไดวา

แบบจําลอง AR(2) ใหคาประมาณของ  zrk  ดีกวา AR(1) ดังนัน้ในข้ันนี้จึงสรุปไดวา AR(2) ดีกวา AR(1) 
แตในการวิเคราะหควรตองวิเคราะหแบบจําลอง AR(3) และ ARMA(1,1) เปรียบเทียบกับ AR(1) และ AR(2) 
ดวย 
 (iv) N =  N  =828  (อนุกรมเวลารายเดือนมีขอมูลยาว) 
 ใชวิธี Moment เพื่อประมาณพารามิเตอรของ AR(2)  

  1̂  =  
 2

1

21

1

1

r

rr


  =  

 2229.01

135.01229.0


  = 209.0  

  2̂  = 2
1

2
12

1 r

rr




   = 
2

2

229.01

229.0135.0




 = 087.0  

 จากสมการท่ี 4.38 
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2ˆ  =  

     



 


 2

1

2

2

2

2
2

ˆˆ1
ˆ12

ˆ1ˆ





N

N  

   = 
  

     22 209.0087.01
087.012828

087.011828





 

   = 943.0  
 
 (v)  ตรวจสอบ Stationary Condition ของพารามิเตอรโดยสมการ 4.18 

     121    

     112    

     11 2    

   21
ˆˆ   = 087.0209.0  = 1296.0   

   12
ˆˆ  = 209.0087.0  =  1122.0   

         2
ˆ1  = 1087.0   

 (3) การทดสอบความเหมาะสมของแบบจําลอง AR(2)(Test of Goodness of Fit of Selected Model) 
  a3 จากสมการท่ี 4.19 จะสามารถคํานวณหาอนุกรมเวลา t̂  ของ AR(2) ไดดังนี ้
   3̂  = 12213 zˆzˆz   
    =  94.0087.0374.1209.0619.1   
    = 824.1  
   4̂  = 22314 zˆzˆz   
    =    374.1087.0619.1209.0364.0   
    = 623.0  
    . 
    . 
   828̂  = 623.1  
 

 (3b) การทดสอบความเปนอิสระของ Residuals 
  โดยใช Anderson Test of Correlogram 
  คํานวณหา  ̂kr  โดยสมการ 2.5(b) 
  Then calculate 95%  Probability Limits of  ̂kr  by Eq.2.21a 

   %95kr  = 
KN

KN


 196.11   
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 Correlogram ของ t̂  ของ AR(1) และAR(2) และ 95% Probability Limits แสดงอยูในรูปท่ี 
4.11(b)  

   ̂kr  ของ AR(2) อยูภายใน Probability Limits  
   ̂kr  ของ AR(1) มี 4 คาตกอยูนอก Probability เกินกวาคาสูงสุดตามเกณฑท่ีกําหนดคือ 
 L95.01  = 24005.0   เม่ือ L = Max lag = 40  
  จึงสรุปไดวาอนุกรมเวลา t̂ ของ AR(2) เปนอิสระ 
 
  c3  การทดสอบ Normality ของ t̂  

  ถา   0ˆˆ  แสดงวา t̂ ไมไดมีการแจกแจงแบบปกติ  

  เนื่องจาก   0ˆ x แตไมไดมีการแปลงเปนการแจกแจงปกติ เนื่องจาก x=NBS บางคามี
คาติดลบ  

  ̂  = 943.0  = 971.0  

  t̂  = 
971.0

ˆt  (Standardized)  

  ผลการวิเคราะหการแจกแจงพบวา PDF ของ t̂  มีการแจกแจงแบบ Lognormal 3 พารามิเตอร 
โดยมีคาพารามิเตอรดังนี ้

  





  4ˆ;246.0ˆ;356.1ˆ o  

  f  =  
  











 


 2

2

ˆ2

ˆˆln

2ˆ
1





o

o

Exp  

  f  =   
  







 


 246.0

356.14ln

2

1
Exp

0.4246.02

1 2

         [4.108] 

 

 ̂ = ̂;Mean = Standard Deviation  
 Empirical Frequency และ Lognormal-3p แสดงอยูในรูปท่ี 4.12 
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รูปท่ี 4.12 The fit of three-parameters lognormal probability density function (smooth solid line) to the 
frequency density curve (broken line) of t variable of monthly mean NBS of Lake Michigan-Huron 

 
 (3d) การเปรียบเทียบ Sample correlogram  zrk  และ Residuals Correlogram  ̂kr  ของ AR(1) 
และ AR(2) ในหัวขอ (3b) แสดงวา  ̂kr   ของ AR(2) เหมาะสมกับ  zrk มากกวา  ̂kr ของ AR(1) และ
คาดวา  ̂kr  ของ AR(3) นาจะเหมาะกับ  zrk  มากกวา  ̂kr  ของ AR(2) และนาจะผานการทดสอบ
โดย Anderson  Probability Limits  
 การทดสอบ Parsimony ของพารามิเตอรโดยใช Akaike Information Criteria (AIC) พบวา 
   1AIC  = 34.41  
   2AIC  = 59.44  
   3AIC  = 72.41  
   2AIC  มีคาตํ่าสุด จึงสรุปอีกคร้ังวาควรจําลองโดยใชแบบจําลอง AR(2)  
 (3e) Correlogram ของ AR(2) แสดงอยูในรูปท่ี 4.11(a)  
 

(4) Optional Tests of the Model 
 ทําการสังเคราะหอนกุรมเวลารายเดือนของ NBS ของ Lake Michigan-Huron โดยใชแบบจําลอง 
AR(2) ตามสมการ 4.105 และ 4.106 
 ,vŷ  =   ,vẑˆû                                     [4.109] 

 tẑ  = t2t1t
ˆ943.0ẑ087.0ẑ209.0                                     [4.110] 

 t̂  = Lognormal 3 Distributed โดยมีคาพารามิเตอรดังนี้     

  0.4ˆ,246.0ˆ,356.1ˆ  o  

 u  = 
 




ˆ
ˆˆˆln  ot  
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 u  = 
  

246.0

356.14ˆln t = Standard Normal with mean=0 and standard deviation=1  

 t̂  =  uExp 246.0356.14                                     [4.111] 
 û  และ ̂ มีคาดังตารางท่ี 4.9 
   

ตารางท่ี 4.9 การคํานวณคา û  และ ̂  

  1 2 3 4 5 6 

û  

̂  
46.93 
50.96 

95.25 
48.58 

176.80 
72.15 

277.60 
86.70 

254.98 
88.03 

210.49 
65.01 

  7 8 9 10 11 12 

û  

̂  
120.49 
52.45 

55.79 
59.06 

26.39 
63.80 

-5.87 
72.31 

33.13 
66.25 

25.35 
61.48 

 
 การสังเคราะห (Generate) คา Standard Normal Random No. และ Log-normal 3 Transformed 
Random No. แสดงอยูในตารางท่ี 4.10 

ตารางท่ี 4.10 การสังเคราะห Standard Normal Random No. และ Log-normal 3 Transformed Random No. 
Order u   Order u   Order u   

1 
2 
3 
4 
5 
6 

0.414 
-1.288 
1.019 
0.616 
-0.289 
1.970 

0.297 
-1.173 
0.986 
0.515 
-0.386 
2.300 

7 
8 
9 
10 
11 
12 

-0.659 
0.595 
-0.651 
0.906 
0.678 
-1.175 

-0.700 
0.492 
-0.694 
0.849 
0.585 
-1.093 

13 
14 
15 
16 
17 
18 

1.195 
-1.160 
-1.835 
-0.468 
0.68 

-0.595 

1.207 
-1.083 
-1.529 
-0.541 
-0.054 
-0.648 

 
 สมมติให 0.0ẑ0   และ 0.0ẑ 1    จะสามารถสังเคราะหคา tẑ  ไดดังนี้  
   1ẑ  =       288.0297.0971.00.0087.00.0209.0   
   2ẑ  =       079.1173.1971.0.0087.0288.0209.0   
   3ẑ  =       757.0986.0971.0288.0087.0079.1209.0   
   4ẑ  =       564.0515.0971.0079.1087.0757.0209.0   
   5ẑ  =       191.0386.0971.0757.0087.0564.0209.0   
 เนื่องจากคาแรกๆของ tẑ ท่ีสังเคราะหข้ึนมามี Bias เนื่องจากการสมมติคา 0ẑ และ 1ẑ ดังนั้น 
Fiering and Jackson (1971) จึงแนะนําวาควรตัด 50 คาแรกท่ีสังเคราะหข้ึนมาท้ิง 
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 ตารางท่ี 4.11 แสดงอนุกรมเวลา tẑ ท่ีตัด 3 คาแรกทิ้ง หรือให 3tt ẑẑ   
 
ตารางท่ี 4.11 อนุกรมเวลา tẑ ท่ีตัด 3 คาแรกท้ิง 

t tẑ  t tẑ  t tẑ  
1 
2 
3 
4 
5 

0.564 
-0.191 
0.242 
-0.228 
0.413 

6 
7 
8 
9 
10 

-0.607 
0.733 
0.668 
-0.858 
1.748 

11 
12 
13 
14 
15 

-0.761 
-1.492 
-0.903 
-0.371 
-0785 

 
 หลังจากสังเคราะหคา tẑ แลว จะสามารถคํานวณ Periodic Monthly Time Series ไดดังนี้ 
   1,1ŷ  =   67.75564.096.5093.46   
   2,1ŷ  =   97.85191.058.4825.95   
   12,1ŷ  =   38.66492.148.6135.25   
   1,2ŷ  =   913.0903.096.5093.46   
   3,2ŷ  =   16.120785.015.7280.176   
 รายละเอียดของ Optional Test จะแสดงอยูในหวัขอ 7.3.5 
  
 (5) Reliability of Model Parameters 

 (5a)   1ˆs   = 
N

ˆ 1  = 
69

95.50  = 13.6  

 คา  ̂s  สําหรับ 12,,2   สามารถคํานวณไดในลักษณะเดียวกัน 
  

 (5b) คํานวณหา 95% Confident Intervals ของ   จากสมการ 4.100 
   025.0,68t  = 0.2  

    13.6293.4613.6293.46 1   
   19.5967.34 1   
  คํานวณหา 95% Confident Intervals ของ 12,,2;   ไดในลักษณะเดียวกัน 

 (5c) คํานวณหา 95% Confident Intervals ของ   จากสมการ 4.101 
   1.47975.0,68

2   
   66.92025.0,68

2   
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    
1.47

96.5068

66.92

96.5068
1    

   23.6165.43 1    
  คํานวณหา 95% Confident Intervals ของ 12,,2;  ไดในลักษณะเดียวกัน    
  (5d) เนื่องจากจําลองโดย AR(2) แบบ Constant Autoregressive Coefficients จึงสามารถคํานวณหา
Variance ของ 1̂  โดยวิธี Moment ไดโดยใชสมการ 4.46 ดังนี้  

    1
ˆVar   =  2

ˆVar   = 
2N

ˆ1 2
2


  

     = 
2828

087.01 2


  = 001201.0  

    1
ˆs    =  2

ˆs    = 035.0  
  และสามารถคํานวณหา  21

ˆ,ˆCov    ไดจากสมการ 4.47 
 

    21
ˆ,ˆCov  =  

2N

ˆ1ˆ
21


  

     =  
2828

087.01209.0


  

     = 000275.0  

    21
ˆ,ˆ   =  

   21

21

ˆVarˆVar

ˆ,ˆCov



  

     = 229.0
001201.0

000275.0


  

 
 (5e) คํานวณหา 95% Confident Intervals ของ 21 ,   จากสมการ 4.48 
    025.0u  = 96.1  
      j

2

jjj

2

j
ˆsuˆˆsuˆ    

     035.096.1209.0035.096.1209.0 1   

           2776.01404.0 1   

     035.096.1087.0035.096.1087.0 2   

           1556.00184.0 2   
    
 Option: หา Joint Confidence Region ของ 21 ,  โดยสมมติวา  21 ,  มีการแจกแจงแบบ
Bivariate Normal Distribution โดยมีพารามิเตอรดังนี ้
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   1̂  = 209.0  
   1

ˆs   = 035.0  
   2̂  = 087.0  
   2

ˆs   = 035.0  
  21,  = 229.0  
 
 (5f) คํานวณหา 95% Confident Intervals ของ 2

  จากสมการ 4.49 
 

   2ˆ   = 
 

    






 




2
1

2
2

2

2
2

ˆˆ1
ˆ12N

ˆ1ˆN
 

 Upper 2ˆ   =  
     22 1404.00184.01

0184.012828

0184.01828



  

    = 982.0 (คํานวณจาก Lowerj) 

 Lower 2ˆ   =  
     22 2776.01556.01

0155612828

01556.01828



  

    = 872.0 (คํานวณจาก Upper j) 
 
4.4 เอกสารอางอิง 
 

Salas. J, J.W.Delleur, V.Yeyjavich and W.L Lane. 1980.  Applied Modeling of Hydrologic Time Series. 
Water Resources Publications.  USA. pp.484 

 
 
 
 



 4-47



 4-48



 4-49

 



5-1 
 

บทท่ี 5 
การจําลองอนุกรมเวลาดวยแบบจําลอง AUTOREGRESSIVE AND MOVING AVERAGE 

AUTORERESSIVE AND NOVING AVERAGE MODELLING 
 
5.1  คํานํา (Introduction) 
 
 แบบจําลอง Autoregressive and Moving Average ซ่ึงเรียกส้ันๆ วา ARMA(p,q) คือ แบบจําลองสโต
แคสติกท่ีพัฒนาตอจากแบบจําลอง AR(p) ในบทท่ี 4 โดยเพิ่มองคประกอบทางสโตแคสติกอีกองคประกอบ
หนึ่งคือ องคประกอบ Moving Average เขาในแบบจําลอง ทําให ARMA(p.q) มีขอดีเพิ่มข้ึนคือเหมาะสําหรับ
สามารถอธิบายปรากฏการณการไหลของน้าํท่ีมีลักษณะท้ัง Low Flow และ High Flow ผสมผสานกันไป 
องคประกอบ AR(p) และ MA(q) สามารถท่ีจะใชอธิบายปรากฏการณทางอุทกวิทยาท่ีแตกตางกันดังนี ้
 

AR(p)-Low Flow ในชวงฤดแูลงซ่ึงเกิดจากอิทธิพลของน้ําใตดนิ 
MA(q)-High Flow ซ่ึงเกิดจากพายุฝน 
ARMA(p, q)-ผสมผสานปรากฏการณของ Low Flow และ High Flow 

 
ในหวัขอ 1.6 ในบทท่ี 1 ไดพิสูจนใหเหน็วาสามารถใช ARMA(1,1) อธิบายปริมาณการไหลของน้าํใน

แมน้ําได ดังนี ้
 

              t1tt dXcSZ    
   t1tt aXSc1S     
       1,1ARMAXacc1ddXZc1Z 1tt1tt    

 
แบบจําลอง ARMA(p, q) มีขอดีท่ีสําคัญคือ มีจํานวนพารามิเตอรนอยวาแบบจาํลอง AR(p) เม่ือใช

แบบจําลองท่ีมีลําดับมาก จงึนาสนใจมากกวาเม่ือพจิารณาจากเกณฑ Parsimony 
 

5.2 รูปแบบทางคณิตศาสตรของแบบจําลอง ARMA(p,q) (Mathematical Formula of ARMA) 
  

   



p

j
tjtjt zz:pAR

1
 

    



q

j
ojtjt ;z:qMA

0
1  

   )q(MA)p(ARq,pARMA   
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  






p

j
jt

q

j
jjtjt zz

1 0
           [5.1] 

โดยมีพารามิเตอรคือ    








  q,,j,p,,j,,, jj  1122  

 

5.3 คุณสมบัตขิอง MA(q) (Properties of MA(q)) 
 
 5.3.1 แบบจําลอง MA(q) 

  



q

j
jtjt ;z

0
0 1           [5.2]                            

    tt zEE  0  
     22

 tt EVar  
    kkttktt z.zCovz.zE   = Lag k Autocovariance ของ zt 

 









 










 







q

j
jktj

q

j
jtjk E

00
       [5.3] 

 





 






   qktqktktqtqttk E  1111  

  





kq

j
kjjk qk;

0

2      

       qk; 0          [5.4] 
 

ถา   



q

j
jtzVar;k

0

22
00        [5.5] 

 

 














q

0j

2
j

kq

0j
kjj

0

k
k;ACF  เม่ือ k<q      [5.6] 

        0k                 เม่ือ k>q      [5.7] 
 

 
5.3.2 แบบจําลอง MA(1) จะมีลักษณะเปน One Step Long Memory 

 1t1tt εθεz           [5.8] 
จากสมการ [5.4] ถา 

10

11

0j

2
εkjj

2
ε1 θθσθθσγ;1k,1q 




   

    2
1          [5.9] 
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



1

0j
kjj

2
ε0 θθσγ;0k,1q  

      1100
2
ε θ.θθ.θσ       

     2
ε

2
1 σθ1         [5.10] 

 2
1

1

0

1
1

1 







        [5.11] 

 0,1k,1q k          [5.12] 
 

5.3.3 Residual ของ MA(1) 
 1t1tt εθzε   
 2t1t1t εθzε    

   2t11t1tt εθzθzε    
    2t

2
11t1t εθzθz    

      2t
2

11t1t zθzθz         [5.13] 
สมการจะ Converge เม่ือ 1θ1   

t2t
2
11t1t εzθzθz           [5.14] 

จึงสรุปไดวา MA(1) คือ AR() และมีลักษณะเปน Long Memory 
  
 5.3.4 Invertible Conditions 
 1θ1    
 หรือ รากของสมการ Characteristics จะอยูในวงกลมท่ีมีรัศมีหนึ่งหนวย (Unit Circle) 
 0r 1            [5.15] 
 

 กรณีของ MA(q) 
 0rrr q

2q
2

1q
1

q           [5.16] 
 ถารากของสมการ [5.16] อยูใน Unit Circle แสดงวา iθ เปนไปตาม Invertible Condition 
 กรณี MA(2) ซ่ึงมี 6.0θ1  และ 2.0θ2   

 02.0r6.0r2   
  839.0r1   
  2385.0r2   
 

 5.3.5 Partial Autocorrelation Function (PACF) ของ MA(q) 
 PACF )k(k ของ   MA(q) คือ ACF ของ AR(p) 
 ACF    k  ของ   MA(q) คือ PACF ของ   AR(p) 
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5.3.6 คุณสมบตัิท่ัวไปของ ARMA(p, q) 
 qtq1t1tptp1t1t zzz     

 Lag k Cross-Covariance ของ z และ  
 ),z(Cov)k( tktz            [5.17] 
 0k;0)k(z    
              0k;0          [5.18] 

(1) Lag k Autocovariance ของ ARMA(p, q) 
   kktt γz.zE   

 qkor1qk;)jk(
p

1j

q

0j
zjjkjk   

 
  

      1qk;
p

1j
jkj 


         [5.19] 

 ถา k = 0 
 )z(Var)z.z(Eγ ttt0   

        
 


p

1j

q

1j
zjjj

2 )j(        [5.20]

  
(2)  Autocorrelation Function(ACF) 

 1qk;jk

p

1j
jk

0

k 






       [5.21] 

 ACF ของ ARMA(p,q) จะแปรผันตามคา j  และ j  ดังนี้ 
    p,,1jq,,1j jj    และ  q,,1jθ j   
    p,,1j1pq,,1qj jj    

ซ่ึงจะมีผลทําให ACF ของ ARMA(p,q) มีลักษณะท่ีแตกตางกันดังรูปท่ี 5.1 ถา ๆ q-p > 0 เชน 
ARMA(1,2) ACF จะมีลักษณะเปน Irregular Shape ตามดวย Exponential Decay หรือ Damped Wave แคถา 
q-p < 0 เชน ARMA(1,0) ACF จะมีรูปรางเปน Exponential Decay หรือ Damped Wave ดังรูปท่ี 5.1 
 PACF ของ MA(p) แสดงอยูในรูปท่ี 5.2 และ 5.3 
  



5-5 
 

 

 
รูปท่ี 5.1 ลักษณะของ ACF ของ ARMA(p,q) กรณีที่ p และ q มีคาตางๆกัน 
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รูปท่ี 5.2 Theoretical Partial Autocorrelation for MA(1) Model 
 
 

รูปท่ี 5.3 Theoretical Partial Autocorrelation for MA(2) Model 
 
 



5-7 
 

Stationary and Invertibility 
 0uuu p

2p
2

1p
1

p          [5.22] 

 0rrr q
2q

2
1q

1
q           [5.23] 

 
(3) คุณสมบัติพืน้ฐานของ ARMA(1, 1) 

 1t1t1t1zz t    

   1t1t2t11t2t11 zz t    

        2t111t11t2t
2

1 z    

     2t111t11t3t12t3t1
2

1t zz    

          3t1
2
12t1111t11t3t

3
1 z    

              3t11
2
12t1111t11t     

 
ดังนั้น จึงสามารถสรุปไดวา ARMA(1, 1) คือ MA () ดังสมการ 

  
   2t21t1ttz        [5.24] 
 
 สมการ [5.25] จะ Converged เม่ือ 1θ1   หรือเม่ือกระบวนการสโตแคสติกเปน Stationary 
 ถา ARMA(1,1) มีพารามิเตอร 
 79.01   

 35.0θ1   

  11
1i

1i            [5.25] 

 
i 1 2 3 4 5 6 

i  0.44 0.35 0.27 0.22 0.17 0.14 
 

ในทํานองเดียวกัน ARMA(1, 1) สามารถเขียนในรูปของ AR() ดังสมการ 
 
 1t11t1tt zz    

      2t1211t11t1t zzzz    
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       2t
2
12t111t11t zzz    

   t2t
2
12t111t11t zzz    

           t3t11
2
12t1111t11 ........zz    

     t3t32t21t1 εzzz πππ         [5.26] 

  

 11
1i

1i    

 ถา 35.0,79.0 11   

  
i 1 2 3 4 5 

iπ  0.44 0.15 0.05 0.02 0.01 

 

สมการ [5.22] จะ Converged ถากระบวนการสโตแคสติกเปนแบบ Invertibility ถา 1θ1   
 Admissible Region สําหรับ 1 และ 1  คือ 

 11 1    และ 1θ1 1          [5.27] 
  

สําหรับกระบวนการสโตแคสติกทางอุทกวิทยา 

10 1  ,  1θ0 1    และ    11         [5.28] 
 

(4) Variance ของ ARMA(1,1) , oγ  

จากสมการ [5.20] 

 1z111
2

o    

      1t1t1t1t11ttz zE.zE1    

           1t1t11tt1t1t1 .E.E.zE    

        2
1z1 0    

      t1t1t1t1ttz zE.zE0    

 t1t1ttt1t1 .(E).(E)zE     

            
2
          [5.29]  

 

  2
11111

2
o         [5.30] 
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จากสมการ [5.19] ถา k = 1 

  0)1( z1z0011    

     2
101          [5.31] 

 ถา k > 2 

  1)2( z1z0112    

       11  

 1k1k           [5.32] 

 จากสมการ [5.30]  

   2
111110 1        [5.33] 

จากสมการ [5.31]  
2

1101          [5.34] 

แกสมการ [5.33] และ [5.34] จะไดคา o และ 1 ดังนี ้

 
 

2
2
1

11
2
1

0
1

21





        [5.35] 

  
 

2
2
1

1111
1

1

1





        [5.36] 

  
 11

2
1

1111

0

1
1 21

1








        [5.37] 

ถาหารสมการ [5.32] ดวย 0 จะได  

1k1k   ;  2k          [5.38] 

กรณี ARMA(1,1) จะสามารถหาคา 1 จากสมการ [5.38] เม่ือ k=2 แทนคา 1 ลงในสมการ [5.37] จะ
สามารถหาคา 1 ไดโดยวิธี Trial and Error และข้ันสุดทายแทนคา 1 และ 1 ลงในสมการ [5.35] หรือ 
[5.36] เพื่อหาคา 

2 

กราฟแสดง ACF และ PACF ของ ARMA(1,1) กรณีท่ี 1 และ 1 มีคาตางๆ กัน แสดงอยูในรูปท่ี 5.4 
และ 5.5 ตามลําดับ 



5-10 
 

 
 (a) ACF ของ ARMA(1.1) กรณีท่ี 1 และ 1 มีคาเปนบวก 

 
(b) ACF ของ ARMA(1.1) กรณีท่ี 1 และ 1 มีคาเปนลบ 

รูปท่ี 5.4 Theoretical Autocorrelation for ARMA(1.1) Model กรณีท่ี 1 และ 1 มีคาตางๆ กัน 
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(a) PACF ของ ARMA(1.1) กรณีท่ี 1 และ 1 มีคาเปนบวก 

 
(b) PACF ของ ARMA(1.1) กรณีท่ี 1 และ 1 มีคาเปนลบ 

รูปท่ี 5.5 Theoretical Partial Autocorrelation for ARMA(1.1) Model กรณท่ีี 1 และ 1 มีคาตางๆ กัน 
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5.4  การสรางแบบจําลอง ARMA สําหรับอนุกรมเวลารายป  
       (ARMA Modeling of Annual Time Series) 

 

5.4.1 แบบจําลอง Annual ARMA  

 สมมติให xt คือ อนุกรมอุทกวิทยารายป ซ่ึงอาจมีการแจกแจงแบบปกติ แตถา xt ไมไดมีการแจกแจง
แบบตองมีการแปลงใหเปนอนุกรมเวลาแบบปกติ yt โดยใชฟงคช่ันการแปลงท่ีเหมาะสม  ข้ันตอไปคือการ
แปลง yt เปน zt  ดังสมการ  

 yt  =  + zt          [5.39] 

ทําการจําลองอนุกรมเวลา zt ดวยแบบจําลอง ARMA(p,q) ดังนี ้

 qtq2t21t1tptp2t21t1t zzzz      [5.40] 
 

คุณสมบัติของแบบจําลอง AR, MA และ ARMA ตามท่ีกลาวมาแลวไดสรุปไวในตารางท่ี 5.1  
 
ตารางท่ี 5.1 Identification Properties for AR, MA and ARMA Processes. 

Process Autocorrelation Partial Autocorrelations 

AR(p) Infinite in extent, consists of damped 
exponentials and/or damped waves. 
Attenuates as 





p

1j
jkjk  

Finite in extent, peaks at lags 1 
through p then cuts off. 

MA(q) Finite in extent, peaks at lags 1 through q 
then cuts off. 

Infinite in extent, consists of 
damped exponentials and/or 
damped waves. 

ARMA(p, q) Infinite in extent, first q-p lags: irregular 
then damped exponentials and/or damped 
waves. Attenuates as 

 1qk

p

1j
ikik



 


  

Infinite in extent, first p-q lags 
irregular, then damped 
exponentials and/or damped 
waves. 

 

 5.4.2 ขั้นตอนการจําลอง 
– การหารูปแบบแบบจําลอง (Identification) 
– การประมาณคาพารามิเตอร (Estimation)  
– การตรวจสอบความเหมาะสม (Diagnostic Checking) 
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(1) การหารูปแบบแบบจําลอง (Identification) 
การหารูปแบบแบบจําลอง จะพิจารณาจากกราฟอนกุรมเวลา  ACF และ  PACF (ดคุูณสมบัติของ 

ACF และ PACF ของแบบจําลองตางๆในตารางท่ี 5.1) 

 ACF 





 

4

N
,,1k,k.vsrk   

 95%  Probability Limit คือ 
N

2

  

 
(2) การประมาณคาพารามิเตอร (Estimation)  
วิธีการประมาณคาพารามิเตอรของ MA(q) 

 จากสมการท่ี 5.5       



 q

0j

2
j

o2
ε

θ

γ
σ  

          2

q
2

1

o

θθ1

γ





     [5.41] 

 จากสมการท่ี 5.4        



 

kq

0j
kjj

2
εk q,,1,0kqk;θθσγ   

 ถา  qk;k,,0j;jk    

  





jq

0i
jii

2
εj θθσγ  

       qjq1j1j0
2
ε θθθθθθσ     

  







  qjq2j21j12

ε

j
j θθθθθθ

σ

γ
θ      [5.42] 

   00 ~c    (Variance) 
   jj ~c    (Autocovariance) 

หา )q,,1j(θ j  จากสมการ [5.41] และ [5.42] โดยการคํานวณแบบ Iterative ดังนี ้
(1) หา  C0 ,…., Cj จากอนุกรมเวลาตัวอยาง 
(2) สมมติให  q,,1j0θ̂ j   
(3) คํานวณหา 2

εσ̂  จากสมการ [5.41] 

2
q

2
1

02
ε

θ̂θ̂1

C
σ̂





 

(4) คํานวณหา j  จากสมการ [5.42] 









  qjq2j21j12

ε

j
j θ̂θ̂θ̂θ̂θ̂θ̂

σ

C
θ̂   

(5) ตรวจสอบวา j̂  (คํานวณ) = j̂  (สมมติ) 
(6)  ถาผลการคํานวณไมเทาใหกลับไปเร่ิมคํานวณข้ันท่ี (2) สมมติ  q,,1jˆ

j   ใหม 
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กรณี MA(1) 

2
1

02

ˆ1

c
ˆ


  

2
1

1

cˆ


  

 
 

   2 สมการ 2 Unknown จะสามารถคํานวณหาคา 2
ε1 σ,θ̂  ได 

 

 

กรณี MA(2) 

2
2

2
1

02

ˆˆ1

c
ˆ




 
2
2

2 ˆ

cˆ


  















212

2
1

ˆˆ
ˆ

cˆ  

 
 
จะสามารถคํานวณหาคาพารามิเตอร   

 21
2
ε θ̂,θ̂,σ̂ ได 

 

กรณี ARMA(p, q) 
การหาพารามิเตอร  p,,1jj   จากสมการ 5.19 
กรณี k > q+1 

1qk;jk

p

1j
jk  


  

ประมาณคาดวย Sample Lag k Autocovariance 

         
 

1qk;cˆc jk

p

1j
jk  


          [5.43] 

  
 สําหรับ ARMA(1, 1) 
 p = 1 , q = 1 , k  2 

 112 cˆc;2k   จะไดวา 
1

2
1 c

cˆ   

 สําหรับ ARMA(2, 2) 
 p = 2 , q = 2 , k  3 

22314

12213

cˆcˆc;4k

cˆcˆc;3k




 จะสามารถหาคาพารามิเตอร 1̂ และ 2̂ ได 

 
 เม่ือทราบคา j̂  จะสามารถแปลง ARMA(p,q) เปน MA(q) ไดดังนี ้

 



p

1j
jtjtt zˆzz         [5.44] 
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 คํานวณหา  q,0jc'
j   จากอนุกรมเวลา '

tz  
 หลังจากนัน้กจ็ะสามารถหา jθ̂ ไดจากสมการ [5.41] และ[5.42] โดยวิธี Iterative ตามท่ีกลาวมาแลว  
 

ข้ันตอนการคํานวณแบบ Iterative 
สมมติคา jθ̂  แลวคํานวณหา 









q

0j

2
j

o2

ˆ

c
ˆ    และ 












 


qjq2j21j12

j
j

ˆˆˆˆˆˆ
ˆ

cˆ     

ถา   j̂ (คํานวณ)    = j̂ (สมมติ) แสดงวาคาท่ีคํานวณไดใชได จึงหยดุการคํานวณ 
 

Efficient Estimate 
  

วิธีการประมาณคาท่ี Efficient คือ Max. Likelihood หรือ LSE   ถา  t มีการแจกแจงแบบปกติ 

 1t

p

1j

q

1j
jjtjtt

ˆzˆz 
 

     

กําหนดให
  

  



N

1t

2
t,SSSE       [5.45] 

 
 

N

,S
ˆ 2


  = Variance ของ t       [5.46] 

 สามารถใชหลัก Optimization หาคาพารามิเตอรได โดยการกําหนด Objective Function และ 
Constraints ดงันี้ 

 ,S.Min  
11ST   

 11   

 
  ใช Solver ใน Excel 

 
Excel มีเคร่ืองในการหาคําตอบของ Optimization Model โดยการเรียกใช Solver 

 สําหรับ ARMA(1, 1) :   1t1t1t1t zz    
    1t11t1tt zz    
 ถากําหนดให  0zo    และ  0εo   หรือ     oo ,zz  จะได 

   11 zε   
   111122 zz   
   . 
   . 

1N11N1NN zz    
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 จะสามารถหาคา
  

  



N

1t

2
tεθ,ΦSSSE เพื่อนําไปหาพารามิเตอรได โดยใช Solver ใน Excel 

 

(3) ความนาเชื่อถือของคาประมาณพารามิเตอร (Reliability of Estimated Parameters) 

 Variance-Covariance Matrix ของพารามิเตอรแสดงอยูในสมการ 
 

 
     
     

    



































qp1qp

qp2212

qp1211

ˆVarˆˆCov

ˆˆCovˆVarˆˆCov

ˆˆCovˆˆCovˆVar

ˆv









  [5.47] 

 
 Box and Jenkins (1976) เสนอแนะวิธีการหา Variance-Covariance Matrix ดังสมการ 
 

 

 

   

 

 

1

β̂

β̂S
..................................................................

....................................
β̂

βS
...............................

β̂β̂

β̂S
.......................................................

β̂

β̂S

σ̂2β̂v

2
qp

2

2
2

2

qp1

2

2
1

2

2
ε















































  [5.48] 

  
 สําหรับแบบจาํลอง ARMA(1, 1) Variance-Covariance Matrix จะอยูในรูปของสมการ 
 

 

   
   

   

   

1

ˆˆS
ˆ

ˆˆS

ˆ

ˆˆS
ˆ

ˆˆS

ˆ2
ˆVarˆˆCov

)ˆˆ(CovˆVarˆv

2
1

11
2

11

11
2

11

11
2

2
1

11
2

2

111

111



















































             [5.49] 

 
 รูปแบบ Variance-Covariance Matrix สําหรับ ARMA(1,1) ของ Box and Jenkins(1976) 
 

   
     

     
























11
2
1

2
1

2
1

2
1

2
111

2
1

2

11

11
11

ˆˆ1ˆ1ˆ1ˆ1

ˆ1ˆ1ˆˆ1ˆ1

ˆˆ

ˆˆ1

N

1ˆ,ˆv   [5.50] 
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 และคา Standard Errors คือ 
 

      
 

2/1

2
11

2
1

2
11

1
ˆˆ

ˆ1ˆˆ1

N

1ˆˆ

















       [5.51] 

 

และ      
 

2/1

2
11

2
1

2
11

1
ˆˆ

ˆ1ˆˆ1

N

1ˆˆ

















       [5.52] 

     i2/αii2/αi β̂σ̂uβ̂;β̂σ̂uβ̂        [5.53] 
 Standard Error ของ 2ˆ   

      






 
 

N

qp
1ˆSS

2

       [5.54] 

 

(4) การประมาณคาพารามิเตอรแบบ Non-Linear  
 

กําหนดให    


N

1t

2
tii e,S Sum of Square of Residual 

จงหาพารามิเตอรโดยวิธี Least Square 

  0,
S

ii
i



  .............(Linear)      [5.55] 

  0,
S

i
i

1



  .............(Non-Linear)     [5.56] 

ใช Linear Approximation of Taylor Series Expansion of tε ดูรายละเอียดใน Box and Jenkins (1976) 
 
5.4.3 การทดสอบความเหมาะสมของแบบจําลอง Annual ARMA(p, q) 

 1t1t1t1t zz          [5.57] 

2t11t2t11t zz          [5.58] 
 สมการท่ี [5.58]-[5.57] 

  2t11t1t2t11t11tt 1zzzz    
    2t11t1t2t11t1t 1zz1z       [5.59] 

สมการท่ี 5.59 คือ ARMA(2, 2) ซ่ึงไมเปนอิสระจากสมการ [5.57] 
Corrected Residual Variance 

   
ˆ,ˆS

N

1
ˆ

C
2         [5.60] 

N = No. of Observations 
n = No. of  Parameters 
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(1) การทดสอบความเปนอิสระของ Residuals t โดยวิธี Porte Manteau Lack of Fit Test 

  



L

1k

2
k ˆNQ  

ถา  qpL
2 ,Q   แสดงวา t เปนอนุกรมเวลาแบบ Independent 

 
(2) การทดสอบความเปนอิสระของ Residuals t โดยวิธี Cumulative Periodogram และ Smirnov-

Kolmogorov Statistics 

MSD      




























 



2N

1t
jt

2N

1t
jt2j th2sinth2cos

N

2
h  

 
2

N
,,1i;

hMSD
P

i

1j
2

j
i 

 




  

 

 







 


2

2N
'N  ถา N เปนเลขคู

                        







 


2

1N
'N  ถา N เปนเลขค่ี 

K = Smirnov-Kolmogorov Statistics จากตารางท่ี 3.1 

 0.01 0.05 0.10 0.20 0.25 

K 1.63 1.36 1.22 1.07 1.02 

 

(3) การทดสอบ Parsimony ของพารามิเตอร 

AIC(p, q) = N ln(MLE of  2
εσ̂ ) +2(p+q)       [5.61] 

 
5.5 การสังเคราะหขอมูล (Generation) 

 jt

q

1j
jtjt

p

1j
jt

ˆzˆẑ 





         [5.62] 

 จะตองสังเคราะหอนกุรมเวลาจํานวน Nw+Ng เม่ือ Nw = 50 ~ 100 
 

5.6 การพยากรณดวยแบบจําลอง  Annual ARMA 
  

5.6.1  หลักการพยากรณทางสโตแคสติก 
แนวคิดในการพยากรณดวยแบบจําลอง Annual ARMA แสดงอยูในรูปท่ี 5.6 
เม่ือ t = Time Origin of the Forecast 
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 L = Lead Time  1 

 zt+L = Value to be forecasted observation at time t+L 

    .,.........z,z|zELz 1ttLtt   = Conditional Expectation 

 zt(L)    Lzt Forecasted Function = Min MSE Forecast 

 
รูปท่ี 5.6 แนวคิดในการพยากรณ 

 

แบบจําลอง ARMA(1,1) สามารถเขียนในรูปของ Infinite Weight of Sum of t 

 





0j
jtjtz  เม่ือ  11

1j
1j          [5.63] 

  







 

1L

0j Lj
jLtjjLtjLtz       [5.64] 

 เม่ือ 







1L

0j
jLtj คือ Future Values ของ t+L-j ยังไมทราบคาท่ีเวลา t  

ซ่ึงเรียกวา  Forecasted Error หรือ et(L) 







Lj
jLtj คือ Past and Present Values ของ t+L-j ทราบคาท่ีเวลา t  

ซ่ึงเรียกวา  Forecasted Function หรือ zt(L) 

    LzzLe tLtt           [5.65] 

           = Forecast Error 

 

 5.6.2  คุณสมบัติของ E(t+j) 

   0E jt      ; j=1,……., L 

    0LeE t    
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 jLt

q

1j
jLtjLt

P

1j
jLt zz 





    

 Taking Conditional Expectation 

        





 
q

1j
jLtjLt

P

1j
jLtjLt zz      [5.66] 

ถา L-j < 0    

  jLtjLt zz          [5.67] 

    jLtjLt εε          [5.68] 

ถาL-j  > 0  
  )jL(zz tjLt         [5.69] 

      LeE0 tjLt          [5.70] 

 

 5.6.3 One step Ahead Forecasting (L = 1) 

     j1t

q

1j
j1tj1t

P

1j
jt1t z)1(zz 





       [5.71] 

 j1t

q

1j
j1tj1t

P

1j
j1t zz 





         [5.72] 

 สมการ [5.72]-[5.71] 

    1e1zz t1tt1t          [5.73] 

 

 5.6.4 Forecasted Function 

 ARMA(1, 1) 

   t1t1t z1z   

    1z2z t1t   

    2z3z t1t   

 ARMA(2, 2) 

   1t2t11t2t1t zz1z    

     t2t2t1t z1z2z   
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      1z2z3z t2t1t   

      2z3z4z t2t1t   

 AR(1) 

    1tt1t z1z   

    1z2z t1t   

    2z3z t1t   

 AR(2) 

    1t1t2t1t zz1z    

     t2t1t z1z2z   

      1z2z3z t2t1t   
 

5.6.5 Forecast Error 

  





1L

0j
jltjt Le         [5.74] 

 สําหรับ ARMA(1, 1) 

   1j
111j
         [5.75] 

 Variance of Forecast Error 

Var(et (L)) =   2t LeE  

        = 


























2
1L

0j
jltjE  

        =  














1L

0j

2
jLt

2
jE  

        =  2jLt

1L

0j

2
j E 





  

      = 





1L

0j

22
j         [5.76] 

 α1  Confident Limits of Ltz 

 
2
j

1L

0j2

tLt ˆu)L(zz  



   
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                      2
j

1L

0j2

t 1ˆu)L(z  



       [5.77] 

5.7 การจําลองอนุกรมเวลารายปดวยแบบจําลอง ARMA(p,q) 

 

 ข้ันตอนการจําลอง 

(1) คํานวณคาสถิติ 2s,z  
(2) คํานวณคา Lag k Autocovariance และ Lag k Autocorrelation และพลอตกราฟ 

   
4

N
k0;xxxx

N

1
c kt

KN

1t
tk   




      

 
o

k
k c

c
r  = k̂   

(3) คํานวณหาคา Partial Autoregressive Function จากสมการ 

 






































1

1

1

1

3k2k1k

3k12

2k11

1k21
 
 
 

 



























k

k

k

k

k

3

2

1

 = 





























k

3

2

1

  

 

(4) หาลําดับของ ARMA(p,q) จาก ACF และPACF 
(5) หาคาประมาณเบ้ืองตน(Initial Estimate)  p1

ˆ,......,ˆ   จากสมการ Yule Walker 

1qk;cˆc
p

1j
jkjk 


  

กรณีท่ี 0z   

  






p

1j
oojt

q

0j
jjtjt zz  

  เม่ือ
  














P

1j
joo 1z

 
       [5.78] 

(6) หาคาประมาณเบ้ืองตนของ q1 θ.......,,θ  จาก tz เม่ือ 





P

1j
jtjtt zzz         [5.79] 

- คํานวณหาคา k'c (Lag k Autocovariance ของ z’t) โดยวิธีของ Box and Jenkins (1976, p202) 
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  





p

1i
jp1p1i1ioj

p

1i

2
i

'
j dˆˆ......ˆˆˆˆcˆc     [5.80] 

q......,,1,0j:ccd ijijj        [5.81] 

10           [5.82]
 

2
q

2
1

'
02

ˆ......1

c
ˆ


        [5.83] 

















 


qjq2j21j12

'
j

j
ˆˆ......ˆˆˆˆ

ˆ

cˆ     [5.84] 

(7) Maximum Likelihood Estimate (MLE) 

 q,pMax,......,1j,0j   

ถา qp   

  
 


P

1i

q

1i
ijpiijpioojpjp

ˆzˆz     [5.85] 

เม่ือ pN......,,2,1j      
 

   


N

1t

2
t S,S         [5.86] 

จงหาคา ,  ท่ีทําให  ,S  มีคาตํ่าสุด (Minimum) 

N

S2   

 β̂σ̂ Diagonal Terms ของ Variance-Covariance Matrix 

   i
2

iii

2

i
ˆˆuˆˆˆuˆ         [5.87] 

(8) Porte Manteau Lack of Fit Test 

  
4

N
L

10

N
;rNQ

2L

1k
k  


     [5.88] 

 ถา ;,Q qpL
2

  แสดงวา t เปน Independent 

(9) Akaike Test 

     qp2lnNq,pAIC 2         [5.89] 

MLEσ2
ε  ของ Error Variance  
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(10)  Generation 

  






q

0j
oojtj

p

1j
jtjt

ˆˆzˆẑ      [5.90] 

(11)  Forecasting 

ถา qL   

  qtqt11ptpt1t ......z......z1z      [5.91] 

    2qtqt22ptpt2t1t ......z......z1z2z        [5.92] 

 
     

LqtqtL

LptptLt1Lt1t

......

z......z1z......1LzLz








  [5.93] 

ถา qL   

     pLz......1LzLz tpt1t       [5.94] 

จงหา  Weight จากสมการ [5.75] 

  1j
111j
  

    





1L

0j

22
jt LeVar  

    



 













  ˆ1uLzz
1L

0j

2
j

2

tLt      [5.95] 

 

5.8 ตัวอยางการจําลองอนุกรมเวลาปริมาณน้ําทารายปดวยแบบจําลอง ARMA(p,q) 

  

 อนุกรมเวลาน้าํทารายปของแมน้ํา Niger ใน Koulicoro อัฟริกา มีขอมูลระหวาง 1906-1957 จํานวน 52 
ป  ในการจําลองจะแปลงขอมูลเปนคา Modular Coefficients และอนกุรมเวลา zt ตารางท่ี 5.2 โดยใชดังสมการ 

 
FlowMean

FlowAnnual
ut          [5.96] 

 
u

t
t s

uu
z


          [5.97] 

   1uE t   

   0zE t   
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 ขั้นท่ี 1  1u    00001.0z;    

   0575.0s2
u   19804.0s; 2

z    

         ขั้นท่ี 2 จงหาคา  kˆ,r,c kkk   ของ 29,......,1k;zt   

   53478.0r1ˆ
11   

   2478.0
53478.01

53478.046292.0

r1

rr
2ˆ

2

2

2
1

2
12

2 








  

      
22

1

21
1

53478.01

46292.0153478.0

r1

r1r
2ˆ









  

     40226.0   

      
   

12096.0
r2ˆr2ˆ1

r2ˆr2ˆr
3ˆ

2211

12213
3 




  

 ขั้นท่ี 3 จากกราฟ rk ในตารางท่ี 5.2  และรูปท่ี 5.7 จะสรุปวาแบบจําลองท่ีเหมาะสมคือ AR(2) หรือ 
ARMA(1,1) 

   จากกราฟ k(k) ในตารางท่ี 5.3 และรูปท่ี 5.8 จะสรุปวาแบบจําลองท่ีเหมาะสมคือ AR(1)  

   ทดลองจําลองโดยใช ARMA(1,1) 
 

 ขั้นท่ี 4 คาประมาณเบ้ืองตนของ (Initial Estimate) ของ 1̂  สําหรับ ARMA(1, 1) 

   112 cˆc   

   8656.0
52429.0

45385.0

c

cˆ
1

2
1   

 ขั้นท่ี 5 คาประมาณเบ้ืองตนของ (Initial Estimate) ของ 1̂     

   1t1tt zˆzz   

       o1oo
2
1o

2
1

'
o dˆˆcˆcˆc   

       11o1
2
11

2
o

'
1 dˆˆcˆcˆc   
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ตารางท่ี 5.2 Niger River at Koulicoro, Africa, Modular Coefficients (Annual Flow/Mean), Annual  

  Flows (CFS) and Standardized Flows. 1906-1957 (after Yevjevich, 1963) 

  
MODULAR COEFFICIENTS 

(ut) ANNUAL FLOWS(xt) 
STANDARDIZED 

FLOWS(zt) 
1 0.73200 39792.98 -1.106432 
2 0.78900 42891.62 -0.871109 
3 1.27000 69039.74 1.114689 
4 0.80300 43652.69 -0.81331 
5 1.04300 56699.57 0.177524 
6 0.84600 45990.25 -0.635785 
7 0.52900 28757.50 -1.944512 
8 0.60500 32889.01 -1.630748 
9 0.90000 48925.80 -0.412848 

10 0.89200 48490.90 -0.445875 
11 0.95700 52024.43 -0.177524 
12 1.03500 56264.67 0.144497 
13 0.90200 49034.52 -0.404591 
14 0.80300 43652.69 -0.81331 
15 0.67700 36803.07 -1.333498 
16 0.96100 52241.88 -0.161011 
17 1.00800 54796.90 0.033028 
18 1.42700 77574.57 1.762859 
19 1.52900 83118.50 2.183964 
20 1.09100 59308.94 0.375691 
21 1.27600 69365.91 1.139459 
22 1.40100 76161.16 1.655519 
23 1.34100 72899.44 1.40781 
24 1.31100 71268.58 1.283956 
25 1.13200 61537.78 0.544959 
26 1.15100 62570.66 0.623400 
27 1.05700 57460.63 0.235323 
28 0.94900 51589.54 -0.210552 
29 0.93600 50882.83 -0.264222 
30 1.12000 60885.44 0.495417 
31 0.83200 45229.18 -0.693587 
32 0.95600 51970.07 -0.181653 
33 0.88300 48001.65 -0.483032 
34 0.76100 41369.48 -0.986706 
35 0.80400 43707.05 -0.809181 
36 0.64500 35063.49 -1.465609 
37 0.77200 41967.46 -0.941293 
38 0.64600 35117.85 -1.461481 
39 0.80200 43598.32 -0.817438 
40 0.99600 54144.55 -0.016514 
41 0.81700 44413.75 -0.755511 
42 1.08500 58982.77 0.35092 
43 0.89900 48871.44 -0.416976 
44 0.98000 53274.76 -0.08257 
45 1.38500 75291.37 1.589463 
46 1.06000 57623.72 0.247709 
47 1.28000 69583.36 1.155973 
48 1.35200 73497.42 1.453224 
49 1.33300 72464.55 1.374783 
50 0.88300 48001.65 -0.483032 
51 1.35500 73660.51 1.465609 

Mean 1.0000 54362 -0.0001 
Std.Dev. 0.2398 13167.569 0.9901 



5-27 
 

ตารางท่ี 5.3 Auto-Covariance, Autocorrelation and Partial Autocorrelation of Standardized  

 Annual Flows, Niger River 

LAG(k) 
AUTOCOVARIANCE 

(ck) 
AUTOCORRELATION 

             (rk) 

 PARTIAL AUTOCORRELATION 
                                            )k(ˆ k  

0 0.98039 1.000000 1.000000 
1 0.52429 0.53478 0.53478 
2 0.45385 0.46292 0.2478 
3 0.39196 0.39980 0.12096 
4 0.19723 0.20118 -0.1583 
5 0.15919 0.16237 -0.01121 
6 0.16544 0.16875 0.09781 
7 0.52430 0.05348 -0.07003 
8 -0.10133 -0.10335 -0.26015 
9 -0.19676 -0.20069 -0.20307 

10 -0.34234 -0.34919 -0.19383 
11 -0.40911 -0.41729 -0.11954 
12 -0.41522 -0.423520 -0.09932 
13 -0.36725 -0.374600 0.02018 
14 -0.37725 -0.384800 -0.05115 

          15        -0.39769                        -0.405640                                             -0.13012 
16 -0.32919 -0.335770 0.00465 
17 -0.38113 -0.388750 -0.12676 
18 -0.23566 -0.240370 0.08039 
19 -0.11537 -0.117680 0.04421 
20 -0.12348 -0.125950 -0.16125 
21 0.06959 0.070980 0.0926 
22 0.05039 0.051400 -0.11353 
23 0.14841 0.151370 0.11483 
24 0.19536 0.199270 -0.03871 
25 0.18428 0.187970 -0.147950 
26 0.25974 0.264940 0.02967 
27 0.30171 0.307740 0.0255 
28 0.23339 0.238050 -0.09234 
29 0.26462 0.269910 0.01801 

 



5-28 
 

รูปท่ี  5.7  Autocorrelation Function of Standardized Annual Flows, Niger River 

 

รูปท่ี 5.8  Partial Autocorrelation Function of Standardized Annual Flows, Niger River 
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 เม่ือ 1ˆ
o   

  111o c2ccd    

  o21 ccd   

  11o
2

1o
'
0 cˆ2cˆcc   

   o211
2

11
'
1 ccˆCˆcc   

       8074.052429.08656.0298039.08656.01c 2'
0   

      0324498039.045385.08656.052429.08656.01c 2'
1   

 
 

2
1

2
1

'
02

ˆ1

8074.0
ˆ1

c
ˆ





  

 และ  
22

'
1

1
ˆ

3244.0

ˆ

cˆ

 





  

   
8074.0

θ̂13244.0
θ̂

2
1

1


  

  03244.0θ̂8074.0θ̂3244.0 1
2
1   

  1̂ = 1.9852, 0.5037 

 Invertibility  1θ̂1   

    5037.0θ̂1   

    6440.0
5037.01

8074.0
σ̂

2
2
ε 


  

  1oo
ˆ1zˆ   

           8656.010001.0   

      0000013.0   

Preliminary ARMA(1, 1) Model 

 00001.0z   

 1tt1tt 5037.0z8656.0z    

 1u   
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     1344.08656.011ˆ1uˆ
1oo   

 1tt1tt 5037.0u8656.01344.0u    

 การประมาณคาพารามิเตอรของอนุกรมเวลา zt โดย Fortran Library Function FTARPS* และ 
FTMPS*  

 865634.0ˆ
1   

 503631.0θ̂1   

 000011.0θ̂oo   

 643987.0σ̂2
ε   

 ขั้นท่ี 6 การประมาณคาพารามิเตอรโดยวิธี MLE 

 Min 



N

1t

2
tεS  

 0.1ˆ05.0.ST 1   
  0.1ˆ05.0 1   
 สมมติวา 4.0;8.0ˆ

1   
 0ε1   
 1122

ˆz   

 0106432.18.0871109.0   

 0140.0  

 212133
ˆzˆz   

 014.04.0871109.08.0114639.1   

 8172.1  

 9782.0ε4   
 1t11t1tt

ˆzˆz    

 คา 2
tt ε,ε  แสดงอยูในคาตารางท่ี 5.4 ผลการคํานวณไดคา 2309.32S

51

1t

2
t 


 

 ในทํานองเดียวกัน ผลการคํานวณคา S เม่ือ 1̂ และ 1̂ มีคาระหวาง 0.0500-0.9500 แสดงอยูในตาราง
ท่ี 5.5 ซ่ึงสามารถสรุปไดวา S จะมีคาตํ่าสุด เทากับ32.01 เม่ือ 35.0ˆ,8.0ˆ

11   

 ทําการคํานวณอยางละเอียดใหมจากผลการคํานวณในตารางท่ี 5.5 โดยกาํหนดให 1̂ มีคาระหวาง 
0.7550-0.8500 และ 1̂ มีคาระหวาง 0.30500-0.4000  ดังแสดงในตารางท่ี 5.6 ซ่ึงสรุปไดวา S จะมีคาตํ่าสุด
เทากับ 32.01119  เม่ือ 7900.0ˆ

1   และ 345.0ˆ
1   
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 ทําการคํานวณอยางละเอียดซํ้าใหมจากผลการคํานวณในตารางท่ี 5.6 โดยกําหนดให 1̂ มีคาระหวาง 
0.78550-0.79500 และ 1̂ มีคาระหวาง 0.34050-0.35000  ดงัแสดงในตารางท่ี 5.7 ซ่ึงสรุปไดวา S จะมีคาตํ่าสุด
เทากับ 32.010992  เม่ือ 7905.0ˆ

1   และ 3480.0ˆ
1   

ตารางท่ี 5.4 Residuals (1st line of each entry), Squares of residulas (2nd line of each entry) and 

Sum of squares of residuals for f1=0.8 and q1=0.4. These results were obtained with the T1-59 
calculator program shown in Appendix A5.3. 
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 การหาคา Standard Error ของพารามิเตอร  1 จากสมการ 5.51 

      
 

2

1

2
11

2
1

2
11

1
ˆˆ

ˆ1ˆˆ1

N

1ˆ

















  

     
   

 
2

1

2

22

348.07905.0

7905.01348.07905.01

51

1
















  

      140.0  

 การหาคา Standard Error ของพารามิเตอร  1 จากสมการ 5.52   

      
 

2

1

2
11

2
1

2
11

1
ˆˆ

ˆ1ˆˆ1

N

1ˆ

















  

     
   

 
2

1

2

22

348.07905.0

348.01348.07905.01

51

1
















  

     215.0  

ทางเลือกในการหาคา Standard Error ของพารามิเตอร  1 และ  คือการหา Variance-Covariance 
Matrix ของพารามิเตอร 1 และ  ดังสมการท่ี 5.49 
  

  
   

   



































 

2
1

11
2

11

11
2

11

11
2

2
1

11
2

2

ˆ

ˆ,ˆ

ˆˆ

ˆ,ˆS

ˆˆ

ˆ,ˆS

ˆ

ˆ,ˆS

ˆ2ˆV  

(1) การหา Second Derivative ของ S เทียบกบั 1̂ โดยใชผลการคํานวณจากตารางท่ี 5.7 ดังแสดงอยู
ในตารางท่ี 5.8    

ตารางท่ี 5.8  การหา Second Derivative ของ S เทียบกับ 1̂ ท่ี 3480.0ˆ
1   

ท่ี 1̂ = 0.3480 
 

1̂  S  S  S2   
 0.7895 172   
 0.7900 -530 172-(-530)=702  

005.0ˆ
1   0.7905 -812 (-530+812)=282 702-282=440 

 0.7910 -674 -812+674=-138 282+138=420 
 0.7915 -115 -674+115=-559 -138+559=421 
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   710011.32SS   
 คา Second Difference ของS’ เทียบกับ 1̂ ท่ี 7905.0ˆ

1  และ 3480.0θ̂1  คือ 420 และคา 
Second Derivative ของ S’ เทียบกับ 1̂  คือ  

 168
005.0x10

420S
272

1

2



  

(2) หา Second Derivative ของ S เทียบกับ 1̂ โดยใชผลการคํานวณจากตารางท่ี 5.7 ในทํานอง
เดียวกับ (1) ดังแสดงอยูในตารางท่ี 5.9  

 

ตารางท่ี 5.9  การหา Second Derivative ของ S เทียบกับ 1̂ ท่ี 7905.0ˆ
1   

1̂ = 0.7905 
 

1θ̂  S  S  S2   
 0.3470 -401   

 0.3475 -712 -401+712=311  

0005.0θ̂Δ 1   0.3480 -812 -712+812=100 311-100=211 
 0.3485 -700 -812+700=-112 100+112=212 
 0.349 -376 -700+376=-324 -112+324=212 

   710001.32SS   
 คา Second Difference (S’) เทียบกับ 1̂ ท่ี 7905.0ˆ

1  และ 3480.0θ̂1  คือ 212 และคา 
Second Derivative ของ S’ เทียบกับ 1̂  คือ  

 8.84
0005.0x10

212S
272

1

2



  

 

(3) หา Second Derivative ของ S เทียบกับ 1̂  และ 1̂ โดยใชผลการคํานวณจากตารางท่ี 5.7 ใน
ทํานองเดียวกบั (1) ดังแสดงอยูในตารางท่ี 5.10 

 

ตารางท่ี  5.10 การหา Second Derivative ของ S เทียบกบั 1̂  และ 1̂   




0.3470 0.3475 0.3480 0.3485 

S' S' 
S' S' S' 

S' S' S' 
S' S' S' 

S'
0.7895 -294     -167     172     742     

0.7900 -557 263 
263-482= 

-219 -649 482
482-702= 

-220 -530 702
702-940= 

-238 -198 940
0.7905 -401 -156 -219 -712 63 (-219) -812 282 (-220) -700 502
0.7910 174 -575 -218 -355 -357 (-219) -674 -138 (-219) -781 81
0.7915 1170 -996 -220 421 -776 -217 -115 -559 -219 -441 -340

 

  710001.32SS   
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คา Second Difference ของ S’ เทียบกับ 1̂  และ 1̂ ท่ี 7905.0ˆ
1  และ 3480.0θ̂1  จะมีคาเทากับ 

=(-219-219-220-219)/4 = 219.25  
และคา Second Derivative ของ S’ เทียบกบั 1̂  และ 1̂ คือ  

7.87
0005.0x0005.0x10

25.219S
7

11

2



  

 
 

(4) หา 2ˆ  สมการ 5.46 

 

  11
2 ˆ,ˆS

N

1
ˆ   

   6277.00109.32
51

1
  

 

(5) Variance-Covariance Matrix ของพารามิเตอร 

  
   

   



































 

2
1

11
2

11

11
2

11

11
2

2
1

11
2

2

ˆ

ˆ,ˆ

ˆˆ

ˆ,ˆS

ˆˆ

ˆ,ˆS

ˆ

ˆ,ˆS

ˆ2ˆV  

 

                

1

8.847.87

7.87168
6277.02














  

 

  









0256.00134.0

0134.001294.0
6277.02  

 

  
   

   






















111

11
1

ˆVarˆ,ˆCov

ˆ,ˆCovˆVar
 

  

 )ˆ(Var 1 = 2x0.6277x0.01294 

   127.0ˆ
1   

 )ˆ(Var 1 = 2x0.6277x0.0256 

   179.0ˆ
1   

 
 ถาคํานวณ 95% CI จากสมการ 5.51 และ 5.52 จะได 

 CI%95 of 1 = 14.096.17905.0   

 0649.15161.0 1   (Stationary) 
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 CI%95 of 1θ  = 215.096.1348.0   

 7694.0θ0734.0 1    

 ผลการคํานวณหาคาพารามิเตอรโดยโปรแกรม  FTMXL 

 9 Iterations : 348672.0ˆ;791457.0ˆ
11   

    627668.0σ̂;000017.0θ̂ 2
εoo   

 50 Iterations : 348173.0ˆ;790691.0ˆ
11   

    627668.0σ̂;000017.0θ̂ 2
εoo   

 ผลการคํานวณคา  2
t

2
tt ,,  โดยโปรแกรม FTMAXL แสดงอยูในตารางท่ี 5.11 คุณสมบัติทาง

สถิติของ Residual( t ) แสดงอยูในตารางท่ี 5.12 และคาพารามิเตอรของแบบจําลองสโตแคสติกแบบตางๆ ท่ี
คํานวณโดยโปรแกรม FTMAXL แสดงอยูในตารางท่ี 5.13 

 

ตารางท่ี  5.11 Residuals, Squares of Residuals and Sums of Squares Obtained from IMSL Program 
FTMAXL 
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ตารางท่ี  5.12 Statistics of the Residuals in Table 5.11 

 

 

ตารางท่ี 5.13 คาพารามิเตอรของแบบจําลองสโตแคสติกแบบตางๆ ท่ีคํานวณโดยโปรแกรม FTMAXL  

Model 
ooθ̂  1̂  2̂  1θ̂  

2
εσ̂  

AR(1) 

AR(2) 

ARMA(1, 1) 

ARMA(2, 1) 

-0.000036 

-0.000028 

-0.000017 

-0.000017 

0.5588 

0.4036 

0.7907 

0.7351 

- 

0.2534 

- 

0.0586 

- 

- 

0.3482 

0.3171 

0.663424 

0.622512 

0.627668 

0.625062 
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การใช Solver ใน Excel หาคาพารามิเตอรโดยวิธี Optimization แสดงอยูในตารางท่ี 5.14 

  

ตารางท่ี 5.14  การใช Solver ใน Excel หาคาพารามิเตอรโดยวิธี Optimization 

 
 

 ขั้นท่ี 7 Goodness of Fit 

   8~1.711
10

51
qp

10

N
L   

     
28

1
 




L

k
krNQ 3227.1733966.051   

   Q  113.40, 1129
2

05.0    แสดงวา t เปน Independent ตามสมมติฐานท่ีต้ังไว 
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 กราฟ ACF ของ t  แสดงอยูในรูปท่ี 5.9 

 

รูปท่ี 5.9  Autocorrelation function of residuals 

 

 ขั้นท่ี 8 การทดสอบ Parsimony ดวย Akaike Information Criterion(AIC) 

 จากสมการท่ี 5.61 AIC(p, q) = N ln(MLE of  2
εσ̂ ) +2(p+q)  

แบบจําลอง AIC(p,q) 

AR(1) AIC(1,0)=51xln(0.663424)+2(1)=-18.9174 

AR(2) AIC(2,0)=51xln(0.622512)+2(2)=-20.1736 ….ตํ่าสุด 

ARMA(1,1) AIC(1,1)=51xln(0.627668)+2(2)=-19.7529 

ARMA(2,1) AIC(2,1)=51xln(0.625062)+2(3)=-17.9651 

 

แบบจําลอง AR(2) ใหคา AIC ตํ่าสุด จึงถือวามีความเหมาะสมตามหลัก Parsimony  และแบบจําลอง 
ARMA(1,1) ใหคา AIC สูงกวา AR(2) เพียงเล็กนอยจึงถือวามีความเหมาะสมใกลเคียงกับ AR(2)  
 

 ขั้นท่ี 9 การสังเคราะหอนกุรมเวลา zt  โดยใชแบบจําลอง ARMA(1,1) แสดงอยูในตารางท่ี 5.15 กราฟ
แสดงเปรียบเทียบระหวางอนุกรมเวลาท่ีสังเคราะหใหมกับอนุกรมเวลาตัวอยางของ zt และ qt แสดงอยูในรูปท่ี 
5.10 และ 5.11 
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ตารางท่ี  5.15 Generation, Forecasting Weights, Fore 95% Forecast Confidence Intervals Calculated for 

,790691.0ˆ
1  ,384173.0θ̂1  000017.0θoo   and 627668.0σ̂2

ε   
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รูปท่ี 5.10  Generation of zt series , Niger River 

 

 

รูปท่ี 5.11  Actual and synthetic annual flows , Niger River 
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 ขั้นท่ี 10 การพยากรณ (Forecasting) 

   oot1t1t
ˆˆzˆ1z   

     oot1t
ˆ1zˆ2z   

 . 

     2L;ˆ1LzˆLz oot1t   

 000017.0ˆ;348173.0ˆ;790691.0ˆ
oo11   

 465609.1z51   

 362273.1ε51   

   6845.0000017.0362273.1348173.0465609.1790691.01z51   

   5412.0000017.06845.0790691.02z51   

   4279.0000017.05412.0790691.02z51   

     54362569.13167LzLu tt   

 ผลการพยากรณ Z51(L) ของแมน้ํา Niger แสดงอยูในรูปท่ี 5.12 และผลการพยากรณคา qt(L) ของ
แมน้ํา Niger แสดงอยูในรูปท่ี 5.13 
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รูปท่ี 5.12  Forecast of zt Series , Niger River 

  

 

รูปท่ี 5.13 Forecasts of Annual Flows, Niger River 

 

รูปท่ี 5.14 แสดงการเปรียบเทียบคา ACF ของแบบจําลอง ACF เฉล่ียของอนุกรมเวลาท่ีสังเคราะห
ใหม 100 ชุด และ ACF ของอนุกรมเวลาตัวอยาง 
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รูปท่ี 5.14 Sample ACF Series, Average ACF of 100 Series and Theoretical ACF 

 

 การคํานวณ  j Weights จากสมการ 5.75 

   1j
111j
   

 ตัวอยางการคํานวณ j 

 10   

   0
1 790691.0348173.0790691.0  = 0.44252 

   790691.0348173.0790691.02  = 0.34989 

 การคํานวณชวงความเชื่อม่ัน (1-) CI ของ Min. MSE of Forecast, )L(ẑt โดยสมการ 5.77 

 
 





1L

1j

2
j

2

tLt 1ˆu)L(zz  

 96.1u
2

05.0   

 627668.0σ̂2
ε   

 79226.0σ̂ε   
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L 
 





1L

1j

2
j

2

1ˆu  

1 5528.101)79226.0(96.1   

2 2
11)79226.0(96.1  6981.11958.01)79226.0(96.1   

3    7829.179226.01224.01958.0196.1   

  

 โปรแกรม FTCMIP สามารถคํานวณคา  





1L

1j

2
j

2

1ˆu ไดดังแสดงในตารางท่ี 5.11 ใน

หนังสือของ Salas et. al.(1980) 

 ชวงความเช่ือม่ัน 95% ของคาพยากรณ  LtZ  ถูกพลอตเปรียบเทียบกับคาพยากรณ Zt(L) ดังแสดง
อยูในรูปท่ี 5.12 และชวงความเช่ือม่ัน 95% ของคาพยากรณอัตราการไหลรายป ut+L(+) ถูกพลอตเปรียบเทียบ
กับคาพยากรณ ut(L) ดังแสดงอยูในรูปท่ี 5.13 กําหนดให 

     uS*Zu uLtLt    

 

 การพยากรณแบบ Real Time (Real Time Forecasting) 

(1) ใช zt เม่ือ t = 1 ,……., 30 (จากอนุกรมซ่ึงมี N = 51) เพื่อคํานวณหาพารามิเตอรแบบจําลอง
เบ้ืองตน (Initial Model Parameters) 

(2) คํานวณหาคาพยากรณ (Forecasted Value) ท่ี 

L = 1, t=30 

L  q = 1 

zt(1) = zt+1 -t+1 

         1tt11tt1
ˆzˆ

   

       t1t1
ˆzˆ   

    30130130
ˆzˆ1z   

(3) เม่ือทราบคา z31 แลว  ทําการคํานวณหาพารามิเตอรใหมจาก z1 ,………., z31 หลังจากนั้นจึงหาคา
พยากรณ (Forecasted Value) ท่ี L = 1 ดังนี้ 

  31131131
ˆzˆ1z      
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หมายเหตุ: 1̂  และ 1θ̂  จะเปล่ียนคาตามอนุกรมเวลา zt ท่ีเปล่ียนไป 

ผลการพยากรณแบบ Real Time ลวงหนา 1 คาบ หรือ zt(1) ท่ี t = 30 , … , 51 แสดงอยูในรูปท่ี 5.15 
โดยการเปรียบเทียบกับคาจริง zt+1 ท่ีเกิดข้ึน และคาพารามิเตอรในการพยากรณแบบ Real Time ซ่ึงคํานวณโดย
โปรแกรม FTCMP แสดงอยูในตารางท่ี 5.16 

 
รูปท่ี 5.15 การพยากรณแบบ Real Time เปรียบเทียบกับคาท่ีเกิดข้ึนจริง 

 

ตารางท่ี 5.16  คาพารามิเตอรและผลการพยากรณแบบ Real Time ท่ี t=30,….,51โดยโปรแกรม FTCMP 
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 ตัวอยางการคาํนวณการพยากรณแบบ Real Time  

(1) กําหนดอนุกรมเวลา Z1 , …… , Z30 คํานวณหาพารามิเตอร 

64709.0ˆ
1   

02297.0θ̂oo   

09899.0θ̂1   

495417.0Z30   (จากตารางท่ี 5.2) 

612344.0ε30    (จากตารางท่ี 5.11) 

  2829.002297.0612344.009899.0495417.064709.01Z30   

31130 ZZ  (จากตารางท่ี 5.2) = -0.693584 

(2) จาก Z1 , …… , Z31 คํานวณหา z31(1) 

      32246.001374.0872161.014080.069358.066179.01z31   

181653.0ZZ 32131   

(3) จาก Z1 , …… , Z32 คํานวณหา z32(1) 

      118549.001133.0063208.01475.0181653.066366.01Z32   

483032.0ZZ 33132   
 
เม่ือตรวจสอบ ACF ของอนกุรมเวลาสังเคราะห 100 ชุด แตละชุดมีความยาว 51 ป เทากับอนุกรมเวลา

ตัวอยาง พบวาคาเฉล่ียของ ACF ของอนุกรมเวลา 100 ชุด ใกลเคียงกับ ACF ของแบบจําลองและ ACF ของ
อนุกรมเวลาตัวอยาง ดังรูปท่ี 5.14 
 

5.9 การจําลองดวย ARMA สําหรับอนุกรมเวลาแบบ Periodic (ARMA Modeling of periodic Time Series) 

    

 ให   ,vxf,Vy  

 



 




uy
z ,v

,v   (การกําจดั Within the Year Periodicity)   [5.98] 

 กรณี ARMA (p, q) with Constant Coefficient (ACF Stationary) 
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    
 


p

1j

q

1j
jtjtjtjt 1vt;zz     [5.99] 

 กรณ ีARMA (p, q) with Periodic Coefficient (ACF Non-stationary) 

   
 


P

1j

q

1j
j,v,j,vj,v,j,v zz             [5.100] 

 5.9.1 ขั้นตอนการจําลอง 

(1) คํานวณหาคา ,kr of ,vz  จากสมการ 2.10 

  
k.

N

1v
kk,v,v

,k ss

xxxx
N

1

r







 
  

(2) ประมาณคา  ,j  และ  ,j  จากสมการ Yule-Walker 

Initial Estimates สําหรับ ARMA(p,q) 

ARMA(1, 0) :   ,1,1 rˆ        [5.101] 

ARMA(2, 0 ) : 
2

1,1

,21,1,1
,1

r1

r.rrˆ









      [5.102] 

ARMA(1, 1) :   ,1,1,2
ˆrr       [5.103] 

  

  










,1,1
2
,1

,1,1,1.1
,1 ˆˆ2ˆ1

ˆˆˆ.ˆ1
r      [5.104]

 
Fourier Series Fit 




 




,1,1
2
,1

2
,12

ˆˆ2ˆ1

ˆ1
ˆ        [5.105] 

(3) Goodness of Fit Test 

Modified Porte Manteau (Tao and Dollar,1976)  

 2
,k

1

L

1k
1 rNQ 




        [5.106] 

(4) Generation and forecasting 

 

 5.9.2 ตัวอยางการจําลองอนกุรมเวลาแบบ Periodic ดวย ARMA with Constant Coefficients  

  ให xv,  คืออนุกรมเวลารายของฝนรายเดือนท่ีสถานี  Salamonia มลรัฐ Indiana (ดูตารางท่ี 5.17) 
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 v = 1,…..,38 

 12......,,1  

 

 ขั้นท่ี 1  Normalization  

   ,v,v xy  (ดูตารางท่ี 5.18) 

  5660.0s;5145.1y 11   

 . 

 . 

  5402.0s;6540.1y 1212   

 ขั้นท่ี 2 Standardization 

 








s

yy
z ,v

,v  

  8222.0
5660.0

5145.1920.3
z 1,1 


  

 ขั้นท่ี 3 คํานวณหา ACF และ Partial ACF  

 
 

29......,,1k
kˆ

)z(r

k

k 







 (ตารางท่ี 5.19) 

 ขั้นท่ี 4 เลือกแบบจําลอง ARMA(1, 1 ) with Constant Coefficients 

 ขั้นท่ี 5 การประมาณคาพารามิเตอร 1̂  เบ้ืองตน (Initial Estimates)  

   62.0
0288.0

0179.0

r

rˆ
1

2
1   

 ขั้นท่ี 6 การประมาณคาพารามิเตอร 1̂  เบ้ืองตน (Initial Estimates) 

   
2
1

'
o2
ˆ1

c
ˆ


  

   
2

'
1

1
ˆ

cˆ


  

 ขั้นท่ี 7 การประมาณคาพารามิเตอรโดยวิธี MLE 

   Min   


N

1t

2
t11

ˆ,ˆS  



5-52 
 

    1ˆ
1   

    1θ̂1   

   Min S(0.9,0.9) (ตารางท่ี 5.20) 

   คาประมาณสุดทายจากโปรแกรม FTMXL 

   961.0ˆ;961.0ˆ;914.0ˆ 2
11    

 

 ขั้นท่ี 8  การทดสอบวา t เปนอนุกรมเวลาแบบ Independent โดยใช  Modified Porte Manteau  

      8.3061.28Q 2
10.0,11241    

   แสดงวา t เปน Independent 
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ตารางท่ี 5.19 Autocorrelation and Partial Autocorrelation Functions, and Partial and Final Parameter 

Estimates for the Standard Scores of Square Roots of Precipitation (in) at Salamonia , 
Indians. 
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  ขั้นท่ี 9   การพยากรณ (Forecasting) 

          1Lt1Lt1Lt1tLt
ˆzˆLzz    

       0;ˆzˆ1z 1tt111t    

      1zˆ2z t1t   

      2zˆ3z t1t   

   . 

       2L;1LzˆLz t1t   

   การคํานวณ -weights (สมการท่ี 5.75) 

   1o   

   111
ˆˆ   

     1112
ˆˆˆ   

   . 

     1j
111j

ˆˆˆ   

   การคํานวณ Standard Error of Forecasts 

        
 





 ˆ
1L

1j

1j2
1

2
11

ˆˆˆ1L  

             



ˆ

1L

1j

2
j1  

        LσuLzz
2

αtLt   

 5.9.3 ตัวอยางการจําลองอนกุรมเวลาแบบ Periodic ดวย ARMA with Periodic Coefficients  

  ใหทําการจาํลองอนุกรมเวลานํ้าทารายวนัของแมน้ํา Salamonia ท่ี Dora มลรัฐ Indiana  

  ขั้นท่ี 1 Normalization โดยใช Log 

      cxlogy ,v,v  

 ขั้นท่ี 2 คํานวณหา τμ̂ และ τσ̂ โดยใช Fourier Series ท่ี 6 Harmonics (รูปท่ี 5.16)  

 ขั้นท่ี 3 คํานวณหา τ,kr (สมการท่ี 2.10) และ τ,kρ̂ โดยใช Fourier Series ท่ี 6 Harmonics  

   เม่ือ k = 1, 2, 3 (รูปท่ี 5.17) 
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 ขั้นท่ี 4 และ 5 คํานวณหา    ,j
ˆ  และ τ,jθ̂  (สมการท่ี 5.103 และ5.104) และ ประมาณคาดวย 6 

Harmonics Fourier Series (รูปท่ี 5.18) 

 ขั้นท่ี 6 คํานวณหา )(r ,k   และ Q1 Statistics 

   ผลการคํานวณ Cumulative Periodogram ของ t ของ ARMA(1, 1) แสดงอยูในรูปท่ี 5.19 ซ่ึง
สามารถสรุปไดวา t เปน Independent 

   รูปท่ี 5.20 แสดงการแจกแจงความนาจะเปนของ t ในรูปของ Bi-grammar distribution  

 

 

รูปท่ี  5.16  Means and Standard Deviations of Logarithms of Daily Flows (Station 33245) 
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รูปท่ี  5.17  Seasonal Serial Correlation Coefficients of Lags 1, 2 and 3 for Daily Flows (USGS Station 3-
3245) (Logarithms). 
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รูปท่ี  5.18  Seasonal AR and MA Coefficients for Time Varying ARMA Model Applied to the Cyclically 
Standardized Daily Runoff Logarithms 

 

 

รูปท่ี  5.19  Cumulative Periodogram of Residuals in Time Varying ARMA(1, 1) Model 
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รูปท่ี  5.20 Probability Distribution of Residuals 

 

5.10 อกสารอางอิง 
Salas. J, J.W.Delleur, V.Yeyjavich and W.L Lane. 1980.  Applied Modeling of Hydrologic Time Series. 
Water Resources Publications.  USA. pp.484 
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ภาคผนวก 

 

(1) วิธีการคํานวณหาคาของฟงคชั่นโดยวิธี Difference   

ตัวอยางการคํานวณหาคา f(19) โดยวิธี Difference จากคาของฟงคช่ันในตาราง 

x 11 17 21 23 31 

f(x) 14.646 83.526 194,486 279.846 923.526 

  

x f(x) f(x)  f(x)  f(x)  f(x)

11 14,646         

17 83,526 11,480       

21 194,486 27,740 1,626     

23 279,846 42,680 2,490 72   

31 923,526 80,460 3,778 92 1 
 

f(x)=(83,526-14,646)/(17-11)=11,480 

 f(x)=(27,740-11,480)/(21-11)=1,626 

 f(x)= (2,490-1,626)/(23-11)=72 

 f(x)= (92-72)/(31-11)=1 

 

f(x)=  14,646 + 11,480 (x-11) + 1,626 (x-11) (x-17) + 72(x-17) (x-21) + 1 (x-11) (x-17) (x-21) (x-23) 

f(19)=  14,646 + 11,480 (8) + 1,626 (8) (2) + 72 (8) (2) (-2) + (8) (2) (-2) (-4) 

         =  130,326 
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(2) จงหาคาของฟงคชั่นโดยวิธี  Finite Differences 

ตัวอยางการคํานวณโดยใช Lagrang’s Formula เพื่อหารูปแบบของฟงคช่ัน f(x) ของคาในตาราง 

x 0 2 3 6 

f (x) 659 705 729 804 

  

ใช Lagrang’s Formula 

 

 
     6x3x2xx

xf


 

=      603020

659

          

















 0x

1
.

623202

705

0x

1  

      632303

729





         

















 6x

1
.

362606

804

3x

1  
     6x3x2xx

xf


 

= 
         6x72

804

3x9

729

2x8

705

x36

659








  

=                  
     6x3x2xx72

3x2xx8046x2xx832,56x3xx345,66x3x2x318,1




 

                     3xx22x806xx22x852,56xx32xx345.66x6x3x22x318,1xf72   

 =        x62x53x804x122x83x832,5x182x93x345,636x362x113x318,1   

 =   3x832,5x210,414,12x105,573x345,6448,47x448,472x498,143x318,1  

  x824,42x020,43x804x984,692x656,46   

 xf72  =  448,47x602,12x293x   

 xf  =  
72

448,47x602,12x293x 
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บทท่ี 6 
การจําลองอนกุรมเวลาดวยแบบจําลอง AUTOREGRESSIVE INTEGRATED MOVING AVERAGE 

AUTOREGRESSIVE INTEGRATED MOVING AVERAGE MODELING 
 
6.1 คํานํา 
 

แบบจําลอง Autoregressive Integrated Moving Average หรือเรียกส้ันๆวา ARIMA คือ
แบบจําลองสโตแคสติกท่ีสามารถจําลองอนุกรมเวลาซ่ึงเปน Nonstationary ไดโดยตรง โดยไมตองแปลง
อนุกรมเวลาใหเปน Stationary ตามท่ีกลาวมาในบทกอนๆ จึงทําใหแบบจําลอง ARIMA มีขอดีท่ีสําคัญคือมี
พารามิเตอรนอยกวาแบบจําลอง ARMA แตมีขอจํากดัในการใชงานคือใชไดเฉพาะการพยากรณ ไมสามารถ
ใชในการสังเคราะหขอมูลใหม (Generation) ได เพราะแบบจําลอง ARIMA มีคาความแปรปรวนของคา
ความผิดพลาด (Variance of Error) เขาใกล   แบบจําลอง ARIMA เปนแบบจําลองท่ีเกีย่วของกับ
แบบจําลอง ARMA ท่ีกลาวถึงในบทท่ี 5 ดังนี้คือ ถา xt เปนอนุกรมเวลาแบบ Nonstationary แลวสามารถ
กําจัดสวนท่ีเปน Nonstationary ในอนุกรมเวลา xt โดยใชหลัก Differencing เชน ut=xt-xt-1 แลวมีผลทําให
สามารถจําลองอนุกรมเวลา ut ไดโดยใชแบบจําลอง ARMA ได แสดงวาสามารถจําลองอนุกรมเวลา xt ได
โดยใชแบบจําลอง ARIMA  

ในบทนีจ้ะกลาวถึงแบบจําลอง ARIMA รูปแบบตางๆกนั ดังนี้  
ARIMA(p,d,q) Simple Non-periodic ARIMA หรือ No Seasonal  ARIMA 
ARIMA (P, D, Q) Periodic ARIMA หรือ Seasonal ARIMA 
ARIMA (p, d, q)  (P, D, Q) Multiplicative ARIMA ซ่ึงเปนการฟต Original Seasonal Series

ดวย ARIMA(P, D, Q) และ ฟต Residuals ดวย ARIMA (p, d, q) 
 

6.2 รูปแบบของแบบจําลอง ARIMA 
Simple non-periodic ARIMA ARIMA(p,d,q) 

1ttt xxu  ………………………………………………..1st Order Differencing 

  
 


p

1j

q

1j
jtjtjtjt uu ………………………………ARMA(1,1) 

   
 


p

1j

q

1j
jtjt1jtjtj1tt xxxx  

   
 


p

1j

q

1j
jtjt1jtjtj1tt xxxx  …………..ARIMA(p,1,q) 
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Periodic ARIMA or Seasonal ARIMA ARIMA(P,D,Q)w 

 ttt xxu …………………………………………1st Order Seasonal Differencing 

  
 


P

1j

Q

1j
jtjtjtjt uu ……………………ARMA(1,1) 

   
 


P

1j

Q

1j
jtjt)1j(tjtjtt xxxx ..ARIMA(P,1,Q) 

 
Multiplicative 
ARIMA 

ARIMA(p,d,q)x(P,D,Q) 
- Fit Original Seasonal Series with ARIMA(P,D,Q) 
- Fit Residual with ARIMA(p,d,q) 

Condensed Form ของ Multiplicative ARIMA(p,d,q)x(P,D,Q)w 
(B)(B)(1-B)D(1-B)dxt=(B)(B)t 
 
Bxt=xt-1 : Backward Operator 
Bnxt=xt-n 
(1-B)xt=xt-xt-1 ; 1

st Order Simple Differencing 
(1-B)2xt=xt-2xt-1+xt-2; 2

st Order Simple Differencing 
(1-B)dxt= dth Order Simple Difference 
(1-B)xt=xt-xt- ; 1st Order Seasonal Differencing 
(1-B)2xt=xt-2xt-+xt-2 ; 2st Order Seasonal Differencing 
(1-B)Dxt = Dth Order Seasonal Differencing 
 
(B)=(1-1B-2B

2….-pB
p) =Autoregressive Operator 

(B)=(1-1B-2B
2….-qB

q) =Moving average Operator 
(B)=(1-1B

-2B
2….-PBP) =Seasonal Autoregressive Operator 

(B)=(1-1B
-2B

2….-QBQ) = Seasonal Moving Average Operator 
 
6.3 วิธีการ Differencing 
 Differencing  คือวิธีการในการกําจดัสวนท่ีเปน Nonstationary ออกจากอนกุรมเวลา  ทําใหได
อนุกรมเวลาแบบ Stationary เชนสมมติให xt คือ อนุกรมเวลาแบบ Nonstationary วิธีการ Differencing 

สามารถแบงออกเปน 2 แนวทางคือ Simple Differencing สําหรับอนุกรมเวลาแบบ Nonperiodic และ 
Seasonal Differencing สําหรับอนุกรมเวลาแบบ Periodic ดังนี้ 

(1) Simple Difference 
- First Order Difference 

  tu  1tt xx           [6.1] 
- Second Order Difference 

         tw  1tt uu      2t1t1tt xxxx   2t1tt xx2x     [6.2] 
(2) Seasonal Difference  
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- First Order Seasonal Difference 
         tu ωtt xx          [6.3] 
         เม่ือ PeriodMaximum   

        FrequencyPeriod 1         [6.4] 

- Second Order Seasonal Difference 
                    ttt uuw         [6.5] 
            2ttttt xxxxw  ω2tωtt xx2x      [6.6]  
 
6.4 หลักการ Infinite Variance Concept  
 ให         3t2t2t1t1ttt xxxxxxx   

  2t1ttt uuux       [6.7] 







0i
itt ux          [6.8] 

  













0i
itt uEXE         [6.9] 

E(Xt) จะไม Converge เนื่องจากมี ut-i จํานวน Infinite เทอม 

  













0i
itt uVarXVar        [6.10] 

เนื่องจาก Var(Xt) มีคาอนันตจึงทําใหแบบจําลอง ARIMA ไมเหมาะท่ีจะนํามาใชในการสังเคราะห
ขอมูลใหม แตสามารถใชในการพยากรณได 

 
6.5 แบบจําลอง ARIMA (p, 1, q)  

 

ให 1ttt xxu   คือ First Order Simple Difference ซ่ึงสามารถจําลองดวยแบบจําลอง 
ARMA(p,q) ดังนั้น จะสามารถจําลองอนุกรมเวลา xt โดยตรงไดดวยแบบจําลอง ARIMA(p,1,q) ดังนี ้

1;uu 0

q

0j
jtjjt

p

1j
jt  





 …..ARMA(p,q)   [6.11] 

   
 


p

1j

q

0j
jtj1jtjtj1tt xxxx  

  1;xxx 0o

p

1j

q

0j
jtj1ptpjt1jjt   

 
 ;ARIMA(p,1,q) [6.12] 

 

กรณี ARIMA(1,1,1) 
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  1t1t2t11t1t xx1x    

ตัวอยางกราฟอนุกรมเวลาท่ีสังเคราะหข้ึนโดย ARIMA(1,1,1) ซ่ึงมีคาพารามิเตอร =0.5, =0.3 

และ 
2=0.6 แสดงอยูในรูปท่ี 6.1 Autocorrelation Function และ Spectral Density ของแบบจําลอง

เดียวกันแสดงอยูในรูปท่ี 6.2 และ 6.3 ตามลําดับ 
 

รูปท่ี 6.1 อนุกรมเวลาท่ีสังเคราะหข้ึนจากแบบจําลอง ARIMA(1,1,1) ท่ีมีคาพารามิเตอร =0.5, =0.3 

และ 
2=0.6 

 

Lag 0-24 Lag 0-500 

รูปท่ี 6.2 Autocorrelation Function ของอนุกรมเวลาที่สังเคราะหข้ึนจากแบบจําลอง ARIMA(1,1,1) ท่ี
มีคาพารามิเตอร =0.5, =0.3 และ 

2=0.6 
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รูปท่ี 6.3 Spectral Density ของอนุกรมเวลาท่ีสังเคราะหข้ึนจากแบบจําลอง ARIMA(1,1,1) ท่ีมี
คาพารามิเตอร =0.5, =0.3 และ 

2=0.6 

  

ACF ในรูปท่ี 6.2 มีคาลดลงอยางชาๆ (Slow Decay) แสดงวา xt เปนอนุกรมเวลาแบบ 
Nonstationary การกําจัด Nonstationary ออกจากอนุกรมเวลาทําไดโดยวิธี Differencing ผลการทํา 1st 

Differencing ของอนุกรมเวลาในรูปท่ี 6.1 แสดงอยูในรูปท่ี 6.4 และ ACF ของ 1st Differencing แสดง
อยูในรูปท่ี 6.5 ACF มีคาลดลงเปนศูนยท่ี Lag 4 ซ่ึงแสดงใหเห็นวา 1st Differencing ของอนุกรมเวลา  xt 

เปน Stationary แตถายังไมเปน Stationary ใหทํา Differencing โดยใช d=2, 3,.. จนกวาจะเปน 
Stationary 

 

รูปท่ี 6.4 1st Differencing (ut=xt-xt-1) ของอนุกรมเวลาท่ีสังเคราะหข้ึนจากแบบจําลอง ARIMA(1,1,1) 

ท่ีมีคาพารามิเตอร =0.5, =0.3 และ 
2=0.6 
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รูปท่ี 6.5 Autocorrelation Function ของ 1st Differencing (ut=xt-xt-1) ของอนุกรมเวลาท่ีสังเคราะห
ข้ึนจากแบบจําลอง ARIMA(1,1,1) ท่ีมีคาพารามิเตอร =0.5, =0.3 และ 

2=0.6 

 
 

6.6 ฟงคชั่นการพยากรณ (Forecasted Function)ของแบบจําลอง ARIMA(p,1,q) สําหรับ Lead 

Time เทากับ L 

 

จากสมการ [6.12] ถา t=t+L จะสามารถเขียนแบบจําลอง ARIMA(p,1,q) ไดใหมดังนี ้

   
 


p

1j

q

0j
jLtj1pLtpjLt1jjLt xxx

   
[6.13] 

 

จากสมการ [6.13] จะสามารถเขียนฟงคช่ันการพยากรณไดดังนี ้

          
 


p

1j

q

0j
jLtj1pLtpjLt1jjLt xxx   [6.14] 

     
 


p

1j

q

0j
jLtjtpt1jjt )1pL(x)jL(x)L(x   [6.15] 

           ถา j>L  ถา j<L 

 jLtx  Observed Value 
  jLtx)jL(txjLtx    

 jLtε  Error Value in the Past 
   jLtjLt    

 jLtx  Future Value 
   )jL(xx tjLt  Forecasted Function. 

 jLtε  Future Value หรือ Random Value 
  0jLt    
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จากขอเท็จจริงในตารางขางบนจะเขียนจะสามารถเขียนสมการ [6.15] ใหมไดดังนี ้

         


 


1L

1j

p

Lj
jLt1jjt1jjt xjLxLx     

                     jLt
1L

0j
j1pLtpx 




   jLt

q

Lj
j 


      [6.16] 

และเนื่องจาก 0)jL(t   เม่ือ j<L จะไดวา 

 
          



 





1L

1j

p

Lj
jLt

q

Lj
j1pLtpjLt1jjt1jjt xxjLxLx

 

            [6.17] 

 ถา q<L  

 
         



 


1L

1j

p

Lj
1pLtpjLt1jjt1jjt xxjLxLx   [6.18] 

            

 ถา q<L และ p=L-1<L 

          
      




p

1j
1pLtpt1jjt xjLxLx      [6.19] 

 ถา  q<L และ p<L-1 

          
      




p

1j
tpt1jjt )1pL(xjLxLx     [6.20] 

 
กรณี 
L<p 

และ
L<q 

จากสมการท่ี [6.15]

 
     

 


p

1j

q

0j
jLtjtpt1jjt )1pL(x)jL(x)L(x  

L=1    
 


p

1j

q

1j
j1tjptpj1t1jjt xx)1(x  

L=2      
 


p

2j

q

2j
j2tjp1tpj2t1jjtt xx)1(x11)2(x  

L=3       
 





p

3j

q

3j
j2tjp2tpj2t1jjt

2

1j
1jjt xx)j3(x)3(x  

L=L       
 







p

Lj

q

Lj
j2tj1pLtp1jLt1jjt

1L

1j
1jjt xx)jL(x)L(x  

 [6.21]
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6.7 แบบจําลอง Multiplicative ARIMA สําหรับอนุกรมเวลาแบบ Periodic 
 
 6.7.1 Seasonal Differencing  
 ωttt xxu    (1st Order Seasonal Differencing)    [6.22] 
 กรณีอนกุรมเวลารายเดือน  = 12 
  ttt uuw               (2nd Order Seasonal Differencing) 
            2tttt xxxx  
       2ttt xx2x        [6.23]  
 (1-B)Dxt  = Dth Order Seasonal Differencing 
  

 6.7.2 Simple Seasonal ARIMA(P,1,Q) 
 ωttt xxu   

 





 jtj

Q

1j
tjtj

P

1j
t uu       [6.24] 

 






  jtj

Q

1j
t)1j(tjtj

P

1j
tt )xx(xx  

 
  





  jtj

Q

1j
t)1j(tjtj

P

1j
tt xxxx    [6.25] 

 xt มีแบบจําลองแบบ ARIMA(P,1,Q) 
  
 6.7.3 General Simple Seasonal ARIMA(P,D,Q) 

แบบจําลอง ARIMA(P,D,Q)w ในรูปยอซ่ึงเขียนในรูปของ Backward Operator 

(B)(1-B)Dxt=(B)t       [6.26] 
 
(1-B)Dxt = Dth Order Seasonal Differencing 
(B)=(1-1B

-2B
2….-PBP)  = Seasonal Autoregressive Operator 

(B)=(1-1B
-2B

2….-QBQ) = Seasonal Moving Average Operator 
 (1-1B

-2B
2….-PBP)(1-B)Dxt = (1-1B

-2B
2….-QBQ)t 

 ถา D=1 
 (1-1B

-2B
2….-PBP)(1-B)xt = (1-1B

-2B
2….-QBQ)t 

  
 (1-1B

-2B
2….-PBP-B+1B

+2B
3….+P-1B

PPB(P+1))xt  
 = (1-1B

-2B
2….-QBQ)t 
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 (1-B -1(B
-B2)-2(B

2- B3)….-P-1(B
(P-1)-BP)….-P(BP-B(P+1))xt  

 = (1-1B
-2B

2….-QBQ)t 
  
 xt= (B +1(B

-B2)+2(B
2- B3)….+P-1(B

(P-1)-BP)….+P(BP-B(P+1))xt  
     + (1-1B

-2B
2….-QBQ)t      [6.27] 

 สมการ [6.27] คือสมการแบบเต็มรูปของของสมการ [6.26] 
 

 6.7.4 ARIMA(0,1,Q) หรือ IMA(1,Q) 
 ωttt xxu    
   QtQ2t2t1tt ...........u     [6.28] 
 xt มีแบบจําลองแบบ ARIMA(0,1,Q) 
   
 Autocorrelation Function ของ ARIMA(0,1,Q) 

 



 

 Qk;
......1

......
2
Q

2
1

QkQ1k1k
k  

      ωQk;0          [6.29] 
  
 6.7.5 ARIMA (P,1,0) 
 ωttt xxu   
 tPtP2t2t1t u......uuu       [6.30] 
 xt มีแบบจําลองแบบ ARIMA(P,1,0) 
 

 Autocorrelation Function ของ ARIMA(P,1,0) 
       0k;...... PkP2k21k1k      [6.31] 
  
 6.7.6 การฟต 1st Order Seasonal Difference ของอนุกรมเวลารายเดือนดวยแบบจําลอง AR(1)  

 12ttt xxu      
 t1t1t uu    …… AR(1)       [6.32] 
   t13t1t112tt xxxx    
 t13t112t1t1t xxxx         [6.33] 
 สมการ [6.33] คือ ARIMA(1,1,0)12 หรือ Nonstationary AR(13) ซ่ึงมีคา Autoregressive Coefficients 
ดังนี ้
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 11   
 0...... 1132   
 112   
 113   
 
 6.7.7 การฟต 1st Order Seasonal Difference ของอนุกรมเวลารายเดือนดวยแบบจําลอง MA(1) 
 12ttt xxu   
 12t1ttu   ..........MA(1)      [6.34] 
 12t1t12tt xx    

 12t1t12tt xx          [6.35] 
 สมการ [6.35] คือ ARIMA(1,1,0)12 หรือ Nonstationary ARMA(12,12) ซ่ึงมีคา Autoregressive และ 
Moving Average Coefficients ดังนี้ 

 0...... 1121   

 112   
 0...... 1131   

 112   
 
 6.7.8 แบบจําลอง Multiplicative ARIMA(1, 0, 0)x(0, 1, 1)12 

 12ttt xxu   
 ให 

 12t1ttu        ........ ......MA(1)     [6.36] 
 12t1t12tt xx   .............ARIMA(0,1,1)12    [6.37] 
 t คืออนุกรมเวลาของ Residual ใน MA(1) ซ่ึงสามารถจําลองไดดวัย AR(1)  
 ให  
 t1t1t        ……….AR(1)       [6.38] 

 แทนคา tα และ 12 t  จากสมการ [6.38] ลงในสมการ [6.36] 
    12t13t11t1t1tu    
   12t1t13t11t1tu        [6.39] 

 แทนคา  13t11t1tu   ลงในสมการ [6.39] จะได 

 12t1t1t1t uu           
   12t1t13t1t112tt xxxx    
 12t1t13t112t1t1t xxxx        [6.40] 
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 สมการท่ี [6.40] คือแบบจําลอง Multiplicative ARIMA(1, 0, 0)x(0, 1, 1)12 ซ่ึงเกิดจากการจําลอง 1st 

Order Seasonal Difference (ut) ซ่ึงมี =12 ดวย MA(1) และจําลอง Residual (t) ดวย AR(1) 
 
 6.7.9 แบบจําลอง ARIMA(p,0,q)x(P, 1, Q)12 

 tu 1st  Seasonal Difference ซ่ึงมี =12 
 12ttt xxu   

 j12tj

Q

1j
tj12tj

P

1j
t uu 





       [6.41] 

 ให Residual (t) ของ 6.40 มีแบบจําลองแบบ ARMA(p, q) 

 jtj

q

1j
tjtj

p

1j
t 





       [6.42] 

 เม่ือแทนคา t และ t-12j จากสมการ [6.42] และ 12ttt xxu   ลงในสมการ [6.41]  











 








 jtj

q

1j
tjtj

p

1j
j12tj

P

1j
12tt uxx   

       









 





j112tj

q

1j
j12tj112tj

p

1jj

Q

1j
 











 








 jtj

q

1j
tjtj

p

1j
j12tj

P

1j
12tt uxx  

   
    










 





j112tj

q

1j
j12tj112tj

p

1jj

Q

1j
 [6.43] 

 จะสรุปไดวา xt ในสมการ [6.43] มีแบบจําลองแบบ ARIMA (p,0, q)  (P, 1, Q)12 
 
6.7.10 แบบจําลอง Multiplicative ARIMA(p, d, q)x(P, D, Q)12 

 

 แบบจําลอง Mulitplicative ARIMA(1,1,1)x(1,1,1)12
  กรณ ี=12 

 

 12BΦ     t
12 xB1B1B               =     εBθBΘ t

12    [6.44] 
   1(BΦ1 12

1 B)    t
12 xB1B1    =      εBθ1BΘ1 t1

12
1   

 13
111

12
1 BBB1    t

1312 xBBB1   =  εBθΘBθBΘ1 t
13

111
12

1   
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 13
111

12
1 BBB1    25

11
13

1
24

1
12 BBBB    

 14
11

2
1

13
1 BBBB    26

11
14

1
25

1
13 BBBB   xt     

       =   BBB1 t
13

111
12

1   

  1(1 1) B  1    1(BΦ1B 12
1

2 1+1+11)B
13-(1+11)B

14+1B24 

- ( 1Φ +11)B
25+ 1Φ 1B

26xt   =   εBθΘBθBΘ1 t
13

111
12

1   
xt = (1+1) xt-1-1 xt-2+(1+1) xt-12-(1+1 +1+11) xt-13+(1 +11) xt-14- 

   1xt-14+(1+11) xt-25-11xt-26+t-1t-1-1t-12+11t-13  [6.45] 
 
6.8 การประมาณคาพารามิเตอรของ Simple ARIMA(p,d,q) 
 
 หลังจากการทาํ dth-Differencing อนุกรมเวลา xt (xt เปน ARIMA(p,d,q)) จนเปน Stationary แลว จะ
ฟต Differenced Series ดวยแบบจําลอง ARMA(p,q) จึงสามารถหาพารามิเตอรของแบบจําลอง ARMA(p,q) 
ตามวิธีท่ีกลาวถึงในบทท่ี 5 
 
6.9 การตรวจสอบ Goodness of Fit ของ ARIMA(p,d,q) 
  
 ข้ันตอนและวธีิการทดสอบ Goodness of Fit ของ ARMA(p,q) ท่ีฟตกับอนกุรมเวลาท่ีผานการ 
Differencing จะเหมือนกับการทดสอบ Goodness of Fit ของ ARMA(p,q) ตามท่ีกลาวไวในบทท่ี 5 ซ่ึงไดแก 

– การทดสอบสมมติฐานวา Residual เปนอิสระและมีการแจกแจงแบบปกติ 
– การตรวจสอบเปรียบเทียบ Model Correlogram และ Correlogram ของอนุกรมเวลาท่ีสังเคราะห
ข้ึนกับ Sample Correlogram 

– การตรวจสอบ Parsimony ของพารามิเตอรโดยใช Akaike Information Creteria 
 
6.10 ขั้นตอนการจําลองดวย Simple ARIMA (Procedure of Simple ARIMA Modeling) 
 
 ข้ันตอนการจําลองดวย Simple ARIMA 

(1) ตรวจสอบ Normality ของอนุกรมเวลาตวัอยาง ถาอนุกรมเวลาตัวอยางไมเปน Normal ใหแปลงเปน
เปน Normal 

(2) ทําการ Differencing โดยการพลอตอนุกรมเวลาตัวอยางท่ีทําการ Normalized แลว ถาพบวามี 
Nonstationary เชน Jump หรือ Trend หรือมีท้ังคู ใหทําการ Differencing กรณีมี Jump หรือ Trend 
เพียงอยางเดียวใหทํา 1st Differencing กรณีท่ีมีท้ัง Jump และ Trend ใหทํา 2nd Differencing 
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(3) ตรวจสอบ ACF ถาพบวามีคาลดลงอยางชา (Slow Decay) แสดงวาตองทํา Differencing การทํา 
Differencing ใหเร่ิมจากลําดบัท่ี 1 กอน 

(4) การฟตแบบจําลอง ARMA(p,q) กับอนุกรมเวลาท่ีผานการ Differencing 
 
6.11 ตัวอยางการสรางแบบจําลอง Simple ARIMA (Example of Simple ARIMA Modeling) 
 
 ใหจําลองฝนรายเดือนท่ี Salmonia มลรัฐ Indiana (Station 12-7747) ดังตารางท่ี 6.1 ดวย 
ARIMA(1,1,1)  
 ขั้นท่ี 1  ให xt คือฝนรายเดือน ดังตารางท่ี 5.1 
   tt xy   …..ซ่ึงเปน Normal Distribution โดยประมาณ 
 ขั้นท่ี 2  ทํา 1st  Differencing เพื่อกําจดั Nonstationarity ใน yt ดังนี ้

   236.0920.3910.4u1   
   ผลการคํานวณคา ut อ่ืนๆ โดยโปรแกรม FTRDIF* ของ IMSL แสดงอยูในตารางท่ี 6.2 
 ขั้นท่ี 3 ทําการฟต ARMA(1,1) กับ 1st Differenced Series (ut) ตามข้ันตอนในบทท่ี 5 

(a) 00110.u t   

606502 .s   
(b) ACF และ PACF ของ ut แสดงอยูในรูปท่ี 6.6 และ 6.7 ตามลําดับ 

95% Confident Interval ของ ACF และ PACF เทากับ 

094.0
455

2

N

2






  

จากรูปท่ี 6.6 จะเห็นวา ACF มีความสําคัญเฉพาะ Lag 1 เทานั้น สวน PACF ในรูปท่ี 
6.7 มีความสําคัญชวง Lag 1-10 

(c) Identification 
- ACF และ PACF แสดงใหเห็นวา ARMA(1,1) นาจะเหมาะกับอนุกรมเวลา ut 

(d) การประมาณคาพารามิเตอร  ของ ARMA(1,1) โดยวิธีโมเมนต 

07540
482940

0364150

1

2
1 .

.
.

C
Cˆ 


  

00120075401001101 100 .).(.)ˆ(ˆ
tu   
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ตารางท่ี 6.1 Monthly Precipitation(inches) at Salanomia, Indian 

 
  



 6-15

 

ตารางท่ี 6.2  1st Difference of Square Root of Monthly Precipitation at Salamonia, Indiana 

 
 

 
รูปท่ี 6.6 ACF ของ 1st Differenced Square Root ของฝนรายเดือนท่ี Salamonia มลรัฐ Indiana 
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รูปท่ี 6.7 Partial ACF ของ 1st Differenced Square Root ของฝนรายเดอืนท่ี Salamonia มลรัฐ Indiana 

 

(e) การประมาณคาพารามิเตอร 1̂ และ 2ˆ   โดยวิธีโมเมนตดวยโปรแกรม FTMPS ของ 
IMSL 

5873.0ˆ
1   
2ˆ  =0.4207 

(f) การประมาณคาพารามิเตอรโดยวิธี MLE 
คา SSE ของ ARIMA(1,1,1) แสดงอยูในตารางท่ี 6.3 ซ่ึงแสดงใหเห็นวา  

0.0ˆ
1   และ 9.0ˆ

1   
Min SSE =154.39 
จาก Initial Estimate จะสามารถหา Final Estimate ไดโดยใชโปรแกรม FTMXL ดังนี้ 

0451.0ˆ
1   

0010.0ˆ
00   

9593.0ˆ
1   กรณีท่ี  1̂  มีคาเขาใกล 1 อาจพิจารณาวา ARIMA(1,1,1) ไมเหมาะสม

กับอนุกรมเวลาของฝนรายเดอืนก็ได 
3332.0ˆ 2   

(g) การทดสอบ Goodness of Fit 
Porte Manteau Lack of Fit Test 
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Q=0.0448 x 455 = 20.06 < 9.332
05.0,22  แสดงวาอนุกรมเวลาของ t เปน 

Independent และ ACF ของ t ในรูปท่ี 6.8 แสดงใหเห็นวา r(k) ไมมีนัยสําคัญ ซ่ึง
เปนการยนืยนัขอสรุปท่ีวา t เปน Independent 

 

 
รูปท่ี 6.8 ACF ของ Residuals ของ 1st Differenced Square Root ของฝนรายเดือนท่ี Salamonia มลรัฐ 

Indiana 
 

ตารางท่ี 6.3 Sum of Squares of Residuals of 1st Difference of Square Root of Monthly Rainfall Series at 
Salamonia, Indiana 

 
 
6.12 ตัวอยางการสรางแบบจําลอง Multiplicative ARIMA  
  
 Blue River ใกล White Cloud มลรัฐ Indiana มีพื้นท่ีลุมน้ํา 461 ตารางไมล มีอนกุรมเวลาของน้ําทา
รายเดือน (xv,)ดังแสดงในตารางท่ี 6.4 
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ของ yv,=Log(xv,) มีคาเขาใกล 0 และผลการพลอต xv, ในกระดาษกราฟ Log-Normal ในรูปท่ี 6.11  พบวา
กราฟเปนเสนตรง แสดงวา xv,เปน Log-Normal 

Correlogram ในรูปท่ี 6.12  แสดงวาอนกุรมเวลาเปน Stationary แต rj ไมเทากับศูนย แสดงวาอนกุรม
เวลาเปนแบบ Dependent 
 

 

 
รูปท่ี 6.9 (a) คาเฉล่ียรายเดือน (b) สวนเบ่ียงเบนมาตรฐานรายเดือนของปริมาณการไหลของน้ํารายเดือนของ 

Blue River ใกล White Cloud มลรัฐ Indiana 
 

 
รูปท่ี 6.10 คาสัมประสิทธ์ิความเบ (Skewness Coefficients)รายเดือนของปริมาณการไหลของน้ํารายเดือน 
และของ Log-Transformed ของปริมาณการไหลของน้ํารายเดือนของ Blue River ใกล White Cloud มลรัฐ 

Indiana 



 

 

 
รูปท่ี 6

 

รูปท่ี 6.1
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 ขั้

 ทํ
Differen
           w
 yt

 N

.11 Lognorm

2 คาสหสัมพั
นของ Blue Ri

ันท่ี 2 Differe
าการ Differe

ncing (w=12 m
wt=(1-B)d(1-B

=ln(xt)  
N=456 

mal Probability
Bl

พันธ (Serial C
iver ใกล Wh

encing และ Id
encing yv,=L
months) เม่ือ D
12)Dyt   

y Plot ของ L
lue River ใกล

Correlations) ร
ite Cloud มล

dentification 
og(xv,) แบบ
D=0, 1, 2 ดัง

ogarithms ขอ
ล White Clou

รายเดือนของ
รัฐ Indiana 

บ Nonseasona
นี ้

องปริมาณการ
ud มลรัฐ India

 Log-Transfo

al Differencin

รไหลของน้ําใ
ana 

ormed ของปริ

ng เม่ือ d=0, 1

ในเดือนเมษา

ริมาณการไห

, 2 และ Seas

6-20

ายนของ 

ลของน้ํา

sonal 



 6-21

 ACF(rk) ของอนุกรมเวลาท่ีถูก Differenced แสดงอยูในรูปท่ี 6.13 จะเหน็ไดจาก ACF วาเม่ือ d=1 และ 
D=1 จะสามารถกําจัด Cyclicity ไดหมดเม่ือเปรียบเทียบกับ กรณ ีd=0 และ D=0 จากรูปจะเหน็ไดวา rk ท่ี 
Lag=1, 2, 11, 12, 13 มีคาตางจากศูนยอยางมีนัยสําคัญ และ Lag 1 และ 12 มีความสําคัญกวา Lag อ่ืนๆ ซ่ึง
แสดงถึง Seasonal และ Nonseasonal Moving Average หรืออาจสรุปไดวาแบบจาํลองท่ีเหมาะสมคือ  
 Multiplicative ARIMA(0,1,1)x(0,1,1)12 หรือ 
 แตเม่ือพิจารณาจาก Monthly Correlation ของ Nonseasonal Component แบบจําลองท่ีเหมาะสมคือ  
 Multiplicative ARIMA(1,0,0)x(0,1,1)12 หรือ 
 Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 
 แตจากประสบการณของผูจําลองจะเลือกวิเคราะห 2 แบบจําลองคือ  
 Multiplicative ARIMA(0,1,1)x(0,1,1)12 และ Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 
 
 ขั้นท่ี 3 การหาพารามิเตอรของแบบจําลอง Multiplicative ARIMA(0,1,1)x(0,1,1)12 โดยวิธี MLE 
 General Form ของ Multiplicative ARIMA(p,d,q)x(P,D,Q)w 

 t
w

t
Dwd )B()B(y)B1()B1)(B()B( w   

  

 
รูปท่ี 6.13 คาประมาณของ ACF ของ Differenced Series ของ Blue River ใกล White Cloud มลรัฐ Indiana 
                   wt=(1-B)d(1-B12)Dyt  , yt=ln(xt) , N=456 
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 (3a)Multiplicative ARIMA(0,1,1)x(0,1,1)12  
t

12
11t

12 )B1)(B1(y)B1)(B1(   

13t1112t11t1t13t12t1tt yyyy    

 ผลการคํานวณ Sum Square Surface หรือ ),(SSS 11

N

1t

2
t 



  เม่ือ 8.00 1  และ 

0.14.0 1   แสดงอยูในรูปท่ี 6.14 ซ่ึงพบวา  Minimum SSS อยูท่ี 1=0.55 และ 1=0.9 

 

รูปท่ี 6.14 Sum of Square Surface t
 ของแบบจําลอง Multiplicative ARIMA(0,1,1)x(0,1,1)12 

ท่ีประยุกตใชกับ Natural Logarithms ของปริมาณการไหลของน้ํารายเดือนของ Blue River ใกล White 
Cloud มลรัฐ Indiana 
 

 (3b)การหาพารามิเตอรของแบบจําลอง Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 โดยวิธี MLE 
 General Form ของ Multiplicative ARIMA(p,d,q)x(P,D,Q)w 

 t
w

t
Dwd )B()B(y)B1()B1)(B()B( w   

 t
12

1t
122

21 )B1(y)B1)(BB1(   
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 21t1t14t213t112t2t21t1t yyyyyy    

 ),,(SSS 121

N

1t

2
t 



 เม่ือ 8.02.0 1  , 1.02   และ 0.14.0 1   แสดงอยูในรูปท่ี 

6.15 ซ่ึงพบวา  Minimum SSS อยูท่ี 1=0.5 , 2=0.1  และ 1=0.9 แตเม่ือเปล่ียนคา 2 เปน 0 และ 0.2 
SSS ไมเปล่ียนแปลง 
 

รูปท่ี 6.15 Sum of Square Surface t
 ของแบบจําลอง Multiplicative 

ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 เม่ือ =0.1 ท่ีประยุกตใชกับ Natural Logarithms ของปริมาณการไหลของน้ําราย
เดือนของ Blue River ใกล White Cloud มลรัฐ Indiana 

 

(3c)ประมาณพารามิเตอรแบบจําลองโดยวิธี Nonlinear Iterative Estimationไดคาพารามิเตอรดัง
ตาราง 

Multiplicative ARIMA(0,1,1)x(0,1,1)12

Iterative  

Initial Estimate 0.55 0.9 
Final Estimate 0.549+0.040 0.942+0.009 
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คํานวณหา t ของ Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 ดังแสดงในตารางท่ี 6.6  ACF และ PACF 
ของt ของ Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12  ดังแสดงในตารางท่ี 6.7 ซ่ึงแสดงในเห็นวา t เปน 
Independent 

Q ของ 30 Lag แรก = 17.30 < 21,0.1 (=29.6) ดังนั้นจึงยอมรับ ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 
 

ตารางท่ี 6.6 Residuals ของแบบจําลอง Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 ท่ีประยุกตใชกับ Natural 
Logarithms ของปริมาณการไหลของน้ํารายเดือนของ Blue River ใกล White Cloud มลรัฐ Indiana 
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จากอนุกรมเวลาแบบไมมีท่ีส้ินสุดของ Moving Average 

t
0j

jtjt )B(y 



        [6.47]

เม่ือแทนคา yt ในสมการ [6.47] ลงในแบบจําลอง Multiplicative ARIMA(p,d,q)x(P,D,Q)w ดัง
สมการ 

t
w

t
Dwd )B()B(y)B1()B1)(B()B( w   

จะได 
)B()B()B()B1()B1)(B()B( wDwdw      [6.48] 

จะสามารถคํานวณหา j ไดจากสมการ [6.48] โดยการเทียบคาสัมประสิทธ์ิของ B ท่ีมีกําลังเทากนั 
สําหรับแบบจาํลอง Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 จะสามารถหา j ไดดังนี้ 
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ของปริม
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(3g)Real Time Forecast 
Real Time Forecast คือการพยากรณท่ีมีการ Update เม่ือมีขอมูลใหมเพิ่มข้ึนสามารถทําได 2 แบบ

คือ 
(1) การ Update โดยการประมาณคาพารามิเตอรของแบบจําลองใหม 
(2) การ Update โดยใชคาพารามิเตอรเดิม 
Forecast Update แบบท่ี 2 จะสามารถทําไดดังนี ้
 

1tLt1t )1L(y)L(y          [6.49] 
เม่ือ 

)L(y 1t =คาพยากรณท่ีมีการ Update 
)1L(yt  =คาพยากรณท่ี Lead Time=L+1 จากฟงคช่ันการพยากรณเดิม 

L = -weight ท่ี Lead Time=L 

1t = Forecast Error ท่ีเวลา t และ Lead Time=L=1 จากฟงคช่ันการพยากรณเดิม 
)1(yy t1t1t    

แทนคา t+1 ลงในสมการ [6.49] จะได Forecast Update ดังสมการ 
 )1(yy)1L(y)L(y t1tLt1t         [6.50] 

 
ดังน้ันเมื่อทราบคา y457=ln(36) จะสามารถหา Forecast Update ที่ L=1 สําหรับเวลา t=457 ได

ดังน้ี 
 )1(yy)2(y)1(y 4564571456457   

  4714.49852.3)36ln(5553.06945.4)1(y457   
 )1(yy)3(y)2(y 4564572456457   

  6361.59852.3)36ln(31779.07638.5)2(y457   
ในทํานองเดียวกันเม่ือทราบ y458=ln(138) จะสามารถหา Forecast Update ที่ L=1 สําหรับเวลา 

t=458 ไดดังนี้ 
 )1(yy)2(y)1(y 4574581457458   

  8892.54714.4)138ln(5553.06361.5)1(y458   
 )1(yy)3(y)2(y 4574582457458   

  5638.64715.4)138ln(31779.04190.6)2(y458   
คา Update Forecast สําหรับ L=1 แสดงอยูในตารางท่ี 6.10 และถูกพลอตในรูปท่ี 6.18 คา Inverse 

Transform (x=ln(y)) ของคา Update Forecast ถูกพลอตในรูปท่ี 6.19 
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











2

s
yExpx

2
y          [6.51] 

  1sExpxs 2
yx          [6.52] 

ดังน้ัน จะสามารถหาคาพยากรณ xt(L)และ Standard Error ของคาพยากรณไดจากสมการ 

รูปท่ี 6.18 Real Time Forecasts of Natural Logarithms of Monthly Flows, Blue River Near 

White Cloud, Indiana 

 

รูปท่ี 6.19 Real Time Forecasts of Monthly Flow, Blue River Near White Cloud, Indiana 
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











2

)L(s
)L(yExp)L(x

2
y

tt        [6.53] 

  1)L(sExp)L(x)L(s 2
ytt   [6.54] 

 

เปนที่นาสังเกตวาคาความคลาดเคลื่อนในการพยากรณไมไดข้ึนอยูกับฤดูกาล ซึ่งเปนผล
ทําใหเกิดความผิดพลาดในการณพยากรณคา xt(L) 

คาความผิดพลาดที่กลาวถงึสามารถแกไขไดโดยการแปลง yv, ใหเปนอนุกรมเวลาแบบ 
Stationary โดยวิธี Nonparametric Period Standardization (zt) แลวจึงฟตแบบจําลองกับ zt 

 



 
s

yy
z ,v

t  [6.55] 

จากการศึกษาพบวา 16 อนุกรมเวลาน้ําทารายเดือนผานการทดสอบความเหมาะสม 

Wabash River ที่ Logansport, Indiana (Station 3-3290) เหมาะกับแบจําลองแบบ AR(2) และมี
คาพารามิเตอรเทากับ 

043.0082.0ˆ,043.0468.0ˆ,738.0ˆ 21
2   

คาพยากรณโดยแบบจําลอง AR(2) ในรูปของ yt=ln(xt) แสดงอยูในรูปที่ 6.20 ซึ่งใหผล
ใกลเคียงกับ Multiplicative ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 คา Standard Error ในการพยากรณโดย AR(2) ใน
รูปของ zt คือ 

  2
1L

2
2

2
1z ....1)L(s  [6.56] 

ซึ่งทําให Standard Error  ของ yt(L) เปลี่ยนแปลงไปตามฤดูกาลดังสมการ 

 s)L(s)L,t(s zy  [6.57] 

เมื่อ s = Periodic Standard Deviation ของ yt 

โดยวิธีนี้ จึงทําใหการพยากรณคา xt มีความถูกตองมากข้ึนดังรูปที่ 6.21 
 

6.14 การเปรียบเทียบและขอจํากัดของแบบจําลอง ARMA และ ARIMA 
        (Comparison and Limitations of ARMA and ARIMA Models) 
 

ขอสรุปการฟตแบบจําลอง ARMA และ ARIMA กับอนุกรมเวลาน้ําทาและน้ําฝนรายเดือนแสดงอยู
ในตารางท่ี 6.11 ซ่ึงจะเหน็ไดวาแบบจาํลอง ARIMA มีจํานวนพารามิเตอรนอยกวาแบบจําลอง ARMA แต
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แบบจําลอง ARIMA มีขอจํากัดท่ีสําคัญคือไมเหมาะท่ีจะนํามาใชในการสังเคราะหขอมูลใหม หรือการ
จําลอง (Simulation) ยกตัวอยางแบบจําลอง ARIMA(0,1,0)12 

t12tt zz    
ถาตองการสังเคราะหคาอนุกรมเวลาของเดือนมกราคม 

13113 zz   

25131251325 zzz   

3725131372537 zzz   
. 

1t12

T

1t
11T2 zz 


    

จากสมการขางบนจะสามารถสรุปไดวา z2T+1 คือ Random Walk ของ T Independent Random 
Increments ซ่ึงมี Mean เทากับ z1 และ Variance เทากับ 2T  ซ่ึงจะเหน็ไดวา Variance เพิ่มข้ึนตามคา T และ
มีผลทําใหคาท่ีสังเคราะหใหมมีคาเพิ่มข้ึนตามเวลา จึงทําให ARIMA ไมเหมาะท่ีจะนํามาใชในการ
สังเคราะหขอมูลใหม 
 

 
รูปท่ี 6.20 Forecasting Function for Logarithms of Monthly Flows of the Wabash River at 

Logansport, Indiana 
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Monthly Periodic Coefficient AR(1) มีพารามิเตอรมากกวา Constant Coefficient AR(1) เทากับ 11 
พารามิเตอร 

Monthly Periodic Coefficient AR(2) มีพารามิเตอรมากกวา Constant Coefficient AR(2) เทากับ 22 
พารามิเตอร 

Seasonal Coefficient Model จะมีขอดีสําหรับอนุกรมเวลารายสัปดาหและรายวัน เชน Weekly และ 
Daily Seasonal ARMA(1,1) มีพารามิเตอร 52 ตัว ถาใช 6 Significant Harmonics ในการคํานวณหา Mean 
และ Standard Deviation 

การทํา Nonparametric Standardization จะเพิ่มพารามิเตอรถึง 2x365=730 ตัว ทําใหไมสามารถ
นํามาใชได และย่ิงกวานัน้จะเปนการกําจดั Seasonality ของคา Coefficients ตัวอยางการสรางแบบจําลอง
สําหรับ Logarithms ของอนุกรมเวลาน้ําทารายวันพบวา Seasonal Coefficient ARMA(1,1) ผานการทดสอบ 
Residuals ดวย Cumulative Periodogram ขณะท่ี Seasonal Coefficient AR(1) ไมผานการทดสอบ ดังรูปท่ี 
6.22 

 
 

 
รูปท่ี 6.22 Cumulative Periodiograms of Residuals of ARMA(1,1) Model Applied to Daily 

Flow Logarithms of Solomonie River at Dora, Indiana 
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 ผลของ Differencing ตอ Autocorrelation Function และ Spectrum 
 Kavvas และ Delleur (1975) ไดศึกษาอิทธิพลของ Differencing ตอ อนุกรมเวลารายเดือน โดยการ 
Rescaled อนุกรมเวลารายเดือนเพื่อใหมีคาความแปรปรวนคงท่ี โดยการหารคาอนุกรมเวลาเร่ิมตนดวยคา
สวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน (Standard Deviation) เม่ือเปรียบเทียบรูปท่ี 6.23 และ 6.24  จะเหน็ไดวา 1st 
Differencing ของอนุกรมเวลารายเดือนจะมีผลตอ Spectral Density และ ACF รูปท่ี 6.25 แสดงใหเห็น
อิทธิพลของ  12th Month Differencing และรูปท่ี 6.26 แสดงอิทธิพลของการ Standardization 
 

  

 
รูปท่ี 6.23 Spectral Density and Autocorrelation Function of Rescaled Monthly Rainfall Square 

Roots of the Mississinewa River Basin above Marion, Indiana 
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รูปท่ี 6.24 Spectral Density and Autocorrelation Function of Rescaled 1 Lag Differenced 

Monthly Rainfall Square Roots of the Mississinewa River Basin above Marion, Indiana 
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รูปท่ี 6.25 Spectral Density and Autocorrelation Function of Rescaled 12 Lag Differenced 

Monthly Rainfall Square Roots of the Mississinewa River Basin above Marion, Indiana 
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รูปท่ี 6.26 Spectral Density and Autocorrelation Function of Cyclicly Standardized Monthly 

Rainfall Square Roots of the Mississinewa River Basin above Marion, Indiana 
 

6.15 เอกสารอางอิง 
Salas. J, J.W.Delleur, V.Yeyjavich and W.L Lane. 1980.  Applied Modeling of Hydrologic Time Series. 
Water Resources Publications.  USA. pp.484 



 6-43

 



 6-44

 



 6-45

 



 6-46

 



 6-47

 



 6-48

 



 6-49

 



 6-50

 



 6-51

 



 6-52

 



 6-53

 



 6-54

 
 



7-1 
 

บทท่ี 7 
การจําลองอนุกรมเวลาทางอุทกวิทยาดวยแบบจําลองแบบหลายตัวแปร  

MULTIVARIATE MODELING OF HYDROLOGIC TIME SERIES 
 
7.1 คํานํา 
  
 แบบจําลองหลายตัวแปร (Multivariate Model) คือแบบจําลองท่ีสามารถจําลองอนุกรมเวลาหลายๆ 
ชุดพรอมๆ กัน มีขอดีคือสามารถรักษาคุณสมบัติดานสหสัมพันธท้ังตามเวลาและตามพ้ืนท่ี (Temporal and 
Spatial Correlation) ของอนุกรมเวลาได แตมีขอเสียคือมีจํานวนพารามิเตอรมาก ดังนั้น จงึมักใชกับรูป
แบบจําลองท่ีไมซับซอนมาก เชน AR(1) หรือ AR(2) เทานั้น แตแบบจําลอง AR สามารถรักษาคุณสมบัติดาน 
Short Term Dependence เทานั้น จึงไมเหมาะกับอนกุรมเวลาท่ีมี Long Term Dependence 
 ในบทนี้ จะกลาวถึงการพัฒนาแบบจําลองหลายตัวแปรกับอนุกรมเวลาท้ังแบบรายป และแบบ 
Periodic 
 
7.2 แบบจําลองหลายตัวแปรลําดับท่ีหนึ่ง (Multivariate Lag One) 
 
 Matalas (1967) ไดเสนอแบบจําลองหลายตัวแปรลําดับท่ีหนึ่งตามแบบของ Markov (Multivariate 
Lag-One Markov Model) หรือ MAR(1) ซ่ึงสามารถเขียนในรูปของเมทริกไดดังสมการ 
 

 tB1tZ1AtZ          [7.1] 

  
 สมการ [7.1] สามารถเขียนแบบเต็มรูป (Expanded Form) ไดดงันี ้ 
 

   [7.2] 
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   t Vector of independent normally distributed random variables  with mean = 0 and standard 
deviation = 1 (uncorrelated in time and space)  
 
 โดยท่ี  

t มีคุญสมบัติท่ีสําคัญคือ 

   0)j(
t.i

tE 





   เม่ือ  i  j      [7.3] 
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t.tE 
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
           [7.4] 

 
7.3 Lag k Correlation Matrix 
 
 Lag k Correlation Matrix (Mk ) สามารถหาไดจากสมการ 
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  Mk มีคุณสมบัติท่ีสําคัญคือ 
 T

kk MM          [7.6]  
  
 โดยท่ี ij

k
ไดนิยามไวดังรูปท่ี 7.1  

 

 

 
ij
k = Correlation ระหวาง i

tZ และ j
ktZ   

ถา i  j  
ij
k  คือ Lag k Cross Correlation Coefficient 

ถา i = j  
ij
k  คือ Lag k Autocorrelation Coefficient 

รูปท่ี 7.1 นิยามของ ij
k  

 
 สําหรับแบบจาํลอง AR(1) 

 
tB1tZ1AtZ   

 T
ktZtBT

ktZ1tZ1AT
k-tZtZ   

  Taking Expected Value ของสมการขางบนจะได 

 0k;MAM 1k1k  
       [7.7] 

หรือ  0k;0Mk
1AkM         [7.8] 

 
 สําหรับแบบจาํลอง AR(2) 

  
t2t21t1t BZAZAZ        [7.9] 

  0k;MAMAM 2k21k1k  
    [7.10] 

 
 
7.4 การหาพารามิเตอรของแบบจําลองหลายตัวแปร (Multivariate Model)  
 
 7.4.1 การหาคาพารามิเตอรของ Multivariate AR(1)  
 กรณี AR(1) จะสามารถหาคาพารามิเตอรไดจากสมการ [7.8] 
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 011 MAM   
 1

011 M̂M̂Â          [7.11] 
 T

110
T M̂ÂM̂B̂B̂         [7.12] 

 
 การ Derive หาพารามิเตอรของแบบจําลองหลายตัวแปรแบบ AR(1)  
 t1t1t BZAZ    
 
 T

ktt
T

kt1t1
T

ktt ZBZZAZZ    
 

      T
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T
ktt ZEBZZEAZZE    ; 0)Z.(E T

ktt      

 สมการ [7.7] 1k1k MAM      

    
o11 MAM   

    1
011 MMA   

 จากสมการ [7.8]  จะได 
    o

k
1k MAM   

    
o

2
12 MAM 

 

        
 ในทํานองเดียวกัน  
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T
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tZtEB1M1AoM       [7.13] 
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T
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 IT
ttE 

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
   

  TBT
tZtE 




     

 แทนคา  TBT
tZtE 




    ลงในสมการท่ี [7.13]   
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1
AoMTBB         [7.14] 

 
 การหาคาเมตริกซ B โดยวิธี Square Root 
 
 ถา B  = Lower Triangular Matrix 
 
 และ D = เปนเมตริคซแบบ Positive Definite นั่นคือ 
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 DTBB           [7.15] 
 จะสามารถหาคาของเมตริคซ B ไดดังนี ้

  
jjb

jidijb     เม่ือ n,...,1i;1j     [7.16] 

  
11b

i1d1ib 
   เม่ือ  i=1, …….., n    [7.17] 

 จากสมการ [7.17] จะสามารถหาคา bi1 ไดดังนี ้
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  [7.18] 

 จากสมการ [7.18] จะสามารถหาคา bij เม่ือ i=jไดดังนี ้

 
2

21b22d22b 




  

 

 
2

32b
2

31b33d33b 










  

    . 

  
2

nkb
1n

1k

nndnnb 









  

 

 
n,....,1ji;1n,...,2j;jjb/

1j

1k

ikbjkbijdijb 




















      [7.19] 

 จากสมการ [7.19] จะสามารถหาคา bij เม่ือ i=j+1ไดดังนี ้
 

 






























 








 






 

22b/1nb21b2nd2nb

22b/41b21b42d42b

22b/31b21b32d32b
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




























 








 






 

33b/2nb32b1nb31b3nd3nb

33b/52b32b51b31b53d53b

33b/42b32b41b31b43d43b

 

 

 1n,1n2n

1k

k,nk,1n1n,n1n,n b/bbdb 












   [7.20] 

 
 7.4.2 การหาคาพารามิเตอรของ Multivariate AR(2)  
 
 Multivariate AR(2) มีลักษณะดังสมการ [7.9] 

 
t2t21t1t BZAZAZ    

 คาพารามิเตอรของ Multivariate AR(2) สามารถหาไดจากสมการดังตอไปนี้  

 
1

T
1M̂1

oM̂1M̂oM̂T
1M̂1

oM̂2M̂1M̂1Â






 



    [7.21] 

 
1

1M̂1
oM̂T

1
M̂oM̂1M̂1

oM̂1M̂2M̂2Â







 



    [7.22] 

 



  T

2M̂2ÂT
1

M̂1ÂoM̂TB̂B̂      [7.23] 

 
 การ Derive หาคาพารามิเตอรของ  Multivariate AR(2)  
 จากสมการ [7.9] 
 tB2tZ2A1tZ1AtZ   
 

 
T

ktZtBT
ktZ2tZ2AT

ktZ.1tZ1AT
ktZ.tZ   

 




























T

ktZtE.BT
ktZ.2tZE2AT

ktZ.1tZE1AT
ktZ.tZE  

 
 2k21k1k MAMAM         [7.24]  
 
 จากสมการ [7.24]  
 1M2A0M1A1M   ; จากสมการ [7.6] M-1=M1

T 
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 T
1

M2A0M1A1M       

 T
1

M2A1M0M1A         [7.25] 

 จากสมการ [7.24] 

 0M2A1M1A2M         [7.26] 

 สมการ [7.26] 1
0M  

 2
1

011
1

02 AMMAMM    

 1
011

1
022 MMAMMA        [7.27] 

 
 แทนคา A2 ลงในสมการ [7.25] 
 

 T
1M1

0M1M1A1
0M2M1M0M1A 





   

 

 T
1M1

0M1M1AT
1M1

0M2M1MoM1A   

 

 




 






  T

1M1
0M2M1MT

1M1
0M1M0M1A  

 

  
1T

1M1
0M1M0MT

1M1
0M2M1M1A







 





    [7.28] 

 
 จากสมการ [7.26] จะไดวา 
 1M1A2MoM2A         [7.29] 

 สมการ [7.25] 1
0M  

 
 1

0MT
1M2A1

0M1M1A        [7.30] 
 
 แทนคา A1 ลงในสมการ [7.29] 
 

 1M1
0MT

1M2A1
0M1M2M0M2A 





   
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 1M1

0MT
1M2A1M1

0M1M2MoM2A   
 

 




 






  1M1

0M1M2M1M1
0MT

1M0M2A  

 

 1
1M1

0MT
1M0M1M1

0M1M2M2A 




 







          [7.31] 

 

 
T
tZtBT

tZ.2tZ2AT
tZ.1tZ1AT

tZ.tZ   

 

 




 



















 T

tZtBET
tZ.2tZE2AT

tZ.1tZE1AT
tZ.tZE  

 

 




  T

tZ.tBE2M2A1M1A0M  

 

 




  T

tZ.tBET
2M2AT

1M1A0M     [7.32] 

 
   T

t2t21t1t
T
tt BZAZAE)Z(E    

  
 เนื่องจาก (A+B)T=(AT+BT) และ (AB)T=BTAT 
 

       











  T

tBT
2tZ2AT

1tZ1AtE)T
tZt(E  

 

  
  TBT

t
T
2AT

2tZT
1AT

1tZtE)T
tZt(E  

  

 เนื่องจาก 0)AZ(E T
1

T
1tt    และ 0)AZ(E T

2
T

2tt    
 

 TBT
t.tE)T

tZt(E 




   

 IT
ttE 




   

   TT
tt BZE   

 แทนคา 




  T

tZ.tE  ลงในสมการ [7.32] 
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 TBBT
2M2AT

1M1A0M   

 T
2M2AT

1M1A0MTBB        [7.33] 

 
7.5 การสังเคราะหขอมูลใหม (Generation of Synthetic Data) 
  
 ข้ันตอนการสังเคราะหอนกุรมเวลา 

(1) สมมติ   0Ẑ o   

(2) สังเคราะห Standard Normal Variate t  
(3) สังเคราะหคา tẐ  จากสมการ 
(4) 'N,......,1t;BZÂẐ t1t1t    

 
wg NN'N         [7.34] 

 เม่ือ N’=จํานวนขอมูลท่ีตองสังเคราะห 
 Ng=จํานวนขอมูลท่ีตองการสังเคราะห 
 Nw=จํานวนขอมูลท่ีตองสังเคราะหเผ่ือไวตัดท้ิง (Warm-up Length) ซ่ึงโดยท่ัวไป 
        จะกําหนดให เทากับ 50 
 
7.6 Approximate Multivariate ARMA(p,q) 
 
 จากวิธีการสรางแบบจําลอง ARMA(p,q) กรณีตัวแปรเดียวของอนุกรมเวลา Zt ในบทที่ 5  จะสามารถ
นํามาประยกุตกับกรณหีลายตัวแปรไดดังนี้ 
 

              i
jt

iq

1j

i
j

i
t

i
1tZ

ip

1j

i
j

i
tZ 





     [7.35] 

 เม่ือ i คือจํานวนอนุกรมเวลา มีคาเทากับ 1,……,n 

 
 i
t =  ตัวแปรสุมแบบ Time Independent แต Space Dependent  

   มี Mean = 0 และ Variance=  i2
  หรือ Residual Series หรือ Cross Series Dependence 

 ให   
 
  n......,,1i;
i

i
ti

t 






     [7.36] 

 

  i
t   มี Mean = 0  และ Variance = 1 
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              
t

Bi
t           [7.37] 

 t
   =    ตัวแปรสุมซ่ึง Independent in Time and Space (Standard Normal Variate) 

 oM̂TB̂B̂                [7.38] 
 oM̂ คือ Lag-zero Cross Correlation Matrix ของอนุกรมเวลา Zt

(i) 
 
 การสังเคราะหขอมูลดวย Approximate Multivariate ARMA(p,q) มีข้ันตอนดังตอไปนี้ 

(1) สังเคราะห Standardized Independent Normal Random Variate 

         
  n,........,1i;i

1iq
......,,i

2,i
1,i

0   

(2) หาคา Residuals  
o

i
o B   

 
 

1Bi
1 

  
   . = . 

      
 

  1iq
Bi

1iq 


 
 

(3) หา 
    n,...,1i;j

ii
j   q1...,,1,0j;   

(4) หา 
   

 
    







)i(q

0j

i
jt

i
j

p

1j

i
1t

i
j

)i(
t

i

ZZ  

 

 ใหสังเคราะหขอมูล N,....,1t   เม่ือ wg NNN   

 

 
7.7 การทดสอบความเหมาะสมของแบบจาํลองรายตัวแปรรายป (Goodness of  Fit Test for Multivariate 
Annual Models) 
  
 การทดสอบความเหมาะสมของแบบจําลองมีข้ันตอนดังนี้ 

(1) เปรียบเทียบ Multivariate Correlation Matrices Mo, M1 และ M2 ของอนุกรมเวลาตวัอยางกับ
อนุกรมเวลาท่ีสังเคราะห 

(2) เปรียบเทียบ  Correlograms  ของอนุกรมเวลาตัวอยางกับอนุกรมเวลาท่ีสังเคราะห พรอม
ตรวจสอบ Probability Limit ดวยสมการ [3.49] 

  
N

2/z
2/r   
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(3) ทดสอบ Independence in Time และ Space ของ Multivariate Residuals Series (t) หรือ (t) 
  1tZ1AtZ1Bt   สําหรับ AR(1) 

  2tZ2A1tZ1AtZ1Bt   สําหรับ AR(2) 

t'
1B

t
  

)i(

)i(
t

t
)i('





   ; i=1,…..,n    = Standardized t 

(4) ทดสอบสมมติฐานการแจกแจงแบบปกติของ Multivariate Residuals Series (t ) หรือ (t) 
 
7.8   ตัวอยางการจําลองอนกุรมเวลารายปดวย  Multivariate AR(p) 
 
 จงสรางแบบจาํลองแบบหลายตัวแปรสําหรับอนุกรมเวลาน้ําทารายปของ 4 สถานี Strausburg, 
Antietam, Point of Rocks และ Cumberland ของลุมน้ําโปโตแมก ซ่ึงมีขอมูลระหวางป 1931-1960 ดังตารางท่ี 
7.1 กําหนดใหสถานี 
 
 Strausburg=1, Antietam=2, Point of Rocks=3 และ Cumberland=4 
 
ตารางท่ี 7.1 Annual Flows (cfs) at the Stations Struasburg, Antietam, Point of Rocks and Cumberland 
(1931-1960) 
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7.8.1 การวิเคราะหเบื้องตนและการระบุรูปแบบของแบบจําลอง (Preliminary Analysis and 
Model Identification) 

ผลการตรวจสอบการแจกแจงแบบปกติของอนุกรมเวลาพบวา คาสัมประสิทธ์ิความเบ (Skewness 
Coefficients) ของอนุกรมเวลาของสถานีตางๆมีคาดังนี้ 

 

1̂ =0.388 

2̂ =0.486 

3̂ =0.160 
              4̂ =-0.278 

N=30 
จากตารางท่ี 3.2 

(30)=0.662 

(30)=0.986 
 

 จึงสามารถสรุปไดวาอนุกรมเวลาท้ัง 4 มีการแจกแจงแบบปกติ 
พลอตอนุกรมเวลาดังรูปท่ี 7.2 ซ่ึงไมไดแสดง Long-Term Memory และ Long-Term Dependence ผล

การคํานวณคา Lag One ACF พบวามีคานอยมาก จึงเปนการสนับสนุนขอสรุปดังกลาว 
 

)1(
1r =-0.118 

)2(
1r =-0.200 

)3(
1r =-0.096 

)4(
1r =-0.058 

 
เลือก Multivariate AR(1) 
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รูปท่ี 7.2 Annual Flows (cfs) at the Stations (1)Struasburg (2)Antietam (3)Point of Rocks and 
(4)Cumberland (1931-1960) 

 
7.8.2 การประมาณคาพารามิเตอร 
คํานวณคาเฉล่ียและสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานของอนุกรมเวลาท้ัง 4 ดังแสดงอยูในตารางท่ี 7.2 
 
ตารางท่ี 7.2  คาเฉล่ียและสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานของอนุกรมเวลาท้ัง 4 
อนุกรมเวลา (i) Mean  )i(̂  Standard Deviation )i(̂  
1 562.567 231.872 
2 265.900 84.458 
3 8,897.033 2,790.089 
4 1,207.367 284.153 
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คํานวณหา Standardized Series จากสมการ 

)i(ˆ

)i(ˆ)i(
ty)i(

tz



   

เชน  210.1
872.231

567.562282)1(
1z 


  

 

 485.0
872.231

567.562675)1(
2z 


  

 

 692.0
872.231

567.562402)1(
30z 


  

 
 คํานวณหาคา ij

0r และ ij
1r  เม่ือ i และ j =1,2,3,4 จะได 0M̂ และ 1M̂ ดังนี ้

 

 

kN

1kN2/u1
)(kr 


  

130

113096.11
)95.0(1r 


 =-0.39212, +0.32315 

 

1M̂  แสดงใหเห็นวา 
ij
1r  มีคานอยมาก สูงสุดเทากบั 0.200 เทานัน้ แสดงวาควรใชเฉพาะ 0M̂ ในการ

ประมาณคาพารามิเตอร อยางไรก็ตามในตวัอยางนีจ้ะแสดงวิธีการสรางแบบจําลอง Multivariate AR(1) ตอไป 
คํานวณหา 1Â  และ TB̂B̂ จากสมการ 

1
0M1M1A   

T
1M

1
AoMTBB   

 



7-16 
 

 
 
คํานวณหา B̂  โดยวิธี Square Root 
 

 

 

 

 
7.8.3 การทดสอบ Goodness of Fit ของแบบจําลอง 
(1) คํานวณหา Residual Matrix Series t  จากสมการ 

)1tZ1ÂtZ(1B̂t   
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(2) คํานวณหา Lag-Zero Cross Correlation Matrix M0() 
 

 

 
(3) Probability Limit ของ Lag-Zero Cross Correlation จะคํานวณจากสมการ 

N
2/u

)(r   

30

96.1
)05.0(r  = + 0.3578 

(4) คา Lag-Zero Cross Correlation ij
0r เม่ือ ji   มีคาอยูใน Probability Limit แสดงวา t  เปนอิสระ

และสรุปไดวา AR(1) เหมาะสมกับอนุกรมเวลาตัวอยาง 
(5) คํานวณหา Correlogram )(ii

kr  (i=1,2,3,4) โดยใชสมการ [2.5b] และคํานวณหา Probability 

Limit จากสมการ
kN

1kN2/u1
)(kr 


  ไดผลดังรูปท่ี 7.2 
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รูปท่ี 7.3 Correlogram 
)(ii

kr 
(i=1,2,3,4) และ 95% Probability Limit 

 
คา Correlation ii

kr เม่ือ i=1,2,3,4  มีคาอยูใน Probability Limit แสดงวา ii
t  เปนอิสระและสนับสนุน

ขอสรุปท่ีวา AR(1) เหมาะสมกับอนุกรมเวลาตัวอยาง 
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ทดสอบวา Residuals มีการแจกแจงแบบปกติ  โดยใชการทดสอบคาสัมประสิทธ์ิความเบ ซ่ึงผลการ
ทดสอบแสดงอยูในตาราง และสามารถสรุปไดวา Residual Series มีการแจกแจงแบบปกติ 
  Residual Series (i)   Computed  i   Critical (0.02) Hypothesis of Normality 

1 0.541 0.986 Accepted 
2 0.601 0.986 Accepted 
3 0.305 0.986 Accepted 
4 0.689 0.986 Accepted 

 
7.8.4 Optional Tests of the Model 

 ใช Multivariate AR(1) ในการสังเคราะหอนุกรมเวลา แลวทําการทดสอบความเหมาะสมตามวิธีการ
ในหวัขอ (3) นั่นคือการทดสอบความเปนอิสระของ Residual กับพื้นท่ีโดยใช Lag-Zero Cross Correlation 
(M0()) และทดสอบความเปนอิสระของ Residual กับเวลาโดยใช Correlogram  ii

kr () 
  
 ตัวอยางการสังเคราะหอนกุรมเวลา 

 

)i(

)i()i(
t)i(

t ˆ

ˆŷ
ẑ




  
 

 

t1-t1t BẐAẐ   
t = Independent Normal Random Number มี Mean=0 และ Standard Deviation=1 
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 สังเคราะหคา Standardized Normal Random Number )i(

t  เม่ือ t=1 ดังตาราง 
 

t (i) )i(
t  

1 1 -0.155 
 2 0.420 
 3 0.360 
 4 -0.595 

 
 จากคา )i(

t ท่ีสังเคราะหไดดังตารางขางบน ถากําหนดให 00 )i(ẑ  เม่ือ i=1,2,3,4 จะสามารถสังเคราะห
หาคา )i(ẑ1 ไดดังนี ้
 

 

 
 หลังจากนัน้จึงคํานวณหาคา )i(

tŷ ดังนี ้
 

 

 ในทํานองเดียวกันสังเคราะหคา Standardized Normal Random Number )i(
t  เม่ือ t=2  ดังตาราง 

t (i) )i(
t  

2 1 1.520 
 2 -0.050 
 3 -0.650 
 4 0.265 
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– ทําการจําลองอนุกรมเวลาแบบ Non-normal แลวหาฟงคช่ันการแจกแจงความนาจะเปนของ 
Uncorrelated Residuals 

– หาความสัมพนัธระหวางโมเมนตท่ี 1 และ 2 ของอนุกรมเวลาแบบไมปกติ กับโมเมนตท่ี 1 และ 2 
ของอนุกรมเวลาแบบปกติ เพื่อจะไดคงคาโมเมนตท่ี 1 และ 2 ของอนุกรมเวลาแบบไมปกติ ตาม
วิธีท่ีกลาวถึงในหัวขอ 3.2.3 

 การหาคาพารามิเตอรของแบบจําลองแบบหลายตัวแปร จําเปนท่ีเมทริกซ T
0 B̂B̂,M̂  ตองเปนเมทริกซ

แบบ Consistent (Positive Definite หรือ Positive Semi Definite) ถาเมทริกซ T
0 B̂B̂,M̂ เปนแบบ Inconsistent 

(ไมเปน Positive Definite หรือ Positive Semi Definite) จะไมสามารถหาคาพารามิเตอรได  Crosby และ 
Maddock(1970) เสนอแนะวธีิการหาเมทริกซ T

0 B̂B̂,M̂  ท่ีเปนเมทริกซแบบ Consistent  
 
7.10  การประยุกตใชแบบจําลองแบบหลายตัวแปรกับอนกุรมเวลารายป (Annual Multivariate Model) 
ในทางปฏิบัต ิ
 
 การใชแบบจําลองแบบหลายตัวแปรกับอนุกรมเวลารายป ในการสังเคราะหอนกุรมเวลาของหลาย
สถานี มีวัตถุประสงคเพื่อการวางแผนระบบแหลงน้ําซ่ึงมีการใชงานขามป (Over-year Regulation) แตกรณี
ระบบแหลงน้าํแบบมีหลายอางเก็บน้ํา (Multireservoir) ท่ีมีการใชงานท้ังในลักษณะขามปและใชงานเปน
ฤดูกาลและจําเปนตองสังเคราะหอนกุรมเวลารายฤดูกาล การสังเคราะหอนุกรมเวลารายฤดูกาลทําได 2 แบบ
คือ แบบท่ี 1 การใชแบบจําลองแบบหลายตัวแปรสังเคราะหอนกุรมเวลารายฤดูกาล และแบบที่ 2 การจําลอง
โดยใชแบบจําลอง Disaggregation แบบท่ี 2 จะแบงการสังเคราะหอนุกรมเวลาเปน 2 ข้ันคือข้ันท่ี 1 การ
สังเคราะหอนกุรมเวลารายปของหลายสถานี และข้ันท่ี 2 คือการแตกอนกุรมเวลารายปเปนรายฤดูกาล 
(Disaggregation) รายละเอียดการใชแบบจําลองแบบ Disaggregation จะไดกลาวถึงในบทท่ี 8 ตัวอยางการ
สังเคราะหอนกุรมเวลารายเดือนของ 5 สถานี ดังรูปท่ี 7.4 สามารถทําได 2 แบบตามท่ีกลาวมาแลว 
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รูปท่ี 7.4  ระบบชลประทาน Majes-Siguas ในประเทศเปรูซ่ึงตองการสังเคราะหอนกุรมเวลาของ 5 สถานี 
 
7.11 การจําลองแบบหลายตวัแปรกับอนุกรมเวลาแบบ Periodic (Multivariate Modeling of Periodic Time 
Series) 
 
 ตามท่ีกลาวมาแลว การจําลองแบบหลายตัวแปรกับอนุกรมเวลาแบบ Periodic สามารถทําไดดังนี ้
ใชแบบจําลอง AR แบบ Constant หรือ Periodic พารามิเตอร 
ใชแบบจําลอง ARMA แบบ Constant หรือ Periodic พารามิเตอร 
  
 7.11.1  การประยุกตใชแบบจําลอง AR และ ARMA แบบ Constant พารามิเตอรกับกรณีหลายตัวแปร  
 ตัวอยางการประยุกตใชแบบจําลอง AR(1),  AR(2) และ ARMA(1,1) แบบ Constant พารามิเตอรกบั
กรณีหลายตัวแปร สามารถทําไดดังนี ้
ให  i

v
)i(

t ,
ZZ            [7.39] 

 เม่ือ     1vt และ n....,,1i   

 กรณี AR(1) : 
t1t1t BZAZ  

 

 กรณ ีAR(2) :  tBZ 2t21t1t    
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 กรณี ARMA(1,1) : 1t1t01t1t BBZAZ    
 
 7.11.2 แบบจําลอง AR หลายตัวแปรแบบ Periodic พารามิเตอร (Multivariate AR Models with  
Periodic Parameters) 
 

   
  ,v,v ZY       [7.40] 
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  
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
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


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;
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:
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Y  

 

   

 

 

  

















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



















n

2

1
,v

...0

.....

0..0

0..0

= Diagonal Matrix 

 

 

 

 

  































n
,v

2
,v

1
,v

,v

Z

:

Z

Z

Z  

 
 แบบจําลอง AR(1) แบบ Periodic พารามิเตอร 

  
  ,v1,v,1,vZ       [7.41] 

   

 ,1A  (n  n)  Periodic  Coefficient Matrix of Period  
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 B  (n  n)  Periodic  Coefficient Matrix of Period  
   ,v     (n  1)  Vector of  Independent Normally Distributed Random Variable 

  
    0EZE ,v,v  

        [7.42]                  

     1VarZVar ,v,v         [7.43] 
     0E i

,v
i
,v    เม่ือ i=j       [7.44] 

    
 IE ,v,v Identity  Matrix     [7.45] 

 
 การประมาณคา Periodic พารามิเตอร 
 

 
   

 i

ii
,v)i(

,v

y
Z




 


        [7.46] 

  

  1
1,0,1,1 M̂M̂Â 

         [7.47] 

 

 T
,1

1
1,0,1,0

T M̂M̂M̂M̂B̂B̂ 


      [7.48] 

 

 
1,0,0 M̂,M̂  และ T

,1M̂   = Periodic Correlation Matrix 
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
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
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,k
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r..rz

:

r..rr

r..rr

M̂
     [7.49] 

 
 เม่ือ 1,0k  และ  ,,1   
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   






 
j

k,v
i
,v

ij
,k ZZEr    =  Periodic Lag k Correlation Matrix  [7.50] 

 
 การสังเคราะหอนุกรมเวลาดวยแบบจําลองหลายตัวแปรแบบ Periodic พารามิเตอร 
  

 Multivariate AR(1):   ,v1,v,1,v BZAZ  

(1) สังเคราะห  1,1  
(2) สมมติ  0Z 0,1    

(3) คํานวณ 1,110,11,11,1 BZAZ   

(4) สังเคราะห 2,1  

(5) 2,121,12,12,1 BZAZ   

(6)  ทําซํ้าข้ัน 4 และ 5 จนกระท่ังได  ,1 และ   ,111,1,1,1 BZAZ  

(7)  สังเคราะห 1,2  

(8)  สมมติ  12,1Z]0[Z 0,2   

(9)   1,210,21,11,2 BZAZ   

  . 

(10)      ,21,2,1,2 BZAZ  

(11)    ทําซํ้าจนกระท่ัง  NNNV g  

 
 7.11.3 แบบจําลอง ARMA หลายตัวแปรแบบ Periodic พารามิเตอร (Multivariate ARMA Models 

with  Periodic Parameters) 
  Multivariate ARMA(1,1) 
 
 1t1Bt0B1tZ1AtZ        [7.51] 
  
 การประมาณคาพารามิเตอร 
 

 T
ktZ1t1BT

ktZ.t0BT
ktZ.1tZ1AT

ktZ.tZ   
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ktZtE0B1kM1AkM  

  
 ถา  k > q เชน k=2 และq=1 จะได 
 112 MAM          [7.52] 
  ถา k < q  เชน k=1 และ q=1 
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      T
0B  

   T
0B1B0M1A1M        [7.53]  

 จากสมการ [7.52] จะได  1
121 MMA   

 แทนคา A1 ลงไปใน [7.53]  จะได 
 1M0M1

1M2MT
0B1B        [7.54] 

 0MT
0B0B          [7.55] 

 
7.12 ตัวอยางการจําลองแบบหลายตัวแปรกับอนุกรมเวลา Periodic 
 
 ระบบ Great Lakes ประกอบไปดวยทะเลสาบ Superior, Michigan, Huron, Erie, Ontario และ St.Clair  
ทะเลสาบ Superior เปนทะเลสาบท่ีใหญและสําคัญท่ีสุดของระบบ Great Lakes ระบายนํ้าผานแมน้ํา St.Mary 
ลงสูทะเลสาบ Huron ทะเลสาบ Michigan และ Huron มีระดับน้ําเทากัน ดังนั้นในทางอุทกวิทยาจึงพิจารณาวา
รวมเปนทะเลสาบเดียวกันโดยเรียกวา ทะเลสาบ Michigan-Huron น้ําจากสองทะเลสาบนี้จะระบายผานแมน้ํา 
St.Clair ลงสูทะเลสาบ St.Clair และหลังจากนั้นจะระบายผานแมน้ํา Detroit ลงสูแมน้ํา Erie จุดทางออกของ
ทะเลสาบ Erie คือแมน้ํา Niagara ซ่ึงระบายน้าํลงสูทะเลสาบ Ontario ซ่ึงเปนจุดตํ่าสุดของ Great Lakes 
ตองการศึกษาเพื่อวางแผนการระบายนํ้าของ Great Lakes จึงตองสรางแบบจําลองสโตแคสติกเพือ่ใชในการ
สังเคราะหอนกุรมเวลารายเดือนของ Net Basin Supplies (NBS) เนื่องจากขนาดของทะเลสาบ St.Clair มีขนาด
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เล็กมากเม่ือเทียบกับอีก 4 ทะเลสาบ ดังนัน้การจําลองจะแบงออกเปน 2 ข้ันตอนคือ ข้ันท่ี 1 ทําแบบจําลองแบบ
หลายตัวแปรของทะเลสาบ Superior, Michigan-Huron, Erie และ Ontario และข้ันท่ี 2 จึงใช Multiple Linear 
Regression สังเคราะหอนกุรมเวลาของ NBS ของทะเลสาบ St.Clair อนุกรมเวลา NBSรายเดือนของทะเลสาบ
ท้ัง 4 แสดงอยูในตารางท่ี 7.3(a)-(d) ในบทนี้จะกลาวถึงเฉพาะ 

ตารางท่ี 7.3(a) Monthly Net Basin Supplies สําหรับทะเลสาบ Ontario (1900-1968) 
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ตารางท่ี 7.3(b) Monthly Net Basin Supplies สําหรับทะเลสาบ Erie (1900-1968) 
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ตารางท่ี 7.3(c) Monthly Net Basin Supplies สําหรับทะเลสาบ Superior (1900-1968) 
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ตารางท่ี 7.3(c) Monthly Net Basin Supplies สําหรับทะเลสาบ Michigan-Huron (1900-1968) 

 
 

(1) การวิเคราะหเบื้องตนและการระบุรูปแบบของแบจําลอง (Preliminary Analysis and Model 
Identification)  
ขั้นท่ี 1a และ 1b การตรวจสอบ Normality โดยใช Smirnov-Kolmogorov Statistics จากตารางท่ี 
3.2 (N=69)  

i Lake   Computed  i   Critical 69(0.10) Critical 69(0.02) Hypothesis of Normality 
1 Ontario 1.005 0.462 0.679 Rejected at =0.10 
2 Erie 0.648 0.462 0.679 Rejected at =0.10 
3 Superior 0.489 0.462 0.679 Rejected at =0.10 
4 Michigan-Huron 0.597 0.462 0.679 Rejected at =0.10 
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ขั้นท่ี 1c และ 1d จากตารางขางบนคาสามารถสรุปไดวาอนุกรมเวลามีคาสัมประสิทธ์ิความเบเปน
บวกท่ี =0.10 จึงควรมีการแปลงอนุกรมเวลาใหเปนปกติ แตมีปญหาคือคา NBS บางคามีคาติดลบทําใหไม
สามารถแปลงคาไดโดยใชวธีิการแบบงายๆ ดังนั้นในตัวอยางนี้จึงวิเคราะหตอโดยไมแปลงอนุกรมเวลาใหเปน
ปกติ 

ขั้นท่ี 1e คํานวณหาคาเฉล่ียและสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานรายเดือนของอนุกรมเวลา NBS ของ
ทะเลสาบท้ัง 4 ไดดังแสดงในรูปท่ี 7.5 และ คํานวณหา )i(

,kr  เม่ือ =1,2,3 ไดดังแสดงในรูปท่ี 7.6 คา )i(
,kr  ไมได

แสดงรูปแบบใดๆ บางเดือนมีคาตางจากศูนย บางเดือนไมตางจากศูนย จึงพิจารณาวา )i(
,kr  เปนพารามิเตอรท่ีมี

คาคงท่ี 
 

 

(a)=Fitted Monthly Mean (b)=Historical Monthly Mean 
(c)=Fitted Monthly Standard Deviation (d)=Historical Standard deviation 

รูปท่ี 7.5 Fitted and Historical Periodic Mean and Standard Deviation of Monthly NBS of 4 Lakes 
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(a)=Lag 1 (b)=Lag 2 (c)=Lag 3  
รูปท่ี 7.6  Monthly Correlation Coefficients ท่ี Lag 1, 2, 3 ของทะเลสาบท้ัง 4 

 
 ขั้นท่ี 1f  ถึงแมวาไมจําเปนตองใช Fourier Series เพื่อหาคาเฉล่ียและคาสวนเบ่ียงเบนมาตฐาน
เนื่องจาก w=12  แตการหาคาเฉล่ียและสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานโดยใช Fourier Series ทําใหลดจํานวน
พารามิเตอรของแบบจําลอง 
  
 ขั้นท่ี 2 การประมาณคาพารามิเตอร 
 ขั้นท่ี 2a คํานวณหาคาเฉล่ียและสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานรายเดือนโดยวธีิ Fourier Series  คา Fourier 
Series Coefficients ของ 4 Harmonics แสดงอยูในตารางท่ี 7.4 และคาคาเฉล่ียและสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานราย
เดือนท่ีคํานวณไดแสดงอยูในตารางท่ี 7.5 ผลการฟตดวย Fourier Series ในรูปท่ี 7.5 จะเห็นไดวาฟตไดดี และ
ทําใหจํานวนพารามิเตอรของคาเฉล่ียและสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานรายเดือนลดลงจาก 12 เปน 8 (4 Aj และ4 Bj) 
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ตารางท่ี 7.4 Harmonics และ Corresponding Fourier Coefficients สําหรับการคํานวณ Fitted Monthly Means 
และ Fitted Monthly Standard Deviation ของ NBS ของ 4 ทะเลสาบ 

 

 
ตารางท่ี 7.5 Fitted Monthly Means และ Fitted Monthly Standard Deviation ของ NBS ของ 4 ทะเลสาบ 

 

 
 ขั้นท่ี 2b ใชคาประมาณแบบ Fourier Series ในตารางท่ี 7.5 ในการแปลง )i(

,vy   เปน )i(
,vz   โดยสมการ 

   



 




ˆ

ˆy
z

)i(
,v)i(

,v  เม่ือ i=1,2,3,4 
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  ตัวอยางคา )i(

,vz   ของทะเลสาบ Ontario ท่ีคํานวณได 
)1(

1,1z  0.011 
)1(

2,1z  1.011 
. . 
)1(

12,69z  -0.658 
 
 ขั้นท่ี 2c แปลงคา )i(

,vz   เปน )i(
tz เม่ือ t=(v-1)12+ แลวคํานวณหา )z(r )i(

k เม่ือ k=1,2,…,40 และ 
i=1,2,3,4 โดยใชสมการ [2.5b] ซ่ึงเม่ือนํา )z(r )i(

k ไปพลอตกราฟไดกราฟดังรูปท่ี 7.7  
 

 

 

รูปท่ี 7.7 Historical Correlogram ของ )i(
tz , AR(1) และ AR(2) Model Correlogram และ Correlogram ของ 

Residuals ของ AR(1) และ AR(2) 
 
 Correlogram ของทะเลสาบ Ontario และ Erie แสดง Short Term Dependence ขณะท่ี Correlogram 
ของทะเลสาบ Superior และ Michigan-Huron แสดง Longer Term Dependence จึงเสนอวาควรใชแบบจําลอง 
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รูปท่ี 7.8  Probability Density Function of Log-Normal 3 Parameters กบั Empirical Density ของ Residuals 
 

 

รูปท่ี 7.9  Empirical Density ของ Residuals ของ 4 ทะเลสาบเปรียบเทียบกับ Probability Density Function of 
Log-Normal 3 Parameters ซ่ึงคํานวณโดยใชคาพารามิเตอรเฉล่ียของ 4 ทะเลสาบ 
 
 การแปลงคา Residuals ของ 4 ทะเลสาบ ท่ีเปน Log-Normal  3 พารามิเตอร ใหเปน Normal โดยใช
คาพารามิเตอรเฉล่ียของทะเลสาบท้ัง 4 จากตารางท่ี 7.7 โดยสมการ 
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 ขั้นท่ี 3 การทดสอบความเหมาะสม (Goodness of Fit) ของแบบจําลอง 
 โดยท่ัวไป การทดสอบความเหมาะสมของแบบจําลองหลายตัวแปรคือการตรวจสอบวา Residual 
Series  )i(t  ตองเปนอิสระท้ังดานเวลาและพ้ืนท่ี (Independence in Time and in Space)  และ Residual Series 
ตองมีการแจกแจงแบบปกติ แตสําหรับตัวอยางนี้ไดระบุไวในหวัขอ 7.12(1) วาจะจําลองอนุกรมเวลาท่ีไมไดมี
การแจกแจงปกติ ดังนัน้การทดสอบความเหมาะสมจึงพจิารณาเฉพาะความเปนอิสระเทานัน้  Correlogram 
ของ )i(

t  ในรูปท่ี 7.7 สามารถสรุปไดวา Residual Series  )i(t  เปนอิสระดานเวลา แตยังไมไดทดสอบความ
เปนอิสระดานพื้นท่ี และจะใชการทดสอบคาสถิติของอนุกรมเวลาสังเคราะหเปรียบเทียบกับคาสถิติอนุกรม
เวลาตัวอยางท่ีเรียกวา Optional Test แทน ดังแสดงในข้ันท่ี 4 
  
 ขั้นท่ี 4 การทดสอบคุณสมบัติทางสถิติของอนุกรมเวลาสังเคราะห (Optional Test) 
 แบบจําลองหลายตัวแปรของอนุกรมเวลารายเดือนของ NBS ของ Great Lake คือ 
 
 )i(

,v

)i()i()i(

,v zˆˆy    
 
  คา )i(ˆ  และ )i(ˆ  แสดงอยูในตารางท่ี 7.5 และ 

 
 และจากสมการ [7.56] จะได 

 
และจากสมการ [7.58] จะได 
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เม่ือ )i(

t คือ Independent Normal Random Variables ซ่ึงมี Mean=0 และ Variance=1 และ i=1,2,3,4 
 
ใชแบบจําลองหลายตัวแปรนี้ สังเคราะหอนุกรมเวลารายเดือนของ NBS ของ 4 ทะเลสาบ จํานวน 20 

ชุด แตละชุดมีความยาว 50 ป  นํามาคํานวณหาคาเฉล่ีย คาสวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน และคาสัมประสิทธ์ิ
ความเบ ดังแสดงในตารางท่ี 7.10 (Lake Erie)  และ 7.11 (Lake Superior)  

ผลการเปรียบเทียบคาสถิติจากอนุกรมเวลาตัวอยางและอนุกรมเวลาสังเคราะห พบวาคาเฉล่ียและคา
สวนเบ่ียงเบนมาตรฐานของอนุกรมเวลาสังเคราะหของทะเลสาบ Erie และ Superior มีคุณสมบัติคลายคลึงกับ
คาของอนุกรมเวลาตัวอยาง และทะเลสาบ Superior มีคาสัมประสิทธ์ิความเบคลายคลึงกัน แตทะเลสาบ Erie มี
คาสัมประสิทธ์ิของอนุกรมเวลาสังเคราะหตํ่ากวาคาสัมประสิทธ์ิของอนุกรมเวลาตวัอยาง จึงควรปรับ
แบบจําลองเพ่ือแกปญหานีต้อไป 
ตารางท่ี 7.10 คุณสมบัติทางสถิติของอนุกรมเวลารายเดือนตัวอยางและอนุกรมเวลารายเดือนท่ีสังเคราะห 20 
ชุด ของ NBS ของทะเลสาบ Erie 
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ตารางท่ี 7.11 คุณสมบัติทางสถิติของอนุกรมเวลารายเดือนตัวอยางและอนุกรมเวลารายเดือนท่ีสังเคราะห 20 
ชุด ของ NBS ของทะเลสาบ Superior 

 
 
ตัวอยาง Lag Zero Cross Correlation Matrix (M0) ของอนุกรมเวลาท่ีสังเคราะห 1 ชุด คือ 

 
 
ซ่ึงมีคุณสมบัติใกลเคียงกับ oM̂ ของอนุกรมเวลาตัวอยางในตารางท่ี 7.8 
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ขั้นท่ี 5 Reliability ของแบบจําลอง 
คํานวณหาคาพารามิเตอรจากอนุกรมเวลาสังเคราะหแตละชุด (อนุกรมเวลาท่ีสังเคราะหข้ึนท้ังหมด 20 

ชุด) และวิเคราะหหาการแจกแจงความนาจะเปนของคาพารามิเตอร ซ่ึงสามารถนํามาคํานวณหาชวงความ
เช่ือม่ันของคาพารามิเตอรตอไป 
 
7.13 ขอจํากัดของการจําลองแบบหลายตวัแปรกับอนุกรมเวลาแบบ Periodic 
  

(1) แบบจําลองแบบหลายตัวแปรกับอนุกรมเวลา Periodic ตองรักษา Dependence Structure ท้ัง
ทางดานเวลาและพ้ืนท่ี จึงทําใหมีพารามิเตอรมากและซับซอน ทางเลือกท่ีนิยมใชคือการจําลอง
ดวยแบบจําลองแบบแยกสวน (Disaggregation Model) ซ่ึงจะไดกลาวถึงในบทท่ี 8  

(2) แบบจําลอง AR เปนแบบจําลองแบบ Short Term Memory และแบบจําลองหลายตัวแปร
โดยท่ัวไปนิยมใช AR(1) และ AR(2) เทานั้น เนื่องจากความยุงยากในการประมาณพารามิเตอร
สําหรับแบบจาํลองหลายตัวแปรท่ีมีลําดับสูงๆ 

(3) แบบจําลอง ARMA มีขอดีคือสามารถรักษาท้ัง Time และ Space Dependence แตการใช
แบบจําลองหลายตัวแปรแบบ ARMA ยังมีปญหาในการประมาณคาพารามิเตอร ดังนั้นปกติจึง
นิยมใชทางเลือกในการจําลองโดยรักษา Time Dependence กอน แลวจึงหาวิธีรักษา Space 
Dependence ทีหลัง แตมีขอจํากัดรักษา Space Dependence ในทางปฏิบัติซ่ึงใชเฉพาะ Mo เทานั้น 

  
7.14 การประยุกตแบบหลายตัวแปรกับอนุกรมเวลาแบบ Periodic 
 
 แบบจําลองหลายตัวแปรแบบ Periodic มักใชในการสังเคราะหขอมูลรายเดือนของระบบแหลงน้ําท่ีมี
หลายอางเก็บน้ํา  อาจใชในการสังเคราะหปริมาณนํ้าทารายเดือน หรือฝนรายเดือนแลวแปลงเปนน้ําทาโดยใช
แบบจําลอง ฝน-น้ําทา ก็ได หรืออาจใชในการสังเคราะหท้ังฝนและน้าํทาพรอมๆ กันก็ได เชนกรณีโครงการ
ชลประทาน Majes-Siguas ใช Multivariate AR(1) ในการสังเคราะหปริมาณนํ้าทารายเดือน  กรณีท่ีแบจาํลอง
หลายตัวแปรแบบ Periodic ไมสามารถจําลองคุณสมบัติรายปได อาจตองใชแบบจําลองแยกสวน 
(Disaggregation Model) ในบทท่ี 8 แทน 
 
7.15 เอกสารอางอิง 
 
Salas, J., J.W.Delleur, V.Yevjevich and W.L.Lane. 1980. Applied Modelling of Hydrologic Time Series. 

Water Resources Publications, USA. 484p. 
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บทท่ี 8  
การจําลองอนุกรมเวลาดวยแบบจําลองแบบแยกสวน 

DISAGGREGATION MODELING 
 

8.1 คํานํา 

 
แบบจําลองแยกสวนคือแบบจําลองท่ีพัฒนาข้ึนมาเพื่อแกปญหา Parsimony ของพารามิเตอรของ

แบบจําลองหลายตัวแปร (Multivariate) กรณีนําไปใชในการสังเคราะหอนกุรมเวลาแบบ Periodic ซ่ึงมี
จํานวนสถานีมาก แบบจําลองแยกสวนยงัชวยใหสามารถรักษาคุณสมบัติทางสถิติมากกวา 1 ระดับ เชน
สามารถรักษาคุณสมบัติทางสถิติของอนุกรมเวลารายป และรายฤดูกาล แบบจําลองแยกสวนพัฒนาจาก
สมมติฐานวาตัวแปรมีสหสัมพันธเชิงเสน  

Harms และ Campbel (1967) เปนคนแรกท่ีเสนอแนวคิดในการทําแบบจําลองแยกสวน โดยพัฒนาตอ
จากแบบจําลองของ Thomas และ Fiering(1962) แบบจําลองแยกสวนท่ีถูกพฒันาและเปนท่ียอมรับกัน
โดยท่ัวไปเปนคร้ังแรกคือแบบจําลองของ Valencia และ Schaake(1973) ซ่ึงถือเปนจุดเร่ิมตนท่ีมีการใช
แบบจําลองแยกสวนอยางจริงจังในการสังเคราะหอนุกรมเวลาทางอุทกวิทยา และ Lane(1979) เปนคนแรกท่ี
พยายามพัฒนาคอมพิวเตอรโปรแกรมเพื่อชวยในการสรางแบบจําลองทางสโตแคสติกแบบแยกสวน  

แบบจําลองแยกสวนสามารถแบงออกเปน 2 ลักษณะคือ (1) การแยกสวนตามเวลา (Temporal 
Disaggregation) เพื่อแยกอนกุรมเวลารายปเปนรายฤดูกาล (Annual to Seasonal Disaggregation) และ (2) การ
แยกสวนตามพื้นท่ี (Spatial Disaggregation) เพื่อแยกอนุกรมเวลารายปของสถานีหลักเปนอนุกรมเวลารายป
ของสถานียอย (Key to Sub-station Disaggregation) ในบทนีจ้ะกลาวถึงแบบจําลองแยกสวน 3 แบบ คือ
แบบจําลองแบบพ้ืนฐาน (Basic Model) แบบจําลองแบบขยาย (Extended Model) และแบบจําลองแบบยอ
(Condensed Model) 

 
8.2 แบบจําลองแยกสวนท่ัวไป (General Disaggregation Models) 

 
แบบจําลองแยกสวนท่ัวไปจะอยูในรูปของแบบจําลองเชิงเสน หรือ Linear Dependence Model ดังนี ้
 

 BAXY          [8.1] 
เม่ือ   Y=Column Vector ของคาปจจุบันของอนกุรมเวลาซ่ึงสัมพันธกับคาปจจุบันของอนกุรม 
        เวลา X หรือ Dependent Series 
  X=Column Vector ของคาปจจุบันของอนกุรมเวลาหลักหรืออนุกรมเวลาแบบอิสระตามเวลา  
                    (Key หรือ Time Independent Series) 
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  = Column Vector ของคาปจจุบันของ Completely Random Series หรือ Stochastic Term 
 A, B=เมทริกซของพารามิเตอรของแบบจําลองแยกสวน 

 
คุณสมบัติเบ้ืองตนของ X และ Y คือ 
   0XE   
   0YE   
 
ถาตองการจําลองแยกสวนเพื่อแยกคาอนกุรมเวลารายปของ 2 สถานีออกเปนอนกุรมเวลารายเดือน 

เมทริกซของเวกเตอรในสมการ [8.1] จะมีขนาดดังนี ้
  Y=Column Vector ของคาปจจุบันของอนกุรมเวลารายเดือน ซ่ึงเมทริกซมีขนาด (24x1)  

X=Column Vector ของคาปจจุบันของอนกุรมเวลารายป ซ่ึงเมทริกซมีขนาด (2x1)  
= Column Vector ของคาปจจุบันของ Completely Random Series หรือ Stochastic term  
 ซ่ึงเมทริกซมีขนาด (24x1) 
A=เมทริกซของพารามิเตอร A ซ่ึงเมทริกซมีขนาด (24x2) 
B=เมทริกซของพารามิเตอร B ซ่ึงเมทริกซมีขนาด (24x24) 

 
กรณีท่ีจํานวนสถานีเทา n จะสามารถเขียนแบบจําลองแยกสวนแบบเต็มรูปได ดังรูปท่ี 8.1 
 

 
รูปท่ี 8.1 Full Form of Basic Disaggregation Model 
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ถาคาเฉล่ียของ X และY ไมเทากับศูนย แบบจําลองในสมการ [8.1] จะตองมีพารามิเตอรเมทริกซ C 

เพิ่มดังสมการ 
CBAXY          [8.2] 

เม่ือ C=พารามิเตอรเมทริกซ ซ่ึงเปน Column Vector ขนาดเทากับเมทริกซ Y 
 
8.3 แบบจําลองแยกสวนตามเวลาแบบ Single Site (Single Site Temporal Disaggregation Model) 

 
การจําลองแยกสวนตามเวลาแบบ Single Site คือแบบจาํลองซ่ึงแยกอนุกรมเวลารายปของ 1 สถานี 

เปนอนุกรมเวลารายฤดูกาลเชนรายเดือน มีรูปแบบท่ีสําคัญ 3 แบบคือ 
 

(1) แบบจําลองพืน้ฐาน (Basic Model) (Valencia and Schaake, 1973) 
 BAXY         [8.3] 

(2) แบบจําลองแบบขยาย (Extended Model) (Mejia and Rousselle, 1976) 
CZBAXY          [8.4] 

เม่ือ  Y=Column Vector ของคารายเดือนของปปจจุบัน ซ่ึงมีขนาด (12x1) 
 X=คาปจจุบันของอนุกรมเวลารายป (1x1) 
 Z= Column Vector ของคารายเดือนจํานวน w’ เดือนของปกอนหนานัน้ ซ่ึงมีขนาด (w’x1) 

= Column Vector ของคาปจจุบันของ Completely Random Series หรือ Stochastic Term  
ซ่ึงเมทริกซมีขนาด (12x1) 

A=พารามิเตอรเมทริกซ ซ่ึงมีขนาด (12x1) 
B=พารามิเตอรเมทริกซ ซ่ึงมีขนาด (12x12) 
C=พารามิเตอรเมทริกซ ซ่ึงมีขนาด (12xw’) 
 

กรณีท่ีจํานวนสถานีเทากับ n และ w’ เทากบั 12 จะสามารถเขียนแบบจาํลองแยกสวนแบบขยายเต็ม
รูปได ดังรูปท่ี 8.2 
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รูปท่ี 8.2 Full Form of Extended Disaggregation Model: Y=AX+B+CZ 

 
(3) แบบจําลองแบบยอ (Condensed Model) (Lane, 1979) ใชจําลองท่ีละ 1 Period เชน 1 เดือน 

1YCBXAY          [8.5] 
เม่ือ  =เดือนปจจบัุน เม่ือ =1 ถีง 12 (w=12) 

Y=คาน้ําทาของเดือนปจจบัุน  
 X=คาน้ําทาของปปจจุบัน 
 Y = คาน้ําทาของเดือนกอนหนานัน้ -1 

= Column Vector ของคาปจจุบันของ Completely Random Series หรือ Stochastic Term  
A,B,C=คาพารามิเตอรของเดือน  

 
8.4 แบบจําลองแยกสวนตามเวลาแบบ Multisite (Multisite Temporal Disaggregation Model) 
 
 แบบจําลองแยกสวนตามเวลาแบบ Multisite คือแบบจําลองซ่ึงแยกสวนอนุกรมเวลารายปเปนราย
ฤดูกาล สําหรบกรณีท่ีมีอนกุรมเวลามากกวา 1 ชุด หรือเปนแบบ Multisite แทนท่ีจะเปนแบบ Single Site 
ตามท่ีกลาวถึงในหวัขอ 8.2 รูปแบบของแบบจําลองจะคลายกับแบบ Single Site เชน แบบพื้นฐาน (Basic) 
แบบขยาย (Extended) และแบบยอ (Condensed) แตเมทริกซมีขนาดใหญกวาตามขนาดของ Multisite  
 ในหวัขอนี้จะกลาวถึง แบบจําลองแยกสวนแบบขยายสําหรับกรณี Multisite Temporal 
 

CZBAXY          [8.6] 
เม่ือ  Y=Column Vector ของคาปจจุบันของอนกุรมเวลารายเดือน ซ่ึงมีขนาด (nwx1) 
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 X=Column Vector ของคาปจจุบันของอนกุรมเวลารายป ซ่ึงมีขนาด (nx1) 
 Z= Column Vector ของคาปกอนหนานั้นของอนุกรมเวลารายเดือน ซ่ึงมีขนาด (nw’x1) 

= Column Vector ของคาปจจุบันของ Completely Random Series หรือ Stochastic Term  
ซ่ึงมีขนาด (nwx1) 

A=พารามิเตอรเมทริกซ ซ่ึงมีขนาด (nwxn) 
B=พารามิเตอรเมทริกซ ซ่ึงมีขนาด (nwxnw) 
C=พารามิเตอรเมทริกซ ซ่ึงมีขนาด (nwxnw’) 
n=จํานวน Sites ท่ีพิจารณา 
w=จํานวนฤดกูาลใน 1 ป 

 
8.5 แบบจําลองแยกสวนตามพื้นท่ี (Spatial Disaggregation Model) 

 
แบบจําลองแยกสวนตามพืน้ท่ี คือแบบจําลองท่ีใชแยกอนุกรมเวลารายปของสถานีหลัก (Key 

Stations) เปนอนุกรมเวลารายปของสถานียอย (Substation) ซ่ึงจํานวนสถานีหลักอาจมากกวา 1 สถานีก็ได 
และสถานียอยคือสถานีท่ีมีสหสัมพันธเชิงเสนกับสถานีหลัก 

รูปแบบของแบบจําลองแยกสวนตามพื้นท่ี จะมีรูปแบบคลายกับแบบจําลองแยกสวนตามเวลา เชน 
แบบพื้นฐาน (Basic) แบบขยาย (Extended) และแบบยอ (Condensed)  

Lane(1979) เสนอแนะแบบจําลองแยกสวนตามพื้นท่ี โดยใชแบบจําลองแบบขยายของ Mejia and 
Roussele ดังนี ้

 

CZBAXY          [8.7] 
เม่ือ  Y=Column Vector ของคารายปของสถานียอยของปปจจบัุน ซ่ึงมีขนาด (nx1) 
 X=Column Vector ของคารายปของสถานีหลักของปปจจุบัน ซ่ึงมีขนาด (mx1) 
 Z= Column Vector ของคารายปของสถานียอยของปกอนหนานั้น ซ่ึงมีขนาด (nx1) 

= Column Vector ของคาปจจุบันของ Completely Random Series หรือ Stochastic Term  
      ซ่ึงมีขนาด (nx1) 

A=พารามิเตอรเมทริกซ ซ่ึงมีขนาด (nxm) 
B=พารามิเตอรเมทริกซ ซ่ึงมีขนาด (nxn) 
C=พารามิเตอรเมทริกซ ซ่ึงมีขนาด (nxn) 
n=จํานวน Sites ท่ีพิจารณา 
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8.6 แบบจําลองแยกสวนตามพื้นท่ีและตามเวลา (Spatial and Temporal Disaggregation Model) 
 
 บางกรณีอาจตองทําการจําลองโดยการจําลองแยกสวนตามพ้ืนท่ีผสมกับการจําลองแยกสวนตามเวลา 
เชน ถาตองการสังเคราะหอนุกรมเวลารายเดือนของน้ําทาท่ีไหลเขาระบบอางเก็บน้ํา ซ่ึงกรณีนี้อาจทําไดโดย
ใชแบบจําลองหลายตัวแปรกบัอนุกรมเวลารายเดือนโดยตรง แตจํานวนพารามิเตอรจะมาก และอาจมีปญหา 
Parsimony ของพารามิเตอรได  ทางเลือกคือการใชแบบจาํลองแยกสวนตามพ้ืนท่ีและตามเวลา 
 เชน ถาตองการสังเคราะหอนุกรมเวลารายเดือนของน้ําทาท่ีไหลเขาระบบอางเก็บน้ํา ซ่ึงมีจํานวน n+1 
อางเก็บน้ํา กําหนดให 1 อางเปนสถานีหลัก และอีก n อางเก็บน้ําเปนสถานียอย การจําลองจะสามารถทําได
หลายแบบ ดังนี้ 
 แบบท่ี 1-Multivariate Periodic Time Series Model 

แบบท่ี 2-AR/ARMA+Spatial+Temporal Disaggregation Model   
ข้ันท่ี 1-จําลองเพ่ือสังเคราะหปริมาณนํ้าทารายปของสถานีหลัก (Key Station)โดยใชแบบจําลอง 
AR หรือ ARMA 
ข้ันท่ี 2-จําลองแบบแยกสวนตามพ้ืนท่ี เพื่อสังเคราะหปริมาณนํ้าทารายปของ  n สถานียอย  
            จากปริมาณนํ้าทารายปของสถานีหลัก  
ข้ันท่ี 3-จําลองแบบแยกสวนตามเวลา เพื่อสังเคราะหปริมาณนํ้าทารายเดือนของ  n+1 อางเก็บน้ํา 
            จากปริมาณนํ้าทารายปของ  n+1 อางเก็บน้ํา 

แบบท่ี 3-Multivariate Annual Time Series Model+Temporal Disaggregation Model 
 ข้ันท่ี 1-ใช Multivariate Annual Time Series เพื่อสังเคราะหปริมาณนํ้าทารายป 

       ของ  n+1 อางเก็บน้ํา  
ข้ันท่ี 2-จําลองแบบแยกสวนตามเวลา เพื่อสังเคราะหปริมาณนํ้าทารายเดือนของ  n+1 อางเก็บน้ํา 
            จากปริมาณนํ้าทารายปของ  n+1 อางเก็บน้ํา 

 
8.7 การประมาณคาพารามิเตอรของแบบจําลอง 
 
 8.7.1 การประมาณคาพารามิเตอรของแบบจําลองแยกสวนตามเวลาพ้ืนฐาน (Basic Model) 

แบบจําลองแยกสวนแบบพืน้ฐาน (Basic Model) 

 BAXY  
(nwx1)=(nwxn)(nx1)+(nwxnw)(nwx1) ……..ขนาดเมทริกซ 
E(Y)=0 และ E(X)=0 
สมการสําหรับคํานวณหาคาพารามิเตอรของแบบจําลองแยกสวนตามเวลาพื้นฐาน คือ 

1
XXYX SSÂ           [8.8] 

XY
1

XXYXYY
T SSSSB̂B̂  = XYYY SÂS       [8.9] 
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เม่ือ  SXX=E(XXT)=Variance-Covariance Matrix of X 
 SYY=E(YYT)=Variance-Covariance Matrix of Y  

SYX=E(YXT)=Covariance Matrix of Y and X 
SXY=E(XYT)=Covariance Matrix of X and Y 

 

การ Derive หาพารามิเตอรของแบบจําลองแยกสวนตามเวลาพ้ืนฐาน (Basic Model) 

 BAXY
 

)TXX(AETXBTAXXETYXE 




 





  

ให 
1N

T
vXvYN

1v
YXSTYXE










  

 T
vXvX

N

1v1N

1
XXSTXXE 








  

 XXYX SÂS   

 1
XXYX SSÂ   

   TYBAXETYYE 




  

     TBAXBETAXYE 




  

   




 





 TBTBTATXBETXYAE  

   




 





 TBTBETXYAE  

             
    

T
YXYY B̂B̂SÂS   

       XYSÂYYSTB̂B̂   

 
8.7.2 ขั้นตอนการคํานวณหาคาพารามิเตอร (Calculation Procedure) 
ในหวัขอนี้จะแสดงข้ันตอนการคํานวณหาคาพารามิเตอรของแบบจําลองแยกสวนตามเวลาพื้นฐาน 

โดยกําหนดให  
i=1,..,n  เม่ือจํานวนสถานี n=2  
=1,.., เม่ือจาํนวนฤดกูาล (No. of Periods)ในหน่ึงป  = 3  
v=1,…,N เม่ือ N คือจํานวนปของอนุกรมเวลา 
x(i,v) =ปริมาณน้ําทารายปในปท่ี v ของสถานี i 
y(i,v,) = ปริมาณนํ้าทารายเดือนในเดือน  ปท่ี v ของสถานี i  
Sxx=E(XXT)=Variance-Covariance Matrix of X 



 8-8

XXS
 
      v,2x,v,1x

v,2x

v,1x

1N

1 N

1v
 













  

 

 XXS
     

      















 

 




v,2xv,1xv,2x

v,2xv,1xv,1x

)1N(

1

2

2

   [8.10] 

 

ในทํานองเดียวกันจะสามารถคํานวณหา SYY, SXY หรือ SYX ไดดังนี ้
 
 
 
 
 
 

            3,v,2y,2,v,2y,1,v,2y,3,v,1y,2,v,1y,1,v,1y

3,v,2y

2,v,2y

1,v,2y

3,v,1y

2,v,1y

1,v,1y

1N

1
S

N

1v
YY 































 

           [8.11] 
 
 
 
 
 
 

    v,2x,v,1x

3,v,2y

2,v,2y

1,v,2y

3,v,1y

2,v,1y

1,v,1y

1N

1
S

N

1v
YX 































    [8.12] 

T
YXXY SS           [8.13] 

 

i=1 i=2 i=1 i=2 

=1 =2 =3 =1 =2 =3   
v y(1,v,1) y(1,v,2) y(1,v,3) y(2,v,1) y(2,v,2) y(2,v,3) x(1,v) x(2,v) 

1 x x x y y y  


,1,1y   


,1,2y  

2 x x x y y y  


,2,1y   


,2,2y  

. . . . . . . . . 

N x x x y y y  


,N,1y   


,N,2y  

Mean 0 0 0 0 0 0 0 0 
Var 1 1 1 1 1 1 Var(x(1)) Var(x(2)) 
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คา SXX, SYY และ SXY คือคา Variance-Covariance ของ X และ Y ซ่ึงสามารถคํานวณไดโดยใช
ฟงคช่ันใน Excel ซ่ึงทําได ดงันี้ 

จากเมนูบารเลือก DATA+DATA ANALYSIS + COVARIANCE แตตองจําไววาคา Variance-
Covariance ท่ีหาไดโดยวิธีนี ้คือ Biased Variance-Covariance ตองปรับแกโดยการคูณคาท่ีคํานวณไดโดย 
(N/N-1) หรือใช Function {=SUMPRODUCT(A,B)/(N-1)} ดังตัวอยางในตารางท่ี 8.1 

 
ตารางท่ี 8.1 ตัวอยางการคํานวณ Variance-Covariance Matrix ดวยโมดูล COVAIANCE ใน DATA 
ANALYSIS และฟงคช่ัน SUMPRODUCT 

v y(1,V,1) y(1,V,2) y(1,V,3) y(2,V,1) y(2,V,2) y(2,V,3) x(1,V) x(2,v)
1 -13.3 -11.7 0.8 -4.7 1.4 5.4 -24.2 2.1 
2 -11.3 -7.7 2.8 -1.7 -2.6 -4.6 -16.2 -8.9 
3 -10.3 -5.7 3.8 1.3 -0.6 -3.6 -12.2 -2.9 
4 -16.3 -2.7 -4.2 20.3 0.4 -2.6 -23.2 18.1 
5 -14.3 -13.7 -3.2 1.3 1.4 -1.6 -31.2 1.1 
6 -13.3 -11.7 -2.2 12.3 -2.6 -0.6 -27.2 9.1 
7 69.7 6.3 -1.2 -6.7 -1.6 0.4 74.8 -7.9 
8 -16.3 10.3 -0.2 -5.7 -0.6 1.4 -6.2 -4.9 
9 36.7 28.3 0.8 -7.7 2.4 2.4 65.8 -2.9 

10 -11.3 8.3 2.8 -8.7 2.4 3.4 -0.2 -2.9 
Mean 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

Use function SUMPRODUCT(A,B)/N-1 

Syy 
  
  
  
  
  

850.68 212.54 -2.29 -111.46 -1.76 16.13 1060.93 -97.08 

Syx 
  
  
 
  

212.54 175.12 7.18 -60.77 9.87 15.76 394.84 -35.14 
-2.29 7.18 7.29 -15.71 0.20 0.64 12.18 -14.87 

-111.46 -60.77 -15.71 89.34 -5.58 -15.91 -187.93 67.86 
-1.76 9.87 0.20 -5.58 3.60 3.60 8.31 1.62 
16.13 15.76 0.64 -15.91 3.60 10.27 32.53 -2.04 

Sxy 
  

1060.93 394.84 12.18 -187.93 8.31 32.53 1467.96 -147.09 Sxx 
  -97.08 -35.14 -14.87 67.86 1.62 -2.04 -147.09 67.43 

Use COVARIANCE ใน DATA ANALYSIS จะได Biased Covariance ตองปรับแกดวย (N/N-1) 
  y(1,V,1) y(1,V,2) y(1,V,3) y(2,V,1) y(2,V,2) y(2,V,3) x(1,V) x(2,v) 

y(1,V,1) 765.61 
y(1,V,2) 191.29 157.61 
y(1,V,3) -2.06 6.46 6.56 
y(2,V,1) -100.31 -54.69 -14.14 80.41 
y(2,V,2) -1.58 8.88 0.18 -5.02 3.24 
y(2,V,3) 14.52 14.18 0.58 -14.32 3.24 9.24 
x(1,V) 954.84 355.36 10.96 -169.14 7.48 29.28 1321.16   
x(2,v) -87.37 -31.63 -13.38 61.07 1.46 -1.84 -132.38 60.69 

Syy 850.68               
  212.54 175.12       
  -2.29 7.18 7.29       
  -111.46 -60.77 -15.71 89.34       
  -1.76 9.87 0.20 -5.58 3.60       
  16.13 15.76 0.64 -15.91 3.60 10.27     

Sxy 1060.93 394.84 12.18 -187.93 8.31 32.53 1467.96   Sxx
  -97.08 -35.14 -14.87 67.86 1.62 -2.04 -147.09 67.43   
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ขนาดของ Variance-Covariance Matrices ของ X และ Y  และพารามิเตอรเมทริกซคือ 

nnSXX   

 nnSYY  

nnSYX   

 nnSXY  

nnS
1

XX 


 

1
XXYX SSÂ   

         nnnn    nn   

    nnnnSÂ XY    nn  

XYYY
T SÂSB̂B̂   

               nnnn    nn  
 
แบบจําลองแยกสวนพืน้ฐานแบบเต็มรูป 

  BAXY  
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 

























































































































3,v,2

2,v,2

1,v,2

3,v,1

2,v,1

1,v,1

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

v,2x

v,1x

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

3,v,2y

2,v,2y

1,v,2y

3,v,1y

2,v,1y

1,v,1y

66

56

46

36

26

16

65

55

45

35

25

15

64

54

44

34

24

14

63

53

43

33

23

13

62

52

42

32

22

12

61

51

41

31

21

11

62

52

42

32

22

12

61

51

41

31

21

11

 

  
8.7.3 การประมาณคาพารามิเตอรของแบบจําลองแยกสวนตามเวลาแบบขยาย (Extended Model) 
แบบจําลองแยกสวนแบบขยาย (Extended Model) (Mejia and Rousselle, 1976) 

CZBAXY   
(nwx1)= (nwxn)(nx1)+(nwxn)(nx1)+(nwxn)(nx1)……..ขนาดเมทริกซ 
E(Y)=0 
E(X)=0 
E(Z)=0 
สมการสําหรับคํานวณหาคาพารามิเตอรของแบบจําลองแยกสวนแบบขยาย คือ 

    1

ZX
1

ZZXZXXZX
1

ZZYZYX SSSSSSSSÂ
      [8.14] 
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  1
ZZZXYZ SSÂSĈ         [8.15] 

T
ZZ

T
ZX

T
XZ

T
XXYY

T ĈSĈÂSĈĈSÂÂSÂSB̂B̂    [8.16] 

ZYXYYY
T SĈSÂSB̂B̂        [8.17] 

การ Derive หาพารามิเตอรของแบบจําลองแยกสวนตามเวลาแบบขยาย (Extended Model) 

CZBAXY   

    TT CZBAXXEXYE   

                   TTTTTT CXZBXAXXE   

    T
XZ

T
XXYX ĈSÂSS   

    TT CZBAXZEZYE   

              TTTTTT CZZBεZAZXE   

   T
ZZ

T
ZXZY ĈSÂSS   

      TT ZCZBAXEYZE    

   TTT
T CZZZBAXZE)YZ(E   

          ZZXZYZ SĈSÂS      

              1
ZZZXYZ SSÂSĈ    

    TTTT CZXXBAXXEYXE   

         ZXXXYX SĈSÂS     

                     ZX
1

ZZXZYZXX SSSÂSSÂ   

         ZX
1

ZZXZZX
1

ZZYZXX SSSÂSSSSÂ    

          
    

    1

ZX
1

ZZXZXXZX
1

ZZYZYX SSSSSSSSÂ


   

     TT YCZBAXEYYE        

         TTT CZYYBAXYE   

          TTT CZYCZBAXBAXYE   

            ZY
T

XYYY SĈB̂B̂SÂS   

       ZYXYYY
T SĈSÂSB̂B̂   
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8.7.4 การประมาณคาพารามิเตอรของแบบจําลองแยกสวนตามเวลาแบบยอ (Condensed Model) 

(Lane, 1979) 
 1YCBXAY    

 (nx1)= (nxn) (nx1)+(nxn) (nx1)+(nxn) (nx1) ……..ขนาดเมทริกซ 

         
 ,1S1,1S1,S,SÂ YX

1
YYYYYX  

                   1

YX
1

YYXYXX ,1S1,1S1,S,S


     [8.18] 

     1,SÂ1,SĈ XYYY    1,1S 1
YY     [8.19] 

        ,1SĈ,SÂ,SB̂B̂ YYXYYY
T     [8.20] 

 

 การ Derive หาพารามิเตอรของแบบจําลองแยกสวนตามเวลาแบบยอ (Condensed Model) 

 1YCBXAY    

    T
11

T
1

T
1

T
1 YYCYBXYAEYYE    

      1,1SĈ1,SÂ1,S YYXYYY    

 
      1,1S1,SÂ1,SĈ 1

YYXYYY  
  

         T
1

T
T

TT XYCXBXXAEXYE    

             ,1SC,SÂ,S YXXXYX  

                    
 ,1S1,1S1,S,SÂ YX

1
YYYYXX  

                       
 ,1S1,1S1,SÂ YX

1
YYXY  

          
 ,1S1,1S1,S,SÂ YX

1
YYYYYX  

                                   1

YX
1

YYXYXX ,1S1,1S1,S,S
   

     T
1

T YYCBXAEYYE    

 
     





    ,1SĈCYBAXEB̂,SÂ,S YY

TT
1

TTTT
XYYY  

                          ,1SĈB̂B̂,SÂ YY
T

XY  

                 ,1SĈ,SÂ,SB̂B̂ YYXYYY
T  
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 8.7.5 การประมาณคาพารามิเตอรของแบบจําลองแยกสวนตามพ้ืนท่ีแบบขยายกับกรณี Multisite  

CZBAXY            

กรณีท่ีมีสถานีหลัก(Key Station) m สถานี และสถานียอย n สถานี 

(nx1)= (nxm) (mx1)+(nxn) (nx1)+(nxn) (nx1) ……..ขนาดเมทริกซ  

  พารามิเตอรของแบบจําลองนี้จะคลายกับแบบจําลองแยกสวนตามเวลาแบบขยายคือ  
 T

XZ
1

YYYZYX SSSSÂ    1T
XZ

1
YYXZXX SSSS

  

  1
YYXZYZ SSÂSĈ   

T
YZXYYY

T SĈSÂSB̂B̂   

 
เนื่องจาก Z คือ Y ของปกอนหนานั้น หรือ Z=Y(1) จะสามารถเขียนสมการพารามิเตอรใหมได ดงันี้ 
 

    1SS1SSÂ T
XY

1
YYYYYX
      1T

XY
1

YYXYXX 1SS1SS
    [8.21] 

     1
YYXYYY S1SÂ1SĈ         [8.22] 

 1SĈSÂSB̂B̂ T
YYXYYY

T        [8.23] 
 
8.7.6  วิธีการคํานวณคา Variance-Covariance Matrixes สําหรับแบบจําลองแยกสวนตามเวลาแบบ

ยอ (Condensed Model) 
 
การคํานวณคาพารามิเตอรของแบบจําลองแยกสวนตามเวลาแบบยอในสมการ 8.18-8.20 จะเกี่ยวของ

กับการประมาณคา Variance-Covariance Matrices ของ SYY(,), SYX(,), SXX(,), SYY(,-1),    
SYX(-1,) เม่ือ  คือ ฤดูกาล เชน เดือน  

ตามหลักโมเมนต  
SYY(-1,-1) =  SYY(,) ของเดือนกอนหนานัน้ และ 

),1(S)1,(S T
YXXY       

 
กรณี n=2 

 
 

 
   




















 

 

 2
,v

1
,v

N

1V 2
,v

1
,v

YY yy
y

y

1N

1
,S     [8.24]  
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 
 

 
   





















 

 2
v

1
v

N

1V 2
,v

1
,v

YX xx
y

y

1N

1
,S     [8.25] 

 

 
 

 
   























2
v

1
v

N

1V 2
v

1
v

XX xx
x

x

1N

1
,S     [8.26] 

 

 
 

 
   



















 

 

 2
1,v

1
1,v

N

1V 2
,v

1
,v

YY yy
y

y

1N

1
1,S    [8.27] 

 

 
 

 
   





















 

 2
v

1
v

N

1V 2
1,v

1
1,v

YX xx
y

y

1N

1
,1S    [8.28] 

 
 ,SXX มีคาเหมือนกนัทุกเดือน เนือ่งจาก X คือคาของอนุกรมเวลารายป 

 
8.7.7  วิธีการคํานวณคา Variance-Covariance Matrixes สําหรับแบบจําลองแยกสวนตามพื้นท่ี 

(Spatial) 
สําหรับแบบจาํลองแยกสวนตามพ้ืนท่ี X, Y, Z คืออนุกรมเวลารายป ถากําหนดให มีสถานีหลัก (X) 

เทากับ m=2 สถานี และสถานียอย (Y) เทากับ n=4 สถานี จะสามารถคํานวณหาคา Variance-Covariance 
Matrices SYY, SXX, SYX, SYY(1) และ SXY(1) ไดดังนี ้

 

 )4(
v

)3(
v

)2(
v

)1(
v

N

1V

)4(
v

)3(
v

)2(
v

)1(
v

YY yyyy

y

y

y

y

1N

1
S 




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8.8 การทดสอบความเหมาะสมของแบบจาํลอง (Goodness of Fit Test) 
   

วิธีการทดสอบความเหมาะสมของแบบจําลองแยกสวน จะเหมือนกับวิธีการทดสอบความเหมาะสม
ของแบบจําลอง AR, ARMA, ARIMA และ Multivariate ตามท่ีกลาวมาแลว ซ่ึงปรกอบดวย 

(1) การทดสอบสมมติฐานความเปนอิสระและการแจกแจงแบบปกติของ Residual Series 
(2) การเปรียบเทียบ Model Correlogram, Generated Correlogram กับ Historical Correlogram   
(3) การทดสอบ Parsimony ของพารามิเตอร 

 
8.9 ตัวอยางการจําลองแบบแยกสวน 
 
 ลุมน้ํา Yakima ดังรูปท่ี 8.3 มีอนุกรมเวลาน้าํทารายเดือน 4 สถานีคือ (1) Keechelus Lake (2) Kachess 
Lake (3) Incremental Flow และ (4) Easton Diversion Dam ดังแสดงในตารางท่ี 8.2 กําหนดให Easton เปน
สถานีหลัก (Key Station) และ Keechelus, Kachess, Incremental Flow เปนสถานียอย (Sub-stations) ตองการ
สรางแบบจําลองเพ่ือสังเคราะหอนกุรมเวลารายเดือนของ 4 สถานีในลุมน้ํา Yakima ดงันี้ 

(1) สังเคราะหอนกุรมเวลารายปของสถานีหลัก Easton Diversion Dam 
(2) สรางแบบจําลองแยกสวนตามพื้นท่ี (Spatial Disaggregation Model) เพื่อสังเคราะหอนุกรมเวลา

รายปของสถานียอย (Keechelus Lake, Kachess Lake และ Incremental Flow) จากอนุกรมเวลา
ของสถานีหลัก 
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(3) สรางแบบจําลองแยกสวนตามเวลา (Multisite Temporal Disaggregation Model) เพื่อสังเคราะห
อนุกรมเวลารายเดือนของสถานียอยจากอนุกรมเวลารายป 

 

 
รูปท่ี 8.3 สถานีหลักและสถานียอยในลุมน้ํา Yakima 

 
ตารางท่ี 8.2 อนุกรมเวลาตวัอยางของสถานีหลักและสถานียอยของลุมน้ํา Yakima ระหวางป 1926-1940 

 
 
ขั้นท่ี 1 การสังเคราะหอนกุรมเวลาน้ําทารายปของสถานีหลัก (Easton Diversion Dam) โดย
แบบจําลอง AR(1) 
 

  yt = 0.568yt-1+132t 
 
เม่ือ yt = Annual Flow – Mean Annual Flow 

 
ขั้นท่ี 2 การสังเคราะหอนกุรมเวลาน้ําทารายปของสถานียอยจากอนุกรมเวลาน้ําทารายปของสถานี
หลัก โดยใชแบบจําลองแยกสวนตามพื้นท่ีแบบขยาย (Extended Spatial Disaggregation Model) ใน
สมการ [8.7] 

CZBAXY   

1926 1927 1928 1929 1930 1931 1932 1933 1934 1935 1936 1937 1938 1939 1940
Annual data
Keechelus Y(1) 183.1 234.4 251.2 156.2 160.4 176.6 278.5 345.7 321.6 248.8 219.7 201.1 215.9 213.6 186.1
Kachees Y(2) 158.1 220.3 233.6 134.7 134.8 152 240.2 303.7 304.5 233.2 207.3 174.3 192.3 183.2 153.5
Difference Y(3) 126.1 184.6 227.1 131.7 132.1 108.5 188.1 264.6 275.5 223.5 207.1 142.3 190.5 170.3 110.6
Easton X 467.3 639.3 711.9 422.6 427.3 437.1 706.8 914 901.6 705.5 634.1 517.7 598.7 567.1 450.2
May Data
Keechelus Y5(1) 24.7 7.9 21.5 11.3 18.2 21.9 32.2 8.4 47.7 14.5 15.1 12 9.7 14.1 22.8
Kachees Y5(2) 23.3 7.1 20.9 11.9 19.1 21.8 34 7.4 46.9 15.7 15.9 11.3 10.3 15 20.2
Difference Y5(3) 22.2 12 22.4 11.5 20.5 13.6 28.9 10.4 39.3 17.8 16.6 11.8 13.3 14.8 15.4
Easton X5 70.2 27 64.8 34.7 57.8 57.3 95.1 26.2 133.9 48 47.6 35.1 33.3 43.9 58.4
June Data
Keechelus Y6(1) 30.3 19.1 21 15.3 36.9 26.1 32.4 18.1 48.2 15 34.9 22.4 34.7 29.2 33.4
Kachees Y6(2) 29.3 22.4 22.1 16 34.5 24.3 34.4 20 47.6 16.8 38.1 21 33 30.1 30.4
Difference Y6(3) 19.8 25.4 22.5 15.4 36.7 24.6 35.9 19.5 29.2 19.7 42.7 21.4 28.9 26.7 20
Easton X6 79.3 66.9 65.6 46.7 108.1 75 102.7 57.6 125 51.5 115.7 64.8 96.6 86 83.7

Year 
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เม่ือ 
Y=Column Matrix ของอนุกรมเวลาน้ําทารายปปจจุบันของ 3 สถานียอย  
X= Column Matrix ของอนุกรมเวลาน้ําทารายปปจจุบันของสถานีหลัก 
Z= Column Matrix ของอนุกรมเวลาน้ําทารายปของปกอนหนานั้นของ 3 สถานียอย  
 
คํานวณหาคาพารามิเตอรเมทริกซ Ĉ,B̂,Â จากสมการ [8.14], [8.15] และ [8.17] 

    1

ZX
1

ZZXZXXZX
1

ZZYZYX SSSSSSSSÂ
     

  1
ZZZXYZ SSÂSĈ          

ZYXYYY
T SĈSÂSB̂B̂   

                       ผลการคํานวณ Variance-Covariance Matrices และคาพารามิเตอร คือ  
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ตัวอยางการคํานวณ Variance-Covariance Matrices ดวยฟงคช่ัน SUMPRODUCT ในตารางท่ี 8.3 
  

ตารางท่ี 8.3 Variance-Covariance Matrices สําหรับแบบจําลองแยกสวนตามพื้นท่ีแบบขยาย  
  Annual data(t) Annual Data(t-1) 
  Keechelus Kachees Difference Easton Keechelus Kachees Difference Easton 
Year (t) Y1(t) Y2(t) Y3(t) X(t) Y1(t-1) Y2(t-1) Y3(t-1) X(t-1)

1926 -43.1 -43.6 -52.7 -139.4 -40.1 -48.2 -68.2 -156.5
1927 8.2 18.6 5.8 32.6 -43.1 -43.6 -52.7 -139.4
1928 25.0 31.9 48.3 105.2 8.2 18.6 5.8 32.6
1929 -70.0 -67.0 -47.1 -184.1 25.0 31.9 48.3 105.2
1930 -65.8 -66.9 -46.7 -179.4 -70.0 -67.0 -47.1 -184.1
1931 -49.6 -49.7 -70.3 -169.6 -65.8 -66.9 -46.7 -179.4
1932 52.3 38.5 9.3 100.1 -49.6 -49.7 -70.3 -169.6
1933 119.5 102.0 85.8 307.3 52.3 38.5 9.3 100.1
1934 95.4 102.8 96.7 294.9 119.5 102.0 85.8 307.3
1935 22.6 31.5 44.7 98.8 95.4 102.8 96.7 294.9
1936 -6.5 5.6 28.3 27.4 22.6 31.5 44.7 98.8
1937 -25.1 -27.4 -36.5 -89.0 -6.5 5.6 28.3 27.4
1938 -10.3 -9.4 11.7 -8.0 -25.1 -27.4 -36.5 -89.0
1939 -12.6 -18.5 -8.5 -39.6 -10.3 -9.4 11.7 -8.0
1940 -40.1 -48.2 -68.2 -156.5 -12.6 -18.5 -8.5 -39.6
Mean 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

  Y1(t) Y2(t) Y3(t) X(t) Y1(t-1) Y2(t-1) Y3(t-1) X(t-1)
Y1(t) 3101 3002 2701 8803 1844 1609 861 4315
Y2(t) 3002 2977 2762 8741 1967 1760 1038 4765
Y3(t) 2701 2762 2877 8340 2168 2037 1416 5621
X(t) 8803 8741 8340 25884 5980 5407 3316 14702

 
ขั้นท่ี 3 การสังเคราะหอนกุรมเวลาน้ําทารายเดือนจากอนกุรมเวลาน้ําทารายปของสถานียอย โดยใช
แบบจําลองแยกสวนตามเวลาแบบยอ (Condensed Form Multisite Temporal Disaggregation Model)  

1YCBXAY    
 
คํานวณหาคาพารามิเตอรเมทริกซ  Ĉ,B̂,Â จากสมการ [8.18], [8.19] และ [8.20] 
 

         
 ,1S1,1S1,S,SÂ YX

1
YYYYYX  

                   1

YX
1

YYXYXX ,1S1,1S1,S,S


      

     1,SÂ1,SĈ XYYY    1,1S 1
YY      

        ,1SĈ,SÂ,SB̂B̂ YYXYYY
T      

ผลการคํานวณ Variance-Covariance Matrices และคาพารามิเตอรเดือนมิถุนายน(เดือนท่ี 6) คือ 
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ตัวอยางการคํานวณ Variance-Covariance Matrices ดวยฟงคช่ัน SUMPRODUCT ในตารางท่ี 8.4 
 

ตารางท่ี 8.4  Variance-Covariance Matrices สําหรับแบบจําลองแยกสวนตามเวลาแบบยอ 

  Annual data May Data June Data 
Year (t) Y1(t) Y2(t) Y3(t) X(t) Y1(t,5) Y2(t,5) Y3(t,5) X(t,5) Y1(t,6) Y2(t,6) Y3(t,6) X(t,6) 

1926 -43.1 -43.6 -52.7 -139.4 5.9 4.6 4.2 14.6 2.5 1.3 -6.1 -2.4 
1927 8.2 18.6 5.8 32.6 -10.9 -11.6 -6.0 -28.6 -8.7 -5.6 -0.5 -14.8 
1928 25.0 31.9 48.3 105.2 2.7 2.2 4.4 9.2 -6.8 -5.9 -3.4 -16.1 
1929 -70.0 -67.0 -47.1 -184.1 -7.5 -6.8 -6.5 -20.9 -12.5 -12.0 -10.5 -35.0 
1930 -65.8 -66.9 -46.7 -179.4 -0.6 0.4 2.5 2.2 9.1 6.5 10.8 26.4 
1931 -49.6 -49.7 -70.3 -169.6 3.1 3.1 -4.4 1.7 -1.7 -3.7 -1.3 -6.7 
1932 52.3 38.5 9.3 100.1 13.4 15.3 10.9 39.5 4.6 6.4 10.0 21.0 
1933 119.5 102.0 85.8 307.3 -10.4 -11.3 -7.6 -29.4 -9.7 -8.0 -6.4 -24.1 
1934 95.4 102.8 96.7 294.9 28.9 28.2 21.3 78.3 20.4 19.6 3.3 43.3 
1935 22.6 31.5 44.7 98.8 -4.3 -3.0 -0.2 -7.6 -12.8 -11.2 -6.2 -30.2 
1936 -6.5 5.6 28.3 27.4 -3.7 -2.8 -1.4 -8.0 7.1 10.1 16.8 34.0 
1937 -25.1 -27.4 -36.5 -89.0 -6.8 -7.4 -6.2 -20.5 -5.4 -7.0 -4.5 -16.9 
1938 -10.3 -9.4 11.7 -8.0 -9.1 -8.4 -4.7 -22.3 6.9 5.0 3.0 14.9 
1939 -12.6 -18.5 -8.5 -39.6 -4.7 -3.7 -3.2 -11.7 1.4 2.1 0.8 4.3 
1940 -40.1 -48.2 -68.2 -156.5 4.0 1.5 -2.6 2.8 5.6 2.4 -5.9 2.0 
Mean 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 

Use SUMPRODUCT(A,B)/N-1 
  Y1(t) Y2(t) Y3(t) X(t) Y1(t,5) Y2(t,5) Y3(t,5) X(t,5) Y1(t,6) Y2(t,6) Y3(t,6) X(t,6) 

Y1(t) 3101 3002 2701 8803 174.3 171.9 174.0 520.2 37.56 91.26 28.21 157.6 
Y2(t) 3002 2977 2762 8741 175.0 173.7 182.2 531.0 38.15 95.95 37.76 172.5 
Y3(t) 2701 2762 2877 8340 111.3 119.1 163.7 394.1 33.47 94.42 63.73 192.5 
X(t) 8803 8741 8340 25884 460.6 464.7 519.9 1445.2 109.2 281.6 129.7 522.6 

Y1(t,5) 174.3 175.0 111.3 460.6 110.67 109.34 76.57 296.6 67.5 62.5 18.9 148.9 
Y2(t,5) 171.9 173.7 119.1 464.7 109.34 109.41 77.23 296.0 67.1 63.0 23.4 153.6 
Y3(t,5) 174.0 182.2 163.7 519.9 76.57 77.23 60.76 214.6 48.4 47.6 21.1 117.1 

X(t,5) 520.2 531.0 394.1 
1445.

2 296.6 296.0 214.6 807.1 183.0 173.2 63.5 419.6 
Y1(t,6) 37.6 38.2 33.5 109.2 67.49 67.13 48.38 183.0 87.56 79.87 45.08 212.5 
Y2(t,6) 91.3 96.0 94.4 281.6 62.53 63.05 47.62 173.2 79.87 76.32 47.78 203.9 
Y3(t,6) 28.2 37.8 63.7 129.7 18.92 23.44 21.12 63.5 45.08 47.78 58.20 151.1 
X(t,6) 157.6 172.5 192.5 522.6 148.9 153.6 117.1 419.6 212.5 203.9 151.1 567.6 

 
8.10 ประโยชนและขอจํากัดของการจําลองแยกสวน (Usefulness and Limitations of Disaggregation 
Modeling) 
 
 แบบจําลองแบบแยกสวนมีขอดีและประโยชนหลายประการ อาทิเชน 

(1) การสังเคราะหอนุกรมเวลารายฤดูกาลจากอนุกรมเวลารายป (Annual to Seasonal 
Disaggregation) ซ่ึงเปนไปตามธรรมชาติของกระบวนการ ท่ีผลรวมของขอมูลรายฤดูกาลจะ
เทากับคารายป และคาสถิติรายปและรายเดือนมีความสําคัญตอการศึกษาทางอุทกวิทยา 

(2) การสังเคราะหอนุกรมเวลาของสถานียอยจากอนุกรมเวลาของสถานีหลัก (Key to Sub-station 
Disaggregation) ซ่ึงสอดคลองกับความเปนจริงทางดานอุทกวิทยาในกรณีท่ีผลรวมของอนุกรม
เวลาของสถานียอยเทากับอนุกรมเวลาของสถานีหลักหรือมีความสัมพันธเชิงเสนกบัอนุกรมเวลา
ของสถานีหลัก 

(3) กรณีท่ีอนกุรมเวลามีความยาวไมเทากัน ซ่ึงปกติอนุกรมเวลาของสถานีหลักจะยาวกวา จึงมี
ประโยชนในการตอขยายขอมูลของสถานียอย 
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(4) การจําลองแบบแยกสวนจะชวยลดจํานวนพารามิเตอร จึงมีผลดีตอการทดสอบ Parsimony ของ
พารามิเตอร 

 
ขอเสียและขอจํากัดของแบบจําลองแบบแยกสวน คือ 
(1) การใชแบบจําลองแบบแยกสวนไมเหมาะกับอนุกรมเวลาท่ีมีชวงเวลาท่ีส้ัน เชนรายวัน ซ่ึงทําให

ตองแยกเหตุการณออกจากกนั เชนพายุฝนกอใหเกิดฝนตกตอเนื่อง 3 วนั การวิเคราะหรายวนั
จะตองแยกฝนที่เกิดจากพายอุอกเปน 3 เหตุการณ 

(2) การจําลองแบบแยกสวน วิเคราะหโดยใชเมทริกซ ซ่ึงตองเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอรชวยใน
การคํานวณท่ีซับซอน 

(3) การประมาณคาพารามิเตอรโดยวิธีโมเมนตถึงแมจะทําไดงาย แตคาท่ีไดมัก Biased และตองมี
การปรับคาใหเปน Unbiased ซ่ึงวิธีการปรับคาใหเปน Unbiased สําหรับแบบจําลองแบบแยก
สวนยังไมคอยไดมีการพัฒนา 

(4) กรณีท่ีจํานวนสถานีมาก อาจมีปญหาดาน Parsimony ของพารามิเตอรได 
 
เกณฑการใชแบบจําลองแบบแยกสวน 
(1) จํานวนพารามิเตอรตองเทากบัจํานวนโมเมนตท่ีใชประมาณคาพารามิเตอร 
(2) จํานวนคาสังเกต Y ตองมากกวาจํานวนโมเมนต และมากกวาจํานวนพารามิเตอร 
(3) โครงสรางของแบบจําลองตองสอดคลองกับโมเมนตท่ีตองการรักษาไว (Preserved) 
(4) โมเมนตท่ีแบบจําลองตองการรักษาไวตองสอดคลองกับโมเมนตของอนุกรมเวลาตวัอยางท่ี

นําไปใชประมาณคาพารามิเตอร 
(5) จํานวน Stochastic Term ตองเทากับจํานวนเทอมของเมทริกซ Y  
 
ตารางท่ี 8.5 แสดงการเปรียบเทียบจํานวนพารามิเตอรพารามิเตอรของแบบจําลองแยกสวนตามเวลา

ท้ัง 3 แบบ ซ่ึงพบวาจะมีปญหาในการสังเคราะหอนุกรมเวลารายฤดูกาลจากอนุกรมเวลารายป ถาจาํนวน
สถานีมาก เชน n=20 การสังเคราะหอนกุรมเวลารายเดือนตองใชพารามิเตอรหลายหม่ืนตัว 

ตารางท่ี 8.6 แสดงปญหาเกีย่วกับ Parsimony ถามีอัตราสวนระหวางจํานวนขอมูลตัวอยางตอจํานวน
พารามิเตอร (R) นอยกวา 10 
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ตารางท่ี 8.5 จาํนวนพารามิเตอรของแบบจําลองแยกสวนตามเวลา 
จํานวนสถานี(n) จํานวนฤดูกาล(w) Basic Model Extended Model Condensed Model 

1 12 156 168 36 
1 24 600 624 72 
1 52 2,756 2,808 156 
2 12 624 672 144 
2 24 2,400 2,496 288 
3 12 1,404 1,512 324 
20 12 62,400 67,200 14,400 
n w n2w+n2w2 2n2w+n2w2 3n2w 
n 12 156n2 168n2 36n2 
1 w w+w2 2w+w2 3w 
2 w 4w+4w2 8w+4w2 12w 

n Small w Large ~w2 ~w2 ~w2 
n Large w Small ~n2 ~n2 ~n2 

 
             ตารางท่ี 8.6 แนวทางการพิจารณา Parsimony ของพารามิเตอร 

อัตราสวนจํานวนขอมูลตัวอยางตอจํานวนพารามิเตอร (R) ขอพิจารณา 
R<1 Impossible 

1<R<3 Foolish 
3<R<5 Poor 
5<R<10 Fair 
10<R<20 Good 

20<R Very Good 
 
8.11 ตัวอยางการประยุกตใชแบบจําลองแยกสวน (Practical Applications of Disaggregation Models) 
 
 Valencia และ Schaake(1973) ใชแบบจําลองแยกสวนใน 3 โครงการคือ 

(1) การสังเคราะหอนุกรมเวลาฝนใน Puerto Rico  
(2) การสังเคราะหอนุกรมเวลาน้าํทาของแมน้ําโคโลราโด และ 
(3) การจําลองความตองการน้ําของระบบประปาเมืองบอสตัน  
 
Curry และ Bras(1978) ใชแบบจําลองแยกสวนในการสังเคราะหน้ําทารายเดือนของแมน้ําไนล โดย

ใชเทคนิค Broken Lineในการสังเคราะหอนุกรมเวลารายป แลวจึงใชแบบจําลองแยกสวนระดับท่ี 1 เพื่อแยก
อนุกรมเวลารายปเปนรายคร่ึงป ระดับท่ี 2 เพื่อแยกอนกุรมเวลารายครึ่งปเปนราย 4 เดือน ระดับท่ี 3 เพื่อแยก
อนุกรมเวลาราย 4 เดือนเปนรายเดือน 
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บทท่ี 9 

ขอพิจารณาในการประยุกตใชแบบจําลองสโตแคสติก 
CONSIDERATIONS IN MODEL APPLICATION 

 
 วัตถุประสงคของบทนี้ คือการนําเสนอขอพิจารณาในการนําแบบจําลองสโตแคสติกท่ีกลาวถึงใน
หนังสือเลมนีไ้ปประยุกตใชในงานทางวิศวกรรมชลประทาน ซ่ึงจะมีผลตอความสําเร็จหรือความลมเหลว
ในการนําแบบจําลองไปใชในงานทางวิศวกรรมชลประทาน ซ่ึงอนุกรมหลักท่ีกลาวถึงคือ อนุกรมเวลาน้ําทา
ในหนังสือเลมนี้ แตอยางไรก็ตามแนวคิดและวิธีการที่กลาวถึงสามารถนําไปประยุกตใชกับอนกุรมเวลา
อ่ืนๆ ได 
 
9.1 การเตรียมขอมูลอนุกรมเวลา (Pretreatment of Historical Data) 
 
 การเตรียมขอมูลอนุกรมเวลา หมายถึง กรรมวิธีในการปรับอนุกรมเวลาตัวอยาง (Historical Data) 
ใหมีสภาพเปน Homogeneous เพื่อสะทอนคุณสมบัติของลุมน้ําตามธรรมชาติและไมไดเปล่ียนแปลงไปตาม
เวลา (Stationary) รวมถึงการปรับแกความผิดพลาดในการเก็บและบันทึกขอมูล (System Error) การเติม
ขอมูลท่ีขาดหายไป (Missing Data) หรือการตอขยายขอมูล (Extension) การเตรียมหองขอมูลถือเปนเร่ือง
จําเปนอันดับแรก กอนท่ีจะเร่ิมทําการวิเคราะห และสรางแบบจําลองสโตแคสติก 
 
 9.1.1 การแปลความหมายขอมูล (Data Compilation) 
 อนุกรมเวลาทางอุทกวิทยาโดยท่ัวๆ ไป มีขอผิดพลาดท้ังในรูปของการเกบ็และบันทึกขอมูล (System 
ate Error) และความผิดพลาดตามธรรมชาติ (Random Error) เชน มีการเปล่ียนจุดตรวจวัดน้ํา หรือการเปรียบ 
Stage-Discharge Relationship ซ่ึงขอมูลอนุกรมเวลาท่ีมีการพิมพมักจะมีการปรับแกความผิดพลาดตางๆ ไว
แลว แตอยางไรก็ตามผูใชควรมีการพิจารณาปรับแกดวยตัวเองถาจําเปน 
 การเปรียบเทียบจุดตรวจวดัน้ําเพียงเล็กนอยสามารถปรับแกไดงาย โดยใชอัตราสวนพืน้ท่ี หรือ 
Proportion Correction แตถามีการยายจดุตรวจวัดจากจุดเดิมมากจนมีผลตอขอมูล อาจตองใชวธีิการอ่ืนๆ 
ประกอบ กรณีท่ี Rating Curer ของเดือนหน่ึงมีการเปล่ียนแปลงอยางมากจากเดือนท่ีแลว อาจตองมีการปรับ
คาท่ีสะทอนถึงการเปล่ียนแปลงแบบเฉียบพลันของ Rating Curve ผูท่ีใชขอมูลท่ีมีการตีพิมพเผยแพรควร
ตองอานคําอธิบายท่ีมากับขอมูลอยางละเอียดวามีการปรับแกขอมูลมาแลวหรือไม และปรับอยางไร ขอมูล
ของชวงแรกๆ ของแมน้ําสายหลักมักมีการเติมขอมูลโดยใชขอมูลจากสถานีใกลเคียง นอกจากนั้น
ขอผิดพลาดเกีย่วกับขอมูลท่ีอาจเกิดข้ึน ไดแก การใสตําแหนงทศนยิมผิดท่ี 
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 วิธีการตรวจสอบความผิดพลาดของขอมูลแบบงายๆ คือการพล็อตกราฟ ซ่ึงสามารถทําได 4 แบบ 
คือการพล็อตอนุกรมเวลา การพล็อต Simple Mass Curve การพลอตขอมูล 2 สถานีเปรียบเทียบและ Double 
Mass Curve   
 

(1) กราฟอนุกรมเวลา ซ่ึงจะทําใหเห็นขอผิดพลาดของขอมูลไดงาย ยกตัวอยาง อนุกรมเวลาของ
น้ําทาใต Hoover Dam ในรูปท่ี 9.1 แสดงใหเห็นวาอนกุรมเวลาน้ําทามีการเปล่ียนแปลงอยางมากหลังป 1935 
หลังจากเข่ือน Hoover เร่ิมเกบ็กักน้ํา และหลังป 1963 เม่ือเข่ือน Glen Canyon เร่ิมการเก็บกักน้ํา 

(2) กราฟ Simple Curve Curve คือ กราฟท่ีแสดงคาสะสม (Running Sum) กับเวลาการ
เปล่ียนแปลงของความลาดชันของเสนแบบผิดปกติ อาจบอกถึงขอผิดพลาดในขอมูลได 

(3) การพล็อตขอมูลของ 2 สถานีใกลเคียงเปรียบเทียบ จะทําใหเหน็ถึงความสัมพันธระหวาง 2 
สถานี ตลอดจนการเปล่ียนแปลงความสัมพันธของขอมูลระหวาง 2 สถานีนั้น Multivariate ท่ีกลาวถึงใน
หนังสือเลมนีจ้ะอยูบนพื้นฐานของความสัมพันธเชิงเสน 

(4) Double Mass Curve นยิมใชในการตรวจสอบความคงเสนคงวา (Consistency) ของขอมูล 
 

 9.1.2   การเติมขอมูลท่ีขาดหายและการตอขยายขอมูล (Data Fill-in and Extension) 
กรณีใชอนุกรมเวลา 1 ชุด ขอมูลท่ีขาดหายไปไมมีผลมากในการวิเคราะห และอาจถือวาขอมูลท่ี

เหลืออยูเปนขอมูลท่ีตอเนื่องได อยางไรกต็ามการเติมขอมูลท่ีขาดหายไปโดยใชขอมูลจากสถานีใกลเคียงจะ
มีผลดีกวา โดยเฉพาะขอมูลท่ีขาดหายไปเปนขอมูลชวงสําคัญ เชน แลงมาก (Extremely Dry) หรือน้ํามาก 
(Extremely Wet) ถาขาดขอมูลชวงดังกลาวถือวาขาดขอมูลท่ีสําคัญ และจะทําใหเกิด Bias ในการสราง
แบบจําลอง การเติมขอมูลท่ีขาดหายไป คือการ Interpolate ขอมูลขณะท่ีการตอขยายขอมูล คือการ 
Extrapolate ขอมูล ซ่ึงจะไดขอพิจารณาในการตอขยายขอมูล เชนเดียวกับการเติมขอมูลท่ีขาดหายไป 

การเติมขอมูลท่ีขาดหายไป หรือการตอขยายขอมูล โดยใชคาเฉล่ีย ถือเปนขอผิดพลาดท่ีสําคัญ 
เพราะจะทําใหความแปรปรวน (Variance) ของขอมูลลดนอยลง การเติมขอมูลท่ีขาดหายไปหรือการตอ
ขยายขอมูลโดยใชสมการ Regression และใชขอมูลจากสถานีใกลเคียง ควรพิจารณาเพิ่ม Stochastic หรือ 
Random Error Term เขาไปดวย 

ในกรณี Multivariate จําเปนท่ีอนุกรมเวลาทุกชุดตองมีขอมูลท่ีสมบูรณ และมีชวงเวลาเดียวกนั 
 
 9.1.3 การปรับขอมูลใหเปนไปตามสภาพธรรมชาติ (Reduction of Data to Natural 
Conditions) 

หลักการพื้นฐานทางสโตแคสติก คือ ตองสรางแบบจําลองของกระบวนการตามธรรมชาติ ซ่ึงไม
เปล่ียนแปลงไปตามเวลา ดังนั้นจึงตองมีการปรับอนุกรมเวลาตัวอยางใหเปนอนกุรมเวลาแบบ Unregulated-
Undepleted เพื่อเปนตัวแทนของ Virgin Basin 
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อาจตองมีการปรับคาหลายคร้ัง ท้ังการปรับแบบตรงไปตรงมาและการปรับแบบซับซอนท่ีตองการ
ความรูความชํานาญ เปนพิเศษการปรับคาเนื่องจากความจุ การระเหย และการเก็บกกัน้ําในตล่ิงของ 

อางเก็บน้ํา หรือการปรับคาเนื่องจากการผันน้ํา และ Return Flow ถือเปนการปรับแบบ
ตรงไปตรงมา แตปกติแลวอาจมีปญหาขอมูลสําหรับการปรับไมครบถวน เปนขอมูลเกี่ยวกับการใชน้ําของ
พืช 

นอกจากนี้อาจมีการเปล่ียนแปลงในคุณสมบัติของลุมน้ําในการผลิตน้ําทา อันเนื่องจากการตัดไม
ทําลายปาในวงกวาง การเพาะปลูกแบบเล่ือนลอย ไฟฟา หรือการพัฒนาในเขตลุมน้าํ (Urbanization) ซ่ึงมี
ผลกระทบตอกระบวนการผัน-น้ําทา การปรับแกจําเปนตองมีการตรวจสอบกระบวนการเกดิผัน-น้ําทาของ
ลุมน้ําอยางละเอียด 

 
9.2 การเลือกแบบจําลอง (Model Selection) 
 
 ในการเลือกแบบจําลอง มีคําถามท่ีนาสนใจแตตอบยาก คือถาเราใชแบบจําลองท่ีมีความซับซอน
มากข้ึน ผลลัพธจะเปล่ียนไปหรือไม ถาคําตอบคือไมเปล่ียนแปลง ก็แสดงวาไมจําเปนแบบจําลองท่ีซับซอน
มากกวา ท่ีสําคัญคือการตรวจสอบขอมูลท่ีสังเคราะหใหมเปรียบเทียบกับคาสถิติของอนุกรมเวลาตัวอยาง 
 
 9.2.1 ส่ิงสําคัญเก่ียวกับสถิติของอนุกรมเวลาตัวอยาง 
 ในการจําลองทางสโตแคสติก คือการรักษาคุณสมบัติทางสถิติทางอนุกรมเวลาตัวอยางไวอยางนอย
ขอมูลท่ีสังเคราะหใหมตองรักษาคาเฉล่ียและคาความแปรปรวนของอนกุรมเวลาตัวอยางได และจะดีกวาถา
สามารถรักษาคุณสมบัติทางสถิติของโมเมนตท่ีมีลําดับสูงกวานัน้ได เปนคาสถิติท่ีแสดงรูปรางของการแจก
แจง (Shape of  Distribution) ตามหลักการแลวกระบวนการแปลงอนุกรมเวลาใหมีการแจกแจงปกติ 
(Normalization) จะชวยรักษาคุณสมบัติของโมเมนตท่ีมีลําดับสูงไดอยางมีประสิทธิภาพอยูแลว การศึกษา
สวนใหญพบวา Annual Lag-one Serial Correlation มีความสําคัญตอผลลัพธมาก  นอกจากนี้คุณสมบัติทาง
สถิติอ่ืนๆ ท่ีควรตองรักษาไวสําหรับแบบจําลองรายป คือ Lag-two Serial Correlation และดรรชนท่ีีแสดงถึง 
Long- Term Persistence  แบบจําลองรายเดือนหรือแบบจําลองแบบ Periodic  ปกติตองรักษา 2-3 log 
Periodic  Correlation ไว แตอาจไมจําเปนตองรักษาคุณสมบัติทางสถิติรายป แบบจําลอง Disaggregation    
มีขอดีคือสามารถรักษาคุณสมบัติไดมากกวา 1 ระดับ 
 
 9.2.2 การรักษาคุณสมบัติทางสถิติของอนุกรมเวลาตัวอยาง (Preservation of Historical 
Statistics) 
 ส่ิงสําคัญท่ีกลาวถึงในการจําลองทางสโตแคสติก คือเร่ืองของ Parsimony ของพารามิเตอร ซ่ึง
เกี่ยวของกับการเลือกพารามิเตอรท่ีมีความสําคัญ โดยไมจําเปนตองมีจํานวนพารามิเตอรมากเกนิไป จน
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จํานวนขอมูลท่ีมีไมสามารถประมาณคาพารามิเตอรท่ีแมนยําได การที่ไมสามารถรักษาคุณสมบัติของ 
Parsimony ได จะทําใหแบบจําลองไมสามารถสังเคราะหอนกุรมเวลาท่ีมีความแปรปรวน (Variability) 
ตามท่ีตองการได  
 คาสถิติบางตัวของอนุกรมเวลา บางตัวอาจมีคาไมตางจากศูนย ซ่ึงแสดงวาไมจําเปนตองรักษา
คุณสมบัติในอนุกรมเวลาท่ีสังเคราะหใหม 
 
 9.2.3 วัตถุประสงคในการสังเคราะหขอมูล (Propose for Generation) 
 การเลือกเทคนิคในการจําลองทางสโตแคสติก ไมเพยีงเกี่ยวของกับคุณสมบัติทางสถิติอนุกรมเวลา
เทานั้น แตยังเกีย่วของกบัวัตถุประสงคในการนําขอมูลสังเคราะหไปใชงานดวย โดยท่ัวไปควรเร่ิมจาก
แบบจําลองท่ีงายๆ เชน AR(p) กอน ไมควรเลือกใชแบบจําลองท่ีซับซอนจนเกินความจําเปน และพึงจําไววา
เทคนิคแตละเทคนิคมีความเหมาะสมกับการประยุกตใชงานแตละประเภท 
 
 9.2.4 ความออนไหวหรือความไวของผลลัพธ (Sensitivity of Results) 
 การเลือกรูปแบบของแบบจาํลองจะมีผลตอการสังเคราะหขอมูลมากนอยเทาใด อาจประเมินไดยาก 
ดังนั้นจึงตองพิจารณาถึงความออนไหว หรือความไวของผลลัพธ ถาแบบจําลองนั้นใหผลลัพธท่ี
เปล่ียนแปลงมากขณะท่ี คาสถิติมีการเปล่ียนแปลงนอย แสดงวาแบบจําลองนั้นออนไหวตอคาสถิติตัวนั้น 
และโดยท่ัวไปขอมูลท่ีมีไมเพียงพอตอการประมาณคาสถิติท่ีแมนยําได ดังนั้นจึงจําเปนตองเลือกแบบจําลอง
ท่ีเหมาะสมกบัขอมูลท่ีมี เลือกคาสถิติท่ีตองการรักษาไวตามลักษณะขอมูลท่ีมี 
 

9.2.5 การวิเคราะหท้ังลุมน้ํา (Reginald Analysis) 
 ประเทศท่ีกําลังพัฒนามักประสบปญหาขอมูลนั้นไมเพยีงพอท่ีจะประมาณคาพารามิเตอรท่ีแมนยําท่ี
สามารถใหผลลัพธท่ีนาเช่ือถือหรือม่ันคงได (Reliable of Stable) และบางกรณีไมมีขอมูลสําหรับการ
ประมาณพารามิเตอรเลย กรณีนี้มี 2 ทางเลือก คือ (1) หาขอมูลท่ีขาดหายไปและ (2) ใชหลักการวิเคราะห
พารามิเตอรของลุมน้ํา หลักของการวิเคราะหท้ังลุมน้ํา คือสมมติวาพารามิเตอรมีคาคงท่ีหรือเปล่ียนแปลงไป
ตามพื้นท่ีหรือลุมน้ํา ตามสมมติฐานนี้จะคํานวณคาพารามิเตอรจากสถานท่ีท่ีมีขอมูล แลวทําการ Interpolate 
เพื่อสรางเสน Contour ของพารามิเตอร วธีินี้สามารถใชกับน้ําฝน อุณหภูมิ แตไมสามารถใชไดกับอัตราการ
ไหลเนื่องจากอัตราการไหลเปล่ียนแปลงไปตามขนาดพ้ืนท่ีลุมน้ํา รูปรางลุมน้ํา และรูปแบบการวางตัว 
(Orientation) ของลุมน้ํา  

 
  



 9-5

9.3 การประยุกตใชแบบจําลอง (Model Application) 
  

อนุกรมเวลาท่ีสังเคราะหข้ึนตามหลักการของสโตแคสติก สามารถใชในการศึกษาแทนอนุกรมเวลา
ตัวอยาง (Historical Data) และซ่ึงอาจใหคําตอบท่ีแตกตางจากการวิเคราะหโดยใชอนกุรมเวลาตัวอยาง 
อยางไรก็ตามผลลัพธจะออกมาเปนเชนไร ข้ึนอยูกับ Time Dependence และ/หรือ Space Dependence ของ
อนุกรมเวลา ในหัวขอนี้จะกลาวถึง แนวทางการนําแบบจาํลองสโตแคสติกไปประยุกตใชงานในดานตางๆ   
 
 9.3.1 การหาขนาดอางเก็บน้ํา (Reservoir Sizing Studies) 
 ตัวอยางการนําแบบจําลองสโตแคสติกไปประยุกตใชงานท่ีสําคัญคือ การหาขนาดอางเก็บน้ําขนาด
ใหญ ซ่ึงมีความสามารถเก็บกักน้ําไวใชงานไดนานกวา 1 ป หรือท่ีเรียกวา Annual Carryover หลักการใน
การคํานวณหาขนาดอางเก็บน้ําจะสัมพนัธ yield หรือพูดงายๆ วา ความจุ และ yield (ผลผลิต) นั้นมี
ความสัมพันธกัน และยังสัมพันธกับตัวแปรหรือปจจัยอ่ืนๆ เชน ความตองการใชน้ํา (Potential Demand) 
ของพื้นท่ีบริการธรณีวิทยาและภูมิศาสตรของทําเลที่ต้ังอางเก็บน้ํา คากอสราง ซ่ึงปจจัยเหลานี้จะมีผลตอ
ขนาดอางเก็บน้ําท่ีเหมาะสมในเชิงเศรษฐศาสตร 

 วิธีการหาขนาดอางเก็บน้ํานี ้ โดยปกติจะใชอนุกรมเวลาตัวอยาง และปกติจะเลือกใชเฉพาะขอมูล
ในชวงวิกฤติ (Critical Period) ชวงวกิฤติในท่ีนี้จะหมายถึง ชวงเวลาท่ีปริมาณนํ้าท่ีไหลเขาอางและความ
ตองการใชน้ํามีความแตกตางกันมากท่ีสุด แตการใชขอมูลชวงวิกฤต หรือการใชอนกุรมเวลาตัวอยาง จะทํา
ใหไมทราบคาความเส่ียงท่ีระบบไมสามารถทํางานได (Risk of Feature)  

 กระบวนการหาขนาดอางเก็บน้ําจะเกีย่วของกับ Economic Optimization เปนสําคัญ ซ่ึงจําเปนตองมี
ขอมูลเชิงตัวเลขท่ีนาเช่ือถือได และมีความถูกตองแมนยําสูง และขอมูลปริมาณการไหลของน้ําเขาอางเปน
หนึ่งในขอมูลท่ียากตอการแจกแจงท่ีถูกตองแมนยํา ดงันั้นการใชแบบจําลองสโตแคสติกสังเคราะหขอมูล 
เพื่อการหาขนาดอางเก็บน้ําจงึเปนทางเลือกท่ีสําคัญอันหนึ่ง 

 
 9.3.2 การศึกษาการปฏิบัติการอางเก็บน้ํา (Reservoir Operation Studies) 
 การศึกษาการปฏิบัติการอางเก็บน้ํา คือวิธีการในการหาแนวทางในการจัดการอางเกบ็น้ํา หรือการ
ประเมินผลของนโยบายหรือแผนการปฏิบัติการอางเก็บน้ําท่ีใชงานอยู การสังเคราะหขอมูลอนุกรมเวลาจะ
ทําใหสามารถประมาณความนาจะเปนท่ีการปฏิบัติการอางเก็บน้ําจะลมเหลว (Facture) ดังนั้น       ในการหา
กลยุทธการปฏิบัติการอางเก็บน้ําท่ีดีท่ีสุด (Optimal Operation Strategy) จึงตองผนวกเทคนิคทาง สโตคลา
สติกเขาไป การ Optimization Scheme 
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9.3.3 การศึกษาลุมน้ํา (Basin-Wide Studies) 
 การศึกษาลุมน้าํ คือการหาวิธีการปฏิบัติการของระบบอางเก็บน้ํา หรือการประเมินผลการ
ดําเนินงานของโครงการแหลงน้ําในลุมน้ํา หลักการบริหารจัดการน้ําแบบบูรณาการท่ีเรียกวา Total Water 
Management หรือ Integrated Water Resource Management  หรือ Comprehensive Basin Planning ถือเปน
หลักการที่เปนท่ียอมรับกันโดยท่ัวไปในการพัฒนาโครงการแหลงน้ํา หรืออางเกบ็น้ําใหมในลุมน้ํา ตาม
หลักการนี้จําเปนตองมีการประเมินเปรียบเทียบผลประโยชนและคาลงทุน กรณี With and Without Projects  
และการประเมินจะไมจํากดัเฉพาะผลประโยชนและคาลงทุนของโครงการนั้นเทานั้น แตตองประเมินผล
ประโยชนและคาลงทุนท่ีเกิดกับท้ังลุมน้ําดวย เนื่องจากโครงการใหมจะมีผลกระทบตอท้ังลุมน้ํา เชน ถามี
การพัฒนาโครงการชลประทานบริเวณตอนบนของลุมน้าํ จะทําใหมีปริมาณสําหรับการผลิตกระแสไฟฟา
พลังงานและใชน้ํานอยลงในพื้นท่ีทายน้ํา แตในทางกลับกันอางเก็บน้ําท่ีสรางในพ้ืนท่ีตอนบนของลุมน้ําจะ
ชวยทําใหปริมาณน้ําท่ีพืน้ท่ีลุมน้ําตอนลางไดรับมีความแนนอนและม่ันคงมากข้ึน ซ่ึงถือเปนผลดีของการ
สรางอางเก็บน้ํา ในการศึกษาจําเปนตองใชขอมูลอนุกรมเวลาท่ีสังเคราะหข้ึนใหม เพื่อจะไดสามารถ
วิเคราะหคาความเส่ียงตางๆ ได 
 
9.4 ขอจํากัดของแบบจําลอง (Model Limitations) 
 แบบจําลองสโตแคสติกท่ีมีการพัฒนาข้ึนใหมจะแกไขขอบกพรองในแบบจําลองเกา แตสวนใหญก็
ยังมีขอจํากดัในการใชงาน ซ่ึงขอจํากัดบางขอก็ยังเปนท่ีถกเถียงกนัอยู หรือไมมีความสําคัญมากนัก และ
ปญหาเร่ือง Parsimony ของพารามิเตอร ยงัเปนอุปสรรคตอการพัฒนาแบบจําลองในปจจุบัน    
 
 9.4.1 Short-and Long-Term Persistence  
 ความจาํเปนในการรักษาคุณสมบัติเกีย่วกับ Long -Term Persistence ของอนุกรมเวลา ยงัเปนท่ีถกเถียง
กันอยู เชน จะใชคาอะไรเพือ่แสดง Long -Term persistence ของอนกุรมเวลา จะจดัการอยางไรตอ Bias ใน
คาสถิติ และตองใชขอมูลยาวนานเทาใดเพือ่การประมาณคาสถิติดังกลาว ดงันัน้ในหนังสือเลมนี้จึงไมไดเนน
การพฒันาแบบจําลองท่ีรักษาคุณสมบัติของ Long -Term Persistence  
 ท้ังแบบจําลอง AR และ ARMA สามารถรักษาคุณสมบัติของ Short-Term Persistence    ไดเปน
อยางดี ถึงแม ARMA สามารถรักษาคุณสมบัติของ Long-Term Persistence ได แตกสู็ญเสียความสามารถใน
การรักษาคุณสมบัติของ Short-Term  Persistence  บางสวน ทําใหไมสามารถรักษาคุณสมบัติของ Short-
Term  Persistence  ท่ีมี Lag มากกวา 1 ไดดีเทาแบบจาํลอง AR  และโดยท่ัวไป Correlation ท่ีมี  Lag มากๆ 
มักไมเหมาะกับการสังเคราะหขอมูลใหม (Generation of Data)  
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9.4.2 ขอจํากัดของแบบจําลองแบบ (Periodic) 
 ตามทฤษฎีแลว แบบจําลองแบบ Periodic ซ่ึงสามารถรักษาคุณสมบัติทางสถิติรายปไดอยาง
อัตโนมัติเปนส่ิงท่ีตองการ แตส่ิงสําคัญคือการวิเคราะหเพื่อระบุกระบวนการตามธรรมชาติท่ีแทจริงของ
อนุกรมเวลา และการฟดแบบจําลองแบบ Periodic ใหเขากับอนกุรมเวลาอยางถูกตองแมนยํา ซ่ึงถาทําได
แบบจําลอง Periodic ก็จะสามารถรักษาคุณสมบัติทางสถิติรายปได ในทางตรงกนัขาม ถาไมสามรถระบุ
กระบวนการตามธรรมชาติ หรือการฟดแบบจําลองไมแมนยําก็จะทําใหเกิดปญหาในการรักษาคุณสมบัติ
ทางสถิติรายปได ซ่ึงถาเปนเชนนั้นจะถือเปนขอจํากัดท่ีสําคัญของแบบจําลองแบบ Periodic 
 การประมาณคาพารามิเตอรของแบบจําลอง Periodic จะยุงยากกวาการประมาณคาพารามิเตอรของ
แบบจําลองรายป (Annual Model) เนื่องจากแบบจําลอง Periodic มีพารามิเตอรมากและมักมีปญหาเกีย่วกับ 
Parsimony ของพารามิเตอร วิธีการ Smooth คาสถิติ เชน Fourier Series Estimate จะชวยแกปญหาเกีย่วกับ 
Parsimony ของพารามิเตอร 
 
 9.4.3 ขอจํากัดของแบบจําลอง Disaggregation 
 แบบจําลอง Disaggregation  มีขอดีคือการเพ่ิมความคลองตัว (Versatility) เขาไปในกระบวนการ
จําลอง แตมีขอเสียท่ีสําคัญคือ มีพารามิเตอรมากเกินไป เม่ือเปรียบเทียบกับขอมูลตัวอยางท่ีมี จึงตองระวัง
เร่ือง Parsimony  
 ยิ่งกวานั้นถามีการแปลงขอมูล (Tramsform Data) อาจทําใหไมสามารถรักษาคุณสมบัติของ
แบบจําลองได เชน ถาใชแบบจําลอง Disaggregation ในการสังเคราะหขอมูลรายเดือน โดยมีอนุกรมเวลา
รายปเปนอนกุรมเวลาหลัก ผลรวมของอนุกรมเวลารายเดือนท่ีสังเคราะหข้ึนมาอาจรวมแลวไมเทากับ
อนุกรมเวลารายป ถามีการแปลงขอมูล และโดยท่ัวไปอนุกรมเวลาทางอุทกวิทยาไมไดมีการแจกแจงแบบ
ปกติ แตแบบจาํลองสโตแคสติกตองการอนกุรมเวลาท่ีมีการแจกแจงปกติ และจําเปนตองมีการแปลงอนุกรม
เวลาตัวอยาง (xt) ใหเปนอนกุรมเวลาท่ีมีการแจกแจงแบบปกติ (yt) ซ่ึงตองทําดวยความระมัดระวัง 
 
 9.4.4 สรุป 
 ตําราเลมนี้กลาวถึงข้ันตอนท่ีใชในทางปฏิบัติในการจําลองอนุกรมเวลาทางอุทกวิทยา การสราง
แบบจําลองท่ีกลาวถึง จะครอบคลุมเฉพาะแบบจําลองท่ีเปนท่ียอมรับและใชงานกนัโดยท่ัวไป 

 เทคนิคการจําลองทางสโตแคสติก สามารถแบงออกไดเปน 3 ข้ันตอน คือ 
 ข้ันท่ี 1 การเตรียมขอมูล ซ่ึงไดแกการเติมขอมูลท่ีขาดหายไป หรือการตอขยายขอมูล และการ
ตรวจสอบการเปล่ียนแปลงของอนุกรมเวลา 
 ข้ันท่ี 2 การสรางแบบจําลองทางคณิตศาสตร ซ่ึงตําราเลมนี้ไดกลาวถึงการจําลองทางคณิตศาสตรไว
อยางละเอียด 
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 ข้ันท่ี 3 การประยุกตใชงาน ซ่ึงรวมถึงเทคนิคในการสรางแบบจําลองและการนําเสนอผลลัพธ 
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