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กลศาสตร์ของวัสดุ II 

คำนำ  
  
 ตำราเรียนวิชากลศาสตร์ของวัสดุ II จัดทำเพื่อใช้ในการเรียนการสอน ซึ่งสอนในหลักสูตร
วิศวกรรมศาสตร์บัณฑิต สาขาวิศวกรรมโยธา กลศาสตร์ของวัสดุเป็นพื้นฐานในการวิเคราะห์ปัญหาท่ี
นำไปสู่การออกแบบโครงสร้างท่ีสลับซับซ้อน ซึ่งพิจารณาวัสดุในการรับแรงเฉือน แรงดัด วิเคราะห์การ
โก่งตัว และปัญหาเฉพาะทางมากขึ้น 

 วิชากลศาสตร์ของวัสดุ II เนื้อหามีท้ังพื้นฐานของความเค้นและความเครียด  และหัวข้อท่ี
ซับซ้อนจึงยากต่อการเข้าใจ เพราะต้องใช้ทักษะและจินตนาการในการผสมผสานเชิงทฤษฎีสู่การจำลอง
โครงสร้างท่ีผู้เรียนสาขาวิศวกรรมโยธาต้องประยุกต์ใช้ต่อไป ตำราเล่มนี้ จึงเรียบเรียงขึ้นโดยมี
วัตถุประสงค์ต้องการให้เนื้อหาท่ีสามารถอ่านพร้อมแสดงรูป และตัวอย่างการใช้งานจริง เพื่อให้ผู้ เรียน
ทำความเข้าใจได้โดยไม่ยากจนเกินไป เนื้อหาในตำราครอบคลุมตามรายละเอียดวิชา โดยแบ่งประเภท
ของทิศทางของแรงท่ีกระทำ ประเภทและลักษณะของโครงสร้าง รวมถึงพฤติกรรมของวัสดุแต่ละชนิด 
เนื้อหาท้ังหมดเป็นส่วนสำคัญท่ีให้ผู้เรียนมีพื้นฐานทางด้านกลศาสตร์ของวัสดุ 

 ผู้เรียบเรียงหวังว่าตำราเล่มนี้จะเป็นประโยชน์แก่ผู้อ่านและทำให้เข้าใจเกี่ยวกับกลศาสตร์วัสดุ 
รวมทั้งนำความรู้เพื่อช่วยนำไปใช้ประยุกต์ใช้งานในการออกแบบโครงสร้างท่ีเกี่ยวข้องได้ต่อไป 

 
นันทวัฒน์ ขมหวาน 

ผู้เรียบเรียง 
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กลศาสตร์ของวัสดุ II 

บทท่ี  1  
ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียด  

 
1.1  บทนำ 

 ว ิชากลศาสตร์ของว ัสดุเป ็นว ิชาพื ้นฐานที ่สำคัญในการต่อยอดกับหลายๆ สาขาทาง
วิศวกรรมศาสตร์ ท้ังในวิศวกรรมโยธา วิศวกรรมไฟฟ้า วิศวกรรมเครื่องกล วิศวกรรมวัสดุ และเป็นส่วน
สำคัญในเครื่องมือของ Internet of Things (IoT) ในปัจจุบัน อย่างไรก็ตามตำราเล่มนี้จะเน้นสำหรับ
วิศวกรรมโยธา บทนี้กล่าวถึงภาพรวมเกี่ยวกับกลศาสตร์ของวัสดุ นิยาม ลักษณะ พฤติกรรมของวัสดุ   
ซึ่งแบ่งได้ตามลักษณะต่างๆ เพื่อให้ผู้อ่านเข้าใจได้ง่าย  

กลศาสตร์ของวัสดุเป็นสาขาวิชาทางกลศาสตร์ท่ีศึกษาในหัวข้อของผลกระทบภายในของความเค้น 
(stress) และความเครียด (strain) ที่มีแรงภายนอกมากระทำ โดยแรงนี้จะทำให้เกิดความเค้นกับวัสดุ 
ขณะเดียวกันกับท่ีวัสดุเกิดความเครียดและเสียรูป ซึ่งในสถานการณ์นี้เกิดขึ้นกับวัสดุภายใต้ระบบความ
เค้นสามมิติเสมอ ส่วนใหญ่ความเค้นและความเครียดจะเกิดขึ้นในลักษณะแบบผสมระหว่างความเค้นดึง 
ความเค้นกด และความเค้นเฉือน ในบทนี้กล่าวถึงการหาความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและ
ความเครียดในระบบมิติเดียว สองมิติ และสามมิติ เช่น ปัญหาของแผ่นบาง โดยมสีมมุติฐานท่ีใช้ในการ
วิเคราะห์ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้น และความเครียดดังนี้คือเมื่อมีแรงหรือกระทำต่อวัสดุ วัสดุจะ
เสียรูป (deform) น้อยมาก (infinitesimal) เท่านั้น โดยวัสดุคงอยู่ในสภาพยืดหยุ่น (elastic) และวัสดุ
เป็นเนื้อเดียวกัน (homogeneous) มีคุณสมบัติเหมือนกันทุกทิศทาง (isotropic)  
 
1.2  ทบทวนความเค้นและความเครียด  
 ความเค้นอย่างง่าย  

 

 
(ก) 
 

 
(ข) 
 

รูปท่ี 1-1 สมมุติฐานการพิจารณาความเค้นอย่างง่าย 
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พิจารณาจากรูป 1-1(ก) แรงดึง (tension) P กระทำต่อแท่งวัตถุมีพื้นท่ีหน้าตัด ระนาบ a-a เป็น 
A วัตถุจะมีการยืดออกจนกระทั่งขาดออกจากกันในที่สุด เมื่อพิจารณา ระนาบ a-a ดังรูปที่ 1-1 (ข) 
แท่งวัตถุอยู่ในสภาวะสมดุลได้เพราะมีแรงภายใน (internal Force) ออกแรงต้านแรงดึง P เอาไว้ โดย
กระทำกระจายตลอดระนาบหน้าตัด แรงที่กระทำต่อหน่วยเล็กๆ ในเนื้อวัสดุนี้เรียกว่าหน่วยแรงหรือ
ความเค้น ซึ่งคือปริมาณความเข้มข้นของแรงต่อหน่วยพื้นท่ี ได้สมการว่า  
 

 Pσ = 
A

       (1-1) 

 
เมื่อ  σ  =  ความเค้น, N/m2 (Pa) 
 P  =  น้ำหนักบรรทุกหรือแรงท่ีมากระทำ (load or force), N 
 A  =  พื้นท่ีหน้าตัด (cross-section area), m2 

  
โดยปกติแล้วความเค้นอย่างง่ายสามารถแบ่งออกได้ 3 ชนิด ตามลักษณะของน้ำหนักบรรทุก

หรือแรงท่ีมากระทำ ดังต่อไปนี้ 
1. ความเค้นอัด (compressive stress) คือค่าของแรงต่อหน่วยพื้นที่ โดยอยู่ภายใต้แรงอัด 

(compression) ใช้สัญลักษณ์ cσ   
 

 
bar in compression 

 

รูปท่ี 1-2 แท่งวัตถุภายใต้แรงอัด (compression) 
  
สามารถเขียนสมการของความเค้นอัดได้ดังนี้ 
 

  c
Pσ =
A

      (1-2)

  
 หรือ cσ  =  ความเค้นอัด, N/m2 
  P  =  แรงอัดท่ีมากระทำ, N 
  A  =  พื้นท่ีหน้าตัด, m2 
 



3

 

กลศาสตร์ของวัสดุ II 

2. ความเค้นดึง (tensile stress) คือค่าของแรงต่อหน่วยพื้นที่ โดยอยู่ภายใต้แรงดึง (tension) 
ใช้สัญลักษณ์ tσ  

 
bar in tension 

รูปท่ี 1-3 แท่งวัตถุภายใต้แรงดึง (tension) 
 

เราสามารถเขียนสมการของความเค้นอัดได้ดังนี้ 
 

 t
Pσ  = 
A

       (1-3) 

 หรือ tσ  =   ความเค้นอัด, N/m2 
  P  =  แรงอัดท่ีมากระทำ, N 
  A  =  พื้นท่ีหน้าตัด, m2 

ข้อสังเกต : ท้ังกรณีของความเค้นอัดและความเค้นดึง แนวของแรงกระทำ P จะกระทำในแนวตั้งฉากกับ
พื้นท่ีหน้าตัด A ท้ังสองกรณี 

 
 การใช้หน่วยของความเค้นมีด้วยกันหลายระบบ สำหรับระบบหน่วย SI ใช้ N/m2 หรือ Pascal (Pa) 
ส่วนระบบเมตริกจะใช้ kg/cm2 หรือ ksc และระบบอังกฤษจะใช้ lb/in2 หรือ psi แต่ในบางครั้งเราจะ
พบหน่วยในระบบอังกฤษอีกแบบหนึ่ง คือ kip/in2 หรือ ksi สำหรับหน่วย kip ดังกล่าวก็คือ kilopound 
จึงกล่าวได้ว่า 1 kip มีค่าเท่ากับ 1000 lb ยกตัวอย่างเช่น 1 ksi = 1000 psi หรือ 0.5 ksi = 500 psi ตาม
ตำราเล่มนี้ใช้ระบบหน่วย SI เป็นหลัก 
 

3. ความเค้นเฉือน (shearing stress) 
 ความเค้นเฉือน คือ ค่าของแรงต่อพื้นท่ีรับแรงเฉือน (shearing area) ท่ีขนานกับแนวแรง
กระทำ โดยปกติจะมี 3 ลักษณะ ดังต่อไปนี้ 

1. ความเค้นเนื่องจากแรงเฉือนเดี่ยว (single shear) ซึ่งลักษณะดังแสดงในรูปท่ี 1-4(ก) 
โดยพื้นท่ีรับแรงเฉือนจะขนานกับแนวแรงกระทำ 

2. ความเค้นเนื่องจากแรงเฉือนคู่ (double shear) ซึ่งมีลักษณะดังแสดงในรูปที่ 1-4(ข) 
โดยพื้นที่รับแรงเฉือนจะขนานกับแนวแรงกระทำเช่นกัน แต่พื้นที่รับแรงเฉือนจะเพิ่มขึ้น เนื่องจากเป็น
พื้นท่ีคู่กัน 

3. ความเค้นเฉือนเจาะทะลุ (punching shear) ซึ่งมีลักษณะดังแสดงในรูปท่ี 1-4(ค)           
โดยพื้นท่ีรับแรงเฉือนตามแนวที่ทะลุ 
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(ก)  (ข) (ค) 
 

รูปท่ี 1-4 ตัวอย่างการเกิดความเค้นเฉือน 
 

การคำนวณหาค่าความเค้นเฉือน มีหลักการเช่นเดียวกับการคำนวณหาความเค้นอย่างง่าย คือ 
คำนวณจากค่าความเข้มของแรงเฉือนท่ีกระทำต่อหน่วยพื้นท่ีท่ีขนานกับแนวแรง หรือเขียนเป็นสมการ
ได้ว่า 

 

 Vτ  = 
A

       (1-4) 

 
 เมื่อ     τ  =   ความเค้นเฉือน (shearing stress), N/m2 
  V  = แรงเฉือนท่ีมากระทำ (shear force), N 
  A  =  พื้นท่ีหน้าตัดรับแรงเฉือน (shearing area), m2 

 
ความเครียดอย่างง่าย  

 พิจารณาจากรูปที่ 1-5 เมื่อแรงดึง P กระทำวัตถุมีความยาว L ให้ยืดออก วัตถุมีความยาว L 
เมื่อได้รับแรงดึง P จะเสียรูปและยืดออก จนเกิดการเปล่ียนแปลงขนาดจนกระท่ังวัตถุวิบัติคือ ขาดออก
จากกัน ความยาวที่เปล่ียนแปลงนั้น ( )δ  สรุปได้ดังต่อไปนี้ 
 

 
 

รูปท่ี 1-5 สภาวะท่ีแรงดึงกระทำวัตถุทำให้เปล่ียนแปลงขนาด (ยืดออก) จนวิบัติ 
 

Area Area 
Area 
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ความเครียด คือ อัตราส่วนของการเปลี่ยนแปลงขนาดกับขนาดเดิมของวัตถุเมื ่อได้รับแรง
กระทำ หรือเกิดความเค้น โดยปกติความเครียดจะแบ่งเป็น 2 ชนิด ดังต่อไปนี้ 

1. ความเครียดอัด (compressive strain) คือ อัตราส่วนของการเปลี่ยนแปลงขนาดของวัตถุกับ
ขนาดเดิมของวัตถุท่ีถูกแรงอัดกระทำ ใช้สัญลักษณ์ cε  

 
 

รูปท่ี 1-6 การเกิดความเครียดอัด 
 

 พิจารณาจากรูปท่ี 1-6 แรงอัด P กระทำวัตถุความยาว L จนเกิดการเสียรูป โดยถูกอัดจนยุบตัว 
(ตามรอยเส้นประ) เหลือความยาว L – δ  นั่นคือเกิดการเปลี่ยนแปลงขนาดความยาว δ  เราสามารถ
เขียนเป็นสมการของความเครียดอัดได้ดังนี้  
 

 c
δε =
L

       (1-5) 

 
 เมื่อ cε  =   ความเครียดอัด 
  δ  =  ขนาดความยาวที่ถูกอัดตัวลง, m 
  L  =  ความยาวเดิม, m 
 

2. ความเครียดดึง (tensile strain) คือ เมื่อแรงดึงกระทำวัตถุ อัตราส่วนของการเปล่ียนแปลง
ขนาดของวัตถุกับขนาดเดิม ใช้สัญลักษณ์ tε  

 

 
 

รูปท่ี 1-7 การเกิดความเครียดดึง 
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 พิจารณาจากรูปที่ 1-7 แรงดึง P กระทำวัตถุความยาว L จนเกิดการเสียรูป โดยถูกดึงจนยืด
ออก (ตามรอยเส้นประ) เหลือความยาว L + δ  นั ่นคือเกิดการเปลี่ยนแปลงขนาดความยาว δ  เรา
สามารถเขียนเป็นสมการของความเครียดดึงได้ดังนี้  
 

    t
δε =
L

       (1-6) 

 
 เมื่อ tε  =   ความเครียดดึง 
  δ  =  ขนาดความยาวที่ถูกยืดออก, m 
  L  =  ความยาวเดิม, m 
  
 ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียด 

 ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียด แสดงพฤติกรรมของวัสดุเมื่อได้รับแรง
กระทำ และใช้ประเมินหาค่าสมมติที่สำคัญทางวิศวกรรม เช่น ความเค้นคราก ความเค้นสูงสุด โมดูลัส
ความยืดหยุ่น เป็นต้น 

 การหาความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นกับความเครียด ปกตินิยมทำโดยการทดสอบแรงดึงของ
วัสดุ (tensile test) โดยการนำเอาช้ินวัสดุตัวอย่างมาทำการทดสอบแรงดึงด้วยเครื่องทดสอบ (universal 
testing machine) โดยเตรียมช้ินทดสอบตามมาตรฐานการทดสอบวัสดุแห่งอเมริกา (American Society 
for Testing Materials : ASTM) โดยมี 2 ลักษณะ ดังแสดงในรูปท่ี 1-8  
 

  
 
 
 

       (ก) ช้ินส่วนทดสอบหน้าตัดส่ีเหล่ียม     (ข) ช้ินส่วนทดสอบหน้าตัดทรงกลม 

รูปท่ี 1-8 ช้ินทดสอบแรงดึงตามมาตรฐาน ASTM 
 

ชิ้นทดสอบจะมีปลายทั้งสองข้างใหญ่กว่าส่วนตรงกลางเพื่อป้องกันการวิบัติที่จุดจับยึดที่เป็น
เช่นนี้เนื่องจากในทางปฏิบัตินั้น เวลาการติดตั้งชิ้นทดสอบเข้าประกอบในเครื่องทดสอบการจับแน่น
ส่งผลให้ส่วนปลายจะถูกบีบจากการยึดจับซึ่งจะทำให้เกิดความแปรปรวนของความเค้นสามมิติต่อช้ิน
ทดสอบ ความยาวเดิมของชิ้นทดสอบที่ใช้ในการคำนวณระยะ AB เรียกว่า gauge length ในการวัด
ขนาดท่ียืดออกเราจะใช้เครื่องมือวัดท่ีเรียกว่า extensometer ท่ียึดติดต้ังในช่วงจุด A, B เมื่อทำการดึง
ช้ินทดสอบ วัสดุจะเริ่มยืดออก เมื่อให้แรงดึงต่อไปจนวัสดุอยู่ในสถานะพลาสติก (plastic) ซึ่งสังเกตจาก
ส่วนที่ยืดออกของวัสดุ และเมื่อยืดออกกระทั่งมีขนาดเล็กลงจนเป็นคอคอด (necking) จึงถอดเอา 

A                                  B A                                  B A                              B 
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extensometer ออก แล้วใช้วงเวียนเหล็กวัดแทนจนกระท่ังช้ินทดสอบวิบัติ จากนั้นนำผลท่ีได้ไปทำการ
คำนวณเพื่อหาผลไปเขียนเป็นกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นกับความเครียด มีลักษณะดัง
แสดงในรูปท่ี 1-9 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 1-9 กราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นกับความเครียด 
 

จากกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นกับความเครียด มีจุดสำคัญต่างๆ ดังต่อไปนี้ 
1. proportional limit เป็นจุดสุดท้ายของกราฟท่ีเป็นแนวเส้นตรงจากจุด 0 เหตุท่ีลากจากจุด 

0 มาถึง proportional limit เป็นเส้นตรงนี้ก็เนื่องจากแรงเป็นปฏิภาคโดยตรงกับส่วนที่ยืดออก หรือ
กล่าวได้ว่า ความเค้นก็เป็นปฏิภาคโดยตรงกับความเครียด  

2. elastic limit เป็นจุดสุดท้ายของช่วง elastic กล่าวคือ เป็นจุดสุดท้ายที่ความยาวของวสัดุ
จะหดตัวกลับมายาวเท่าเดิมถ้าปล่อยแรงกลับ กล่าวอีกนัยหนึ่งคือ จากจุด 0 มาถึง elastic limit วัสดุ
จะอยู่ในสถานะยืดหยุ่น (elastic) 

3. yield point เป็นจุดที่วัสดุยืดตัวออกเองโดยไม่ต้องเพิ่มแรงดึง ถือเป็นจุดเริ ่มต้นสถานะ
พลาสติก คือวัสดุเกิดการเสียรูปอย่างถาวรเมื่อปล่อยแรงกลับ วัสดุจะไม่หดตัวกลับมายาวเท่าเดิมอีก
ต่อไป ความเค้นที่เกิดขึ้น ณ จุดนี้เรียกว่า ความเค้นคราก (yield stress) ใช้สัญลักษณ์ yσ  อย่างไรก็
ตาม จุด yield point หรือจุดครากนี้จะเกิดเฉพาะในวัสดุจำพวกเหล็กกล้าละมุน (mild steel) เท่านั้น 

4. ultimate strength เป็นจุดท่ีมีค่าความเค้นสูงสุด และความเค้นดังกล่าวเป็นแบบความเค้น
ดึง เมื่อพ้นจากจุดนี้ไปค่าความเค้นจะลดลง และการยืดตัวของวัสดุจะเกิดขึ้นอย่างรวดเร็วมาก ความ
เค้นสูงสุดนี้ใช้สัญลักษณ์ uσ  

5. rupture point หรือ breaking point เป็นจุดท่ีวัสดุวิบัติ คือขาดออกจากกัน 
 

  

(ความเคน้) 

(ความเครยีด) 



8

 

กลศาสตร์ของวัสดุ II 

ดังที่กล่าวแล้วว่า ความเค้นครากซึ่งเกิดจากจุดคราก จะเห็นได้ชัดเจนเฉพาะในวัสดุจำพวก
เหล็กกล้าละมุน (mild steel) เท่านั้น ส่วนวัสดุอื่นๆ จะไม่ปรากฏจุดครากอย่างชัดเจน ดังแสดงในรูป 
1-10 ซึ่งมักจะพบค่าความเค้นดึงสูงสุด เมื่อพ้นสถานะยืดหยุ่น ดังนั้นการหาค่าความครากของวัสดุ       
ที่ไม่ใช่เหล็กกล้าละมุน สำหรับใช้เปรียบเทียบ อาจทำได้โดยวิธีการออฟเซตค่า (offset method) ท่ี
เหมาะสม ตัวอย่างเช่น จะใช้ค ่า 0.2% เราจะลากเส้นจาก 0.2% ให้ขนานกับแนวจุด 0 ถึง 
proportional limit ตัดกับเส้นกราฟ ณ จุดใด จุดนั้นคือค่ากำลังความคราก (yield strength) หรือ
เรียกอีกอย่างหนึ่งว่า 0.2 percentage offset stress ดังแสดงในรูปท่ี 1-11 

 

 
 

รูปท่ี 1-10 กราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นกับความเครียดของวัสดุต่างๆ 
 
 

  

 
 

รูปท่ี 1-11 การหาค่าความเค้นครากด้วยวิธี percentage offset stress ท่ี 0.2% offset 
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ในปัจจุบันมีวัสดุใหม่ท่ีนำมาใช้งานมากขึ้น เช่น วัสดุคาร์บอนไฟเบอร์ (CFRP : Carbon Fiber 
Reinforced Polymer) ซึ่งเป็นวัสดุท่ีรับกำลังดึงสูงมากแต่มีความเหนียวต่ำ การทดสอบ กลสมบัติของ 
CFRP ที่ใช้หลักการตามมาตรฐานการทดสอบ คาร์บอนไฟเบอร์เป็นวัสดุที ่มีอัตราส่วนของกำลังต่อ
น้ำหนักสูง มีความต้านทานการผุกร่อนสูง น้ำหนักเบา อย่างไรก็ตามมีความเหนียวที่ต่ำ (low ductility) 
อาจจะลดทอนความเหนียวโดยรวมขององค์อาคารภายหลังการเสริมกำลังได้ผลการทดลองแสดงว่า
กำลังรับแรงดึงสูงสุดมีค่า 4200 MPa และค่าโมดูลัสความยืดหยุ่น 261 GPa [3] 

 

 
 

รูปท่ี 1-12 การทดสอบความเค้นและความเครียดดึงของ CFRP [3] 
  
 ตัวอย่างหนึ่งของการประยุกต์ใช้ในปัจจุบัน ได้แก่ การทดสอบหาความเครียดของวัสดุ CFRP 
วัสดุนี้นิยมใช้ในงานซ่อมและเสริมกำลังโครงสร้าง เพื่อรับแรงดึง การทดสอบความเครียดที่เกิดขึ้นกับ
แผ่น CFRP ที่ติดตั้งบนพื้นผิวคอนกรีตทำให้ประเมินความสามารถในการรับแรง และการส่งถ่ายแรง
ระหว่างวัสดุทั ้งสองชนิด นำไปสู่การออกแบบที่ถูกต้องแม่นยำและสามารถประเมินพฤติกรรมของ
โครงสร้างได้ ดังแสดงการติดต้ังช้ินตัวอย่างอุปกรณ์วัด ดังรูป 1-13 ซึ่งนอกจากจะหาค่าท่ีเกิดขึ้นจากการ
ทดสอบในห้องปฏิบัติการแล้วยังมีการนำเทคนิคใหม่ๆ เช่น ไฟไนต์อิลิเมนต์มาวิเคราะห์ได้อีก ดังรูป 1-14 
โดยตัวอย่างการทดสอบเป็นแท่งคอนกรีตเสริมเหล็กไว้กึ่งกลางหน้าตัด และทำให้คอนกรีตแยกจากกันท่ี
ตำแหน่งตรงกลางของความยาว หลังจากนั้นติดต้ังแผ่น CFRP ยึดผิวคอนกรีตท้ังสองด้าน ดังนั้น CFRP 
จะเป็นตัวยึดแท่งคอนกรีตท้ังด้านซ้ายและขวาไว้ด้วยกัน แรงดึงในการทดสอบจะกระทำท่ีเหล็กท้ังสอง
ด้าน อุปกรณ์วัดจะส่งข้อมูลค่าความเครียดของเหล็ก, ความเครียดของ CFRP และแรงกระทำ เมื่อนำไป
วิเคราะห์เปรียบเทียบกับทฤษฎีทางคณิตศาสตร์ในการประเมินค่า ด้วยวิธีไฟไนต์อิลิเมนต์ โดยแบ่งเป็น
ช้ินส่วนในการวิเคราะห์ มีขนาดต่างกัน 3 แบบ ต้ังแต่ขนาดใหญ่ไปจนเล็ก ดังรูป 1-14 (ก, ข, ค) ซึ่งผล
การประเมินด้วยวิธีไฟไนต์อิลิเมนต์ได้ค่าเป็นท่ีน่าพอใจตามรูป 1-14 (ง) และมีความเสถียรไม่ขึ้นอยู่กับ
การแบ่งขนาดของช้ินส่วนในการวิเคราะห์ไฟไนต์เอลิเมนต์ [4] 
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รูปท่ี 1-13 การเกิดความเครียดดึงของคอนกรีตและ CFRP [4] 

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

รูปท่ี 1-14 การวิเคราะห์ความเครียดด้วยวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ [4] 
 

ความเครียดเฉือน  

ความเครียดเฉือน คืออัตราส่วนของการเปล่ียนแปลงมุมของแรงเฉือน หรือ γ  ซึ่งเกิดจากการ
กระทำของแรงเฉือน Ps ซึ่งกระทำต่อบล็อกท่ีมีความสูง L 

 

 
รูปท่ี 1-15 การเกิดความเครียดเฉือน 

(ก) 
 
 

(ข) 
 
 

(ค) 
 
 

(ง) 
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 พิจารณาจากรูปที่ 1-15 จากนิยามของความเครียด คืออัตราส่วนของการเปลี่ยนแปลงความ
ยาว δ  โดยแรงเฉือน Ps ต่อความสูงเดิม L ซึ่งต้ังฉากกับทิศทางแรงเฉือน ทำให้ด้านยาว L ของวัตถุเอียง
ทำมุม γ  ซึ่งสามารถเขียนเป็นสมการได้ว่า 
 

ความเครียดเฉือน = sδ
L

 

= tan γ   

 แต่เนื่องจากมุม γ  นั้น ในความเป็นจริงแล้วมีค่าน้อยมาก จนกล่าวได้ว่า γ  =  tan  γ  ดังนั้น 
 

 sδγ = 
L

       (1-7) 

 
 เมื่อ γ  =   ความเครียดเฉือน 
  sδ  =  ความยาวที่เปล่ียนไปจากแนวเดิม, m 
  L  =  ความยาวของด้านต้ังฉากกับแรงเฉือน, m 
 

กฎของฮุกและโมดูลัสของยัง  

ในปี ค.ศ. 1678 (พ.ศ. 2221) โรเบิร์ต ฮุก (Robert Hooke) ได้ทำการทดลองและต้ังกฎจากผล
ของการทดลอง ประกอบกับกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นกับความเครียดมีสาระสำคัญว่า 
“ในขอบเขตของสถานะยืดหยุ่น (elastic) แรง P α ΔL จะเป็นปฏิภาคโดยตรงกับส่วนที่ยืดออก” เมื่อ
เราพิจารณาจากรูปที่ 1-9 จะพบว่าเส้นลาดเอียงของกราฟ สามารถหาได้จากอัตราส่วนระหว่างความ
เค้นกับความเครียดจริง ดังสมการท่ี 1-8 และเรียกกฎนี้ว่า “กฏของฮุก” (Hooke’s Law) 

 
   ความลาดเอียง =  ความเค้น / ความเครียด 

นั่นคือ                     Constant  =  σ
ε

     (1-8) 

 
เมื่อ Constant  =  ค่าคงท่ี, N/m2 

           σ  = ความเค้น, N/m2 

           ε  =  ความเครียด 
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ต่อมาในปี ค.ศ. 1807 (พ.ศ. 2350) โธมัส ยัง (Thomas Young) ได้ตั ้งข้อสังเกตและสร้าง
ทฤษฎีโต้แย้งกับกฎของฮุก กล่าวคือ ที่จริงหน่วยแรงจะเป็นปฏิภาคโดยตรงกับอัตราส่วนที่ยืดออกจะ
สิ้นสุดที่ proportional limit ไม่ใช่ elastic limit และตั้งกฎข้อใหม่เรียกว่า โมดูลัสของยัง (Young’s 
Modulus) และรู้จักกันอย่างแพร่หลายในช่ือ โมดูลัสความยืดหยุ่น (modulus of elastic) ใช้สัญลักษณ์ 
E และเขียนเป็นสมการได้ว่า 

 
σE = 
ε

       (1-9) 

 
เมื่อ E   =  โมดูลัสความยืดหยุ่น, N/m2 

 σ  = ความเค้น, N/m2 

 ε  =   ความเครียด 

  

 จากสมการท่ี 1-9 เมื่อเราพิจารณาค่าตามนิยามของความเค้นและความเครียดแทนในสมการท่ี 
1-9 จะได้สมการใหม่ ดังต่อไปนี้  
 

  PLE = 
Aδ

        

 หรือกล่าวได้ว่า 

    PLδ = 
AE

      (1-10) 

 
เมื่อ δ  =  ขนาดท่ีเปล่ียนแปลง, m 

 P  =  แรงท่ีมากระทำ, N 

 L  =  ความยาวเดิม, m 

 A  =  พื้นท่ีหน้าตัดรับแรง, m2 

 E   =  โมดูลัสความยืดหยุ่น, N/m2 

 
 จากสมการท่ี 1-9 และ 1-10 จะใช้กับกรณีท่ีเป็นความเค้นอย่างง่าย และความเครียดอย่างง่าย 
หรือใช้เฉพาะกับกรณีเป็นแรงอัดและแรงดึงเท่านั้น ในส่วนของความเค้นเฉือนและความเครียดเฉือน จะ
มีค่าคงท่ีท่ีเรียกว่า โมดูลัสความแข็ง (modulus’s rigidity) ใช้สัญลักษณ์ G และเขียนเป็นสมการได้ว่า 
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τG = 
γ        (1-11) 

 
เมื่อ G   =  โมดูลัสความแข็ง, N/m2 

 τ  =  ความเค้นเฉือน, N/m2 

 γ   =  ความเครียดเฉือน 

 

จากสมการท่ี 1-11 เมื่อเราพิจารณาตามนิยามของความเค้นเฉือนและความเครียดเฉือนแทนใน
สมการท่ี 1-11 จะได้สมการใหม่ดังต่อไปนี้ 

 

s

VLG = 
Aδ

   

 หรือกล่าวได้ว่า 

s
VLδ  = 
AG

      (1-12) 

 
เมื่อ sδ  =   ขนาดท่ีเปล่ียนแปลงเนื่องจากแรงเฉือน,m 

 V   =  แรงเฉือนท่ีกระทำ, N 

 L  =  ความยาวเดิม, m 

 A   =  พื้นท่ีหน้าตัดรับแรงเฉือน, m2 

 G   =  โมดูลัสความแข็ง, N/m2 

 

กลสมบัติของวัสดุบางชนิดท่ีนิยมใช้ทางวิศวกรรม แสดงในตารางท่ี 1.1  
 

ตารางที่ 1.1 กลสมบัติของวัสดุประเภทต่างๆ 

Materials Ultimate Tensile 
Stress (MN/m2) 

Modulus of Elasticity 
(GN/m2) 

Modulus of Rigidity 

(GN/m2) 

Brass 300-400 83 37 
Cast Iron 120-160 110 48 
Copper 300-350 96 39 
Steel 450-600 205 90 
Wrought Iron 300-400 190 83 
Wood - 9.6 0.55 
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1.3 ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียดในพิกัดคาร์ทีเซียน  

 พิจารณาสถานะของความเค้นในเนื้อวัสดุที่เป็นกล่องมีขนาดเล็กมากๆ คือ x , Δy  และ Δz  
เช่นในรูป 1-16 โดยความเค้นในด้านหลังจะมีขนาดเท่ากับความเค้นในด้านหน้า แต่จะมีทิศทางตรงกันข้าม 

 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 1-16  ความเค้น 3 มิติ 
 

 xσ , yσ , และ zσ  คือ ความเค้นในทิศทาง x, y และ z ที่ระนาบที่ตั้งฉากกับแกน x, y และ z 
ตามลำดับ ส่วนความเค้นเฉือน เช่น xyτ  และ xzτ  ท่ีจุด A คือความเค้นเฉือนท่ีระนาบท่ีต้ังฉากกับแกน 
x และมีทิศทางชี้ไปทางแกน y และแกน z ตามลำดับ หรือกล่าวอีกนัยหนึ่งคือ τ  คือความเค้นเฉือน ตัว
ห้อย ตัวแรก x คือระนาบที่ความเค้นเฉือนกระทำ ส่วน ตัวห้อย ตัวที่ 2  y  หรือ z  นั้นคือทิศทางของ
ความเค้นเฉือนนั้นๆ 

 ความเค้นทั้งหมดที่แสดงในรูปท่ี 1-16 จะมีทิศทางเป็นบวก คือ xσ , yσ , และ zσ  เป็นบวก
เพราะเป็นความเค้นดึง ส่วนทิศทางของความเค้นเฉือนกำหนดได้ดังนี้ จากรูปท่ี 1-16 ถ้าให้ระนาบท่ีหัน
หน้าไปทางแกนบวกเป็นระนาบบวก และระนาบที่หันหน้าไปทางแกนลบจะเป็นระนาบลบ สำหรับ
ความเค้นเฉือน xyτ  และ xzτ  นั้นกระทำบนระนาบบวก (จุด A) และกระทำให้ทิศทางเดียวกับทิศทาง
ของแกน y และแกน x ท่ีเป็นบวก ดังนั้นความเค้นเฉือนท้ังสองจึงเป็นบวก 

 ส่วนความเค้นเฉือนท่ีกระทำบนระนาบลบ (จุด A) xyτ  และ xzτ  เป็นบวกเช่นกัน เพราะความ
เค้นเฉือนท้ังสองกระทำท่ีระนาบลบ และมีทิศทางตรงกันข้ามกับทิศทางของแกน y และแกน z (-y และ 
-z) ส่วนความเค้นเฉือนอื่นๆ ก็สามารถจะกำหนดได้โดยวิธีเดียวกัน 

 ความเค้นในรูปท่ี 1-16 จะประกอบดัวย 9 ความเค้นย่อยในทิศทางและระนาบต่างๆ xσ , yσ ,  
zσ , xyτ , yxτ , xzτ , zxτ , yzτ  และ zyτ  ซึ่งสามารถเขียนในรูปของความเค้นเทนเซอร์ (stress tensor)           

ท่ีช้ีให้ทราบถึงขนาดและทิศทางของความเค้นเหล่านี้ได้คือ 
 

รูปท่ี 
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x xy xz

yx y yz

zx zy z

σ τ τ
σ  = τ σ τ

τ τ σ
     (1-13)  

 

σ   คือความเค้นเทนเซอร์ ในสภาพสมดุล ถ้าพิจารณาโมเมนต์รอบแกน x 
 

    yz zyτ (ΔxΔz)Δy  =  τ (ΔxΔy)Δz  
 

 หารด้วย x , Δy  และ Δz  ทั ้งสองข้าง ดังนั ้น yz zyτ = τ ในทำนองเดียวกัน ถ้าพิจารณา
โมเมนต์รอบแกน y  และแกน x  จะได้ xz zxτ = τ  และ xy yxτ = τ ตามลำดับ ดังนั้นความเค้นที่จุดหนึ่ง
จุดใดในวัสดุประกอบด้วยความเค้น 6 ตัว คือ 
 

    
x xy zx

xy y yz

zx yz z

σ τ τ
σ  = τ σ τ

τ τ σ
     (1-14)  

 

 ในทางปฏิบัติเมื ่อความเค้นในทิศทางหนึ ่งจะเท่ากับศูนย์  เช่น ในทิศทาง z  ความเค้น          
z yz zyσ = τ = τ = 0  ในกรณีนี้จะเรียกสถานะความเค้นว่า ความเค้นสองแกน (biaxial stress) หรือความ

เค้นระนาบ (plane stress) ดังนั ้น ส่วนประกอบของความเค้นในรูปของความเค้นเทนเซอร์ จะ
ประกอบด้วย 3 ความเค้นย่อยคือ 
 

      x xy

xy y

σ τ
σ = 

τ σ       (1-15)  
 

เช่น แสดงในรูปที่ 1-17(ก) ซึ่งเป็นรูปสองมิติ แต่ความจริง ชิ้นส่วนยังเป็นสามมิติ คือมีความลึกเท่ากับ 
Δz  และจากรูปท่ี 1-17(ข) ถ้า x กระทำบนชิ้นส่วน x , Δy  และ Δz  ในทิศทาง x 

 

 

 
(ก) (ข) 

รูปท่ี 1-17 ความเค้น 2 มิติและช้ินส่วนท่ีมีความเค้นในทิศทาง x กระทำ 
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และทำให้มิติของช้ินส่วน x , Δy  และ Δz  เปล่ียนไปคือ  
 

xΔx  = Δx+ε Δx , yΔy  = Δy+ε Δy , zΔz  = Δz+ε Δz   (1-16)  
 
ซึ่ง x y zε , ε , ε  คือ ความเครียดแนวตั้งฉาก (normal strain) ความเครียดทั้งสาม จะเป็นบวกถ้าเป็น
การขยายตัว และ จะเป็นลบถ้าเป็นการหดตัว จากกฎของฮุค ความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดและ

ความเค้น คือ xσε =
E

, E = โมดูลัสยืดหยุ่น จากรูปจะเห็นว่ามิติของชิ้นส่วนในทิศทาง x จะเพิ่มขึ้น 

ส่วนในทิศทาง y และ z  จะลดลง ถ้าวัสดุอยู่ในสภาพยืดหยุ่นและเป็นเนื้อเดียวกันและเหมือนกันทุก
ทิศทางความเครียดในทิศทาง y และ z  คือ 

    y x x
με  = με = σ
E

− −       

 และ 

                                    z x x
με  = με = σ
E

− −               

    μ   คืออัตราส่วนของ Poisson 
 

ในทำนองเดียวกันความเครียดท่ีเกิดจาก yσ  คือ 
 

    y y
x z y

σ σ
ε  = ε = μ , ε = 

E E
−  

 
ความเครียดเกิดจาก zσ  คือ 

    z z
x y z

σ σε  = ε = μ , ε = 
E E

−  

 
 ดังนั้น ความเครียดที่เกิดขึ้นในชิ้นส่วนในขณะที่ชิ้นส่วนอยู่ในสภาวะของ zσ , yσ , และ zσ
พร้อมๆ กัน ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียดคือ 

    x x y z
1ε  = σ μ(σ + σ )
E
 −        

    y y z x
1ε  = σ μ(σ + σ )
E
 −        

    z z x y
1ε  = σ μ(σ + σ )
E
 −      (1-17)  

 



17

 

กลศาสตร์ของวัสดุ II 

ถ้าทราบค่าความเครียด ก็สามารถหาความเค้นได้โดยอาศัยสมการ (1.5) คือ 

    x x y z
Eσ  = (1 μ)ε + μ(ε + ε )

(1+μ)(1 2μ)
 − −

     

    z y z x
Eσ  = (1 μ)ε + μ(ε + ε )

(1+μ)(1 2μ)
 − −

     

    z z x y
Eσ  = (1 μ)ε + μ(ε + ε )

(1+μ)(1 2μ)
 − −

  (1-18)  

 

ในกรณีของความเค้นตามแกนคู่หรือความเค้นระนาบ ถ้า zσ 0=  สมการของความเครียดและความเค้น คือ 

    x x y
1ε  = σ μσ
E
 −         

    y y x
1ε  = σ μσ
E
 −         

    z x y
με  = σ + σ
E
 −        (1-19)  

และจากสมการ (1-19) ความเค้น xσ  และ yσ  ในเทอมของ xε  และ yε  คือ 
 

    x x y2

Eσ  = (ε + με )
1 μ−

      

    y y x2

Eσ  = (ε + με )
1 μ−

     (1-19)  

 การเปล่ียนแปลงรูปร่างของช้ินส่วนอันเนื่องจากความเค้นเฉือน xyτ  นั้นหาได้จากรูปท่ี 1-18 คือ 
ถ้าให้ γ  เท่ากับความเครียดเฉือน ดังนั้น xyγ  อันเนื่องจาก xyτ  คือ ความเครียดเฉือนจะเป็นบวกถ้า
ความเครียดนั้นทำให้มุมเดิมของช้ินส่วน (มุม A รูปท่ี 1-18(ข)) เล็กลงเป็นมุม A และความเครียดเฉือน
จะเป็นลบถ้ามุมท่ีเปล่ียนแปลงนั้นมีขนาดใหญ่ขึ้น 

  
(ก) (ข) 

รูปท่ี 1-18 ช้ินส่วนท่ีมีความเค้นในทิศทาง x กระทำ 
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xyγ  = การเปล่ียนแปลงของมุม BAD = มุม BAD – มุม B’ A’ D’ ถ้าวัสดุอยู่ในสภาพยืดหยุ่นตัวเป็นเนื้อ
เดียวตลอด และมีคุณสมบัติเหมือนกันทุกทิศทาง 

    xyγ  = xyτ
G

      (1-20)  

ซึ่ง G = โมดูลัสเฉือน ในทำนองเดียวกันความเครียดเฉือนเนื่องจาก yxτ  และ zxτ  คือ 

    yzγ  = yzτ
G

      (1-21)  

 และ   zxγ  = zxτ
G

                (1-22)  

ส่วนความสัมพันธ์ของ G, E และ μ  คือ 

    G  = E

2(1+μ)
      (1-23)  

ดังนั้นสมการ (1-21) (1-22) และ (1-23) เขียนใหม่ได้ดังนี้ 

    xyγ  = 2(1+μ)
τxyE

    

    yzγ  = 2(1+μ)
τyzE

     

    zxγ  = 2(1+μ)
τzxE

     (1-24)  

 จากร ูปท่ี 1-18(ข) จะเห็นว ่าในขณะท่ี xyτ กระทำระยะทางระหว่าง ac และ bd ไม่
เปล่ียนแปลงท้ังนี้เนื่องจากไม่มีความเค้นแนวฉากกระทำในทิศทาง x และ y นั่นเอง 

 ขณะที่วัสดุถูกความเค้นตั้งฉากกระทำ ปริมาตรของวัสดุจะเปลี่ยนแปลง เพื่อที่จะหาการ
เปล่ียนแปลงของปริมาตรดังกล่าว เราจะพิจารณาปริมาตรของช้ินส่วน x , Δy  และ Δz  รูปท่ี 1-19(ก) 
มีความเค้น xσ , yσ  และ zσ กระทำขณะที่ถูกชิ ้นส่วนความเค้นกระทำ แต่ละด้านของชิ้นส่วนจะ
เปลี่ยนแปลงไปจากเดิม คือ (1 + xε ) x , (1 + yε )Δy  , (1 + zε )Δz  ตามลำดับ เช่น รูปท่ี 1-19 
ดังนั้นปริมาตรของช้ินส่วนท่ีเปล่ียนไปคือ 
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รูปท่ี 1-19 ช้ินส่วนท่ีมีความเค้นในทิศทาง x กระทำ 
 

    vδ  = x y z(1 + ε ) (1 + ε ) (1 + ε ) x y z - x y z       

               = x y z x y x z y z x y z(ε + ε + ε + ε ε + ε ε + ε ε + ε ε ε ) x y z    

เนื่องจากความเครียด xε , yε , zε  มีค่าน้อย ดังนั้นผลคูณของความเครียดจะยิ่งมีค่าน้อยมากเมื่อเทียบ
กับความเครียด xε , yε , zε  ดังนั้นปริมาตรของช้ินส่วนท่ีเปล่ียนไป vδ  คือ 

    vδ  = x y z(ε + ε + ε ) x y z    
 

ถ้าให้ e = การเปล่ียนไปของปริมาตรต่อปริมาตรเดิม ซึ่งเรียกว่า “volumetric strain” หรือ “dilation 
e “ นั่นคือ 
    e  = δv/v = x y zε + ε + ε     (1-25) 
 

 โดยความเครียดเฉือนจะไม่ทำให้ปริมาตรของช้ินส่วนเปล่ียนไป แต่ความเครียดเฉือนจะทำให้
รูปร่างเปล่ียนจากส่ีเหล่ียมเดิม 

 จากความสัมพันธ์ของความเค้นและความเครียดในสมการ (1-17 และ 1-18) เราสามารถจะหา
ค่า e ได้ในเทอมของความเค้น xσ , yσ  และ zσ  คือ 

    e  = ( )x y z
1 2μ

E
σ + σ + σ−      (1-26) 

 
1.4 ความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดและการโก่งตัว  

 ในขณะที่วัตถุได้รับความเค้นก็จะทำให้มีความเครียดและการโก่งหรือการเบนเกิดขึ้นด้วย 
โดยท่ัวไปเราถือว่า การโก่งท่ีเกิดขึ้นมีค่าน้อย ถ้าให้ช้ินส่วน QBCD อยู่บนพิกัด x,y และ z  ดังรูป 1-19 
ก่อนท่ีช้ินส่วนจะถูกแรงกระทำ ช้ินส่วนจะมีรูปเป็นส่ีเหล่ียมมุมฉาก เนื่องจาก ช้ินส่วนอยู่ในช่วงยืดหยุ่น 
ดังนั้นหลังจากช้ินส่วนถูกแรงกระทำ ช้ินส่วนจะเปล่ียนรูปร่างเป็น ช้ินส่วน Q’B’C’D’ และให้ u และ v 
เป็นการโก่งของจุด Q ท่ีเกิดขึ้นในทิศทาง x และ y ดังแสดงในรูป 1-20 

z 

x 

 y 

 

z

x
y

(ก)    
(1 + x)x 

(1 + z)z 

(1 + y)y 
(1 + x)x

(1 + z)

(1 + y)yy

(ข)    
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รูปท่ี 1-20 ช้ินส่วนภายใต้สภาวะความเครียด 

  
การโก่งของจุด Q ใดๆ ในวัตถุอาจจะแทนด้วยฟังก์ช่ันต่อเนื่องของ x และ y คือ 
 

    u   =  u(x,y)  และ      v  =  v(x,y) 
 

ฟังก์ช่ันเหล่านี้สามารถกระจายเทียบกับจุดใดจุดหนึ่งในเทอมของ อนุกรมของเทเลอร์ เนื่องจาก QD อยู่ใน
แนวราบ ( )y 0 =  ดังนั้นการโก่งท่ีจุด D ในทิศทาง x เมื่อเทียบกับจุด Q ในเทอมของอนุกรมของเทเลอร์ 
คือ 

    ( )
2

2
D 2

u 1 uu  =  u + Δx + Δx +...........
x 2! x
 
 

 
 

ในทำนองเดียวกันกับการโก่งท่ีจุด D เทียบกับจุด Q ในทิศทาง y คือ 
 

    ( )
2

2
D 2

v 1 v=  v + Δx + Δx
x 2! x

v  
 

 
 

ถ้า Δx  มีค่าน้อย เทอม ( )2
xΔ  หรือ เทอมท่ีมีกำลังสูงกว่านี้ อาจจะตัดท้ิงได้ 

 

ดังนั้น    D D
u vu  =  u + Δx, v  =  v + Δx
x x
 
 

 

 
ในทำนองเดียวกันจากอนุกรมของเทเลอร์ การโก่งท่ีจุด B เทียบกับ Q ก็คือ (Δx = 0 , Δy  มีค่าน้อย) 
 

    B B
u vu  =  u + Δy, v  =  v + Δy
y y
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ในกรณีของการโก่งมีค่าน้อยมาก เทอมที่อยู่ในรูปของอนุพันธ์จะมีค่าน้อย ดังนั้น ( )v / x Δx  มีค่า
น้อยเมื่อเปรียบเทียบกับ ( )Δx + u / x Δx  เพราะฉะนั้น ( )Q D Δx + u / x Δx     อัตราการ
ยืดตัวของ QD คือ 

  ( )
x

Q D QD

QD

Δx + u / x Δx Δx uε  =  =  = 
Δx x

  −   −   


   (1-27)  
 

ในทำนองเดียวกันความเครียดในทิศทาง y หรืออัตราการยืดตัวของ QB ก็คือ 
 

    y
vε  = 
y



       (1-28)  
 

เนื ่องจากมุม BQD ที ่เปลี ่ยนแปลงไปก็คือความเครียดเฉือนที ่จ ุด Q จากรูปที ่ 1-20 จะเห็นว่า 
xyγ  = α + β  และ 

( )v / x Δx
tan α = 

Δx
   และ ( )u / y Δy utan β =  = 

Δy y
  


 

 
เพราะว่าความเครียดมีค่าน้อย ดังนั้น tan α  α  และ tan β  β  ดังนั้นความเครียดเฉือนคือ 
 

    xy
v uγ  = +
x y
 
 

      (1-29)  
 

ถ้าให้ w เป็นการเบนหรือการโก่งท่ีจุด Q ในทิศทาง z ความเครียด zε  และความเครียดเฉือน yzγ  และ  
zxγ  ในระนาบ zy และ zx คือ 

    z
wε   = 
z




      (1-30)  

    yz
w vγ  = +
y z

 
 

      (1-31)  

    zx
u wγ  = +
z x
 
 

      (1-32)  

 

 ในกรณีที่ชิ้นส่วนมีขนาดบางในทิศทาง z สภาวะของความเค้น z zx yzσ = τ = τ = 0  (ความเค้น
ระนาบ) การโก่งในทิศทาง x และ y ของ u และ v จะเป็นฟังก์ช่ันของ x และ y เท่านั้น ดังนั้นถ้าทราบ 
สนามการกระจัด u(x, y) และ v(x, y) ก็จะหาความเครียดได้โดยสมการ (1-27), (1-28), และ (1-29)  
และถ้าทราบความเครียดก็สามารถหาความเค้นได้จากสมการ (1-19), (1-20), (1-21) และ (1-22) 
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ตัวอย่างที่ 1.1  จงหา (ก) การโก่งในแนวดิ่งที่ x = L, y = 0 , (ข) สภาวะของความเค้นของคานในรูป 
โดยสมมุติให้คานมีขนาดบาง และมีสนามการกระจัดดังนี้ 

    
2 3P x μPyu(x,y) = (Lx )y  

EI 2 6EI
− −  

    
2 3

2μP P Lx xv(x,y) = (L x)y  (   )
2EI EI 2 6

− − − −  

 

 
 

รูปตัวอย่างท่ี 1.1 
 

(ก) การโก่งในแนวดิ่งท่ี x = L  และ y = 0  คือ 

 จาก   
2 3

2μP P Lx xv(x,y) =  (L x)y  ( )
2EI EI 2 6

− − − −  

 ดังนั้น   
3 3 3P L L PLv(L,0) = ( ) = 

EI 2 6 3EI
− − −  

 
(ข) หาสภาวะของความเค้น จาก 

   x y
u P v μPε =  = (L x)y, ε =  = (L x)y
x EI y EI
 

− − −
 

 

 และ  
2 2 2 2

xy
v u μPy P x P x μPyγ = +  = (Lx ) + (Lx )y  = 0
x y 2EI EI 2 EI 2 2EI

  
− − − −    

 

 
แทนค่าลงในสมการ (1.8) และ (1.9) ดังนั้น 

   
2

x 2

E P μ P Pσ = (L x)y (L x)y = (L x)y
1 μ EI EI I

 
− − − − −  

 

   y 2

E μP μPσ  = (L x)y+ (L x)y  = 0
1 μ EI EI

 − − − −  
 

   xyτ = 0  
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1.5  ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้น, ความเครียดและการกระจัดในพิกัดโพลา 

 มีปัญหาจำนวนมากที่ไม่สามารถจะใช้พิกัดคาร์ทีเชียนกำหนดหรืออธิบายรูปร่างของปัญหาได้  
เช่น ปัญหาพวกทรงกระบอกบางหรือหนาท่ีมีความดันกระทำ ปัญหาวงแหวนและกลม คานโค้ง เป็นต้น 
ซึ่งปัญหาเหล่านี้จะใช้พิกัดโพลาแทน ในรูป 1-21 ก ช้ินส่วนเล็กๆ จะถูกกำหนดตำแหน่งและขนาดโดย
พิกัด r θ− และสมมุติให้มีความเค้น และความเค้นเฉือนเกิดขึ้น เช่นในรูปดังกล่าว ถ้า dz  เป็นความ
หนาของช้ินส่วนในทิศทาง z  ส่วน Δr และ Δθ  มีขนาดเข้าใกล้ศูนย์ 
 

  
(ก) ความเค้นบนชิ้นส่วน drd θ                           (ข) การกระจัดในทิศทางรัศมี 

  

 
(ค) การกระจัดในทิศทางต้ังฉากกับรัศมี          

 

รูปท่ี 1-21 ช้ินส่วนบนพิกัดโพลา 
 
ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียดในพิกัดโพลานั้น สามารถหาได้ในทำนองเดียวกันกับ
ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียดพิกัดคาร์ทีเชียนคือ 

    ( )r r θ z
1

E
ε  = σ μ σ + σ−         

    ( )θ θ z r
1

E
ε  = σ μ σ + σ−         

    ( )z z r θ
1

E
ε  = σ μ σ + σ−       (1-33)  
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และ    rθ rθ
2(1 μ)

E
γ  = τ−       

    θz θz
2(1+μ)

E
γ  = τ       

    zr zr
2(1+μ)

E
γ  = τ        (1-34)  

  

 ส่วนความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดและการกระจัดในพิกัดโพลาหาได้ในทำนองเดียวกับพิกัด
คาร์ทีเชียนตามที่กล่าวมาแล้วคือ จะสมมุติให้ชิ้นส่วนยืดออกในทิศทางรัศมีและในทิศทางที่ตั้งฉากกับ
รัศมี เช่น ในรูป 1-21ข และ 1-21ค (เส้นประ) ดังนี้นความเครียดทางรัศมีท้ังหมดคือ 

    r r r r
r

u + ( u / r)Δr  u uε  =  = 
Δr r

  − 


   (1-35)  
 

และความเครียดทางต้ังฉากกับรัศมีคือ 
 

    θ θ rr
θ

u + ( μ / θ)Δθ  μ(r + u )Δθ  rΔθε  = +
rΔθ rΔθ

  −−     

         θr uu 1= +
r r θ




      (1-36)  

 
สำหรับความเครียดเฉือน rθγ  จะเท่ากับ α + β  ดังนั้น 
 

    θ θ θr r
rθ

u + ( u / r)Δr  u (r + Δr)/ru + ( u / θ)Δθγ  = +
rΔθ Δr

  −   

        θ θr u uu1= +
r θ r r


−

 
     (1-37)  

 

ส่วนความเครียดในระนาบ θz  และ Zr  หาได้ในทำนองเดียวกับพิกัดคาร์ทีเชียน คือ 
 

   z
z

uε  = 
z




,  θr
θz

uu1γ  = +
r θ z


 

,  r z
zr

u uγ  = +
z r

 
 

    (1-38)  
 

ในกรณีของปัญหาชนิดแกนสมมาตร เช่น ปัญหาของวงแหวน. θ  และการกระจัด ru  และ zu  เป็น
อิสระต่อกัน ดังนั้น อนุพันธ์ของ ru  และ zu ต่อ θ  จะมีค่าเท่ากับศูนย์ และเนื่องจากแกนสมมาตร. uθ  
จะเท่ากับศูนย์ ดังนั้นสมการ (1-35) ถึงสมการ (1-38) คือ 

    r
r

uε  = 
r




,  r
θ

uε  = 
r

, rθγ  = 0     (1-39)  

    z
z

uε  = 
z




, θzγ = 0 ,   r z
zr

u uγ  = +
z r

 
 

   (1-40)  
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รูปแบบฝึกหดัขอ้ 3) 

รูปแบบฝึกหดัขอ้ 5) 

แบบฝึกหัดท้ายบทที่ 1 

 1) ที่จุดใดจุดหนึ่งของวัสดุ ถ้า z yz zxσ = τ = τ = 0  และวัสดุมีค่า 10 2E = 20×10 N/m  และ μ = 0.3  
และถ้า -6

xε  = 24×10 m/m , -6
yε  = 24×10 m/m  จงหาค่า z y zσ , σ , σ  

 2) วัสดุอันหนึ ่งมีความเครียดเกิดขึ ้น คือ -6
xε  = 1000×10 m/m , -6

yε  = 500×10 m/m−  และ 
-6

zε  = 200×10 m/m  ถ้าค่าคงท่ี 10 2E = 7×10 N/m  และ μ = 0.3  จงหาค่า z y zσ , σ , σ  

3) สมมุติให้แผ่นบางขนาด 2a × b  ในรูปข้างล่างมีความหนา t  โดยท่ี D คือ Weight density 
ของวัสดุที่ใช้ทำแผ่นบาง และถ้าสนามการกระจัดโดยประมาณที่เกิดขึ้นจากน้ำหนักของแผ่นบางคือ  

 2 2D
u(x,y) = (2bx  x  μy )

2E
− −    

   μD
v(x,y) = y(b x)

E
− −  

   
 

   (ก)  จงหาสนามความเค้นระนาบ ( ) ( ) ( )z y xyσ x, y , σ x, y , τ x, y  
 (ข)  จงเขียนรูปร่างของแผ่นบางท่ีผิดรูปไป 

 4) ถ้าความเค้นเทนเชอร์ท่ีจุดใดจุดหนึ่งของวัสดุ คือ  7 2

2 1 3
σ  = 1 0 4 ×10 N/m

3 4 5

− −

−

 

 จงหาคำนวณหาค่าความเคร ียด ถ้า 10 2E = 20×10 N/m  และ μ = 0.3  ( -6
xε = 175×10 m/m− , 

-6
yε = 45×10 m/m− , -6

zε = 280×10 m/m , -6
zyγ = 130×10 m/m , -6

yzγ = 520×10 m/m , -6
zxγ = 39×10 m/m− ) 

 5) ตามรูปวงแหวน (thin ring) ข้างล่าง ถ้ากำหนดให้ความเค้นต้ังฉากเป็นฟังก์ช่ันกับรัศมี r ดังนี้ 

 

  2 2r θ z
5625 5625

625 625 + 
r r

σ = , σ = , σ = 0−  

  
  
  

 ค่าคงท่ี 10 2E = 21×10 N/m  และ μ = 0.29  
 (ก)  จงหาความเครียด (normal strain) ในเทอมของรัศมี r  ในช่วง 3 r 9   
 (ข)  จงหาเส้นรอบวงท่ี r = 90mm  ในขณะท่ีก่อนและหลังความเค้น P กระทำ 
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บทท่ี  2  
แรงเฉือนและจุดศูนย์กลางแรงเฉือน 

 
2.1  บทนำ 

 ในบทนี้เราจะวิเคราะห์ท้ังความเค้นในแนวตั้งฉากและความเค้นเฉือนของช้ินส่วนโครงสร้างท่ีมี
หน้าตัดคงที่และรับ “แรงเฉือนตามแนวขวาง (transverse shear)” โดยการพิจารณาความเค้นเฉือน
ตามแนวขวางและตามแนวยาวของชิ้นส่วนโครงสร้างโดยการวิเคราะห์ความสัมพันธ์ของแรงภายใน
ระหว่างโมเมนต์ดัดและแรงเฉือน อีกทั้งการวิเคราะห์แรงเฉือนไหลเพื่อใช้สำหรับหน้าตัดของคาน
รูปแบบต่างๆ และจุดศูนย์กลางแรงเฉือน 
  
2.2  แรงเฉือนตามแนวขวางบนชิ้นส่วนโครงสร้างที่มีหน้าตัดคงที่ 

 โดยทั่วไปแรงเฉือนตามแนวขวางจะเกิดขึ้นเมื่อชิ้นส่วนโครงสร้างที่อยู่ในแนวนอน ซึ่งเรียกว่า 
“คาน (beam)” รับแรงในแนวดิ่ง ซึ่งส่วนใหญ่มักมีหน้าตัดสี่เหลี่ยม สมมาตร และแกนหลักมักตัดผ่าน
จุดศูนย์กลางของหน้าตัด CG หรือ centroid แรงท่ีกระทำอาจกระทำเป็นจุด (รูปท่ี 2-1(ก)) หรือ แบบ
กระจาย (รูปที่ 2-1(ข)) หรืออาจหลายแบบรวมกัน และมักมีสมมติฐานให้แนวแรงกระทำผ่านจุด 
centroid โดยแนวแรงด่ิงจะอยู่ในแนวแกนหลักหรือไม่ก็ได้ 

  

(ก) Concentrated loads (ข) Distributed loads 

รูปท่ี 2-1  แรงท่ัวไปท่ีกระทำกับคานในแนวดิ่ง 
 
 พิจารณาคานยื่น AB  ซึ่งมีปลาย B  ยึดแน่นและมีแรง P ขึ้นกระทำบนปลาย A ซึ่งเป็นปลายอิสระ 
(รูปที่ 2-2(ก)) เมื่อพิจารณาหน้าตัด C และรูปแสดงการสมดุลของช่วง AC (รูปที่ 2-2 (ข)) เราจะพบว่า
แรงภายในท่ีกระทำบนช่วง AC จะต้องเทียบเท่ากับแรงเฉือน V  ซึ่งมีขนาด V = P และโมเมนต์ M ซึ่งมี
ขนาด M = Px  โดยที่ x เป็นระยะทางจากจุด C ไปยังปลายอิสระ A จะเห็นว่าโมเมนต์ดัด M  มี
เครื่องหมายเป็นลบ สำหรับเครื่องหมายของแรงเฉือน V  ในท่ีนี้จะกำหนดให้ V มีเครื่องหมายเป็นลบ เมื่อ
แรงเฉือน V กระทำในทิศทางดังแสดงในรูปท่ี 2-2(ข) นั่นคือเมื่อแรงเฉือนท่ีกระทำบนส่วนของคานท่ีอยู่
ทางด้านซ้ายของหน้าตัดมีทิศทางขึ้น 
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รูปท่ี 2-2  การวิเคราะห์แรงภายในช้ินส่วนคาน 
 

 คานธรรมดาโดยทั่วไปเมื่อน้ำหนักกระทำต่อคาน คานจะเกิดการโก่งตัวจากการดัดเป็นหลัก 
ระนาบของหน้าตัดก่อนและหลังการดัดยังคงเป็นระนาบเส้นตรงเดียวกันไม่เปล่ียนแปลง สำหรับคานลึก
จะมีพฤติกรรมท่ีแตกต่างกันออกไป โดยจะมีการโก่งตัวจากผลของการดัดร่วมกับการเฉือน ซึ่งระนาบของ
หน้าตัดจะเป็นลักษณะไม่เป็นเชิงเส้นตลอดความลึกของคาน ยังมีคานอีกประเภทหนึ่งซึ่งเป็นคานช่วง
สั้นมากๆ หรือที่เรียกว่า “แป้นหูช้างหรือคานหูช้าง (corbel) ตามมาตรฐานสถาบันคอนกรีตอเมริกัน 
(American Concrete Institute : ACI)”  ถือว่าเป็นคานยื่นช่วงส้ันชนิดหนึ่ง เป็นคานที่ยื่นออกมาจากเสา
มีลักษณะรูปสามเหลี่ยมหรือสี่เหลี่ยมคางหมูคล้ายใบหูของช้าง คานจะรับแรงเฉือน แรงดัด กระทำ
ร่วมกันจนทำให้เกิดแรงทแยง (diagonal tension) ทำให้มีพฤติกรรมการโก่งตัวที่ซับซ้อนอีกแบบหนึ่ง 

 แรงเฉือนของคานยื ่นจะมีค่าสูงสุดที ่จุดรองรับ ซึ ่งคานอาจจะวิบัต ิจากแรงเฉือนนี ้ไ ด้  
ตัวอย่างเช่น คานหูช้างท่ีเป็นโครงสร้างคอนกรีตมีการวิบัติเนื่องจากแรงเฉือนตามแนวผิวสัมผัสระหว่าง
เสากับคานหูช้าง ซึ่งเป็นบริเวณที่มีแรงเฉือนและโมเมนต์ดัดสูงสุดเพื่อประเมินพฤติกรรมของการวิบติั  
จึงมีวิธีการออกแบบการรับแรงเฉือนที่เรียกว่า วิธีการแรงเฉือน -แรงเสียดทาน (shear friction) การ
วิบัติของคานหูช้างอาจเกิดขึ้นบริเวณขอบเสา เมื่อใช้วัสดุสมัยใหม่พฤติกรรมการวิบัติอาจจะเปลี่ยนไป 
ตัวอย่างการทดสอบคานหูช้างที่ใช้คอนกรีตกำลังสูงเสริมเส้นใยเหล็กเป็นคานหูช้างแบบคู่ ขั้นตอนการ
ให้แรงกระทำต่อคานแบบกลับหัวเพื่อให้ง่ายต่อการติดตั้งคานและอุปกรณ์ทดสอบ โดยจำลองแรง
กระทำนั้นจากสภาวะจริงท่ีเกิดขึ้น ซึ่งเปรียบเสมือนคานท่ียื่นออกไปท้ังสองด้าน [9] (รูปท่ี 2-3 และ 2-4) 
ผลจากการทดสอบจะเห็นได้ว่าเกิดการวิบัติท่ีบริเวณขอบเสาจากแรงเฉือนเป็นหลัก เหมือนกับการวิบัติ
ของคานยื่นท่ัวไป 

 

 

(ก) 

(ข) V 
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รูปท่ี 2-3 ขนาดและการทดสอบคานหูช้าง [9] รูปท่ี 2-4 ลักษณะการวิบัติของคานหูช้าง [9] 

 
 เมื่อพิจารณาจากตัวอย่างข้างต้นเฉพาะในส่วนของแรงเฉือนและโมเมนต์ดัด แรงเฉือนท่ีกระทำ
คานทำให้เกิดแรงภายใน โดยมีสมดุลของแรงภายใน ดังนี้ ผลรวมของแรงในแนวตั้งฉากและแรงเฉือนท่ี
จุดเล็กๆ ท่ีกระทำบนหน้าตัดจะต้องเทียบเท่ากับแรงเฉือน V และโมเมนต์ดัด M (รูปท่ี 2-5) ผลรวมของ
แรงในแนวตั้งฉากมีค่าเป็นศูนย์และผลรวมของโมเมนต์ของเราเหล่านั้นรอบแกน y และแกน z มีค่า
เท่ากับศูนย์ และ M ตามลำดับ อย่างไรก็ตามในกรณีของแรงตามแนวขวาง ค่าโมเมนต์ดัด M จะแปรผัน
ตามตำแหน่งของหน้าตัดที่พิจารณาสำหรับแรงเฉือน xyτ dA  และ xzτ dA ท่ีพิจารณาจากโมเมนต์ของ
แรงเฉือนรอบแกน x สามารถตัดท้ิงไปได้เนื่องจากหน้าตัดสมมาตรเทียบกับระนาบ xy  คงไว้ซึ่งสมการท่ี
เกี่ยวข้องในแนวแกน y และแกน z ของแรงเฉือนนั่นคือ  
 

 

รูปท่ี 2-5  แรงเฉือนและโมเมนต์ดัดมีการทำบนหน้าตัด 
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ทิศทางแนวแกน  y 
xy

τ dA = V−      
 ทิศทางแนวแกน  z 

xz
τ dA = 0     

  
ทิศทางแนวแกน y แสดงให้เห็นว่าจะต้องมีความเค้นเฉือนในแนวด่ิงอยู่บนหน้าตัดขวางใดๆ ก็ตามในคาน 
และจะมีเครื่องหมายเป็นลบ นั่นคือมีทิศช้ีลง สำหรับทิศทางแนวแกน z แสดงว่าค่าเฉล่ียของความเค้น
เฉือนในแนวนอนบนหน้าตัดขวางใดๆ ก็ตามจะมีค่าเป็นศูนย์ซึ่งความเค้นเฉือน xzτ  ไม่จำเป็นต้องมีค่า
เป็นศูนย์ท่ีทุกๆ จุด 

 จากการพิจารณาชิ ้นส่วนเล็กๆ รูปลูกบาศก์ซึ ่งอยู ่ในระนาบของการสมมาตรในแนวด่ิง             
( xzτ 0= ) และพิจารณาความเค้นท่ีกระทำบนแต่ละหน้าของช้ินส่วน (รูปท่ี 2-6) ความเค้นในแนวตั้งฉาก 

xσ  และความเค้นเฉือน xyτ  กระทำบนด้านท้ัง 2 ท่ีต้ังฉากกับแกน x  เมื่อความเค้นเฉือน xyτ กระทำ
บนหน้าในแนวดิ่งของชิ้นส่วนแล้ว เพื่อสมดุลจะต้องมีความเค้นที่มีขนาดเท่ากันกระทำบนหน้าใน
แนวนอนของชิ้นส่วนเดียวกัน ดังนั้นจึงสรุปได้ว่าจะเกิดความเค้นเฉือนตามแนวความยาวของคานด้วย 
ซึ่งสามารถพิสูจน์ได้โดยพิจารณาคานยื่นซึ่งได้จากการนำแผ่นไม้หลายๆ แผ่นมาเรียงซ้อนกันและยึดจับ
ปลายด้านหนึ่งไว้ (รูปที่ 2-7(ก)) เมื่อมีแรงตามแนวขวาง P มากระทำที่ปลายอิสระของคานประกอบนี้ 
แผ่นไม้จะเกิดการเลื่อนไถล (รูปท่ี 2-7(ข)) อย่างไรก็ตามในคานที่เป็นเนื้อเดียวกันทั้งหมดและมีแรงยึด
เหนี่ยวซึ่งกันและกันนั้น จะไม่มีการเล่ือนไถลเกิดขึ้น จึงทำให้เกิดความเค้นบนระนาบในแนวนอนซึ่งอยู่
ตามความยาวของคาน เช่นเดียวกับท่ีเกิดบนระนาบตามขวางซึ่งอยู่ในแนวด่ิง ในทางตรงกันข้ามถ้าคาน
เดียวกันนี้รับเฉพาะโมเมนต์ดัด M ท่ีปลายอิสระ (รูปท่ี 2-7(ค)) แผ่นไม้แต่ละแผ่นจะมีการโก่งตัวเป็นรูป
โค้งและจะไม่มีการเล่ือนไถลเกิดขึ้น ซึ่งทำให้พิสูจน์ได้ว่าไม่มีแรงเฉือนเกิดขึ้นในคานท่ีรับแรงดัดอย่างเดียว 
 

 
 
 

  

 

(ก) 

 
 

(ข) 

 
 
(ค)  

 

รูปท่ี 2-6 ความเค้นต้ังฉากและความเค้นเฉือน 
 

รูปท่ี 2-7 ตัวอย่างการเกิดแรงเฉือน 
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2.3  ความเค้นเฉือนในคานสี่เหลี่ยมผืนผ้า 

 คานหน้าตัดส่ีเหล่ียมผืนผ้าท่ีรับแรงดัดและแรงเฉือน ดังรูปท่ี 2-8 โดยเมื่อพิจารณาช้ินส่วนพื้นท่ี
เล็กๆ ความเค้นเฉือนจะเกิดขึ้นเท่ากันท้ังในแนวด่ิงและแนวราบ โดยสมการท่ัวไปของหน่วยแรงท่ีทำให้
เกิดความเค้นเฉือนนั้น คือ 
 

  VQτ = 
It

      (2-1) 

 
โดยท่ี    =  ความเค้นเฉือนในหน้าตัด ณ จุดห่างจากแกนสะเทินเป็นระยะ y ซึ่งมีค่าความเค้น

เฉล่ียคงท่ีตลอดความกว้างคาน t 
 V  =  แรงเฉือนภายในตามแนวขวางท่ีคำนวณได้จากวิธีการใช้ภาคตัดและสมการของสมดุล 
 I  =  โมเมนต์ความเฉื่อยของหน้าตัดคาน คำนวณรอบแกนสะเทิน x-x 
 t  =  ความกว้างของหน้าตัดคานท่ีระยะ y 
 Q  =  โมเมนต์อันดับแรกของพื้นที่รอบแกนสะเทิน ( A )  คือ  =

'A
AyAyd  ซึ่งพิจารณา

พื้นที่ตั้งแต่ y ห่างออกไปจนถึงผิวไกลสุดของหน้าตัดนั้น ๆ โดยที่ y  คือระยะจาก
แกนสะเทิน (NA : neutral axis) ถึงจุดศูนย์ถ่วงพื้นท่ี A  

 

 
 

รูปท่ี 2-8  การพิจารณาความเค้นเฉือนในคาน 
 
 ตัวอย่างคานหน้าตัดเป็นส่ีเหล่ียมผืนผ้าเป็นหน้าตัดท่ีนิยมใช้กันท่ัวไป กำหนดให้ความกว้างของ
คานมีค่าคงท่ีตลอดความยาวเท่ากับ b  ดังนั้น ค่า t มีค่าเท่ากับ b ความลึกคานเท่ากับ h ความเค้นเฉือน 
  ของหน้าตัดนี้มีค่าเท่ากับ 
 

 3

2
26V

bh

hτ = y
4

 
− 

 
     (2-2) 
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พิสูจน์ได้ดังนี ้

 Q = y  1 h hy + y y b
2 2 2

    = − −        
   (2-3) 

             
2

21 h= y b
2 4
 

− 
 

 

 
จากสมการความเค้นเฉือน (สมการท่ี 2-1) จะได้ว่า 
 

    

2
2

3

1 hV y b
2 4VQτ =  =

1It bh b
12

   −  
  
 
 
 

    (2-4) 

 
จะเห็นได้ว่าสมการท่ี 2-2 เป็นการกระจายความเค้นเฉือนตลอดหน้าตัดคานเป็นลักษณะพาราโบลา ดัง
รูปท่ี 2-9 โดยพิจารณาจากสมการมีตัวแปรเป็น y2 ค่าความเค้นเฉือนจะมีค่าเป็นศูนย์ท่ีขอบบนสุดและ
ล่างสุด (y =  h/2) ของหน้าตัดคาน และค่าความเค้นเฉือนจะมีค่าสูงสุดท่ีแกนสะเทิน y = 0  

 

 
รูปท่ี 2-9  การกระจายความเค้นเฉือน 

 
จากการพิจารณาสมการท่ี 2-2  เมื่อแทนค่า y = 0, A = bh จะได้ 
 

    max
3V V

 = 1.5
2bh A

τ  =      (2-5) 

 
 เพื่อเป็นการพิสูจน์สมมุติฐานในการหาค่า max  ในสมการท่ี 2-5 สามารถหา max ได้โดยตรง
จากสมการท่ี 2-1 จากการท่ี V, I และ t มีค่าคงท่ีนั้น  ค่าท่ีทำให้ความเค้นเฉือนมีค่าสูงสุดคือ ค่าของ Q 
นั่นเอง ดังนั้นเมื่อพิจารณาสมการค่า AyQ =  จะมีค่าสูงสุดที่แกนสะเทินซึ่งจะได้พื้นที่เหนือแกน
สะเทินสูงสุด A= bh/2  และ y= h/4  จะได้ 
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    max 3

VQ V(h/4)(bh/2) Vτ  =  =  = 1.5
It Abh b

12
 
 
 

   (2-6) 

 
ท้ังสมการท่ี 2-5 และ 2-6 เห็นได้ว่า ค่า maxτ  มีค่าเป็น 1.5 เท่าของความเค้นเฉือนตามแนวขวางเฉล่ีย 

avgτ = V/A  

 ความเค้นเฉือนตามยาวสมการท่ี 2-1 และความเค้นเฉือนตามแนวขวางเฉลี่ย avgτ = V/A       
มีความสัมพันธ์กัน สามารถพิจารณาได้ว่า ค่าความเค้นเฉือนสูงสุด maxτ  ณ ตำแหน่งแกนสะเทิน        
มีทิศทางตามขวางจะมีค่าเท่ากับความเค้นเฉือนสูงสุดตามแนวนอนดังรูปท่ี 2-10 ซึ่งความเค้นเฉือนจาก
แรงเฉือนในแนวดิ่งดังกล่าวอาจมีผลทำให้คานเกิดการแตกหักแบบผ่าซีกในแนวยาวที่ตำแหน่ง แกน
สะเทินได้ ถ้าความต้านทานความเค้นเฉือนของวัสดุท่ีทำคานนั้นมีค่าต่ำ เช่น คานไม้ต่างๆ เป็นต้น (ดูรูป
ท่ี 2-11) 
 

 
 

 
 
 
 

 

รูปท่ี 2-10  ความเค้นเฉือนตามแนวยาวสูงสุด รูปท่ี 2-11 การแตกร้าวท่ีเกิดขึ้น 
ตามแนวยาวของคาน 

 

 การใช้งานของสมการท่ี 2-1 ประยุกต์ใช้กับคานหน้าตัดส่ีเหล่ียมผืนผ้า ทำให้การวิเคราะห์ความ
เค้นเฉือนได้ง่ายขึ้น จึงได้นำสมการนี้มาพิจารณาใช้กับคานหน้าตัดท่ีแตกต่างไป โดยคานรูปตัดแบบปีกกว้าง 
(wide-flange beam) เป็นหน้าตัดเหล็กรูปพรรณที่นิยมใช้ไปของงานโครงสร้าง ประกอบด้วยส่วนปีก 
(flange) และส่วนต้ัง (web) ดังรูปท่ี 2-12 การวิเคราะห์การกระจายความเค้นบนหน้าตัดคานสามารถ
พิจารณาคล้ายกับหน้าตัดรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้าจากสมการท่ี 2-1 ซึ่งความเค้นเฉือนท่ีเกิดขึ้นนี้จะมีลักษณะ
เป็นรูปพาราโบลาตลอดความลึกของคาน h  แต่มีการเปลี่ยนแปลงอย่างฉับพลันของความเค้นเฉอืนท่ี
จุดต่อระหว่างส่วนปีกและส่วนต้ังเนื่องจากเมื่อพิจารณาสมการท่ี 2-1 แล้ว ค่าความหนา t ในสมการเกิด
การเปลี่ยนแปลงอย่างฉับพลัน ณ จุดรอยต่อจากความหนา tw เป็น b นั่นเอง  เมื่อพิจารณาสมการที่ 2-1 
tw น้อยกว่า b จะเห็นได้ว่าความเค้นเฉือนจะมีค่าค่อนข้างมากในส่วนตั้งของหน้าตัด ดังแสดงในรูป     
2-12(ค) 
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 แต่จากการพิจารณานั้นความเค้นเฉือนท่ีส่วนปีกของคานนั้นไม่ได้เป็นไปตามสมการท่ี 2-1 คือ
การกระจายของความเค้นเฉือนเกิดขึ้นเป็นลักษณะพาราโบลา ที่จริงแล้วส่วนปีกนั้นจะให้ค่าความเค้น
เฉือน τ' = 0  (ดูรูป 2-12(ข)) เนื่องจากพื้นท่ีตรงจุดนั้นไม่ได้เกิดการเฉือนกันระหว่างภายในเนื้อของวสัดุ 
พื้นผิวนั้นถูกตัดหายไปและไม่สัมผัสกับวัตถุอื่น โดยเมื่อ τ' = 0  ในแนวตามยาวของคานแล้วจะส่งผลไป
ให้ความเค้นเฉือนในแนวขวางต้องมีค่าเท่ากับศูนย์เพื่อความสมดุลด้วย อย่างไรก็ตาม ในการออกแบบ
หน้าตัดเชิงวิศวกรรมนั้นค่าความเค้นเฉือนท่ีได้จากสมการท่ี 2-1 นั้น ท่ีส่วนปีกของคานไม่มีนัยสำคัญมาก 
โดยปกติการออกแบบจะคำนึงถึงความเค้นเฉือนท่ีมากท่ีสุดมาใช้งาน 
 

 
 

  

(ก) (ข) (ค) 
 

รูปท่ี 2-12 การกระจายความเค้นเฉือนท่ีเกิดกับคานปีกกว้าง 
 

 ข้อจำกัดสำหรับการใช้สมการความเค้นเฉือน พิจารณาแล้วเห็นว่าในสมการความเค้นเฉือนท่ี 2-1 
มีการกระจายอย่างสม่ำเสมอตลอดความกว้าง t ของหน้าตัดคาน ตัวอย่างเช่น ท่ีตำแหน่ง y ใดๆ ท่ีระดับ
เดียวกัน จุด A และ B จะมีค่าความเค้นเฉือนเท่ากัน ดังรูปที่ 2-13  อย่างไรก็ตาม ถ้าวิเคราะห์โดยใช้
ทฤษฎีของความยืดหยุ่นในเชิงคณิตศาสตร์แล้ว อัตราส่วนของ b/h จะมีผลต่อการกระจายความเค้น
เฉือน การกระจายความเค้นเฉือนท่ีแท้จริงตลอดความกว้างคานนั้นท่ีตำแหน่งแกนสะเทินจะมีรูปร่างดัง
รูปที่ 2-14 ค่าความเค้นเฉือนที่มากที่สุด เกิดขึ้นบนขอบด้านซ้ายสุดและขวาสุดของหน้าตัด ซึ่งขนาดของ 

maxτ จะขึ้นอยู่กับลักษณะรูปร่างหน้าตัดในอัตราส่วนของ b/h  ถ้า b/h น้อยกว่า 1 ค่าความแตกต่าง
ระหว่าง maxτ  และ maxτ  ที่ได้จากสมการท่ี 2-1 จะมีค่าน้อย (ดูรูป 2-9(ก)) แต่ถ้าค่า b/h ยิ่งมีคา่มาก 
ค่าความแตกต่างระหว่าง maxτ  และท่ี  maxτ ได้จากสมการท่ี 2-1 จะมีค่ามากขึ้นไปด้วย (ดูรูปท่ี 2-9(ข)) 
ส่งผลทำให้ความผิดพลาดจากสมการนั้นยิ่งสูงมาก เช่น ถ้า b/h = 0.5 ค่า maxτ มีค่ามากกว่า maxτ

ค่าประมาณ 3% ซึ่งถ้า  b/h = 2 ค่า maxτ  มีค่ามากกว่า maxτ  มากถึงประมาณ 40% ค่าความผิดพลาดนี้
เป็นผลให้การใช้สมการความเค้นเฉือนสำหรับหน้าตัดของคานปีกกว้างผิดพลาดไปด้วยได้ การออกแบบ
หน้าตัดจึงควรพิจารณาให้อัตราส่วน b/h มีค่าน้อยมากเพื่อให้ได้ค่าความเค้นเฉือนที่ใกล้เคียงกับค่า
ความเค้นเฉือนแท้จริงมากท่ีสุด 
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ข้อจำกัดอีกประการหนึ่งของสมการความเค้นเฉือนท่ี 2-1 คือ คานท่ีมีสถานะหน้าตัดไม่แน่นอน 
ความกว้างของหน้าตัดไม่เท่ากันตลอดความลึก ดังรูปท่ี 2-15 ค่าความเค้นเฉือนท่ีกระจายบนหน้าตัดท่ีเส้น 
AB จะมีค่าเท่ากันตลอดความกว้างถ้าใช้สมการท่ี 2-1 ดังรูปท่ี 2-15(ข) แต่ที่แท้จริงแล้วค่าความเค้นเฉือน  
ที่จุด B จะต้องขนานไปกับหน้าตัด ดังรูปท่ี 2-15(ค) และ 2-15(ง) ความเค้นเฉือนที่ผิวด้านนอกสุดนั้น    
ท่ีผิวสัมผัสนั้นจะมีค่า τ  = 0  และทำให้   ในระนาบของ เนื้อวัสดุ มีค่าเท่ากับศูนย์ด้วย (รูปท่ี 2-15(ค)) 
 

 
 

รูปท่ี 2-13  ความเค้นเฉือนท่ีระดับเดียวกัน 
                

  
                      (ก)                                 (ข) 

 

รูปท่ี 2-14  ข้อจำกัดของสูตรความเค้นเฉือนท่ีเกิดกับคานหน้าตัดต่างๆ 
 

 ดังนั้น สมการความเค้นเฉือนนั้นจะมีนิยามตามการพิสูจน์ข้างต้น โดยท่ีช้ินส่วนจะต้องมีรูปร่าง
ลักษณะเป็นรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้าท่ีมีอัตราส่วน b/h น้อยมาก ความกว้างหน้าตัดคงท่ี ไม่มีจุดท่ีเปล่ียนแปลง
หน้าตัดทันที มีรูปร่างแน่นอน สำหรับรูปร่างอื่นๆ ท่ีมีหน้าตัดไม่แน่นอนนั้น สามารถหาความเค้นเฉือน
โดยใช้วิธีจากทฤษฎีของความยืดหยุ่น 

 ขั้นตอนทั่วไปสำหรับการวิเคราะห์หาความเค้นเฉือน 
1)  จากสมการความเค้นเฉือนท่ี 2-1 ต้องวิเคราะห์หาแรงเฉือน V ท่ีหน้าตัดนั้นๆ ก่อน 
2)  หาโมเมนต์ความเฉื่อย I และค่าความกว้าง t ในจุดท่ีพิจารณา 
3)  พิจารณาหาค่า Q จาก Q = y A   โดย A  จะเป็นพื้นที่อยู่ห่างจากแกนสะเทินออกไป 

และ y  คือจุด centroid ของพื้นท่ี Aนั่นเอง 
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                       (ก)                (ข)                      (ค) 

  

  
                       (ง)                        (จ) 

 

รูปท่ี 2-15 ข้อจำกัดของสูตรความเค้นเฉือนกับหน้าตัดท่ีไม่แน่นอน 
 
ตัวอย่างที่ 2.1  

 คานดังแสดงในรูป ถูกกระทำด้วยแรงเฉอืนในแนวดิ่ง V = 4 kN จงคำนวณหาหน่วยแรงเฉอืน
ในคานท่ีจุด P และหน่วยแรงเฉือนท่ีเกิดขึ้นสูงสุด 
 

      
 
 
 
 

 

 

รูปตัวอย่างท่ี 2.1 
 

หาคุณสมบัติของหน้าตัด นั่นคือ โมเมนต์ของความเฉ่ือยของพื้นท่ีหน้าตัดรอบแกนสะเทิน 
 

 3 3 6 41 1I  = bh  = (100mm)(125mm)  = 16.28×10 mm
12 12
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หน่วยแรงเฉือนท่ีจุด P สามารถพิจารณาหาค่า Q จาก A  คือพื้นท่ีด้านบนของคานนับต้ังแต่จุด P เป็น
ต้นไปดังรูป 
 

 4 31Q  = y A  = 12.5 + (50mm) (50mm)(100mm) = 18.75×10 mm
2

     
 

 

ดังนั้น  หน่วยแรงเฉือนท่ีจุด P  คำนวณได้จากสมการท่ี 2-1  
 

 
4 3

-4 2
P 6 4

VQ (4 kN)(18.75×10 m )τ  =  =  = 4.61×10 kN/mm  = 0.461MPa
It (16.28×10 mm )(100 mm)

 
 

การหาหน่วยแรงเฉือนสูงสุดของหน้าตัดทำได้ 2 วิธีจากสมการท่ี 2-1 และ สมการท่ี 2-6 โดยหน่วยแรง
เฉือนสูงสุดนั้นจะเกิดขึ้นบริเวณแกนสะเทิน ดังนั้น A  ท่ีได้จะเป็นพื้นท่ีส่วนบนแกนสะเทินท้ังหมด 
 

 4 362.5mmQ = y A  = (100mm)(62.5mm) = 19.53×10 mm
2

     
 

 

ดังนั้น หน่วยแรงเฉือนสูงสุด คำนวณได้จากสมการท่ี 2-1 
  

 
4 3

-4 2
max 6 4

VQ (4 kN)(19.53×10 mm )τ  =  =  = 4.80×10 kN/mm  = 0.480 MPa
It (16.28×10 mm )(100 mm)

 
 

หน่วยแรงเฉือนสูงสุด คำนวณได้จากสมการท่ี 2-6 จะได้ค่าหน่วยแรงสูงสุดเท่ากัน คือ 
 

 -4 2
max

V 4kNτ  = 1.5  = 1.5  = 4.80×10 kN/mm  = 0.480MPa
A (100mm)(125mm)

 

 
2.4 แรงเฉือนหน้าตัดของคานประกอบ 

 โดยท่ัวไปโครงสร้างท่ีออกแบบอาจจะเป็นการประกอบกันของช้ินส่วนท่ีเป็นรูปเรขาคณิตมีการ
ต่อเช่ือมด้วยตะปู สลักเกลียวและการเช่ือม เป็นต้น (รูปท่ี 2-16) รอยต่อเช่ือมท่ีจุดต่างๆ จึงต้องมีการส่ง
ถ่ายแรงกันอย่างมีประสิทธิภาพ โดยเฉพาะแรงเฉือนท่ีเกิดขึ้นตามแนวยาวของช้ินส่วน คำนวณจากแรง
ต่อหนึ่งหน่วยความยาว เรียกอีกช่ือว่า การไหลของแรงเฉือน q 

 หลักการคำนวณหาการกระจายแรงเฉือนบนหน้าตัดตามยาวของคานสามารถหาได้โดยการ
กระจายแรงเฉือนท่ีรอยต่อของรอยต่อช้ินส่วนของปีกคาน แรงกระทำตามแนวราบดังแสดงในรูปท่ี 2-17 
แรง F และ F + dF เกิดขึ้นเนื่องจากแรงต้ังฉากปกติโดยโมเมนต์ M และ M + dM ตามลำดับ ส่วนแรง 
dF ที่ต้านนั้นเพื่อให้เกิดความสมดุล ที่เปรียบเสมือนแรงเฉือนที่เกิดขึ้นที่รอยต่อนั้นๆ ดังนั้นเราจะได้
สมการ 
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A

dMdF = × ydA
I       (2-7) 

โดยเกิดข้ึนจาก   y × dF = dM  

หารด้วย 2

A
y dA
 ท้ังสองด้าน 

    
2

A

y × dF
y dA

 = 
2

A

dM
y dA

 

    
A

dF
y dA

 = 
2

A

dM
y dA

 

    dF  = 
2

A
A

dM × y dA
y dA 

 

     dF  = 
A

dM × ydA
I   

 

 ค่าท่ีได้จากการอินทิเกรต คือ ค่า Q ซึ่งเป็นโมเมนต์ของพื้นท่ี A  (
A

Q = ydA' = y A'  )  
 

ในรูปท่ี 2-17 คำนวณรอบแกนสะเทินของหน้าตัด เนื่องจากความยาวของช้ินส่วนเท่ากับ dx ดังนั้นการ
ไหลของแรงเฉือน (shear flow หรือแรงต่อหนึ่งหน่วยความยาวตามแนวคาน q = dF/dx) หารท้ังสอง
ข้างของสมการข้างต้น (สมการท่ี 2-7) ด้วย dx และสมการ V = dM/dx  จะได้ 
 

    dF
dx

 = 
A'

dM 1 ydA
dx I

   
   

   
  

 

     dF
dx

 = ( )dM 1 Q
dx I

  
  
  

 
 

จาก     V = dM/dx   ดังนั้น VQq = 
I

      (2-8) 

 
เมื่อ 
 q   =  การไหลของการเฉือน หรือแรงเฉือนต่อหนึ่งหน่วยความยาวตามคาน 
 V  = แรงเฉือนท่ีเกิดขึ้นภายในหน้าตัดคาน ณ ตำแหน่งนั้นๆ 

I  =  โมเมนต์ความเฉื่อยของหน้าตัดคาน คำนวณรอบแกนสะเทิน x-x 
Q  =  โมเมนต์อันดับแรกของพื้นท่ีรอบแกนสะเทิน ( A )  คือ 

A
ydA  = y A
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รูปท่ี 2-16 ตัวอย่างรูปแบบของหน้าตัดคานประกอบ รูปท่ี 2-17 แรงเฉือนท่ีเกิดขึ้นกับคานประกอบ 
 

 ในหัวข้อนี้เป็นพื้นฐานการออกแบบรอยต่อเชื ่อมของโครงสร้าง โดยการหาระยะห่างของ
อุปกรณ์ยึดที่ใช้ต้านทานแรงเฉือน เช่น ตะปู สกรู น็อต หมุดย้ำและรอยเชื่อม เป็นต้น โดยสามารถ
วิเคราะห์เบื้องต้นได้ด้วยวิธีการที่กล่าวมาข้างต้น ซึ่งคือค่า q ซึ่งเป็นแรงเฉือนต่อหน่วยความยาวตาม
คาน เช่น  N/m, N/mm, kgf/m  เป็นต้น นำมาพิจารณาเปรียบเทียบกับความสามารถในการต้านทาน
แรงเฉือนของรอยเชื่อมหรืออุปกรณ์ยึด ตัวอย่างเช่น การไหลของแรงเฉือน q = 10 N/mและหมุดย้ำ
ต้านทานแรงเฉือนได้ 2 Nต่อตัว ดังนั้นต้องใช้หมุดย้ำ 5 ตัวต่อความยาวคาน 1 m. 
 
ตัวอย่างที่ 2.2  

 คานประกอบดังรูป ไม้ยึดติดกันโดยใช้กาวอีพ็อกซี่ เพื่อให้คานนั้นรับแรงเฉือนได้ 1200 kN   
จงหาว่าแรงเฉือนไหลท่ีเกิดขึ้นท่ี จุด B และ C เป็นเท่าไหร่ (โดยมีสมมติฐานว่ากาวอีพ๊อกซี่ รับกำลังได้
สูงกว่าไม้มาก และไม่เกิดการวิบัติท่ีจุดต่อ 
 

                 
 

รูปตัวอย่างท่ี 2.2 
 

250 mm 
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หาคุณสมบัติของหน้าตัด นั่นคือ โมเมนต์ของความเฉื่อยของพื้นที่หน้าตัดรอบแกนสะเทิน โดยเริ่มต้น
จากการหาจุดศูนย์ถ่วงของหน้าตัดก่อน 
 

 yA
y  =  = 

A
2(0.15m)(0.3m×0.01m) + (0.205m)(0.125m×0.01m) + (0.305m)(0.250m×0.01m)

2(0.3m×0.01m) + (0.125m×0.01m) + (0.250m×0.01m)



 

             =  0.1968 m  
 
โมเมนต์ของความเฉื่อยของพื้นท่ีหน้าตัดรอบแกนสะเทิน 

 3 21I  =  2 (0.01m)(0.3m) + (0.01m)(0.3m)(0.1968m  0.150m)
12
 −  

 

        3 21+ (0.125m)(0.01m) + (0.125m)(0.01m)(0.205m  0.1968m)
12
 −  

 

                 3 21+ (0.250m)(0.01m) + (0.250m)(0.01m)(0.305m  0.1968m)
12
 −  

 

    -6 4=  87.52×10 m  
 
ท่ีจุด B นั้นมี B  ช่วยต้านแรงเฉือน  จึงคิดพื้นท่ี A  ท้ังช้ินส่วน 

 -3 3
B B BQ  =  y A  = [0.305m  0.1968m](0.250m×0.01m) = 0.27×10 m  −  

 
ท่ีจุด C มีลักษณะเหมือนกับจุด B เช่นกัน  โดยท่ีมีจุด C   ช่วยต้านแรงเฉือน 

 -3 3
C C CQ  = y A  = [0.205m  0.1968m](0.125m×0.01m) = 0.01025×10 m  −  

 
คำนวณหาแรงเฉือนไหลท่ี จุด B และ B   

 
-3 3

B
B -6 4

VQ 1200 kN(0.270×10 m )q  =  =  = 3.70 MN/m
I 87.52×10 m

  

 
คำนวณหาแรงเฉือนไหลท่ี จุด C และ C    

 
-3 3

C
C -6 4

VQ 1200 kN(0.01025×10 m )q  =  =  = 0.1405MN/m
I 87.52×10 m

  

 
คำตอบท่ีได้ท้ังจุด B และ C นั้นจะได้ 
 Bq  = 1.85MN/m  
 Cq  = 0.07025MN/m    
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2.5 การไหลของแรงเฉือนในหน้าตัดผนังบาง 

 การไหลของแรงเฉือน (Shear Flow) จากสมการ 2-8 เป็นแรงเฉือนท่ีกระทำตามความยาวใดๆ 
ของหน้าตัดคานท่ีกล่าวมาในหัวข้อก่อนหน้านี้สามารถนำมาประยุกต์ใช้ในการหาการไหลของแรงเฉือน
ในส่วนของหน้าตัดผนังบางได้ คือ การสมมุติให้ช้ินส่วนมีความหนาของผนังมีค่าน้อยเมื่อเทียบกับขนาด
ความสูงหรือความกว้างของตัวเองนั่นเอง 

 การไหลของแรงเฉือนของคานปีกกว้างนั้นเมื่อพิจารณาตามความยาวเป็นช้ินเล็กๆ dx ในรูปท่ี 
2-18(ก) สมดุลของแรงสามารถเขียนอยู่ในรูปท่ี 2-18(ข) แรง dF เป็นแรงต้านทานเพื่อความสมดุลจาก
แรงกระทำ F และ F+dF ที่เกิดโดยโมเมนต์ M และ M+dM ตามลำดับ  เนื่องจากชิ้นส่วนมีความยาว 
dx และการไหลของแรงเฉือนที่พื้นที่ dA จะอยู่ในรูป q = dF/dx แต่เนื่องจากผนังส่วนปีกมีลักษณะบาง 
หน่วยแรงเฉือน   จะแตกต่างกันไม่มากตลอดความหนา t ดังนั้นสามารถสมมุติว่ามีค่าคงที่ ก็จะได้    
dF = τdA  = τ(tdx) = qdx  และจะได้ 
 

     q = τt       (2-9) 
 

หรือจากสมการ VQq = 
I

 หาได้จากการคูณ t  ในสมการ VQτ = 
It

 
 

 เนื่องจากแรงเฉือนท่ีกระทำในทิศทางตามยาวและตามขวางมีขนาดเท่ากัน เช่น ท่ีจุด B ในรูปท่ี 
2-18(ข) เขียนออกมาในรูปท่ี 2-18(ค) โดยพิจารณาทิศทางจากโมเมนต์ดัดทำให้เกิดความเค้นอัดที่ปีก
ด้านบน และเกิดการกระจายบนปีกคานท้ังสองด้านเป็น F และ dF จึงเกิดการไหลของแรงเฉือน q การ
ไหลของแรงเฉือนกระทำที่พื้นผิวตามขวางในแนวดิ่งนั้นมีค่าเป็นศูนย์ตลอดความหนาของชิ้นส่วนดัง
แสดงในรูปท่ี 2-18(ง) จากสมมุติฐานที่ว่าผนังนั้นมีความบางมาก พื้นผิวที่อยู่ส่วนบนและล่างนั้นเป็น
อิสระจากหน่วยแรงเฉือน ดังนั้น สรุปได้ว่าการไหลของแรงเฉือนท่ีกระทำมีทิศทางในแนวขนานกับผนัง
ของช้ินส่วนเท่านั้น 

 ในทำนองเดียวกันการพิจารณาชิ้นส่วนด้านซ้ายมือของปีกคานบนที่จุด C ดังรูปท่ี 2-18(จ) จะมี
ทิศทางของการไหลของการเฉือนในทิศทางตรงข้ามกับที่จุด B ดังรูปท่ี 2-18(ฉ) จากนั้นใช้วิธีการ
เดียวกันนี้พิจารณาทิศทางการไหลของแรงเฉือนท่ีจุด B  และ C   ในส่วนของปีกล่าง ดังแสดงในรูปท่ี 
2-18(ช) 
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รูปท่ี 2-18  แรงเฉือนท่ีเกิดขึ้นกับหน้าตัดบาง 
 
 การกระจายของการไหลของแรงเฉือนตามส่วนปีกขวามือบนของคานปีกกว้างในรูปท่ี 2-19(ก)  
พิจารณาได้ดังนี้ 
 

    d bQ = y'A' = x t
2 2

  −  
  

 

 

ดังนั้น    VQ V(d/2)((b/2) x) Vtd bq =  =  = x
I I 2I 2

−  − 
 

  (2-10) 

 
 จะเห็นได้ว ่าการกระจายนี ้เป็นแบบเชิงเส้นโดยที ่ค่า q = 0  ที ่ x = b/2  และค่าสูงสุด             
(qmax)f = Vtdb/4I  เกิดท่ี x = 0 (เมื่อพิจารณาว่าความหนาของส่วนต้ังมีค่าบางเช่นกัน) เนื่องจากมีการ
สมมาตรของหน้าตัด  การวิเคราะห์จะมีลักษณะเหมือนกันสำหรับส่วนปีกอื่นๆ และการไหลของแรง
เฉือนจะกระทำในทิศทางในรูปท่ี 2-19(ข) จะแสดงผลในรูปท่ี 2-19(ง) 

  

(ฉ) 

(ข) 

(ง) 

(ค) 

(ช) 

(ก) 

(จ) 
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 แรงท่ีเกิดขึ้นในแต่ละส่วนของปีกคานสามารถหาได้โดยการอินทิเกรต เนื่องจากแรงบนช้ินส่วน
ท่ีแรเงาในรูปท่ี 2-19(ข) คือ dF = qdx  แล้ว 
 

   fF  = 
2b/2

0

Vtd b Vtdbqdx =  x dx = 
2I 2 16I

 − 
      (2-11) 

 

   fF  = 
2

max f
1 b Vtdb(q )  = 
2 2 16I

 
 
 

    (2-12) 

 
แรงท่ีส่วนปีกท้ังหมดบนหน้าตัดคาน ดังรูปท่ี 2-19(จ) จะทำให้เกิดสมดุลของแรงในแนวราบ 
  
 การวิเคราะห์ในส่วนต้ังของหน้าตัดคาน ดังรูปท่ี 2-19(ค)  ทำได้เมื่อ  

   Q  = yA' = [d/2](bt) + [y + (1/2)(d/2 y)]t(d/2 y)− −  

    = 2 2bt(d/2) + (t/2)(d /4 y )−  

ดังนั้น   q  = 
2

2VQ Vt db 1 d = + y
I I 2 2 4

  
−  

  
   (2-13) 

 
 การไหลของแรงเฉือนในส่วนตั้งของหน้าตัดคาน จะมีลักษณะเป็นพาราโบลิกเหมือนกับหน่วย
แรงเฉือน โดยมีค่าเริ่มต้นที่ y = d/2  จะได้ q = 2(qmax)f = Vtdb/2I  และค่ามากที่สุดของ q จะอยู่ท่ี 
y = 0 และ q = (qmax)w = (Vtd/I)(b/2+d/8 ) ดังแสดงในรูปท่ี 2-19(ง) 
 
 เพื่อหาแรงรวมในส่วนต้ัง Fw จะต้องทำการอินทิเกรตสมการท่ี 2-13 นั่นคือ 
 

   wF  = 
2d/2 2

-d/2

Vt db 1 dqdy = + y dy
I 2 2 4
  

−  
  

   

    = 
d/22

3

-d/2

Vt db 1 d 1y + y y
I 2 2 4 3
  

−  
  

 

    = 
2Vtd 12b + d

4I 3
 
 
 

     (2-14) 
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รูปท่ี 2-19  การกระจายแรงเฉือนไหลในหน้าตัดบาง 
 
โดยพบว่าโมเมนต์ความเฉื่อยของพื้นท่ีหน้าตัดท่ีคำนวณได้ดังนี้  
 

    
2

3 31 d 1I  = 2 bt +bt + td
12 2 12
    
         

 
 

สามารถทำให้อยู่ในรูปอย่างง่าย คือ ไม่คิดเทอมแรก ( 31 bt
12

) เนื่องจากความหนา (t) ของแต่ละปีกมีค่าน้อย 

จะได้ว่า 
 

    
2td dI  = 2b +

4 3
 
 
 

 

แทนค่าในสมการข้างต้น พบว่า  Fw = V ดังแสดงในรูปท่ี 2-19(จ) 

            
(ข) 

            
(ก) 

(จ) 

(ง) (ค) 
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 จากการวิเคราะห์ข้างต้น มีสามประเด็นท่ีควรสังเกต ประเด็นแรก ค่าของ q เปล่ียนแปลงตลอด
หน้าตัด เนื่องจาก Q จะแตกต่างสำหรับแต่ละช้ินส่วนพื้นท่ี A  ท่ีคำนวณ โดยเฉพาะอย่างยิ่ง q จะแปรค่า
เชิงเส้นตามช้ินส่วน (ส่วนปีก) ท่ีต้ังฉากกับทิศทางของ V และจะเป็นรูปพาราโบลิก ตามช้ินส่วน (ส่วนขาต้ัง) 
ที่ขนานหรือทำมุมเฉียงกับ V หรือขนานกับ V  ประเด็นที่สอง q จะกระทำขนานกับผนังของชิ้นส่วน 
เนื่องจากภาคตัดท่ี q คำนวณจะตั้งฉากกับผนัง และประเด็นที่สาม ทิศทางของ q จะเป็นลักษณะแรง
เฉือนที่จะไหลตลอดหน้าตัดเข้ามาที่ส่วนปีกบนของคาน และไหลพุ่งตลอดส่วนขาตั้ง เนื่องจากเป็นแรง
เฉือน V และแยกโดยไหลพุ่งออกที่ส่วนปีกล่าง ถ้าจะสามารถทำให้เห็นสภาพของการไหลได้ชัดเจนนั้น 
จะเป็นการง่ายสำหรับการจัดต้ังไม่เพียงเฉพาะทิศทางของ q แต่ยังรวมไปถึงทิศทางท่ีสอดคล้องของ   
ตัวอย่างอื่นได้ แสดง q ว่ามีทิศทางตามชิ้นส่วนย่อยของชิ้นส่วนผนังบาง ดังรูปที่ 2-20 ในทุกกรณีการ
สมมาตรจะอยู่รอบแกนที่อยู่ในแนวเส้นตรงเดียวกันกับ V และผลคือ q จะไหลในทิศทางที่จำเป็นท่ี
ส่วนประกอบของแรงในแนวตั้งเทียบเท่ากับ V และเป็นไปตามสมดุลแรงตามแนวราบของหน้าตัด 
 

 
 

รูปท่ี 2-20  การไหลของแรงเฉือนหน้าตัดต่างๆ 
 
ตัวอย่างที่ 2.3 

 โครงสร้างเหล็กกล่องหน้าตัดบางรับแรงเฉือนขนาด 15 kN จงหาการกระจายของแรงเฉือนไหล    

          
 

    
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปตัวอย่างท่ี 2.3 
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คำนวณโมเมนต์ของความเฉื่อยของพื้นท่ีหน้าตัดรอบแกนสะเทิน โดยใช้หลักของโมเมนต์ของความเฉื่อย
รูปส่ีเหล่ียมท่ีผิวนอกลบกับโมเมนต์ของความเฉื่อยผิวใน 
 

  3 3 41 1I  = (6cm)(8cm)  (4cm)(6cm)  = 184cm
12 12

−  

 
จากการพิจารณาชิ้นส่วนในแนวนอนจะเห็นได้ว่าที่จุด B นั้นมีแรงเฉือนไหลเป็นศูนย์ (QB = 0) และ
ค่าแรงเฉือนไหลสูงสุดจะเกิดขึ้นที่รอยต่อ C  ดังนี้ 
 

  3
CQ  =  y A  = (3.5cm)(5cm×1cm) = 17.5cm   

 

  
3

C
C 4

VQ 15kN(17.5cm )q  =  =  = 1.427 kN/cm = 142.7 N/mm
I 184cm

 

 
พิจารณาช้ินส่วนในแนวตั้งได้ว่า ท่ีจุด D  ได้ค่า 
 

  3
DQ = y A = 2[2cm](1cm×4cm)+[3.5cm](4cm×1cm) = 30cm   

 

  
3

D
D 4

VQ 15kN(30cm )q  =  =  = 2.446 kN/cm = 244.6 N/mm
I 184cm

 
 

คำตอบท่ีได้มีจุด C อยู่ 2 ด้าน  และจุด D อยู่ 2 ด้าน ดังนั้นคำตอบสุดท้ายในการกระจายแรงเฉือนไหลคือ 
  C q  = 71.35N/mm  
  Dq  = 122.3N/mm  
 

2.6 จุดศูนย์กลางแรงเฉือน 

 ในหัวข้อที่ผ่านมาเป็นการสมมุติว่าแรงเฉือนภายใน V จะกระทำตามแกนเซนทรอยด์หลักของ
ความเฉื่อย ซึ่งแทนด้วยแกนท่ีสมมาตรสำหรับหน้าตัด ในหัวข้อนี้จะพิจารณาผลของการกระทำของแรง
เฉือนตามแนวแกนเซนทรอยด์หลักท่ีไม่ใช่แกนของสมมาตร มีเพียงช้ินส่วนผนังบางท่ีจะวิเคราะห์ มิติใน
แนวเส้นกึ่งกลางของผนังของชิ้นส่วนจะถูกนำมาใช้ ตัวอย่างของกรณีนี้ที่มักพบมักเป็นชิ้นส่วนอาคาร
เหล็กรูปพรรณท่ีรับแรงดัดจะเป็นหน้าตัดรูปตัวราง ดังแสดงในรูปท่ี 2-21 ซึ่งจะยื่นจากฐานรองรับท่ียึด
ติดแน่นกับที่และถูกกระทำด้วยแรง P ถ้าแรงนี้ถูกกระทำตามแนวดิ ่ง แกนสมมาตรที่ผ่านตลอด       
เซนทรอยด์ CG ของพื้นท่ีหน้าตัดรางจะไม่ดัดงอในทิศพุ่งลงจะเกิดการบิดตามเข็มนาฬิกา ดังแสดงในรูป 
เพื่อให้เข้าใจในส่ิงท่ีเกิดขึ้นจึงจำเป็นท่ีจะศึกษาการกระจายการไหลการเฉือนตามส่วนปีกและส่วนขาต้ัง
ของราง ดังแสดงในรูปท่ี 2-21(ข) 
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 คล้ายกรณีของคานปีกกว้างที่กล่าวในหัวข้อที่ก่อนหน้านี้ การกระจายการไหลการเฉือนในแต่
ละส่วนปีกเป็นแบบเชิงเส้นและในส่วนขาตั้งจะเป็นรูปพาราโบลิก  ดังแสดงในรูปที่ 2-21 เมื ่อการ
กระจายนี้ถูกอินทิเกรตครอบคลุมพื้นที่ส่วนปีกและขาตั้ง จะเกิดแรงลัพธ์ Ff ในแต่ละส่วนปีกและแรง    
V = P ในส่วนขาต้ัง ดังแสดงในรูปท่ี 2-21 ถ้าโมเมนต์ของแรงดังกล่าวนี้ถูกรวมรอบ จุด A พบว่า แรงคู่
ควบหรือโมเมนต์บิดจะเกิดโดยแรงท่ีส่วนปีกจะรับผิดชอบทำให้ช้ินส่วนบิด เพื่อป้องกันการบิดนี้  ดังนั้น
จึงจำเป็นต้องใส่แรง P ที่จุด O อยู่ที่ระหว่าง e จากส่วนขาตั้งของราง ดังแสดงในรูปที่ 2-21(ง) จะได้ 

A fM = F d = Pe  หรือ fF de = 
P

 

 การใช้วิธีการที่กล่าวในหัวข้อที่ผ่านมา แรง Ff สามารถหาได้ในรูปของ P (=V) และเมื่อทราบ
มิติของส่วนปีกและขาต้ังแล้ว P ไม่จำเป็นต้องแทนค่าในสมการข้างต้น  และเป็นไปได้ท่ีจะแสดง e อย่างง่าย
ในรูปของฟังก์ช่ันของรูปทรงของหน้าตัดไม่ใช่เป็นฟังก์ช่ันของ P หรือตำแหน่งตามความยาวของคาน จุด O 
เรียกว่า ศูนย์กลางการเฉือนหรือศูนย์กลางการดัด เมื่อ P กระทำท่ีศูนย์กลางการเฉือน คานจะดัดงอโดย
ปราศจากโมเมนต์บิด ดังแสดงในรูปที่ 2-21(จ) คู่มือการออกแบบโดยทั่วไปจะแสดงตำแหน่งของจุดนี้
สำหรับคานต่างๆ ท่ีมีหน้าตัดเป็นผนังบาง และใช้ในทางปฏิบัติ 

 เมื ่อทำการวิเคราะห์ พบว่าศูนย์กลางการเฉือนจะอยู่บนแกนของการสมมาตรของพื ้นท่ี         
หน้าตัดของช้ินส่วน ยกตัวอย่างเช่น ถ้ารางในรูปท่ี 2-21(ก) หมุนไป 90o และ P การทำท่ีจุด A  ดังนี้ 
 
 

 
 
 
 

 
                
          
 
 
 

 
 

รูปท่ี 2-21  การหาจุดศูนย์กลางแรงเฉือน 
 

CG 

(ง) 

(ก) 

(ค) 

(ข) 

(จ) 
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ตัวอย่างที่ 2.4 

 จากหน้าตัดผนังบางดังรูป จงหาจุดศูนย์กลางแรงเฉือน 

 
 

   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปตัวอย่างท่ี 2.4 
 

การไหลของแรงเฉือนนั้นในชิ้นส่วนแนวตั้งจะมีการกระจายเป็นพาราโบลา และในชิ้นส่วนแนวนอนจะ
เป็นรูปสามเหล่ียมดังรูปการกระจายแรงเฉือนไหล อันดับแรกเริ่มต้นจากคำนวณโมเมนต์ของความเฉื่อย
ของพื้นท่ีหน้าตัดรอบแกนสะเทิน โดยพิจารณาเป็นช้ินส่วนแนวตั้งและช้ินส่วนแนวนอนท้ังบนและล่าง 
 

    
2

3 31 1 hI  = th + 2 bt + bt
12 12 2

  
  

   
 

 

เนื่องจากหน้าตัดเป็นผนังบาง ค่า t มีค่าน้อยมาก ทำให้ 31

12
bt  ยิ่งน้อยมากๆ ดังนั้นจึงประมาณให้เป็น

ศูนย์ 
 

    
2th hI  = + b

2 6
 
 
 

 

  

Shear flow distribution 
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การกระจายแรงเฉือนไหลชิ้นส่วนในแนวนอนเป็นสามเหลี่ยมโดยมีค่าสูงสุดที่รอยต่อของปีกคานและ
ช้ินส่วนแนวตั้ง ดังนั้นจึงสามารถหาค่าแรงเฉือนไหลสูงสุดได้ 
 

    max 2

VQ V(h/2)bt Vbq =  =  = 
I (th /2)[(h/6)+b] h[(h/6)+b]

 

 

สามารถคำนวณ maxf bq
2
1F =  

 

    
2

f
1 Vb VbF  = × b ×  = 
2 h[(h/6)+b] 2h[(h/6)+b]

 

 
จากสมดุลของ hFPe f= จะได้และ P = V  
 

    
2

fF h Vb he  =  = 
V (V)2h[(h/6)+b]

 
 

    
2be  = 

2[(h/6)+b]
 

 
 ในระนาบเอียงการพิจารณาจุดศูนย์กลางแรงเฉือนจะช่วยให้โครงสร้างมีเสถียรภาพดีขึ้น การใช้
งานเหล็กรูปตัวซีท่ีนิยมใช้สำหรับงานโครงหลังคาเป็นอีกหนึ่งตัวอย่างท่ีต้องพิจารณาในหัวข้อนี้ (รูปท่ี 2-22) 
การประยุกต์ใช้หลักการจุดศูนย์กลางแรงเฉือน ในรูปท่ี 2-23 เพื่อลดการบิดของเหล็กท่ีใช้เป็นโครงสร้าง
แปของหลังคาได้ การวางแปตัวซี จึงต้องให้ด้านช่องว่างตัวซีหงายขึ้น เพื่อให้ระยะของแนวแรงใกล้กับ
จุดศูนย์กลางแรงเฉือนที่สุด แปจึงจะบิดตัวน้อยสุด นั่นคือ 1 2d < d  และ 1 2Pd < Pd  นอกจากนี้การ
ก่อสร้างงานแปจึงเสริมความมั่นคงด้วยการใช้เหล็กยึดแปช่วยให้แปไม่บิดและโก่งตัวมากเกินไป 
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รูปท่ี 2-22  โครงหลังคาท่ัวไป 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 2-23  การพิจารณาระยะจุดศูนย์กลางแรงเฉือน 

P 

P 



50

 

กลศาสตร์ของวัสดุ II 

แบบฝึกหัดท้ายบทที่ 2 

1) ถ้าคานดังรูปถูกกระทำด้วยแรงเฉือน V = 15 kN จงคำนวณหาหน่วยแรงเฉือนในขาต้ังท่ี A 
และ B 

 2) คานถูกกระทำด้วยแรง P = 7 kN ดังรูป จงคำนวณหาหน่วยแรงเฉือนเฉล่ียท่ีเกิดขึ้นในตะปู
ภายในช่วง AB ของคาน โดยตะปูอยู่บนแต่ละด้านของคาน และมีระยะห่าง 100 mm ตะปูทุกตัวมีเส้น
ผ่านศูนย์กลาง 5 mm 

3) แรงเฉือน V = 18 kN กระทำต่อคานรูปกล่องที่สมมาตรดังแสดงในรูป จงคำนวณหาการ
ไหลการเฉือนท่ีจุด A, B และ C 

4) จงคำนวณหาตำแหน่ง e ของศูนย์กลางการเฉือนท่ีจุด O สำหรับช้ินส่วนผนังบางท่ีมีหน้าตัด
ดังแสดงในรูป เมื่อหน้าตัดมีความหนา 0.25 in. 

5) จงคำนวณหาตำแหน่ง e ของศูนย์กลางการเฉือนท่ีจุด O ของช้ินส่วนผนังบางท่ีมีหน้าตัดดัง
แสดงในรูป เมื่อช้ินส่วนมีความหนา t 

 
 
 

 

 
 
 
 

 
รูปแบบฝึกหัดข้อ 1) รูปแบบฝึกหัดข้อ 2) 

   

  
  

รูปแบบฝึกหัดข้อ 3) รูปแบบฝึกหัดข้อ 4) รูปแบบฝึกหัดข้อ 5) 
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6) จงคำนวณหาตำแหน่ง e ของศูนย์กลางการเฉือนท่ีจุด O สำหรับช้ินส่วนผนังบางท่ีมีหน้าตัด
ดังแสดงในรูป และ b2 > b1 และช้ินส่วนมีความหนา t 

7) จงคำนวณหาตำแหน่ง e ของศูนย์กลางการเฉือนท่ีจุด O สำหรับช้ินส่วนผนังบางท่ีมีหน้าตัด
ดังแสดงในรูป 

8) จงคำนวณหาตำแหน่ง e ของศูนย์กลางการเฉือนท่ีจุด O สำหรับท่อท่ีมีรอยฉีกขาดตามแนว
ความยาว 

9) จงคำนวณหาตำแหน่ง e ของศูนย์กลางการเฉือนสำหรับท่อผนังบางที่มีหน้าตัดดังแสดงใน
รูป เมื่อช้ินส่วนย่อยมีความหนาเท่ากับ t 

 

  
 

รูปแบบฝึกหัดข้อ 6) 
 

รูปแบบฝึกหัดข้อ 7) 
  

 
 

 

รูปแบบฝึกหัดข้อ 8) รูปแบบฝึกหัดข้อ 9) 
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บทท่ี  3  
โมเมนต์ดัด 

 
3.1 บทนำ 

  ในบทที่ผ่านมาเป็นการวิเคราะห์หาค่าความเค้นและความเครียดในชิ้นส่วนโครงสร้างที่มีหน้า
ตัดคงท่ี และรับแรงในแกนต่างๆ และแรงเฉือน ในบทนี้จะทำการวิเคราะห์ช้ินส่วนโครงสร้างท่ีมีหน้าตัด
คงท่ีและรับโมเมนต์ M  และ M  ซึ่งมีขนาดเท่ากันและมีทิศทางตรงกันข้าม กระทำในระนาบเดียวกัน
ซึ่งเป็นระนาบที่อยู่ตามแนวความยาวของชิ้นส่วนโครงสร้าง (รูปท่ี 3-1) เราเรียกว่าชิ้นส่วนโครงสรา้งนี้
อยู่ในสภาวะรับ “แรงดัด (bending)” 
 
3.2 โมเมนต์ดัดสมมาตร  

  ชิ้นส่วนโครงสร้างที่รับโมเมนต์ซึ่งมีขนาดเท่ากันและมีทิศทางตรงกันข้าม กระทำอยู่ในระนาบ
เดียวกันซึ่งเป็นระนาบในแนวตามความยาวนั้น เรียกอยู่ในสภาพรับ “แรงดัดสมมาตร (symmetric 
bending)” เราจะพบว่าถ้าตัดหน้าตัดผ่านชิ้นส่วน AB ในรูปที่ 3-1 สภาพสมดุลของชิ้นส่วน AC จะทำ
ให้แรงเล็กๆ ที่กระทำบนชิ้นส่วน AC โดยอีกชิ้นส่วนหนึ่งนั้นเทียบเท่ากับโมเมนต์ M (รูปที่ 3-2) ดังนั้น
แรงภายในบนหน้าตัดใดๆ ในช้ินส่วนโครงสร้างท่ีรับแรงดัดล้วนจะเทียบเท่ากับโมเมนต์บนหน้าตัดนั้นๆ 
โมเมนต์ M นี้เรียกว่า “โมเมนต์ดัด (bending moment)” บนหน้าตัด เครื่องหมาย M จะเป็นบวกก็
ต่อเมื่อช้ินส่วนโครงสร้างมีการดัดดังในรูปท่ี 3-1 และเป็นลบก็ต่อเมื่อ M และ M  มีทิศทางตรงกันข้าม   

 ตัวอย่างของช้ินส่วนโครงสร้างท่ีรับแรงดัดคือช่วง BC ของคาน AD ในรูปท่ี 3-3(ก) เมื่อตัดหน้า
ตัดผ่านจุดใดๆ สมมุติว่าเป็นจุด E ซึ่งอยู่ระหว่างจุด B และ C จะเขียนรูปแสดงการสมดุลของช่วง AD 
และ AE (รูปที่ 3-3(ข) และ (ค)) จะได้ว่าแรงภายในที่กระทำบนหน้าตัดใดๆ ที่อยู่ระหว่างจุด B และ C 
จะเทียบเท่ากับโมเมนต์ขนาด 36 kN.m  
 

 
 

      

รูปท่ี 3-1 ทิศทางของแรงดัด รูปท่ี 3-2 การวิเคราะห์โมเมนต์ดัดเบ้ืองต้น 
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  โดยวิธีการทางสถิตยศาสตร์เพื่อใช้พิสูจน์สมการที่เป็นจริงสำหรับค่าความเค้นบนหน้าตัดใดๆ 
ของช้ินส่วนโครงสร้างท่ีมีหน้าตัดคงท่ีและรับแรงดัด ให้ xσ  เป็นความเค้นในแนวตั้งฉากตรงจุดใดๆ บน
หน้าตัด และให้ xyτ  และ xzτ เป็นองค์ประกอบของความเค้นเฉือน เราจะต้องแสดงให้เห็นว่าระบบของ
แรงภายในเล็กๆ ท่ีกระทำบนหน้าตัดนี้เทียบเท่ากับโมเมนต์ M (รูปท่ี 3-4) 

   

 

 

  
(ก) (ข) (ค) 

 

รูปท่ี 3-3 การวิเคราะห์โมเมนต์ดัดโดยสมดุลของแรง 
 

  เมื่อพิจารณาโมเมนต์ M จะประกอบไปด้วยแรง 2 แรงท่ีมีขนาดเท่ากันแต่มีทิศทางตรง       กัน
ข้าม ดังนั้นผลรวมขององค์ประกอบของแรงเหล่านี้ในทิศทางใดๆ ก็ตามจะต้องมีค่าเท่ากับศูนย์ 
นอกจากนั้นโมเมนต์จะต้องมีค่าเท่ากันรอบแกนใดๆ ที่ตั้งฉากกับระนาบของโมเมนต์ และจะต้องมีค่า
เป็นศูนย์รอบแกนใดๆ ท่ีอยู่ในระนาบของโมเมนต์ ถ้าเราเลือกแกนใดๆ เช่น แกน z ดังแสดงในรูปท่ี 3-4 
แรงภายในเล็กๆ จะเทียบเท่ากันกับโมเมนต์ M ได้ก็ต่อเมื่อผลรวมขององค์ประกอบของแรงเล็กๆ มีค่า
เท่ากันกับองค์ประกอบของแรงในทิศทางนั้นๆ และผลรวมของโมเมนต์เล็กๆ มีค่าเท่ากันกับโมเมนต์ M 
 

  ทิศทางแนวแกน  x   
x

σ dA = 0      (3-1) 
 

  โมเมนต์รอบแกน  y  
x

zσ dA = 0      (3-2) 
   

  โมเมนต์รอบแกน  z  
x

( yσ dA) = M−     (3-3) 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 3-4 ความเค้นและโมเมนต์ดัด 
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  เครื่องหมายลบในสมการที่ (3-3) นั้นเกิดเนื่องจากความเค้นดึง xσ > 0  จะทำให้เกิดโมเมนต์ลบ 
(ตามเข็ม) ของแรงในแนวต้ังฉาก xσ dA  รอบแกน z สมการท่ี (3-2) อาจไม่เป็นประโยชน์ใดๆ ถ้าช้ินส่วน
โครงสร้างนั้นสมมาตรเทียบกับระนาบท่ีมีโมเมนต์ M อยู่ และถ้าแกน y อยู่ในระนาบนั้นด้วย ดังแสดงใน
รูปท่ี 3-4 ดังนั้นการกระจายของแรงในแนวตั้งฉากบนหน้าจัดจะสมมาตรรอบแกน y  

  นอกจากนั้นการกระจายที่แท้จริงของความเค้นบนหน้าตัดเป็นสิ่งที่ไม่สามารถทราบได้โดยใช้
หลักการทางสถิตยศาสตร์แต่เพียงอย่างเดียว หรือเรียกได้ว่าเป็นอินดีเทอร์มิเนทในทางสถิตยศาสตร์ ซึ่งเรา
จะหาได้โดยวิเคราะห์การเสียรูปของช้ินส่วนโครงสร้าง 

  ในปัจจุบันมีวัสดุใหม่ๆ ใช้ในงานวิศวกรรมโยธามากขึ ้น เช่น คอนกรีตพิเศษ Ultra High 
Performance Concrete (UHPC) การวิเคราะห์หรือคำนวณเพื่อใช้เป็นชิ้นส่วนโครงสร้าง ใช้หลักการ
ทางทฤษฎีเช่นเดียวกับท่ีกล่าวข้างต้น โดยใช้กลสมบัติของวัสดุท่ีทราบค่าหรือทดสอบในห้องปฏิบัติการ
ในการวิเคราะห์และอาจมีการทดสอบทั้งในห้องปฏิบัติการและทดสอบจริงในขนาดย่อส่วนหรือเท่า
ขนาดจริงเพื่อยืนยันพฤติกรรม 

  การทดสอบการรับน้ำหนักและโมเมนต์ดัดของแผ่นพื้นผลิตจากคอนกรีต UHPC ท่ีมีคุณสมบัติ
พิเศษในการรับกำลังอัดประลัยสูงถึง 160 MPa ในรูปที่ 3-5 เป็นการทดสอบในห้องปฏิบัติการใช้กอ้น
อิฐเป็นน้ำหนักบรรทุกแบบแผ่กระจายและมีจุดรองรับแบบคานช่วงเดียว ดังนั้นจึงเกิดโมเมนต์ดัดสูงสุด
ที่จุดกึ่งกลางตามทฤษฎี ข้อมูลที่ได้ทั ้งพฤติกรรมของแผ่นพื้น น้ำหนักบรรทุกสูงสุด และการโก่งตัว 
นำไปใช้เปรียบเทียบกับมาตรฐาน จากนั้นจึงนำไปใช้ในสถานท่ีจริงในรูปท่ี 3-6 [7] 
 

 
 

รูปท่ี 3-5 การทดสอบแผ่นพื้น [7] 

 
 

รูปท่ี 3-6 การรับน้ำหนักขณะใช้งาน [7] 
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3.2.1  การเปลี่ยนแปลงรูปร่างของชิ้นส่วนรับแรงดัด  

  ในหัวข้อนี้จะวิเคราะห์การเสียรูปของชิ้นส่วนโครงสร้างซึ่งมีระนาบของสมมาตร และรับ
โมเมนต์ M  และ M  ซึ ่งมีขนาดเท่ากันและมีทิศทางตรงกันข้ามที่ปลายแต่ละด้าน โดยกระทำใน
ระนาบของการสมมาตร ชิ้นส่วนโครงสร้างจะเกิดการโก่งตัวภายในโมเมนต์ที่มากระทำ แต่จะยังคง
สมมาตรเทียบกับระนาบเดิม (รูปที่ 3-7) นอกจากนี้ในเมื่อโมเมนต์ดัด M มีค่าเท่ากันบนทุกหน้าตัด 
ดังนั้นช้ินส่วนโครงสร้างจะเกิดการโก่งตัวงออย่างสม่ำเสมอ และทำให้เส้น AB ซึ่งเป็นเส้นท่ีเกิดจากการ
ตัดกันระหว่างผิวบนของช้ินส่วนโครงสร้างและระนาบของโมเมนต์นั้นมีความโค้งท่ีคงท่ี หรืออาจกล่าวได้
ว่าเส้น AB ซึ่งเดิมเป็นเส้นตรงจะเปล่ียนไปเป็นวงกลมท่ีมีจุดศูนย์กลางอยู่ท่ีจุด C และ ก็เป็นเช่นเดียวกัน
กับเส้น A’ B’ (ไม่ได้แสดงในรูป) ซึ่งเกิดจากการตัดกันของผิวล่างของช้ินส่วนโครงสร้างและระนาบของ
สมมาตร นอกจากนี้เรายังจะเห็นได้ว่าเส้น AB จะมีความยาวลดลง เมื่อช้ินส่วนโครงสร้างมีการโก่งตัวดัง
แสดงในรูป นั่นคือเมื่อ M > 0 ส่วนเส้น A’ B’ จะยาวขึ้น หรืออาจกล่าวได้ว่าเมื่อ M > 0 ความเครียด 

xε  และความเค้น xσ จะมีค่าเป็นลบสำหรับส่วนที่อยู่ด้านบน (แรงอัด) และมีค่าเป็นบวกสำหรับสว่นท่ี
อยู่ด้านล่าง (แรงดึง) 
 

 
 

รูปท่ี 3-7 การเปล่ียนแปลงรูปร่างของช้ินส่วนรับแรงดัด 
 

  ในชิ้นส่วนโครงสร้างจะมีระนาบอยู่ระนาบหนึ่งซึ่งขนานกับผิวบนและผิวล่าง ซึ่งบนระนาบนั้น 
xε และ xσ  มีค่าเท่ากับศูนย์ ระนาบนี้เรียกว่า “ระนาบสะเทิน (neutral surface)” ระนาบสะเทินจะ

ตัดกับระนาบของสมมาตรตามเส้นโค้ง DE (รูปที่ 3-8(ก)) และจะตัดกับหน้าตัดขวางตามเส้นตรงท่ี
เรียกว่า “แกนสะเทิน (neutral axis)” ของหน้าตัด (รูปท่ี 3-8(ข)) ต่อไปเราจะกำหนดให้จุดเริ่มต้นของ
แกนพิกัดอยู่บนระนาบสะเทิน และระยะทางท่ีวัดจากจุดใกล้ๆ ไปยังระนาบสะเทินจะอยู่ในแนวแกน y 

  ให้ ρ  เป็นรัศมีของเส้นโค้ง DE (รูปท่ี 3-8(ก)) และให้ θ  เป็นมุมที่จุดศูนย์กลางของโค้ง DE 
และเนื่องจากความยาวของเส้นโค้ง DE จะเท่ากับความยาว L ของชิ้นส่วนโครงสร้างที่ยังไม่มีการเสียรูป 
ดังนั้นจะได้ว่า 
 

   L = ρθL       (3-4) 
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พิจารณาเส้นโค้ง JK ซึ่งอยู่ท่ีระยะ y เหนือจากระนาบสะเทิน จะได้ว่าความยาว L’ คือ 
 

   'L  = (ρ y)θ−       (3-5) 
  

 
                                            (ก)                                      (ข) 

   

รูปท่ี 3-8 แกนสะเทินของหน้าตัด 
 
เนื่องจากความยาวเริ่มต้นของเส้นโค้ง JK มีค่าเท่ากับ L ดังนั้นการเสียรูปของเส้นโค้ง JK คือ 
 

  δ = L' L−       (3-6) 
 

หรือแทนค่าจากสมการท่ี (3-4) และ (3-5) ลงในสมการท่ี (3-6) จะได้ 
 

( )δ = ρ y θ ρθ = yθ− −      (3-7) 
 

ความเครียดในแนวความยาว xε ของช้ินส่วนบนเส้นโค้ง JK จะได้จากการหาค่าของ δ  ด้วยความยาว
เริ่มต้น L ของเส้นโค้ง JK นั่นคือ 
 

  x
δ yθε  =  = 
L ρθ

−  

หรือ  

  x
yε  = 
ρ

       (3-8) 
 

เครื่องหมายลบมาจากการท่ีสมมุติให้โมเมนต์ดัดเป็นบวก ดังนั้นจะทำให้คานโก่งตัวเป็นรูปโค้งหงาย 
   

 เนื่องจากระนาบของหน้าตัดขวางจะยังคงเป็นระนาบอยู่เสมอ ทุกระนาบท่ีขนานกันกับระนาบ
ของการสมมาตรจึงมีการเสียรูปที่เหมือนกันทั้งหมด ดังนั้นค่าของความเครียดที่ได้จากสมการที่ (3-8) 
จะเป็นจริงสำหรับทุกๆ จุด และสรุปได้ว่าค่าความเครียดในแนวตั้งฉาก xε  ซึ่งอยู่ในทิศทางตามแนว
ความยาว จะแปรผันเป็นเส้นตรง และแปรผันตามระยะ y จากระนาบสะเทิน เหมือนกันทุกๆ จุดบน
ช้ินส่วนโครงสร้าง 
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  ค่าความเครียด xε  จะมีค่าสัมบูรณ์สูงสุดเมื่อ y มีค่ามากที่สุด ให้ c เป็นระยะที่มากที่สุดวัด
จากระนาบสะเทิน (ซึ ่งหมายถึงผิวบนสุดหรือผิวล่างสุดของชิ้นส่วนโครงสร้าง) และให้ mε  เป็นค่า
สัมบูรณ์สูงสุดของความเครียด จะได้ว่า 
 

 x
cε  = 
ρ

       (3-9) 
 

แก้สมการท่ี (3-8) เพื่อหาค่าของ ρ และแทนค่าท่ีได้ลงในสมการท่ี (3-8) จะเขียนได้ว่า  
 

 x m
yε  = ε
c

−       (3-10) 

 
 จากการวิเคราะห์ท่ีผ่านมานี้ ยังไม่ทำให้เราสามารถคำนวณค่าของความเครียดและความเค้นท่ีจุด
ต่างๆ บนชิ้นส่วนโครงสร้างได้ นั่นเป็นเพราะว่าเรายังไม่ได้กำหนดตำแหน่งของระนาบสะเทินในช้ินส่วน
โครงสร้าง ในการที่จะกำหนดตำแหน่งของระนาบสะเทินนั้น เราจะต้องกำหนดความสัมพันธ์ระหว่าง
ความเค้นและความเครียดของวัสดุท่ีใช้เสียก่อน 
 
3.2.2  ความเค้นดัด   

 ต่อไปนี้เราจะพิจารณาที่โมเมนต์ดัด M ทำให้เกิดความเค้นในแนวตั้งฉาก ซึ่งมีค่าไม่เกินกำลัง
คลาก Yσ  ของวัสดุ นั่นหมายถึงความเค้นมีค่าต่ำกว่าขีดจำกัดความเป็นปฏิภาค (proportional limit) 
และขีดจำกัดความยืดหยุ่น (elastic limit) ด้วย ดังนั้นจะไม่มีการเสียรูปอย่างถาวรเกิดขึ้น และสามารถ
ใช้กฎของฮุคได้ สมมุติว่าวัสดุเป็นเนื้อเดียวกันทั้งหมดและให้ E เป็นค่าโมดูลัสความยืดหยุ่นของวัสดุ 
สำหรับในทิศทางของแกน x จะได้ว่า  

 x xσ  = Eε   (3-11) 
 
จากสมการท่ี (3-10) และคูณท้ัง 2 ข้างของสมการด้วย E จะได้  

 ( )x m
yEε  = Eε
c

−    

หรือใช้สมการท่ี (3-11) จะได้ 

 x m
yσ  = σ
c

−       (3-12) 
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 โดยท่ี mσ เป็นค่าสัมบูรณ์สูงสุดของความเค้น ผลท่ีได้นี้แสดงให้เห็นว่าความเค้นจะแปรผันเป็น
เส้นตรงตามระยะทางจากระนาบสะเทิน (รูปท่ี 3-7) 
 

 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 3-9 การกระจายความเค้นตลอดหน้าตัด 
 
 ต่อไปเราจะหาตำแหน่งของระนาบสะเทินและค่าของความเค้นสูงสุด mσ ซึ่งจะได้จากสมการท่ี 
(3-3) และ (3-3) แทนค่า xσ จากสมการท่ี (3-12) ลงในสมการท่ี (3-1) จะได้ 
 

 m
x m

σyσ dA = σ dA =  y dA = 0
c c

 − − 
     

และจะได้ว่า  
 

 y dA = 0   (3-13) 
 

 สมการนี้แสดงให้เห็นว่าโมเมนต์แรกรอบแกนสะเทินของพื้นที่จะต้องมีค่าเท่ากับศูนย์  หรือ
อาจจะกล่าวได้ว่าสำหรับช้ินส่วนโครงสร้างท่ีรับแรงดัดล้วน แกนสะเทินจะผ่านจุดศูนย์ถ่วงของหน้าตัดเสมอ 

 ต่อไปจากสมการท่ี (3-3) ซึ่งได้พิสูจน์ไว้ในหัวข้อท่ี 3.2 โดยคิดรอบแกน z นั่นคือ 
 

 ( )xyσ  dA  = M−       
  
กำหนดให้แกน z ทับกันอยู่กับแกนสะเทินของหน้าตัด แทนค่า xσ  จากสมการท่ี (3-12) ลงในสมการท่ี 
(3-3) จะได้ 

 m
y( y) σ  dA = M
c

 − − 
   

หรือ 

 2mσ y  dA = M
c       (3-14) 
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เนื่องจากในกรณีของแรงดัดล้วน แกนสะเทินจะผ่านจุดศูนย์ถ่วงของหน้าตัด ดังนั้น I ก็คือโมเมนต์เฉื่อย
หรือโมเมนต์ท่ีสองของหน้าตัด โดยเทียบกับแกนศูนย์ถ่วง ซึ่งต้ังฉากกับระนาบของโมเมนต์ M ดังนั้นเมื่อ
แก้สมการท่ี (3-14) เพื่อหาค่าของ mσ จะได้ว่า 
 

 
( )m

Mc Mσ  = =
I I/C

  (3-15) 

 แทนค่า  mσ จากสมการที่ (3-15) ลงในสมการที่ (3-12) จะได้ค่าความเค้นในแนวตั้งฉาก xσ  
ท่ีระยะ y ใดๆ จากแกนสะเทิน นั่นคือ 
 

 x
Myσ  = 

I
      (3-16) 

 
สมการที ่ (3-15) และ (3-16) เร ียกว่า “สูตรสำหรับแรงดัด (flexure formula)” และความเค้น             
ในแนวตั้งฉาก xσ ซึ่งเกิดจากการดัดของชิ้นส่วนโครงสร้างเรียกว่า “ความเค้นดัด (flexural stress)” 
ซึ่งจะเป็นความเค้นอัด ( )xσ 0  เหนือแกนสะเทิน ( )y > 0  เมื่อโมเมนต์ดัด M มีค่าเป็นบวก และจะ
เป็นความเค้นดึงเมื่อ M มีค่าเป็นลบ 

 จากสมการที่ (3-15) เราทราบว่าอัตราส่วน I/c จะขึ้นอยู่กับรูปร่างของหน้าตัด อัตราส่วนนี้
เรียกว่า “โมดูลัสของหน้าตัด (elastic section modulus)” และแทนด้วยสัญลักษณ์ S จะได้ว่า  

 โมดูลัสของหน้าตัด I= S = 
c

    (3-17) 

 
 แทนค่า S สำหรับ I/c ในสมการท่ี (3-15) จะได้สมการอีกแบบหนึ่ง คือ 
 

 m
Mσ =
S

       (3-18) 

 
 เนื ่องจากความเค้นสูงสุด mσ  จะแปรผกผันกับค่าโมดูลัสของหน้าตัด S ดังนั้นเราควรจะ
ออกแบบคานให้มีค่า S มากที่สุดเท่าที่จะทำได้ ตัวอย่าง เช่น ในกรณีของคานไม้ซึ่งมีหน้าตัดเป็นรูป
ส่ีเหล่ียมผืนผ้า ซึ่งมีความกว้างเท่ากับ b และมีความลึกเท่ากับ h จะได้ว่า 
 

 
3

2

1 bhI 1 12S =  =  = bh  = Ah
c h/2 6 6

   (3-19) 
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 โดยท่ี A เป็นพื้นท่ีหน้าตัดของคาน จะเห็นได้ว่าคาน 2 คาน ซึ่งมีพื้นท่ีหน้าตัด A เท่ากัน (รูปท่ี 
3-10) คานที่มีความลึก h มากกว่าจะมีค่าโมดูลัสของหน้าตัดมากกว่า ดังนั้นจะมีประสิทธิภาพในการ
ต้านทานแรงดัดได้ดีกว่า                      

  
 
 
 
 
 
 

(ก) S-beam           (ข) W-beam 
 

    รูปท่ี 3-10 การเปรียบเทียบโมดูลัสของหน้าตัด 
 

รูปท่ี 3-11 หน้าตัดคานเหล็กรูปพรรณ 
                                          
 ในกรณีของเหล็กโครงสร้าง เรามักจะนิยมใช้คานรูปตัว I (american standard beams,        
s-beams) และคานรูปตัว I ปีกกว้าง (wide-flange beams, w-beams) มากกว่ารูปร่างอื่นๆ เพราะว่า
พื้นท่ีส่วนใหญ่ของหน้าตัดอยู่ในตำแหน่งท่ีห่างจากแกนสะเทิน (รูปท่ี 3-11) ดังนั้นสำหรับพื้นท่ีหน้าตัด
และความลึกท่ีกำหนดให้รูปร่างเหล่านี้จะมีค่า I และค่า S สูง ค่าโมดูลัสของหน้าตัดคานท่ีผลิตสำเร็จรูป
จะได้จากตารางคุณสมบัติของหน้าตัด ในการหาค่าความเค้นสูงสุด mσ ในหน้าตัดของคานมาตรฐาน 
วิศวกรจะต้องอ่านค่าโมดูลัสของหน้าตัด S จากตาราง แล้วจึงหารค่าของโมเมนต์ดัด M ด้วย S 

 ค่าการเสียรูปที่เกิดจากโมเมนต์ดัด M จะวัดได้จาก “ความโค้ง (curvature)” ของระนาบ
สะเทิน ความโค้งจะเป็นส่วนกลับของรัศมีโค้ง ρ (radius of curvature) และจะได้จากการแก้สมการท่ี 
(3-11) เพื่อหาค่าของ 1/ρ นั่นคือ 
 

 mε1/ρ = 
c

      (3-20) 

 แต่ในช่วงพฤติกรรมท่ีเป็นอีลาสติก เรามีสมการ m mε  = σ /E  แทนค่า mε  ลงในสมการท่ี (3-20) 
และนำสมการท่ี (3-15) มาใช้ จะได้ว่า 

 mσ1 1 Mc =  = 
ρ Ec Ec 1

 

หรือ 

 1 M = 
ρ EI

       (3-21) 
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ตัวอย่างที่ 3.1 

 แท่งเหล็กหน้าตัดเป็นรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้าขนาด 20  60 mm รับโมเมนต์ดัด ซึ่งมีขนาดเท่ากัน
และมีทิศทางตรงกันข้าม กระทำในระนาบสมมาตรในแนวดิ่ง (รูปตัวอย่างท่ี 3.1) จงหาค่าของโมเมนตดั์ด 
M ท่ีทำให้แท่งเหล็กเกิดการคลาก โดยสมมุติว่า yσ = 250 MPa             

 

 

 

 
 

รูปตัวอย่างท่ี 3.1 
 

 เนื่องจากแกนสะเทินจะต้องผ่านจุดเซนทรอยด์ C ของหน้าตัด จะได้ว่า c = 30 mm = 30 10-3 m 
(รูปตัวอย่างท่ี 3.1) หรือโมเมนต์เฉ่ือยรอบแกนเซนทรอยด์ของหน้าตัดรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้าคือ 
 

   ( )( )33 -3 -3 -9 41 1I = bh  = 20 10 m 60 10 m = 360 10 m
12 12

    
 

แก้สมการท่ี (3.15) เพื่อหาค่าของ M และแทนค่าตัวเลขท่ีกำหนดให้ลงในสมการ จะได้ 

   ( )
-9 4

6 2
m -3

360 10 mIM = σ  = 250 10 N/m
c 30 10 m





 

   M = 3000 N m = 3 kN m   
 

ตัวอย่างที่ 3.2 

 แท่งอะลูมิเนียมซึ่งมีหน้าตัดเป็นรูปครึ่งวงกลม มีรัศมี r = 12 mm (รูปตัวอย่างที่ 3.2) ถูกดัด
เป็นโค้งมีรัศมี ρ = 2.5 m กำหนดให้ด้านที่แบน (a - a) ของแท่งอะลูมิเนียมหมุนเข้าหาจุดศูนย์กลาง
ของโค้ง จงหาความเค้นดึงและความเค้นอัดสูงสุดท่ีเกิดขึ้น กำหนดให้ E = 70 GPa 
 

 
 
 
 
 

รูปตัวอย่างท่ี 3.2 

20 mm 

60 mm 

20 mm 

60 mm 
30 mm 

a                        a 
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เราสามารถท่ีจะใช้สมการท่ี (3.21) ในการหาค่าของโมเมนต์ดัด M ท่ีทำให้เกิดรัศมีโค้ง ρ และ
ใช้สมการที่ (3.15) เพื่อหาค่าของ mσ  ได้  อย่างไรก็ตามจะง่ายกว่าถ้าใช้สมการที่ (3.9) ในการหาค่า
ของ mε  แล้วใช้กฎของฮุคเพื่อหาค่าของ mσ  
 
 ตำแหน่ง  y  ของจุดเซนทรอยด์ C ของหน้าตัดรูปครึ่งวงกลมคือ 
 

  y  = 4r
3π

 = ( )4 12 mm
3π

 = 5.093 mm  

 
แกนสะเทินจะผ่านจุด C (รูปตัวอย่างที่ 3.2) และระยะ c ไปยังจุดบนหน้าตัดที่อยู่ไกลจากแกนสะเทิน
มากท่ีสุดคือ 
 
 c  = r y − = 12mm  5.093 mm−  = 6.907 mm  
   
จากสมการท่ี (3-9) จะได้ว่า 
 

 mε  = c
ρ

 = 
-36.907 10

2.5m
  = -32.763 10  

 
และใช้กฎของฮุคจะได้ว่า 
 
 mσ  = mEε = ( )( )9 -370 10 Pa 2.763 10   = 193.4 MPa  
    
 เนื่องจากด้านนี้ของแท่งอะลูมิเนียมหันออกไปจากจุดศูนย์กลางความโค้ง ดังนั้นความเคน้ที่ได้
จึงเป็นความเค้นดึง ค่าความเค้นอัดสูงสุดจะเกิดขึ้นบนด้านที่แบน เนื่องจากความเค้นจะแปรผันตาม
ระยะจากแกนสะเทิน ดังนั้น 
  

 compσ  = m
y σ
c

−  = ( )5.093 mm 193.4 MPa
6.907 mm

 = 142.6 MPa−  
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ตัวอย่างที่ 3.3 

 ท่อส่ีเหล่ียมผืนผ้าดังแสดงในรูปทำจากอะลูมิเนียมผสมซึ่งมีค่า Yσ = 150 MPa, Uσ = 300 MPa  
และ E = 70 GPa จงหา (a) ค่าโมเมนต์ดัด M ที่จะทำให้สัดส่วนความปลอดภัยมีค่าเท่ากับ 3.00 (b) 
รัศมีความโค้งของท่อ 

 

 

 
    

  
รูปตัวอย่างท่ี 3.3 (ก) 

 
 โมเมนต์เฉ่ือย คำนวณพื้นท่ีหน้าตัดของท่อจากผลต่างระหว่างพื้นท่ีรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้าท้ัง 2 รูป 
และใช้สูตรสำหรับโมเมนต์เฉ่ือยรอบแกนเซนทรอยด์ของรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้า จะได้ว่า 

   ( )( ) ( )( )3 31 1I  =  0.080 0.120 0.064 0.104
12 2

−  

   6 4I  =  5.52 10 m  
 

 
 
 
 
 

รูปตัวอย่างท่ี 3.3 (ข) 
 

ความเค้นที่ยอมให้ สำหรับค่าสัดส่วนความปลอดภัยเท่ากับ 3.00 และค่าความเค้นประลัย
เท่ากับ 300 MPa จะได้ว่า 

 

   U
all

σ 300 MPaσ  =  =  = 100 MPa
F.S 3.00

 

  
 เนื่องจาก all Yσ  <  σ  ท่อจะมีพฤติกรรมอยู่ในช่วงอีลาสติก  

t = 8 mm 

120 mm 

80 mm 

120 mm 

80 mm 

64 mm 

104 mm 
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รูปตัวอย่างท่ี 3.3(ค)  
 

 โมเมนต์ดัด เมื่อ ( )1c = 0.120 m  = 0.060 m
2

 จะได้ว่า  

 allσ  = Mc
I

 

 M  = 
-6 4

all
5.52 10 mI σ  = 100 MPa

c 0.060 m


  

 M  = 9.20 kN m  

 รัศมีของโค้ง เนื่องจาก E = 70 GPa  แทนค่านี้ และค่าของ I และ M ท่ีได้ลงในสมการท่ี (3-21) 
จะได้ว่า 

 1
ρ

 = 
( )( )-6 4

9.20 kN mM  = 
EI 70 GPa 5.52 10 m




 

  = -3 -123.8×10 m  

 ρ  = 42.0 m  
 วิธีทำแบบอื่น เนื่องจากเราทราบแล้วว่าค่าความเค้นสูงสุดคือ allσ  = 100 MPa  ดังนั้นจะหา
ค่าของความเครียดสูงสุด mε  ได้ และใช้สมการท่ี (3-9) 

 mε  = allσ 100 MPa =  = 1429 μ
E 70 GPa

 

 mε  = 
m

0.060 mc c;  ρ =  = 
ρ ε 1429 μ

 

 ρ  = 42.0 m  
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ตัวอย่างที่ 3.4 

 ช้ินส่วนเหล็กหล่อรับโมเมนต์ขนาด 3 kN.m ดังแสดงในรูปกำหนดให้  E = 165 GPa จงหา (a) 
ค่าความเค้นดึงและความเค้นอัดสูงสุดท่ีเกิดขึ้น (b) รัศมีความโค้งของช้ินส่วนเหล็กหล่อนี้ 
 

 
 

 
 
 
 

 

รูปตัวอย่างท่ี 3.4 (ก) 
 
จุดเซนทรอยด์ แบ่งพื้นท่ีรูปตัว T ออกเป็นรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้า 2 รูป ได้ว่า 
 

 พื้นท่ี, mm2 y, mm  3y A, mm   
1 (20)(90) 1800=  50            390 10  Y A= yA   

2 
(40)(30)=1200

A=3000
 20 

3

3

             24 10
yA=114 10




 
6Y(3000) =114×10

Y = 38 mm
 

 

   
  

 

 

รูปตัวอย่างท่ี 3.4 (ข) 
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 โมเมนต์เฉื่อยรอบแกนเซนทรอยด์ เราจะใช้ทฤษฎีการย้ายแกนเพื่อที่จะหาโมเมนต์เฉื่อยของ
พื้นที่รูปสี่เหลี่ยมผืนผ้าแต่ละรูปรอบแกน x'  ซึ่งผ่านจุดเซนทรอยด์ของหน้าตัดทั้งหมด แล้วรวมค่า
โมเมนต์เฉื่อยของส่ีเหล่ียมผืนผ้าท้ัง 2 รูปเข้าด้วยกัน 

 x'I  =  ( )2 3 21I + Ad  = bh  + Ad
12
 
 
 

   

  = ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )3 2 3 21 190 20 90 20 12 30 40 30 40 18
12 12

+  + +   

  = 3 4868 10 mm  
  = -9 4868 10 m  
 

 ความเค้นดึงสูงสุด เนื ่องจากโมเมนต์ดัดที่มากระทำนี้ทำให้ชิ ้นส่วนโก่งตัวขึ ้น ดังนั้นจุด
ศูนย์กลางของโค้งจึงอยู่ใต้หน้าตัดความเค้นดึงสูงสุดจะเกิดขึ้นท่ีจุด A ซึ่งอยู่ท่ีระยะห่างจากจุดศูนย์กลาง
ของโค้งมากท่ีสุด 
 Aσ  = AMc

I
 

  = ( ) ( )
-9 4

3 kN m 0.022 m
868 10 m



 

 Aσ  = +76.0 MPa   
  

 ความเค้นอัดสูงสุด เกิดขึ้นที่จุด B นั่นคือ 

 Bσ  = BMc
I

 

  = ( ) ( )
-9 4

3 kN m 0.038 m
868 10 m



 

 Bσ  = 131.3 MPa−  
  
 รัศมีของโค้ง จากสมการท่ี (3.21) จะได้ว่า 

 1
ρ

 = M
EI

 

  = 
( )( )-9 4

3 kN m
165 GPa 868 10 m




 

  = -3 -120.95 10 m  
 ρ  = 47.7 m  
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3.3  โมเมนต์ดัดไม่สมมาตร  

 จากสมการของหน่วยแรงดัด My

I
σ =  มีเงื่อนไขที่ว่า พื้นที่หน้าตัดจะต้องสมมาตรรอบแกน

ที่ตั้งฉากกับแกนสะเทิน นอกจากนั้น โมเมนต์ลัพธ์ภายใน M กระทำตามแนวแกนสะเทิน ดังกรณีของ
หน้าตัดรูปตัว T  หรือรูปร่างดังแสดงในรูปท่ี 3-12 และในหัวข้อนี้จะแสดงการประยุกต์ใช้สมการการดัด
กับคานท่ีมีหน้าตัดรูปทรงใดๆ หรือคานท่ีมีโมเมนดัดลัพธ์ภายในกระทำทิศทางใดๆ 

 โมเมนต์กระทำตามแนวแกนหลัก (moment applied along principle axis) เมื่อพิจารณา
หน้าตัดของคานที่มีรูปร่างไม่สมมาตรดังแสดงในรูปที่ 3-13(ก) จะสมมุติว่าคานมีลักษณะเป็นแนวตรง
และเป็นแท่ง ระบบพิกัดฉากกำหนดโดยกฎมือขวา x, y, z ถูกจัดต้ังขึ้นโดยจุดเริ่มต้นอยู่ท่ีเซนทรอยด์ C 
ของหน้าตัด และโมเมนต์ลัพธ์ภายใน M กระทำตามแนวแกน +z ต้องกระจายหน่วยแรงให้กระทำบน
พื้นท่ีหน้าตัดท้ังหมดท่ีมีค่าแรงลัพธ์เป็นศูนย์ โมเมนต์ดัดลัพธ์ภายในรอบแกน +y เป็นศูนย์และโมเมนต์
ดัดแกนรอบ z มีค่าเท่ากับ M  เงื่อนไขสามดังกล่าวนี้สามารถแสดงในรูปคณิตศาสตร์ โดยพิจารณาแรง
กระทำต่อช้ินส่วนเล็กๆ dA อยู่ท่ี (o, y, z) แสดงในรูปท่ี 3-13(ก) คือ dF = dA  ดังนั้นจะได้  
 
  R XF  = F  ;  0  =   A

dA     (3-22) 
 
  ( )R yy

M  = M  ;  0  =   
A

dAz    (3-23) 
 
  ( )R ZZ

M  = M  ;  F   =   −
A

dAy   
 (3-24) 

  
         
 
 
 
 
 
 

(ก) (ข) 
 

รูปท่ี 3-12 คานท่ีถูกกระทำด้วยโมเมนต์ดัดแบบสมมาตร 
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 ตามสมการท่ี 3-22 นั้น เนื่องจากแกน z ผ่านจุดเซนทรอยด์ของพื้นท่ีหน้าตัด  นอกจากนั้น เมือ่
แกน z ได้เป็นแกนสะเทินของหน้าตัดด้วย ความเครียดจะแปรค่าเชิงเส้นจากศูนย์ท่ีแกนสะเทินไปยังค่า
มากที่สุดที่จุดที่มีระยะพิกัด y = c  เป็นระยะที่มากที่สุดวัดจากแกนสะเทิน ดังแสดงในรูปท่ี 3-13(ข) 
พฤติกรรมของวัสดุมีลักษณะยืดหยุ่นเชิงเส้น การกระจายหน่วยแรงต้ังฉากปกติบนพื้นท่ีหน้าตัดเป็นแบบ
เชิงเส้นดังแสดงนั้น ( ) maxσ = y/c σ−  ดังรูปท่ี 3-13(ค) เมื่อสมการนี้ถูกแทนค่าในสมการที่ 3-24 และ
ทำการอินทิเกรต ซึ่งนำไปสู่สมการการดัด maxσ = Mc/I  เมื่อนำสมการ ( ) maxσ = y/c σ−  แทนที่ใน
สมการท่ี 3-23  จะได้ว่า  
 

   0   =  maxσ
c

−
A yzdA   

ซึ่งจะได้ 
                               

A
yzdA  = 0  

 
 ผลการอินทีกัลถูกเรียกว่า ผลคูณของโมเมนต์ความเฉื่อยของพื้นที่ (product of inertia for 
the area) จะเป็นศูนย์ แกน y และ z ถูกเลือกให้เป็นแกนหลักของความเฉ่ือยของพื้นท่ีรูปทรงใดๆ ดัง
รูปท่ี 3-13(ก) ทิศทางของแกนหลักจะทราบโดยใช้สมการเปลี่ยนแปลงของความเฉื่อยหรือจากทฤษฎี
วงกลมมอห์ ถ้าพื้นหน้าตัดท่ีมีแกนสมมาตร อย่างไรก็ตาม แกนหลักจะจัดต้ังขึ้นง่าย เนื่องจากมีทิศทาง
ตามแนวแกนสมมาตรและต้ังฉากกัน 

 
 
 
 
 
 

  

(ก) (ข) (ค) 
 

รูปท่ี 3-13 การวิเคราะห์คานท่ีถูกกระทำด้วยโมเมนต์ดัดแบบสมมาตร 
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โดยสรุปแล้ว สมการท่ี 3-22 ถึง 3-23 จะเปน็ไปตามท่ีโมเมนต์กระทำรอบแกนหลักท่ีจุดเซนทรอยด์
ของโมเมนต์ความเฉื่อย เช่น ช้ินส่วนในรูปท่ี 3-14 ซึ่งถูกกระทำด้วยโมเมนต์ดัด M ในแต่ละกรณีท่ีแทน 
y และ z นิยามให้เป็นแกนหลักโมเมนต์ความเฉื่อยของพื้นที่หน้าตัดที่มีจุดเริ่มต้นอยู่ที่เซนทรอยด์ของ
พื้นท่ี ในรูปท่ี 3-14(ก) และ (ข) แกนหลักจะมีความสมมาตร ส่วนในรูปท่ี 3-14 (ค) และ (ง) ทิศทางของ
แกนดังกล่าวนี้จะทราบได้โดยการใช้สมการการดัด maxσ = My/I  และแสดงผลลัพธ์สำหรับแต่ละกรณี 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

(ก) (ข) 
  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

(ค) (ง) 
  

รูปท่ี 3-14 โมเมนต์กระทำรอบแกนหลักท่ีจุดเซนทรอยด์ของโมเมนต์ความเฉื่อย 
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การกำหนดทิศทางของโมเมนต์ดัดที ่กระทำ (moment arbitrarily applied) ในกรณีท่ี
ชิ้นส่วนถูกกระทำด้วยโมเมนต์ดัดลัพธ์ภายในที่ไม่กระทำรอบแกนของหน้าตัดเมื่อเหตุการณ์นั้นเกิดขึ้น 
โมเมนต์ดัดเริ่มแรกจะถูกแบ่งออกเป็นแรงย่อยในทิศทางตามแนวแกนหลักสมการการดัดสามารถใช้หา
หน่วยแรงตั้งฉากปกติที ่เกิดขึ้นในแต่ละแนวย่อยโมเมนต์ดัด ท้ายสุดจะใช้หลักการของการซ้อนทับ 
(superposition) หาหน่วยแรงต้ังฉากปกติลัพธ์ที่จุดท่ีต้องการทราบค่า 

เมื่อพิจารณาคานท่ีมีรูปหน้าตัดส่ีเหล่ียมผืนผ้าและถูกกระทำด้วยโมเมนต์ดัด M ซึ่งแสดงในรูปท่ี 
3-15(ก) โดยกฎมือขวา M ถูกแทนที่ด้วยเวกเตอร์ที่ทำมุม   กับแกนหลัก z  โดยเฉพาะอย่างยิ่ง   มี
ค่าเป็น + เมื่อมีทิศทางจากแกน +z  ไปยังแกน +y  แยกแสดงรูปให้เป็นอิสระต่อกันบนหน้าตัดในรูปท่ี 
3-15(ข) และ (ค) การกระจายหน่วยแรงตั้งฉากปกติเกิดจาก M และโมเมนต์ดัดตามแกน MZ และ My 
ดังแสดง ในรูปท่ี 3-15(ง), (จ) และ (ฉ) ตามลำดับ เมื่อสมมุติให้ maxymaxx )()(  โดยการตรวจสอบ
หน่วยแรงดึงและแรงอัดที่มากที่สุดที่เกิดขึ้นที่มุมทั้งสองจุด ที่อยู่ตรงกันข้ามของคานดังแสดงในรูปท่ี    
3-15(ข) และ (ค) แสดงหน่วยแรงต้ังฉากปกติลัพธ์ที่จุดใดๆ บนหน้าตัด ดังแสดงในรูปท่ี 3-15(ง) ในรูปท่ัวไป 
ตามสมการท่ี 3-25  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 3-15  คานท่ีมีหน้าตัดรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้าและถูกกระทำด้วยโมเมนต์ดัด M 

(ก) 

(ข) 

(ค) 

(จ) 

คานท่ีมีหน้าตัดรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้าและถูกกระทำด้วยโมเมนต์ดัด 

(ฉ) 

(ง) (ง)

(จ)

y 
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ความสำคัญอยู่ที ่แกน x, y, z  จากกฎมือขวาและเครื่องหมายที่เหมาะสมที่ให้กับแรงย่อย
โมเมนต์ดัดและพิกดัเมื่อใช้สมการที่ 3-25 หน่วยแรงลัพธ์จะเป็นหน่วยแรงดึงถ้ามีค่าเป็นบวกและเป็น
หน่วยแรงอัดถ้ามีค่าเป็นลบ 

 

y

y

Z

z zMyM


+


−=      (3-25)  
 

เมื่อ 
   = หน่วยแรงต้ังฉากปกติท่ีจุท่ีต้องการทราบค่า 
y, z  = พิก ัดจุดที ่พ ิจารณาวัดจากแกน x, y, z  ม ีจ ุเร ิ ่มต้นอยู ่ท ี ่ เซนทรอยต์ของ

พื้นท่ีหน้าตัดและรูปแบบของระบบพิกัดฉากโดยใช้กฎมือขวาแกน x มีทิศทางพุ่ง
ขึ้นจากหน้าตัด และแกน y และแกน z แทนแกนหลักค่าท่ีน้อยท่ีสุดและมากท่ีสุด
ของโมเมนต์ของความเฉื่อยของพื้นท่ี ตามลำดับ    

My, Mz = โมเมนต์ดัดลัพธ์ภายในมีทิศทางตามแนวแกนหลัก y และ z  ซึ่งมีค่าบวกถ้ามี
ทิศทางตามแนวแกน หรือพูดอีกนัยหนึ่งว่า My = Msin  และ Mz = M cos  
เมื่อ   วัดเป็นค่าบวกจากแกน +z  พุ่งไปยังแกน +y 

 Iy , Ix   =  โมเมนต์ความเฉื่อยของพื้นท่ีหน้าตัดคำนวณรอบแกน y และ  แกน z   
  

ทิศทางของแกนสะเทิน (orientation of the neutral axis) มุม  ของแกนสะเทินในรูปท่ี 3-15(ง) 
สามารถหาได้โดยสมการที่ 3-25 เมื่อ α = 0  เนื่องจากไม่มีหน่วยแรงตั้งฉากปกติกระทำที่แกนสะเทิน
   

 z
IM
IM

y
yz

zy=   

 
เนื่องจาก = cosMMz  และ = sinMMy  
 

    ztan
I
I

y
y

z










=       (3-26) 

 
 สมการนี ้เป็นแนวเส้นนี ้มีนิยามของแกนสะเทินสำหรับหน้าตัดดังแสดงในรูปที ่ 3-15(ง) 
เนื่องจากเทอมในวงเล็บแทนความชันของแนวเส้นนี้ )z/y(tan =  
 

    









= tan

I
I

tan
y

z      (3-27) 
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พบว่าโมเมนต์ดัดท่ีไม่สมมาตรมุม   ทิศทางของโมเมนต์ดัด M ดังแสดงในรูปท่ี 3-15(ก) ซึ่งไม่
เท่ากับ   มุมถูกนิยามเป็นการเอียงของแกนสะเทิน ดังแสดงในรูปที่ 3.15(ง) เว้นเสียแต่ yz II =  ถ้า
แกนถูกเลือกเป็นแกนหลักสำหรับโมเมนต์ความเฉื่อยของพื้นที่ที่มีค่าน้อยที่สุด และแกนถูกเลือกเป็น
แกนหลักสำหรับโมเมนต์ความเฉื่อยของพื้นที่ที่มีค่ามากที่สุด ดังนั้น yz II   ดังแสดงในรูปที่ 3-15(ก) 
และจากสมการท่ี 3-27 สามารถสรุปได้ว่ามุมท่ีวัดเป็นค่าบวกจากแกน +z ไปยัง +y จะอยู่ระหว่างแนว
เส้นของการกระทำของ M และแกน +y  ดังแสดงในรูปท่ี 3-15(จ) อย่าลืมว่า 90  

 ตัวอย่างของโมเมนต์ท่ีกระทำท้ังสองแกนคือการวางแปเหล็กรูปกล่องบนโครงหลังคา น้ำหนักท่ี
กระทำต่อแปในแนวดิ่ง (W) สามารถคำนวณหาแรงในทิศทาง x และ y เป็น Wx และ Wy ซึ่งจะกระทำ
ต่อแปเกิดเป็นโมเมนต์ดัดรอบแกนท้ังสอง ซึ่งสามารถใช้วิเคราะห์โดยสมการโมเมนต์ดัดแบบไม่สมมาตร 

 จากรูปโครงสร้างหลังคา น้ำหนักที่กระทำต่อแปในแนวดิ่ง  W สามารถแยกแรงในทิศทาง x 
และ y เป็น Wx และ Wy  ทำให้เกิดโมเมนต์ดัดรอบแทนท้ังสอง โครงสร้างแปจึงเป็นแรงโมเมนต์ดัดแบบ
ไม่สมมาตร 

 
 
 

 
 
 
 

การวิเคราะห์หาโมเมนต์ดัด มีดังนี้ 

  น้ำหนักท่ีกระทำต่อแป W = 500 N/m  

 การคิดความยาวของแปให้ดูจากจุดรองรับของแป คือระยะของจันทันหรือโครงหลังคา  ในท่ีนี้
กำหนดให้มีระยะห่าง L = 5.0 m โดยจำลองโครงสร้างเป็นคานช่วงเดียว และมีมุมเอียงของโครงหลังคา 
14.04 องศา ดังนั้น 

  xW  = 500 sin   14.04  =  120 N/m   

  yW  = 500 cos   14.04  =  490 N/m   

  xM  = 
2 2WL 490 5= = 1.53 kN.m

8 8


  

  yM  = 
2120 5 = 0.38 kN.m

8


 

Wx 

W 

Wx

W

Angle 

y 

X 
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ตัวอย่างที่ 3.5 

 หน้าตัดรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้าดังแสดงในรูป ถูกกระทำด้วยโมเมนต์ดัด M = 12 kN.m จงคำนวณหา
หน่วยแรงต้ังฉากปกติท่ีเกิดขึ้นในแต่ละมุมของภาคตัด และให้กำหนดทิศทางของแกนสะเทิน 

  
 
 
 
 
 
 
 

รูปตัวอย่างท่ี 3.5  

 
 องค์ประกอบของโมเมนต์ดัดภายใน (internal moment component) จากการพิจารณา
พบว่าแกน y และแกน z เป็นแกนหลักของโมเมนต์ความเฉื่อย เนื่องจากเป็นแกนที่มีความสมมาตร  
สำหรับหน้าตัดนี้จะจัดแกน z เป็นแกนหลักของโมเมนต์ของความเฉื่อยที่มากที่สุด โมเมนต์ดัดแบ่ง
ออกเป็นโมเมนต์ดัดย่อยตามแนวแกน y และ z 

 )mkN12(
5
4M y −=  mkN60.9 −=  

 )mkN12(
5
3M z =  mkN20.7 =  

 

 คุณสมบัติของภาคตัด (section properties) โมเมนต์ความเฉื่อยของพื้นท่ีรอบแกน y และ z  คือ 

 433
y m)10(2667.0)m2.0)(m4.0(

2
1I −==  

 433
z m)10(067.1)m4.0)(m2.0(

12
1I −==  

 

 หน่วยแรงดัด (bending stress) ประยุกต์ใช้สมการท่ี 3-26 นั่นคือ 
 

 
y

y

z

z

I
zM

I
yM
+−=  

(ก)                                (ข)         (ค) (ก)

B 
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จะได้ 

  MPa25.2
m)10(2667.0

)m1.0(mN)10(60.9
m)10(067.1

)m2.0(mN)10(2.7
43

3

43

3

B =
−−

+


−=
−−

  ตอบ 

  MPa95.4
m)10(2667.0

)m1.0(mN)10(06.9
m)10(067.1

)m2.0(mN)10(2.7
43

3

43

3

c −=
−

+


−=
−−

ตอบ 

  MPa25.2
m)10(2667.0

)m1.0(mN)10(60.9
m)10(067.1

)m2.0(mN)10(2.7
43

3

43

3

D −=
−

+
−

−=
−−

ตอบ 

  MPa95.4
m)10(2667.0

)m1.0(mN)10(60.9
m)10(067.1

)m2.0(mN)10(2.7
43

3

43

3

E =
−−

+
−

−=
−−

  ตอบ 

 
 การกระจายหน่วยแรงต้ังฉากปกติลัพธ์ถูกวาดคร่าวๆ โดยใช้ค่านี้ ดังแสดงในรูป 
 
 ทิศทางของแกนสะเทิน (orientation of neutral axis) แกน z คือแกนสะเทิน (NA)          ดัง
แสดงในรูป สามารถจัดต้ังโดยใช้สัดส่วน ตามแนว BC จะได้ 

 2.25MPa
z

 = 4.95MPa
(0.2m z)−

 

 0.45 2.25z−  = 4.95z  

              z    = 0.0625m  

 ในลักษณะเดียวกันระยะจาก D ไปยังแกนสะเทินในรูปท่ี 3.5(ข) สามารถจัดต้ังทิศทางของแกน
สะเทินได้ โดยใช้สมการที่ 3-27 ซึ่งใช้กำหนดมุม   ที่แกนนั้นทำกับแกนหลักที่มากที่สุด หรือแกน z 
ตามสัญลักษณ์หรือเครื่องหมาย   จะวัดจากแกน +z ไปยังแกน +y ดังแสดงในรูปที่ 3.5(ง) โดยการ

เปรียบเทียบกับรูปท่ี 3.5(ค) −=−= − 1.53
3
4tan 1  (หรือ += 9.306 )  ดังนั้น 

  

 tan α  = z

y

I tanθ
I

 

 tan θ  = 
-3 4

-3 4

1.067 (10 ) m tan ( 53.1°)
0.2667 (10 ) m

−  

  α  = 79.4      ตอบ 
 

 ผลลัพธ์ดังกล่าวนี้จะแสดงในรูปท่ี 3.5(ค) โดยใช้ค่าของ z ท่ีคำนวณได้ดังข้างต้น สามารถพิสูจน์
ได้โดยคำนวณจากรูปทรงเรขาคณิตของหน้าตัด ซึ่งจะได้คำตอบท่ีเท่ากัน 
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ตัวอย่างที่ 3.6 

 คานหน้าตัว T ได้รับโมเมนต์ดัด 15 kN.m ดังแสดงในรูป จงคำนวณหาหน่วยแรงต้ังฉากปกติท่ี
มากท่ีสุดในคานและทิศทางของแกนสะเทิน 
 
    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปตัวอย่างท่ี 3.6 
 
วิธีทำ 
 องค์ประกอบของโมเมนต์ดัดภายใน (internal moment components) แกน y และ z เป็น
แกนหลักของโมเมนต์ความเฉื่อยของพื้นท่ี จากรูปโมเมนต์ดัดย่อยท้ังสองมีค่าเป็นบวก จะได้ว่า 

 yM  = (15kN m)cos30° = 12.99kN m   

 zM  = (15kN m)sin30° = 7.50kN m   
 
 คุณสมบัติของภาคตัด (section properties) จากรูป โดยใช้หน่วยเป็นเมตร  จะได้ว่า 
 

 z  =    zA 0.05m (0.100m)(0.04m)+ 0.115m (0.03m)(0.200 m)
=

A (0.100m)(0.04m)+(0.03m)(0.200m)



zA 0.05m (0.100m)(0.04m)+ 0.115m (0.03m)(0.200
=  

 

 =  0.0890 m  
 

 โมเมนต์ความเฉื่อยหลักของพื้นท่ีหาได้จากสูตร 2AdII +=  จะได้ว่า 

(ก)                                          (ข) 

(ค)         (ง) 
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 zI  = 3 3 -6 41 1(0.100m)(0.04m) + (0.03m)(0.200m) =20.53(10 )m
12 12

 
 

 yI  = 3 21 (0.04m)(0.100m) +(0.100m)(0.04m)(0.0890m 0.050m)
12
 −  

 

   



 −++ 23 )m0890.0m115.0)(m03.0)(m200.0()m03.0)(m2000.0(
12
1  

 = -6 413.92(10 )m       ตอบ 
  
 หน่วยแรงดัดที่มากที่สุด (maximum bending stress) โมเมนต์ดัดย่อยดังแสดงในรูป ท้ังคู่มี
ค่าเป็นบวกโดยการตรวจสอบหน่วยแรงดึงที่มากที่สุดที่เกิดขึ้นที่จุด B เนื่องจากโดยการซ้อนทับของ
โมเมนต์ดัดย่อยท้ังสองทำให้เกิดหน่วยแรงดึงขึ้น ในทำนองเดียวกัน หน่วยแรงอัดท่ีมากท่ีสุดท่ีเกิดขึ้นท่ี
จุด C สามารถประยุกต์ใช้สมการท่ี 3-25 เพื่อหาหน่วยแรงดังกล่าวนี้ จะได้ 
 

 σ  = yz

z y

M zM y +
I I

−  

 Bσ  = -6 4 -6 4

7.50kN m( 0.100m) 12.99kN m(0.0410m)+
20.53(10 )m 13.92(10 )m

 − 
−  

  =  74.8 MPs  

 Cσ  = -6 4 -6 4

7.50kN m(0.020m) 13.0kN m( 0.0890m)+
20.53(10 )m 13.92(10 )m

  −
−  

  = 90.4 MPa−        ตอบ 

โดยการเปรียบเทียบ หน่วยแรงต้ังฉากปกติท่ีมากท่ีสุดจะเป็นหน่วยแรงอัดและเกิดขึ้นที่จุด C  
  

 ทิศทางของแกนสะเทิน (Orientation of Neutral Axis) เมื ่อประยุกต์ใช้สมการท่ี 3-27            
จึงจำเป็นต้องนิยาม   และ   ให้ถูกต้อง ตามที่กล่าวมาแล้วข้างต้นแกน y จะแทนแกนของโมเมนต์
ความเฉื่อยของพื้นที่หลักที่น้อยที่สุด และ z แทนแกนสำหรับโมเมนต์ความเฉื่อยของพื้นที่หลักที่มาก
ที่สุด แกนดังกล่าวนี้จะมีตำแหน่งที่เหมาะสมเนื่องจาก zy II   โดยกำหนด   และ   วัดเป็นมุมบวก
จากแกน +z ไปยัง +y  ดังนั้นจากรูปตัวอย่างท่ี 3.6(ก) += 60  ดังนั้น 
 

 tan α  = 
-6 4

o
-6 4

20.53(10 ) m  tan 60
13.92(10 ) m

 

     = o68.6         ตอบ 

 แกนสะเทินดังแสดงในรูปตัวอย่างที่ 3.6(ง) ตามที่คาดไว้ แกนจะอยู่ระหว่างแกน y และแนว
เส้นของการกระทำของ M 
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ตัวอย่างท่ี 3.7 

 หน้าตัดรูปตัว z ดังแสดงในรูป ถูกกระทำด้วยโมเมนต์ดัด M = 20 kN.m  แกนหลัก y และ z 
มีทิศทางดังแสดงในรูป นั่นคือ แกนดังกล่าวนี้แทนโมเมนต์ความเฉื่อยของพื้นที่หลักที่น้อยที ่ สุด
ตามลำดับ )10(960.0I 3

y
−=  และ 43

z m)10(54.7I −=  ตามลำดับ จงคำนวณหาหน่วยแรงตั้งฉาก
ปกติท่ีจุด P และทิศทางของแกนสะเทิน 
 
 
 

 
 
 
 
 

รูปตัวอย่างท่ี 3.7 
 

วิธีทำ 

 จากการใช้สมการท่ี 3-27 จำเป็นท่ีแกน z ซึ่งเป็นแกนหลักสำหรับโมเมนต์ความเฉื่อยของพื้นท่ี
ท่ีมากท่ีสุด เนื่องจากพื้นท่ีส่วนใหญ่จะอยู่ไกลจากแกนนี้ 

 องค์ประกอบของโมเมนต์ดัดภายใน (internal moment components)  

 mkN79.1614.57sin)mkN20(My ==  และ mkN86.101.57cos)mkN20(Mz ==  
 
 หน่วยแรงดัด (bending stress) พิกัดของแกน y และ z ของจุด P จะหาได้ก่อน พบว่าพิกัดของ
แกน z,y   หาได้โดยใช้รูปสามเหล่ียมแรเงาท่ีสร้างดังแสดงในรูปตัวอย่างท่ี 3.7(ข) จะได้ว่า 

Py = 0.35sin32.9° 0.2cos32.9° = 0.358 m− − −  และ Pz = 0.35cos32.9° 0.2sin32.9° = 0.1852 m−  
 

ประยุกต์ใช้สมการท่ี 3-25 จะได้ว่า  

 Pσ  = y Pz P

z y

M zM y +
I I

−  

  = 
-3 4 -3 4

(10.86kN m)( 0.3580) (16.79kN m)(0.185m)+
7.54(10 )m 0.960(10 )m

 − 
− = 3.75 MPa  ตอบ 

(ก)                                               (ข) 
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ทิศทางของแกนสะเทิน (orientation of neutral axis) มุม = 1.57  ดังแสดงในรูปตัวอย่าง
ท่ี 3.7(ก) ดังนั้น 
 

 







=

−

−

1.57tan
m)10(960.0

m)10(54.7
tan 43

43

  = 3.85     ตอบ 

 
3.4 คานโค้ง  

 คานโค้งในหัวข้อนี้เป็นคานที่มีความโค้งในแนวดิ่งเท่านั้น นั่นคือการประยุกต์จากคานที่ตรงมี
การโค้งตัวขึ้นหรือลงในแนวดิ่ง (แกน y) แรงดัดที่กระทำต่อคานโค้งจะพิจารณาในทิศทางเดียวกับท่ี
กระทำกับคานตรงดังเช่นรูป 3-16(ก) เมื่อคานโค้งมีลักษณะท่ีแตกต่างออกไปจึงจำเป็นต้องวิเคราะห์แรง
ภายในด้วยการประยุกต์ใช้พื้นฐานของความเค้นและความเครียดเพื่อให้ได้สมการของคานใหม่ 

โดยทั่วไปสมการหน่วยแรงดัด My(σ = )
I

 ที่กระทำต่อชิ ้นส่วนรูปแท่งที ่เหยียดตรงจะมี

ความเครียดตั ้งฉากปกติเป็นเชิงเส้นวัดจากแกนสะเทิน แต่ถ้าคานเป็นรูปโค้ง (curved beams) 
สมมุติฐานนี้จะให้ผลลัพธ์ไม่แม่นยำ ดังนั้นจะต้องพัฒนาสมการอื่นท่ีจะหาการกระจายหน่วยแรงท่ีได้ผลท่ี
แม่นยำมากขึ้น ในหัวข้อนี้จะพิจารณาการวิเคราะห์คานโค้ง นั่นคือ ชิ้นส่วนมีแกนโค้งละถูกกระทำด้วย
หน่วยแรงดัดตัวอย่างของช้ินส่วน ดังกล่าวคือตะขอและข้อต่อแบบโซ่ ในทุกกรณีช้ินส่วนจะไม่เพรียว แต่
มีรูปโค้งคม และมิติของหน้าตัดจะใหญ่เมื่อเทียบกับรัศมีความโค้ง 

 การวิเคราะห์จะพิจารณาโดยสมมุติว่าพื้นท่ีหน้าตัดของคานโค้งนั้นมีค่าคงท่ีตลอดความยาวและมี
แกนสมมาตร (แกน y) ซึ่งต้ังฉากกับทิศทางของโมเมนต์ดัดท่ีกระทำ M ดังในรูปท่ี 3-16(ก) นอกจากนั้น 
วัสดุต้องมีลักษณะเป็นเนื้อเดียวกันและมีคุณสมบัติเดียวกัน และมีพฤติกรรมแบบยืดหยุ่นเชิงเส้นเมื่อ
น้ำหนักกระทำเท่ากันในกรณีคานยืดตรง สำหรับคานโค้งสมมุติให้ระนาบหน้าตัดของชิ้นส่วนคานโค้ง
ยังคงเป็นระนาบภายหลังจากมีโมเมนต์ดัดกระทำ นอกจากนั้นการบิดใดๆ ของหน้าตัดภายในระนาบ
ตัวเองจะไม่ถูกนำมาพิจารณา 

 ในการวิเคราะห์ จะมีรัศมีสามค่าวัดจากจุดศูนย์กลางของความโค้ง O   ของช้ินส่วนถูกกำหนด
ในรูปท่ี 3-16(ก) มีรายละเอียดดังนี้  r  เป็นตำแหน่งท่ีทราบค่าของจุดศูนย์ถ่วงของพื้นท่ีหน้าตัด R เป็น
ตำแหน่งท่ียังไม่กำหนดของแกนสะเทิน และ r อยู่ท่ีจุดท่ีกำหนดบริเวณช้ินส่วนพื้นท่ีหน้าตัด dA พบว่า
แกนสะเทินอยู่ภายในหน้าตัด เนื่องจากโมเมนต์ M ทำให้เกิดแรงอัดในส่วนของคานและหน่วยแรงดึงใน
ส่วนล่างของคาน และโดยคำจำกัดความของแกนสะเทินนั้นบนเส้นแกนจะมีค่าของความเครียดเป็นศูนย์ 
(ไม่มีการยืดหดตัวของวัสดุ) มีผลให้หน่วยแรงเป็นศูนย์ 
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ถ้าแยกช้ินส่วนเล็กๆ ของคานในรูปท่ี 3-16(ก) หน่วยแรงมีแนวโน้มท่ีจะเปล่ียนแปลงรูปร่างของ
วัสดุ โดยแต่ละหน้าตัดจะหมุนรอบมุม δθ/2  ความเครียดต้ังฉากปกติ   ในแถบท่ีกำหนดของวัสดุท่ีจุด
ที่จะหา r แถบนี้จะมีความยาวแรก rdθ  ดังแสดงในรูปที่ 3-16(ข) เนื่องจากมุมหมุน δθ/2  อย่างไรก็
ตาม การเปล่ียนแปลงความยาวทั้งหมดของแถบคือ δθ/2(R r)−   ดังนั้น 

 

−

=
rd

)rR(  
 

นิยามให้ k = δθ/dθ  ซึ่งมีค่าคงท่ีสำหรับช้ินส่วนเฉพาะใดๆ จะได้ว่า 
 

 





 −

=
r

rRk  
  

 

 
(ก) 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 

(ข) (ค) 
 

  
 
 

 
 

(ง) (จ) 
รูปท่ี 3-16  คานโค้งและการวิเคราะห์ 

r 
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ซึ่งแตกต่างจากกรณีของคานเหยียดตรง พบว่าความเครียดต้ังฉากปกติเป็นฟังก์ชันไม่เป็นแบบ
เชิงเส้น ในเทอมของ r โดยมีการแปรค่าแบบไฮเปอร์โบลิก เหตุการณ์นี้จะเกิดขึ้นถึงแม้ว่าหน้าตัดของ
คานยังคงอยู่ในระนาบเดิมหลังจากการเปลี่ยนแปลงรูปร่าง  จากพฤติกรรมแบบยืดหยุ่นกฎของฮุค  
( )σ = Eε จะถูกนำมาใช้  ดังนั้นหน่วยแรงจะเป็นฟังก์ชันของตำแหน่ง กล่าวคือ 
 

 





 −

=
r

rREk       (3-28) 

 
 สมการที่ได้เป็นสมการไม่เป็นเชิงเส้น ซึ ่งสามารถนำมาใช้หาตำแหน่งของแกนสะเทินและ
สัมพันธ์กับการกระจายตัวของหน่วยแรงกับโมเมนต์ดัดลัพธ์ภายใน M 

 เพื่อหาตำแหน่ง R ของแกนสะเทิน ต้องการแรงลัพธ์ภายในท่ีเกิดโดยการกระจายของหน่วยแรง
ท่ีกระทำบนหน้าตัดมีค่าเท่ากับศูนย์  นั่นคือ 

= xR FF ;  dAA  = 0  

 dA
r

rREkA 





 −  =  0  

 
เนื่องจาก EK และ R มีค่าคงท่ี จะได้ว่า 
 

0dA
r

dAR
A A

=−   
 
แก้ปัญหาได้ 

 


=

A r
dA
AR       (3-29) 

 
เมื่อ 
 R   =   ตำแหน่งของแกนสะเทิน กำหนดจากจุดศูนย์กลางของความโค้ง O   ช้ินส่วน 
 A   =   พื้นท่ีหน้าตัดของช้ินส่วน 
 R   =   ตำแหน่งที่อยู่บนชิ้นส่วนที่มี พื้นที่หน้าตัด dA บนหน้าตัด (วัดจากจุดศูนย์กลางของ

ความโค้ง O   ของช้ินส่วน) 
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เทอมอินทีกัลป์ในสมการท่ี 3-29 ขึ้นอยู่กับรูปทรงเรขาคณิตของหน้าตัดต่างๆ ท่ีมักใช้กันเสมอ 
ผลของหน้าตัดต่างๆ แสดงในตารางท่ี 3.1 

ตารางที่ 3.1 เทอมอินทีกัลป์ของหน้าตัดต่างๆ รูปทรงเรขาคณิต 

รูปทรง (shape) พื้นที่ (area) 
A r

dA  

 

)rr(b 12 −  
1

2

r
r

lnb  

 

)rr(
2
b

12 −  b
r
r

ln
)rr(

br

1

2

12

2 −







−

 

 
2c  





 −− 22 crr2  

 
ab  





 −−

 22 arr
a

b2  

 

เพื่อหาความสัมพันธ์กับการกระจายของหน่วยแรงและโมเมนต์ดัดต้องการให้โมเมนต์ดัดลัพธ์
ภายในมีค่าเท่ากับโมเมนต์ดัดของของการกระจายหน่วยแรงคำนวณรอบแกนสะเทิน  จากรูปท่ี 3-16(ก) 
หน่วยแรง   กระทำต่อชิ ้นส่วนพื ้นที ่ dA และอยู ่ที ่ระยะ y วัดจากแกนสะเทินทำให้เก ิดแรง 
dF = σdA  กระทำต่อชิ้นส่วนละโมเมนต์ดัดของแกนสะเทิน )dA(ydM = โมเมนต์ดัดนี้เป็นค่าบวก 
เน ื ่องจากกฎมือขวาโมเมนต์ด ัด จะมีทิศทางเดียวกันกับ M สำหรับหน้าตัดทั ้งหมด  จะได้ว่า 

 = dAyM  

 เนื่องจาก y = R r−  และ   ถูกนิยามโดยสมการท่ี 3-28  จะได้ว่า 

  





 −

−=
A

dA
r

rREk)rR(M  

 
 ทำการจัดเทอมใหม่ โดย EK และ R เป็นค่าคงท่ี  จะได้ว่า 

 





 +−=   A AA

2 rdAdAR2
r

dAREkM  
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 เทอมแรกของการอินทีกัลป์แรกเทียบกับ A/R ของสมการที ่ 3-29 และเทอมอินทีกัลป์               
ท่ี 2 เป็นพื ้นที่หน้าตัด A ตำแหน่งของจุดเซนทรอยด์ของหน้าตัดหาได้จาก = A/rdAr  เทอม       
อินทีกัลป์ท่ี 3 สามารถแทนท่ีได้โดย Ar  ดังนั้น สามารถเขียนได้ว่า 

 2 AM = Ek R 2RA + r
R

   −  
  

 

 M = EkA(r R)−  

แทนค่า Mk  = 
EA(r R)−

 ลงในสมการท่ี 3-28 ดังนั้น 

 M(R r)σ  = 
Ar (r R)

−
−

      (3-30) 
 

เมื่อ 
   = หน่วยแรงต้ังฉากปกติในช้ินส่วน 
 M  = โมเมนต์ภายใน หาจากวิธีภาคตัดและใช้สมการสมดุล และคำนวณรอบแกนสะเทิน

โมเมนต์ดัดจะมีค่าเป็นบวกถ้าโมเมนต์มีแนวโน้มท่ีจะเพิ่มรัศมีของความโค้งของช้ินส่วน 
นั่นคือ โมเมนต์ดัดมีแนวโน้มท่ีจะยืดช้ินส่วน 

 A  = พื้นท่ีหน้าตัดของช้ินส่วน 
 R  = ระยะวัดจากจุดศูนย์กลางของความโค้งไปยังแกนสะเทิน หาได้จากสมการท่ี 3-30 
 r  = ระยะวัดจากจุดศูนย์กลางของความโค้งไปยังจุดศูนย์ถ่วงของพืน้ท่ีหน้าตัด 
 r  = ระยะวัดจากจุดศูนย์กลางของความโค้งไปยังจุดท่ีหน่วยแรง   ท่ีต้องการคำนวณจาก

รูปท่ี 3-16(ก) rRy −=  นอกจากนั้นค่าคงท่ีและระยะเล็กๆ e = r R−  เมื่อผลลัพธ์นี้
ถูกแทนค่าในสมการท่ี 3-30 สมการเขียนใหม่ได้ว่า  

 

    
)yR(Ae

My
−

=       (3-31) 
 

 สมการท้ังสองข้างต้นแทนรูปแบบท่ีเรียกว่า สมการคานโค้ง (curved-beam formulation) ซึ่ง
เหมือนกับสมการดัดที่ใช้หาการกระจายหน่วยแรงตั้งฉากปกติในชิ้นส่วนโค้ง การกระจายนี้จะเป็น
ไฮเปอร์โบลิก ดังตัวอย่างในรูปท่ี 3-16(ค) และ (ง) เนื่องจากหน่วยแรงกระทำในทิศทางของเส้นรอบวง
ของคาน บางครั้งเรียกว่า หน่วยคานของเส้นรอบวง (circumferential stress) เนื่องจากความโค้งของคาน 
หน่วยแรงของเส้นรอบวงทำให้เกิดองค์ประกอบที่สอดคล้องกันของหน่วยแรงตามแนวรัศมี (radial 
stress) เนื่องจากกระทำในทิศทางตามรัศมี เพื่อพิสูจน์ จะพิจารณาผังวัตถุอิสระดังแสดงในรูปที่ 3-16(จ)  
ที่มีชิ้นส่วนย่อยส่วนบนของชิ้นส่วนเล็กๆ ในรูปที่ 3-16(ข) หน่วยแรงในแนวรัศมี r  มีความจำเป็น 
เนื่องจากทำให้เกิดแรง ydF  เพื่อหาความสมดุลขององค์ประกอบแรงตามเส้นรอบวง dF  ท่ีกระทำตาม
แนวเส้น BO  
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 บางครั้งหน่วยแรงภายในรัศมีช้ินส่วนรูปโค้งมีความสำคัญมากโดยเฉพาะอย่างยิ่งถ้าช้ินส่วนถูก
สร้างจากแผ่นบาง ยกตัวอย่างเช่น รูปทรงหน้าตัดตัวไอ (i-section) หน่วยแรงในแนวรัศมีจะมีค่า
มากกว่าหน่วยแรงตามเส้นรอบวง ดังนั้น ช้ินส่วนจะถูกออแบบเพื่อต้านทานทั้งสองหน่วยแรง สำหรับ
กรณีต่างๆ หน่วยแรงดังกล่าวนี้ไม่สามารถนำมาพิจารณา โดยเฉพาะอย่างยิ่งหน้าตัดของชิ้นส่วนเป็น
หน้าตัดตัน (solid section) สำหรับกรณีดังกล่าวนี้ สมการคานโค้งจะให้ผลที่ใกล้เคียงกับที่หาได้จาก
การทดลองหรือการวิเคราะห์ทางคณิตศาสตร์บนพื้นฐานทฤษฎีของความยืดหยุ่น 

 สมการคานโค้งโดยปกติจะใช้เมื ่อคานโค้งเด่นชัดมาก ดังเช่นในกรณีตะขอหรือวงแหวน  
อย่างไรก็ตาม ถ้ารัศมีของความโค้งมีค่ามากกว่าห้าเท่าของความลึกของช้ินส่วน สมการการดัดโดยปกติ
ใช้ค่าของหน่วยแรงดัด โดยเฉพาะอย่างยิ่งสำหรับหน้าตัดรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้าท่ีอัตราส่วนดังกล่าวเท่ากับ 5 
หน่วยแรงตั้งฉากปกติที่ค่ามากที่สุด เมื ่อคำนวณโดยสมการหน่วยแรงดัดจะมีค่าประมาณร้อยละ 7 
ข้อยกเว้นว่าค่าท่ีได้จากการคำนวณโดยสมการคานโค้ง ความผิดพลาดนี้จะลดลงเมื่ออัตราส่วนรัศมีของ
ความโค้งต่อความลึกมีค่ามากกว่า 5 
 

วิธีการสำหรับวิเคราะห์ (procedure for analysis) 
 สมการคานโค้งใช้หาการกระจายหน่วยแรงต้ังฉากหรือตามแนวเส้นรอบวงในช้ินส่วนท่ีมีหน้าตัด
คงท่ีและทำด้วยวัสดุท่ีมีลักษณะเนื้อเดียวและมีความยืดหยุ่นแบบเชิงเส้น 
 
 คุณสมบัติของภาคตัด (section properties) หาพื้นท่ีหน้าตัด A และตำแหน่งของศูนย์ถ่วง r  
วัดจากจุดศูนย์กลางของความโค้งการหาตำแหน่งของแกนสะเทิน R โดยใช้สมการท่ี 3-29 หรือตารางท่ี 
3.1 ถ้าพื้นท่ีหน้าตัดประกอบด้วยส่วน n ส่วนจะหาได้โดย  r/dA  ของแต่ละส่วนแล้วจึงใช้สมการท่ี  3-
29 เพื่อพิจารณาหน้าตัดเมื่อ ( )  = r/dA/AR  ในกรณีท่ี  rR   

 หน่วยแรงตั้งฉากปกติ (Normal Stress) หน่วยแรงตั้งฉากปกติอยู่ที่จุด r วัดจากจุดศูนย์กลาง
ของความโค้งที่หาได้จากสมการที่ 3-30 ถ้าระยะทาง y ไปยังจุดที่ต้องการวัดจากแกนสะเทิน แล้วหา 
e = r R−  และใช้สมการที่ 3-31 เนื่องจาก Rr −  โดยทั่วไปจะมีค่าน้อยมากจึงเป็นทางที่ดีที่สุดที่จะ
หาค่า r  และ R ให้มีค่าความถูกต้อง เพื่อหาค่า e ท่ีมีตัวเลขนัยสำคัญอย่างน้อยสามตำแหน่ง 

 หน่วยแรงตั้งฉากปกติ   กระทำต่อหน้าตัดทำให้เกิดโมเมนต์ดัดรอบแกนสะเทินในทิศทาง
เดียวกันกับโมเมนต์ดัด M ดังแสดงในรูปที่ 3-16(ค) หรือ (ง) ซึ่งสามารถตรวจสอบจากค่าคำนวณของ 
  ถ้าค่าที่ได้เป็นบวกหน่วยแรงจะเป็นหน่วยแรงดึง ในขณะที่ถ้าค่าเป็นลบหน่วยแรงจะเป็นหน่วย
แรงอัด การกระจายหน่วยแรงบนหน้าตัดทั้งหมดสามารถวาดหรือเขียนชิ้นส่วนเชิงปริมาตรของวัสดุ 
และใช้แทนหน่วยแรงกระทำท่ีจุดบนหน้าตัดท่ีมีการคำนวณหน่วยแรง 
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ตัวอย่างท่ี 3.8 

 แท่งเหล็กมีหน้าตัดรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้าถูกขึ้นรูปเป็นส่วนโค้งของวงกลมดังแสดงในรูป ถ้าหน่วย
แรงต้ังฉากปกติท่ียอมรับได้ =allow 140 MPa  จงคำนวณหาโมเมนต์ดัดท่ีมากท่ีสุด M ท่ีสามารถทำต่อ
คานได้ 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

รูปตัวอย่างท่ี 3.8   
 

วิธีทำ 

 โมเมนต์ดัดภายใน (internal moment) เนื่องจากโมเมนต์ดัด M มีแนวโน้มท่ีจะเพิ่มรัศมีของ
ส่วนโค้งของแท่ง ซึ่งมีค่าเป็นบวก 

 คุณสมบัติของภาคตัด (section properties) หาตำแหน่งของแกนสะเทินได้โดยใช้สมการท่ี 3-
30 จากรูปจะได้ว่า 
 

  
110mm

110 mm

90 mmA 90mm

dA (20mm)dr =  = (20mm) ln r
= 4.0134 mmr r   

 
ผลเหมือนกันนี้สามารถหาได้โดยตรงจากตารางท่ี 3.1 ดังนั้น 
 

A

A (20 mm) (20 mm)R =  = = 99.666 mm
4.0134 mmdA/r

 

 
ถ้าหน่วยแรงต้ังฉากปกติจะมีค่ามากท่ีสุดท่ีส่วนบนหรือส่วนล่างของแท่ง ดังนั้นจะหาโมเมนต์ดัด 

M สำหรับแต่ละกรณีโดยจะทำการเขียนผังวัตถุอิสระ เนื่องจากหน่วยแรงต้ังฉากปกติท่ีส่วนบนของแท่ง
เป็นหน่วยแรงอัด MPa140−=  
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    σ  = 0

0

M (R r )
Ar (r R)

−
−

 

  2140N/mm−  = M(99.666mm 110mm)
(20mm)(20mm)(110mm)(100mm 99.666mm)

−
−

 

   M  = 199094 N.mm = 0.199kN.m  
 

ในทำนองเดียวกันที ่จุดล่างสุดของแท่ง  ค่าหน่วยแรงตั ้งฉากปกติจะเป็นหน่วยแรงดึงซ ึ ่งม ี ค่า 
σ = +140 MPa  

   σ  = i

i

M(R r )
Ar (r R)

−
−

 

  140MPa  = M(99.666mm 90mm)
(20mm)(20mm)(90mm)(100mm 90mm)

−
−

 

   M  = 174153N.mm = 0.174kN.m    ตอบ 

  

จากการเปรียบเทียบโมเมนต์ดัดท่ีมากท่ีสุดท่ีกระทำ คือ 174153 N mm  เป็นหน่วยแรงต้ังฉากปกติท่ี
มากท่ีสุดท่ีเกิดขึ้นที่ส่วนล่างของแท่ง หน่วยแรงอัดท่ีส่วนบนของแท่งจะได้ 
 

   σ  = 174153N mm(99.666mm 110mm)
(20mm)(20mm)(110mm)(100mm 99.666mm)

 −
−

 

    = 2122.5N/mm  

    
 การกระจายหน่วยแรงดัดดังแสดงในรูป พบว่าตลอดการคำนวณข้างต้น R จะหาได้จากตัวเลข
นัยสำคัญต่างๆ เพื่อยืนยันว่า )Rr( − เป็นค่าท่ีถูกต้องอย่างน้อยต้องใช้เลขนัยสำคัญสามตำแหน่ง 
 ถ้าพิจารณาคานเป็นแบบตรง จะได้ว่า 
 

 σ  = Mc
I

 

  2140 N/mm  = 
3

M (110 mm)
1 (20 mm)(20 mm)
2

 

  M  = 186666.7 N mm = 0.187kN m     ตอบ 
 

มีความคลาดเคล่ือนประมาณ 7% จากค่าท่ีคำนวณอย่างถูกต้องและแม่นยำข้างต้น 
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ตัวอย่างที่ 3.9 

คานโค้งดังแสดงในรูปด้านล่างถูกกระทำด้วยโมเมนต์ดัด 4 kN m•  จงคำนวณหาหน่วยแรงต้ัง
ฉากปกติท่ีมากท่ีสุดท่ีเกิดในแท่ง 
 

 
 
 
 
 
 

รูปตัวอย่างท่ี 3.9   
 
วิธีทำ 

 โมเมนต์ดัดภายใน (internal moment) แต่ละภาคตัดของแท่งถูกกระทำด้วยโมเมนต์ดัดลัพธ์ 
ภายในเท่ากับ mkN4   เนื่องจากโมเมนต์ดัดนี้มีแนวโน้มจะลดรัศมีของความโค้งของแท่ง  ซึ่งมีค่าเป็น
ลบดังนั้น mkN4M −=  

 คุณสมบัติของภาคตัด (section properties) จะพิจารณาหน้าตัดที่ประกอบด้วยชิ้นส่วน
ส่ีเหล่ียมผืนผ้าและสามเหล่ียม พื้นท่ีตัดท้ังหมด คือ 
 

 A  = ( ) ( )( ) ( )2 -3 210.05m + 0.05m 0.03m  = 3.2500 10 m
2

 
 

ตำแหน่งของจุดเซนทรอยด์ จะหาได้เมื่อเทียบกับจุดศูนย์กลางของความโค้ง จุด O   ดังแสดงในรูป 
 

 r  = rA
A




 

  = 
   

-3 2

10.225m (0.05m)(0.05m)+ 0.260m (0.050m)(0.030m)
2

3.250(10 ) m
 

  = 0.23308 m  
 

(ก)                           (ข) 
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เราสามารถคำนวณ A r/dA  ในแต่ละส่วนได้ แล้วมารวมกันได้ภายหลัง โดยใช้ตารางที่ 3.1 สำหรับ
หน้าตัดส่วนท่ีเป็นส่ีเหล่ียม 

   

 
A

dA
r  = 0.250m0.05m ln   =  0.011157m

0.200m
 
 
 

  

สำหรับหน้าตัดสวนท่ีเป็นสามเหล่ียม 
 

 
A

dA
r  = ( )( )

( )
0.05m 0.280m 0.280mln  0.05m  =  0.0028867m

0.280m  0.250m 0.250m
  − −  

 

 
ดังนั้น ตำแหน่งของแกนสะเทินสามารถหาได้จาก 
 

 R  = 
-3 2

A

A 3.2500(10 ) m =  =  0.23142m
0.011157 m + 0.0028867 mdA/r




 

    
 
พบว่า R < r  ตามที ่คาดไว ้ นอกจากนั ้นการคำนวณจะให้ค่าความถูกต้องที ่พอเพียง ดังนั้น  
(r R) = 0.23308 m 0.23142 m = 0.00166 m− −  ซึ่งมีเลขนัยสำคัญสามตำแหน่ง 
 
 หน่วยแรงต้ังฉากปกติ (normal stress) หน่วยแรงต้ังฉากปกติท่ีมากท่ีสุดท่ีเกิดขึ้นท่ี A หรือ B 
ประยุกต์ใช้สมการการดัดท่ีมีความโค้งโดยคำนวณหาหน่วยแรงต้ังฉากปกติท่ี B, RB= 0.200 m จะได้ว่า 
 

 Bσ  = B
-3

B

M(R r ) ( 4kN m)(0.23142m 0.200m)=
Ar (r R) 3.2500(10 )m(0.200m)(0.00166m)

− −  −
−

 

  = 116 MPa−  
 

ท่ีจุด A, rA = 0.28 m และหน่วยแรงต้ังฉากปกติ คือ 
 

 Aσ  = 
( )

A
-3

A

M (R r ) ( 4kN m)(0.32142m 0.280m)=
Ar (r R) 3.2500(10 ) m 0.280m (0.00166m)

− −  −
−

 

  = 129 MPa       ตอบ 
 
 จากการเปรียบเทียบหน่วยแรงต้ังฉากปกติท่ีมากท่ีสุดท่ี A การกระจายหน่วยแรงในรูปสองมิติ  
ดังแสดงในรูปตัวอย่างท่ี 3.9(ข) 
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แบบฝึกหัดท้ายบทท่ี 3 

1) คานโค้งดังรูป มี M = 40 N.m กระทำ จงหาค่าหน่วยแรงดัดดึงและหน่วยแรงดัดอัดสูงสุดท่ี
เกิดขึ้น โดยเปรียบเทียบค่าท่ีได้กับคานตรงท่ีมีหน้าตัดและโมเมนต์ดัดกระทำเท่ากัน 

2) คานโค้งทำจากวัสดุท่ีมีหน่วยแรงดัดท่ียอมให้ allow = 168 MPa จงหาค่าโมเมนต์ดัดสูงสุด 
M ท่ีกระทำกับคาน 

3) คานโค้งดังรูปถูกกระทำด้วยแรง M = 40 N.m จงหาค่าหน่วยแรงดัดสูงสุดท่ีเกิดขึ้นในคาน 

4) คานโค้งหน้าตัดสี่เหลี่ยมผืนผ้าถูกกระทำด้วยแรงคู่ควบ จงหาค่าหน่วยแรงดัดดึงและหน่วย
แรงดัดอัดสูงสูงสุด ท่ีหน้าตัด a-a 

5) ช้ินส่วนโครงสร้างมีหน้าตัดส่ีเหล่ียมจัตุรัสถูกกระทำด้วยโมเมนต์ดัด M = 850 N.m  ดังรูป 
จงหาหน่วยแรงดัดท่ีจุดมุม A, B, D, และ E  และวาดรูปการกระจายหน่วยแรง เมื่อ  = 30 

6) โมเมนต์ดัดกระทำต่อหน้าตัดของคานตัว T ท่ีมีขนาด M = 15 kip.ft และมีทิศทางดังแสดง
ในรูป จงคำนวณหาหน่วยแรงดัดท่ีจุด A และ B รวมทั้งหาตำแหน่ง y  ของจุดเซนทรอยด์ C ด้วย 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

รูปแบบฝึกหัดข้อ 1) รูปแบบฝึกหัดข้อ 2) 
  

 
 
 
 

รูปแบบฝึกหัดข้อ 3) รูปแบบฝึกหัดข้อ 4) 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

รูปแบบฝึกหัดข้อ 5) รูปแบบฝึกหัดข้อ 6) 
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7) ถ้าโมเมนต์ลัพธ์ภายในกระทำบนหน้าตัดของข้อต่ออะลูมิเนียมมีขนาด M = 520 N.m และ
มีทิศทางดังแสดงในรูป จงคำนวณหาหน่วยแรงดัดท่ีมากท่ีสุด รวมทั้งหาตำแหน่ง y  ของจุดศูนย์ถ่วง C 
ของพื้นท่ีหน้าตัดของข้อต่อ รวมทั้งระบุทิศทางของแกนสะเทินและระบุทิศของแกนสะเทิน 

8) คานยื่นเหล็กปีกกว้างถูกกระทำด้วยแรงกระทำแบบจุด P = 600 N ท่ีปลายคานดังแสดงในรูป 
จงคำนวณหาหน่วยแรงดัดท่ีมากท่ีสุดท่ีเกิดขึ้นที่ภาคตัด A 

9) ถ้า P = 6 kN จงคำนวณหาหน่วยแรงดัดดึงและหน่วยแรงดัดอัดท่ีเกิดขึ้นในคาน 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

รูปแบบฝึกหัดข้อ 7) รูปแบบฝึกหัดข้อ 8) 
 
 
 
 
 
 

รูปแบบฝึกหัดข้อ 9) 
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บทท่ี  4  
คานบนฐานรากยืดหยุ่น 

 
4.1 บทนำ 

 การวิเคราะห์โครงสร้างสำหรับคานทั่วไปขึ้นอยู่กับประเภทของจุดรองรับ ซึ่งการยึดรั้งของจุด
รองรับจะส่งผลต่อแรงภายในของชิ้นส่วนโครงสร้างและรายละเอียดการออกแบบ อีกทั้งยังมีผลต่อค่า
ของการโก่งตัวอีกด้วย แต่ยังมีคานบางประเภทท่ีมีลักษณะเฉพาะ เช่น คานรางรถไฟหรือเข็มพืด (sheet 
pile) ท่ีมีลักษณะท่ีรองรับต่างจากปกติ เช่น วางบนที่รองรับท่ีมีความยืดหยุ่นและอาจต่อเนื่อง ลักษณะ
หลักการวิเคราะห์โครงสร้างคานบนฐานรากยืดหยุ่น มีลักษณะแตกต่างออกไปในรายละเอียด ในการ
ประยุกต์ทางวิศวกรรมโครงสร้างจะพบว่าคานที่มีค่าสติฟเนสการดัดมีค่าน้อยๆ วางอยู่บนฐานรากท่ี
ยืดหยุ่นได้ และมีแรงกระทำบนคานซึ่งทำให้เกิดการถ่ายแรงจากคานไปฐานราก คานและฐานรากจึงถูก
ออกแบบให้ต้านแรงกระทำไม่เกิดการเสียหายหรือวิบัติ ซึ่งการเสียหายมักเกิดขึ้นในคานก่อนท่ีจะเกิดขึ้น
ในฐานราก ในหัวข้อนี้ฐานรากถูกสมมติให้มีความแข็งแรงหรือกำลังเพียงพอที่จะป้องกันการเสียหาย 
และให้การถ่ายแรงจากคานไปสู่ฐานรากเป็นแบบยืดหยุ่นเชิงเส้น (linear elastic) ดังนั้น แรงดันท่ี
เกิดขึ้นที่จุดใดๆ ระหว่างคานกับฐานรากเป็นสัดส่วนโดยตรงกับการโก่งตัวเล็กน้อย (small deflection) 
กล่าวคือ ถ้าการโก่งตัวมีค่ามากความต้านทานของฐานรากจะไม่เป็นสัดส่วนโดยตรงกับการโก่งตัวอีก
ต่อไป การโก่งตัวที่มีค่ามากทำให้ความต้านทานของฐานรากเพิ่มข้ึนกว่าการท่ีคานโก่งตัวเล็กน้อย ความ
ต้านทานที่เพิ่มขึ้นนี้เป็นการตอบสนองแบบไร้เชิงเส้น (nonlinear response) ของฐานรากเป็นผลให้
การโก่งตัวและความเค้นในคานลดลงไปเมื่อเทียบกับการตอบสนองแบบเชิงเส้น ดังนั้นการพิจารณาใน
ขั ้นนี ้เป็นเฉพาะการโก่งตัวที ่เกิดขึ ้นเล็กน้อย (small deflection) ซึ ่งสามารถประยุกต์ใช้ในทาง
วิศวกรรมโยธาท่ัวไป  
 
4.2 ทฤษฎีทั่วไป  

 การตอบสนองต่อแรงกระทำของคานที่วางอยู่บนฐานรากยืดหยุ่นแสดงได้ด้วยสมการอนุพนัธ์
เพียงสมการเดียวพร้อมกับเงื่อนไขขอบเขตของคานที่แตกต่างกันไป ขึ้นอยู่กับการรองรับของคานท่ี
ปลายคาน 

 พิจารณาคานอันหนึ่งที่มีความยาวอนันต์ (infinite length) วางอยู่บนฐานรากยืดหยุ่นตลอด
ความยาวของคาน ดังแสดงในรูปท่ี  
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รูปท่ี 4-1 การตอบสนองของคานบนฐานรากยืดหยุ่นต่อแรงกระทำท่ีเป็นจุด  
 
ให้จุดกำเนิดของแกน y และ z อยู่ตรงศูนย์กลางของหน้าตัด และให้แรง P กระทำต่อคานจุดกำเนิดของ
พิกัด xyz  แกน z อยู่ในแนวเดียวกับแนวแกนของคาน และคาน y ตั้งฉากกับฐานราก  แรง P ทำให้
คานโก่งตัว ทำให้ฐานรากยืดหยุ่นเคลื่อนที่ และทำให้เกิดแรงกระจายระหว่างคานและฐานราก แรง
ต้านทานท่ีฐานรากกระทำต่อคานเปรียบเสมือนแรงกระจายด้านข้างต่อหน่วยความยาวมีค่าเท่ากับ q ใน
การแก้ปัญหาแบบนี้จะพบว่าบางส่วนของคาน การโก่งตัวอาจเป็นลบได้ ท้ังนี้เนื่องจากคานถูกสมมติว่า
อยู่ติดกับฐานราก ดังนั้นอาจทำให้เกิดแรงดึงต่อคานได้ 

 พิจารณาไดอะแกรมของช้ินส่วนอิสระของช้ินส่วนเล็กๆ ของคานท่ียาว z  ท่ีวัดระยะห่างจาก
จุดกำเนิดได้เท่ากับ z ทิศทางบวกของแรงเฉือนและโมเมนต์ดัดตัวท่ีแสดงไว้ ดังนั้นเครื่องหมายท่ีกำหนดนี้ 
และเงื่อนไขของการโก่งตัวเล็กน้อย สมการอนุพันธ์ของคานเขียนได้ดังนี้     
 

    dy = θ
dz

     (4-1a) 
 

    
2

z z2

d yEI = M
dz

−      (4-1b) 
 

    
3

z y3

d yEI = V
dz

−      (4-1c) 
 

    
4

z 4

d yEI = q
dz

−      (4-1d) 

 
โดยท่ี q มีค่าเป็นบวกถ้ามีทิศทางดันคานขึ้น นั่นคือ q เป็นบวกเมื่อกระทำในทิศทางสวนกับทางบวกแกน y   
 

 สำหรับปัญหาแบบเชิงเส้น  แรงกระจาย q เป็นสัดส่วนโดยตรงกับการโก่งตัว y  ดังนี้ 
 

    q = ky       (4-2) 
 

โดยท่ีสัมประสิทธิ์ของสปริง (spring coefficient)  k  เขียนได้เป็น 

    ok = bk       (4-3) 
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โดยท่ี b เป็นความกว้างของคาน และ ok  เป็นค่าคงท่ีของสปริงสำหรับฐานราก หน่วยของ ok  เป็นแรง
ต่อหน่วยพื้นท่ีต่อความยาว ดังเช่น N/mm 2 /mm หรือ N/mm 3  แทนค่าสมการท่ี 4-2 ลงในสมการท่ี 
4-1d จะได้สมการอนุพันธ์ของการดัดของคานท่ีวางอยู่บนฐานรากยืดหยุ่น 
 

4

z 4

d yEI = ky
dz

−      (4-4) 

 

โดยการใช้สัญลักษณ์ 4

x

kβ =
4EI

      (4-5) 

 
ทำให้เขียนสมการท่ี 4-3 ได้เป็น 

 
4

4
4

d y + 4β y = 0
dz

 

 
คำตอบท่ัวไปของสมการอนุพันธ์นี้มรีูปแบบดังนี้ 
 
 βz -βz

1 2 3 4y = e (C sinβz+C cosβz)+e (C sinβz+C cosβz)   (4-6) 
 
สมการท่ี 4-6 เป็นคำตอบทั่วไปของการตอบสนองของคานที่ยาวมากวางอยู่บนฐานรากยืดหยุ่นโดยมี
แรงแบบจุดกระทำ ค่าคงท่ีในสมการท่ี 4-6 หาได้จากเงื่อนไขขอบเขต 

 การหาคำตอบของคานที่วางอยู่บนฐานยืดหยุ่นที่มีแรงด้านข้างกระทำ อาจหาได้จากวิธีการ
ซ้อนกัน (superposition) โดยอาศัยคำตอบของคานที่มีความยาวอนันต์ โดยมีกระทำแบบจุด (รูปท่ี 4-1) 
และคำตอบของคานที่ยาวกึ่งอนันต์ โดยมีแรงแบบจุด P และโมเมนต์ oM  กระทำท่ีปลาย ดังแสดงใน
รูปท่ี 4-2 
 
 

 
 
 
 

รูปท่ี 4-2 แรงกระทำท่ีเป็นจุดและโมเมนต์ 
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ในกรณีใดกรณีหนึ่ง การโก่งตัวมีค่าเป็นศูนย์ เมื่อค่าของ z มีค่ามาก ดังนั้น จากสมการท่ี 4-6 พบว่า ถ้าจะ
ให้สอดคล้องกับความเป็นจริง ตัวสัมประสิทธิ์ของ ze  จะต้องเป็นศูนย์ ซึ ่งหมายความว่า ค่าคงท่ี 

0CC 21 ==  นั่นเอง ดังนั้นคำตอบจากสมการท่ี 4-6 เหลือเพียง 
  

  -βz
3 4y = e (C sinβz +C cosβz); z 0    (4-7) 

 
เนื ่องจากความสมมาตร ทำให้การโก่งตัวของคานรูปที่ 4-1 ที่วัดไปทางแกน z ที่เป็นลบ หาได้จาก
คำตอบของการโก่งตัวที่ได้จากทางแกน z ท่ีเป็นบวก  หรือ 
 

                y(-z) = y(z)  
 
ส่วนกรณีท่ีคานมีความยาวเป็นกึ่งอนันต์  คำตอบของสมการท่ี 4-7 ใช้ได้โดยตรง 
 ค่าคงท่ี 3C  และ 4C  อาจหาได้จากการพิจารณา 2 เงื่อนไข ดังนี ้
 i) slope ของคานตรงตำแหน่งท่ีแรงกระทำมีค่าเป็นศูนย์ 
 ii) ครึ่งหนึ่งของแรง P รองรับไว้โดยฐานรากยืดหยุ่นตลอดความยาวครึ่งหนึ่งของคานจาก
เงื่อนไขแรก พบว่า 

 ท่ี   3 4 3 4
dyz = 0 = 0 = β(C C ) ; C = C = C
dz

 −  
 

ดังนั้น  สมการท่ี 4-7 กลายเป็น 
 

                -βzy = Ce (sinβz+cosβz)      (4-8) 
 

จากเงื่อนไขท่ีสอง ได้ว่า 
 

 
0

Pkydz =
2



       (4-9) 
 

แทนค่า y จากสมการท่ี 4-8 ลงในสมการท่ี 4-9  จะพบว่า 
 

 PβC =
2k

 

 
เงื่อนไขท่ีสองอาจพิจารณาได้จากพิจารณาแรงเฉือน จากสมการท่ี 4-1c  ได้ว่า 
 

 ท่ี  
3

x
y3

EI d y Pz = 0; = (V = P/2)
dz 2

−    (4-10) 
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แทนค่า y จากสมการท่ี 4-8 ลงในสมการท่ี 4-10 จะพบว่า 
 

 3
x

P PβC = =
8β EI 2k

     (4-11) 

 
ดังนั้น สมการโก่งตัวของคานท่ีวางอยู่ฐานรากยืดหยุ่นเขียนได้เป็น 
 

 -βzPβy = e (sinβz+cosβz)
2k

; z 0    (4-12) 

 
สมการท่ี 4-12 ใช้ได้เสมอเมื่อค่า z เป็นบวก ส่วนการโก่งตัวที่ระยะ z เป็นลบ หาได้จากการแทนค่า z  
ด้วย -z  ลงในสมการท่ี 4-12 ค่าความชัน โมนเมนต์ดัด และแรงเฉือนที่เกิดขึ้นในคานได้จากการแทน
สมการท่ี 4-12 ลงในสมการท่ี 4-1a ถึง สมการท่ี 4-1c  และเขียนได้ดังนี้ 
 

 y   = βz
Pβ A
2k

  z 0     (4-13) 

 θ   = 
2

βz
Pβ B
k

−  z 0     (4-14) 

  

 HM   =   βz
P C
4β

  z 0     (4-15) 

  

 yV   =  βz
P D
2

−  z 0     (4-16) 

  
 โดยท่ี 
 -βz

βzA = e (sinβz+cosβz)  
 
    -βz

βzB = e sinβz     

 
 -βz

βzC = e (cosβz sinβz)−  
 
 -βz

βzD = e cosβz  
 
ค่าของ βzA , βzB βzC  และ βzD  แสดงไว้ในตารางท่ี 4.1 ซึ่งค่าของ β  อยู่ระหว่าง 0 β 5π/2   
 

(4-17) 
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 โดยอาศัยเงื่อนไขความสมมาตร ทำให้ค่าของความชัน โมเมนต์ดัดและแรงเฉือนที่ตำแหน่ง
ต่างๆ ในคาน หาได้จาก 
 

 θ( z)−  = θ(z)−  

 zM ( z)−  = zM (z)  

 yV  = yV (z)−  
 

 ค่าต่างๆ เขียนแสดงให้เห็นได้ดังรูปข้างล่าง จากรูปท่ี 4-3 ซึ่งพบว่าค่าเหล่านี้เข้าใกล้ศูนย์ เมื่อ 
z  มีค่ามาก สมการที่ 4-13  ถึงสมการท่ี 4-16 จึงใช้เป็นค่าประมาณของคานที่มีความยาวจำกัด 

(finite length) จากตารางท่ี 4.1 พบว่า βzA 0=   เมื่อ 4/3z =  นั่นหมายความว่า 

 ที่ระยะ  3πz =
4β

  จากตำแหน่งที่แรงกระทำ y 0=  ดังนั้น คานที่มีความยาว 



=
2
3L  ที่มี

แรงกระทำท่ีกึ่งกลางความยาวอนันต์ร้อยละ 1.9 ความผิดพลาดท่ีเกิดขึ้นจะมากกว่า แต่ไม่มากจนเกินไป 
ดังนั้น คานท่ีมีความยาวอนันต์ อาจแทนได้ด้วยคานท่ีมีความยาวจำกัดเท่ากับ 




=
2
3L   เมื่อแรงกระทำ

ท่ีกึ่งกลางความยาวคาน 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 4-3 พฤติกรรมท่ีเกิดขึ้นกับคานบนฐานรากยืดหยุ่น 
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ตารางที่ 4.1  ค่าคงท่ีในสมการท่ี 4-17   
 

βz  βzA  βzB  βzC  βzD  
0 1.0000 0.0000 1.0000 1.0000 

0.001 1.0000 0.0010 0.9980 0.9990 
0.002 1.0000 0.0020 0.9960 0.9980 
0.003 1.0000 0.0030 0.9940 0.9970 
0.004 1.0000 0.0040 0.9920 0.9960 
0.005 1.0000 0.0050 0.9900 0.9950 
0.006 1.0000 0.0060 0.9880 0.9940 
0.007 1.0000 0.0070 0.9860 0.9930 
0.008 0.9999 0.0079 0.9841 0.9920 
0.009 0.9999 0.0089 0.9821 0.9910 
0.01 0.9999 0.0099 0.9801 0.9900 

0.011 0.9999 0.0109 0.9781 0.9890 
0.012 0.9999 0.0119 0.9761 0.9880 
0.013 0.9998 0.0128 0.9742 0.9870 
0.014 0.9998 0.0138 0.9722 0.9860 
0.015 0.9998 0.0148 0.9702 0.9850 
0.016 0.9997 0.0157 0.9683 0.9840 
0.017 0.9997 0.0167 0.9663 0.9830 
0.018 0.9997 0.0177 0.9643 0.9820 
0.019 0.9996 0.0186 0.9624 0.9810 
0.02 0.9996 0.0196 0.9604 0.9800 
0.03 0.9991 0.0291 0.9409 0.9700 
0.04 0.9984 0.0384 0.9216 0.9600 
0.05 0.9976 0.0475 0.9025 0.9500 
0.10 0.9907 0.0903 0.8100 0.9003 
0.15 0.9797 0.1286 0.7224 0.8510 
0.20 0.9651 0.1627 0.6398 0.8024 
0.25 0.9473 0.1927 0.5619 0.7546 
0.30 0.9267 0.2189 0.4888 0.7077 
0.35 0.9036 0.2416 0.4203 0.6620 
0.40 0.8784 0.2610 0.3564 0.6174 
0.45 0.8515 0.2773 0.2968 0.5742 
0.50 0.8231 0.2908 0.2415 0.5323 
0.55 0.7934 0.3016 0.1903 0.4919 
0.60 0.7628 0.3099 0.1431 0.4530 
0.65 0.7315 0.3159 0.0997 0.4156 
0.70 0.6997 0.3199 0.0599 0.3798 
0.75 0.6676 0.3220 0.0236 0.3456 

1/4   0.6448 0.3224 0.0000 0.3224 
0.80 0.6354 0.3223 -0.0093 0.3131 
0.85 0.6032 0.3211 -0.0390 0.2821 
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ตารางที่ 4.1  (ต่อ) 
 

βz  βzA  βzB  βzC  βzD  
0.90 0.5712 0.3185 -0.0657 0.2527 
0.95 0.5395 0.3146 -0.0896 0.2250 
1.00 0.5083 0.3096 -0.1108 0.1988 
1.05 0.4777 0.3035 -0.1294 0.1741 
1.10 0.4476 0.2967 -0.1457 0.1510 
1.15 0.4184 0.2890 -0.1597 0.1293 
1.20 0.3899 0.2807 -0.1716 0.1091 
1.25 0.3622 0.2719 -0.1815 0.0903 
1.30 0.3355 0.2626 -0.1897 0.0729 
1.35 0.3097 0.2529 -0.1962 0.0568 
1.40 0.2849 0.2430 -0.2011 0.0419 
1.45 0.2611 0.2329 -0.2046 0.0283 
1.50 0.2384 0.2226 -0.2068 0.0158 
1.55 0.2166 0.2122 -0.2078 0.0044 

1/2   0.2079 0.2079 -0.2079 0.0000 
1.60 0.1959 0.2018 -0.2077 -0.0059 
1.65 0.1763 0.1914 -0.2066 -0.0152 
1.70 0.1576 0.1812 -0.2047 -0.0235 
1.75 0.1400 0.1710 -0.2020 -0.0310 
1.80 0.1234 0.1610 -0.1985 -0.0376 
1.85 0.1078 0.1511 -0.1945 -0.0433 
1.90 0.0932 0.1415 -0.1899 -0.0484 
1.95 0.0795 0.1322 -0.1848 -0.0527 
2.00 0.0667 0.1231 -0.1794 -0.0563 
2.05 0.0549 0.1142 -0.1736 -0.0594 
2.10 0.0439 0.1057 -0.1675 -0.0618 
2.15 0.0337 0.0975 -0.1612 -0.0638 
2.20 0.0244 0.0896 -0.1548 -0.0652 
2.25 0.0158 0.0820 -0.1482 -0.0662 
2.30 0.0080 0.0748 -0.1416 -0.0668 
2.35 0.0008 0.0679 -0.1349 -0.0670 

3/4   0.0000 0.0670 -0.1340 -0.0670 
2.40 -0.0056 0.0613 -0.1282 -0.0669 
2.45 -0.0114 0.0550 -0.1215 -0.0665 
2.50 -0.0166 0.0491 -0.1149 -0.0658 
2.55 -0.0213 0.0435 -0.1084 -0.0648 
2.60 -0.0254 0.0383 -0.1019 -0.0636 
2.65 -0.0289 0.0333 -0.0956 -0.0623 
2.70 -0.0320 0.0287 -0.0895 -0.0608 
2.75 -0.0347 0.0244 -0.0835 -0.0591 
2.80 -0.0369 0.0204 -0.0777 -0.0573 
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ตารางที่ 4.1  (ต่อ) 
 

βz  βzA  βzB  βzC  βzD  
2.85 -0.0388 0.0166 -0.0720 -0.0554 
2.90 -0.0403 0.0132 -0.0666 -0.0534 
2.95 -0.0414 0.0100 -0.0613 -0.0514 
3.00 -0.0423 0.0070 -0.0563 -0.0493 
3.05 -0.0428 0.0043 -0.0515 -0.0472 
3.10 -0.0431 0.0019 -0.0469 -0.0450 
.   -0.0432 0.0000 -0.0432 -0.0432 
3.15 -0.0432 -0.0004 -0.0425 -0.0429 
3.20 -0.0431 -0.0024 -0.0383 -0.0407 
3.25 -0.0427 -0.0042 -0.0344 -0.0385 
3.30 -0.0422 -0.0058 -0.0306 -0.0364 
3.35 -0.0416 -0.0073 -0.0271 -0.0343 
3.40 -0.0408 -0.0085 -0.0237 -0.0323 
3.45 -0.0399 -0.0096 -0.0206 -0.0302 
3.50 -0.0389 -0.0106 -0.0177 -0.0283 
3.55 -0.0378 -0.0114 -0.0150 -0.0264 
3.60 -0.0366 -0.0121 -0.0124 -0.0245 
3.65 -0.0354 -0.0127 -0.0101 -0.0227 
3.70 -0.0341 -0.0131 -0.0079 -0.0210 
3.75 -0.0327 -0.0134 -0.0059 -0.0193 
3.80 -0.0314 -0.0137 -0.0040 -0.0177 
3.85 -0.0300 -0.0138 -0.0023 -0.0162 
3.90 -0.0286 -0.0139 -0.0008 -0.0147 

5/4   -0.0279 -0.0139 0.0000 -0.0139 
3.95 -0.0272 -0.0139 0.0006 -0.0133 
4.00 -0.0258 -0.0139 0.0019 -0.0120 
4.05 -0.0245 -0.0137 0.0030 -0.0107 

3/2   -0.0090 -0.0090 0.0090 0.0000 
5.00 -0.0045 -0.0065 0.0084 0.0019 

7/4   0.0000 -0.0029 0.0058 0.0029 
5.50 0.0000 -0.0029 0.0058 0.0029 
6.00 0.0017 -0.0007 0.0031 0.0024 
2   0.0019 0.0000 0.0019 0.0019 
6.50 0.0018 0.0003 0.0011 0.0015 
7.00 0.0013 0.0006 0.0001 0.0007 

9/4   0.0012 0.0006 0.0000 0.0006 
7.50 0.0007 0.0005 -0.0003 0.0002 

5/2   0.0004 0.0004 -0.0004 0.0000 
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ตัวอย่างท่ี 4.1  

คานเหล็กรูปตัว I มีค่า E = 200 GPa  กว้าง 76 mm  หนา 127 mm  I x = 5.12 x 10 6  mm 4   
ยาว 4 m  คานนี้วางอยู่บนฐานรากทำด้วยยางที่มีค่าคงที่ของสปริง  k 0  = 0.270 N/mm 3  บนคานมี
แรง P = 60 kN กระทำที่กึ่งกลางความยาว จงคำนวณหาค่าการโก่งตัวสูงสุด และความเค้นสูงสุดท่ี
เกิดขึ้นในคาน 

 
วิธีทำ  

 
ค่าสัมประสิทธิ์ของสปริงของฐานราก  คำนวณได้จาก 

 k  = 0k b  

  = 0.270 76  = 220.52 N/mm  

 β  = 4

x

k
4EI

 = 4 3 6

20.52
4 200 10 5.12 10   

 

  = 31.496 10−  mm 1−        
 

ค่าการโก่งตัวสูงสุดและการดัดสูงสุดเกิดตรงตำแหน่งท่ีแรง P กระทำ  นั่นคือ  
 
 βz  =  βz βz0 A = C = 1  
 

  maxy  =  Pβ
2k

 

   = 
3 360 10 1.496 10
2 20.52

−  


 

   = 2.187 mm  

  maxM  = P
4β

 

  max  = max

x

M C
I

 = 
z

P C
4β

I

 
 
   

   = 
3

3 6

127
60 10 2

4 1.496 10 5.12 10−

 
   

  
 

 

   = 124.36MPa  
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ตัวอย่างท่ี 4.2  

รางรถไฟเหล็กมีค่า E = 200 GPa  หนา 184 mm ระยะจากด้านบนของรางถึงจุดศูนย์ถ่วง
ของหน้าตัดเท่ากับ 90.1 mm ค่า  I x = 36.9  10 6  mm 4  รางรถไฟวางอยู่บนฐานรากยืดหยุ่นที่มี
ค่าคงท่ีของสปริง  k = 14 N/mm 2  
 i) จงคำนวณหาการโก่งตัวสูงสุด และโมเมนต์ดัดสูงสุด ตลอดจนความเค้นดัดสูงสุดที่เกิดขึ้น
ในรางรถไฟเมื่อล้อรถไฟล้อเดียวหนัก 170 kN วางอยู่บนคาน 
 ii) ถ้ารถไฟมี 3 ล้อ วางอยู่ห่างกันเป็นระยะเท่ากัน เท่ากับ 1.70 m จงคำนวณหาการโก่งตัว
สูงสุด และโมเมนต์ดัดสูงสุด และความเค้นดัดสูงสุดท่ีเกิดขึ้นในราง ถ้าน้ำหนักของแต่ละล้อหนัก 170 kN 
 
วิธีทำ 

 i) กรณีของล้อเดียว  P  = 170 kN  
 

             β  = 
Z

k4
4 EI

 = 3 6

14
4 200 10 36.9 10   

 

 
     = 10.00083 mm−  
 
ตำแหน่งท่ีเกิดการโก่งตัวสูงสุด และโมเมนต์ดัดสูงสุด อยู่ท่ี βz = 0  
 

  maxY  = Pβ
2k

   = 
3170 10 (0.00083)
2 14

 


 = 5.039 MPa  

  maxM = P
4β

   = 
3170 10

4 0.00083



 = 51.21 kN mm  

  maxσ  = max

z

M C
I

 = 
6

6

51.21 10 99.1
36.9 10
 


 = 137.5 MPa  
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 ii) กรณีท่ีรถไฟมี 3 ล้อท่ีหนักเท่าๆ กัน 170 kN และห่างเท่าๆ กัน 1.70 m การหาการโก่งตัว
และโมเมนต์ดัด กระทำได้โดยวิธีการซ้อนกันของแต่ละล้อ ซึ่งอาจพิจารณาได้เป็น 2 กรณีดังนี้ 
 
 กรณีท่ี 1   
 
 
 กรณีท่ี 2  
 
 

กรณีที่ 1) ให้ล้อแรก (หรือล้อสุดท้าย) วางอยู่ที่จุดกำเนิดระยะทาง z 1  และ z 2 ของล้อถัดไป 2 
ล้อ  เท่ากับ 1.7  10 3 mm และ  z 2  = 3.4  10 3 mm 
 

 1βz  = 30.00083 1.7 10   =  1.411  

 2βz  = 30.00083 3.4 10   =  2.822  

 
1βzA  = 0.2797  

 
1βzC  = 0.2018−  

 
2βzA  = 0.0377−  

 
2βzC  = 0.0752−  

 

การโก่งตัวและโมเมนต์ดัดท่ีใต้จุดกำเนิดใต้ล้อแรก (หรือล้อสุดท้าย) หาได้จาก 
 

 endY  = 
0 1 2βz βz βz

Pβ (A +A +A )
2k

 

  = 5.039(1 0.2797 0.0377)+ −  = 6.258mm  

 endM  = 
0 1 2βz βz βz

P (C + C + C )
4β

 

  = 651.21 10 (1 0.2018 0.0752) − − = 37.02kN.m  

  
 
            

ได้จากตาราง 4.1 
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กรณีที่ 2)  ให้ล้อกลางวางอยู่ที ่จุดกำเนิด ฉะนั้นระยะทางระหว่างล้อปลายทั้งสองเท่ากัน 
เท่ากับ 1.7  10 3 mm  ดังนั้น 

 centerY  = 
0 1βz βz

Pβ (A +2A )
2k

 

  = 5.039(1+2×0.2797)  =  7.858mm   

 centerM  =  
0 1βz βz

P (C + 2C )
4β

 

  = 651.21 10 (1 2 0.2018)  =  30.54kN.m −   

จากท้ังสองกรณี  พบว่า 

กรณี 2)   centerY  = maxY   =  7.858   
 
กรณี 1)   endM  = maxM  =  37.02kN.m   

                maxσ  = 
6

max
6

z

M C 37.02×10 ×99.1=  
I 36.9×10

  

  = 99.4MPa  
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4.3 คานรองรับด้วยสปริงที่วางห่างเป็นระยะเท่าๆ กัน 

 คานที่ยาวมากบางกรณีถูกรองรับไว้ด้วยสปริงจำนวนมากที่วางห่างกันเป็นระยะเท่าๆ กัน  
ตลอดความยาวคาน (beam supported on equally spaced separate elastic supports) ดังแสดง
ในรูปท่ี 4-4  

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 4-4 การตอบสนองของคานรองรับโดยสปริง 
 
 ถึงแม้รูปท่ีแสดงเป็นการรองรับแบบสปริง แต่สปริงแต่ละตัวอาจหมายถึงช้ินส่วนท่ียืดหยุ่นแบบ
เชิงเส้น หรือช้ินส่วนของโครงสร้าง เช่น ช้ินส่วนรับแรงดึง คานตรงก็ได้ โดยท่ัวไปการคำนวณหาการโก่งตัว 
อาจใช้วิธีการพลังงานท่ีให้คำตอบถูกต้อง แต่อย่างไรก็ตาม ถ้าสปริงมีจำนวนมากๆ การใช้วิธีพลังงานจะ
เสียเวลามาก ดังนั้นวิธีการประมาณทำได้โดยประหยัดเวลากว่า 

 วิธีการดังกล่าวกระทำได้ดังนี้ สมมติว่าสปริงแต่ละตัวมีค่าคงที่เท่ากับ K  แรง R ที่กระทำบน
สปริง มีสัดส่วนโดยตรงกับระยะโก่งตัว y ดังนั้น 
 

 R  = Ky       (4-18) 
 

โดยสมมติว่าแรง R กระจายอย่างสม่ำเสมอตลอดช่วงกว้าง l  หรือครอบคลุมระยะ 
2
l  ทั้งทางขวาและ

ซ้ายของสปริงแต่ละตัว ดังนั้นการกระจายของแรงเป็นแบบขั้นบันได ดังแสดงในรูป ถ้าให้เส้นประแสดง
ถึงค่าเฉล่ียของแรงกระจายแบบเป็นขั้น เนื่องจากเส้นประตัดท่ีตรงกึ่งกลางของแต่ ละขั้น  จึงเสมือนเส้น
โค้งประนี้ตัดกับขั้นบันไดใต้ตำแหน่งของสปริง ดังนั้น จึงอาจสมมติให้ k ซึ่งเป็นค่าคงที่สปริงเทียบเท่า 
แทนได้ด้วย 

 k  = K
l

      (4-19) 

(ก) 

(ข) 
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โดยการแทนค่า k กลับลงไปในสมการท่ี 4-5 ก็จะให้ค่าของ   ที่สอดคล้องกัน ดังนั้นการหาค่า y,  ,   
M z  และ V y  ก็ทำได้โดยใช้สมการท่ี 4-13 ถึงสมการท่ี 4-16 ซึ่งยังคงใช้ได้สำหรับคานที่มีความยาว
อนันต์ ถูกรองรับไว้ด้วยสปริงท่ีวางห่างเท่าๆ กัน และมีแรงกระทำท่ีกึ่งกลางความยาวคาน ค่าประมาณ
ที่ได้จะถูกต้องมากขึ้น ถ้าหากระยะ l  มีค่าน้อยๆ แต่ถ้า l  มีค่ามาก ค่าผิดพลาดจะมากตามไปด้วย 
ดังนั้น ความผิดพลาดจะไม่มากเกินไปถ้าหากระยะ l  ระหว่างสปริงแต่ละตัวถูกกำหนดไว้ด้วย 
 

    π
4β

l        (4-20) 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

รูปท่ี 4-5  ระยะห่างของสปริง 
  
 ดังนั้น คำตอบประมาณของคานที่มีความยาวอนันต์ ถูกรองรับไว้ด้วยสปริงที่วางห่างกันเป็น
ระยะเท่าๆ กัน อาจนำไปใช้หาคำตอบประมาณท่ีเช่ือถือได้ของคานท่ีมีความยาวจำกัดเพียงพอ ส่วนการ
กระจายของแรงในสปริงถูกสมมติว่าสม่ำเสมอตลอดช่วงระยะ l  หรือเป็นการกระจายอย่างสม่ำเสมอ

ตลอดระยะ 
2
l  ไปทางซ้ายและขวาของสปริง โดยพิจารณาคานอันหนึ่งท่ีมีความยาว L รองรับด้วยสปริง

เป็นช่วงๆ ดังในรูป โดยท่ัวไปสปริงท่ีอยู่ปลายจะไม่อยู่ในตำแหน่ง 
2
l  จากปลายพอดี แต่จะวางห่างเป็น

ระยะน้อยกว่า 
2
l  จากปลายคานทั้งสอง ดังนั้น เพื่อให้ผลของการกระจายเป็นไปอย่างสม่ำเสมอ จึง

สมมติว่าความยาวที่ปลายท้ังสองของคานยื่นออกไปเป็นระยะ 
2
l  ทำให้ความยาว L กลายเป็น L   

 

    mlL =       (4-21) 

ในที่นี้ m เป็นจำนวนสปริงที่รองรับ  ถ้า 




2
3L  แล้ว คำตอบประมาณของคานที่ยาวอนันต์รองรับ

ด้วยสปริง ให้ค่าค่อนข้างดีสำหรับคานท่ียาว  L รองรับด้วยสปริง 

(ข) 

(ก) 
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ตัวอย่างที่ 4.3  

คานร ูปต ัว  I ทำด ้วยโลหะอล ูม ิ เน ียมผสม หนา  100 mm, I x = 2.45  10 6  mm 4                          
E = 72 GPa  ความยาว L = 6.8 m  คานถูกรองรับด้วยสปริงทั้งหมด 7 ตัว (K = 110 N/mm) วางห่าง
ก ันด้วยระยะ l  = 1.10 m  ที ่ก ึ ่งกลางของความยาวคานม ีแรง P = 12 kN กระทำตรงกลางคาน                
จงคำนวณหา 
 i) แรงท่ีสปริงรับได้ 
 ii) การโก่งตัวของคานท่ีจุดใต้แรงกระทำ 
 iii) โมเมนต์ดัดสูงสุด และความเค้นในคาน และเปรียบเทียบผลท่ีได้จากวิธีการพลังงาน 

 
 
 
 
 
 
 
 

รูปตัวอย่างท่ี 4.3 
 
วิธีทำ 

 คำนวณหาค่าของ   โดย   β  =  4

x

k
4EI

 

 ในท่ีนี้ k  = K
l

 = 3

110
1.1 10

 = 20.100N/mm  

   β  = 4 3 6

0.100
4 72 10 2.45 10   

 = -10.000614mm  

หาค่าจำกัดของ  l   และ L   

   l  = 3 π1.10 10 <
4β

 =  π
4×0.000614

 =  1279 mm  OK  

  L  = ml  = 37 1.1 10  = 7700 mm  

  3π
2β

 = 3π
2×0.000614

= 7675   

  OK
2
3L
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ค่าความโก่งตัวสูงสุด และโมเมนต์ดัดสูงสุดท่ีเกิดขึ้นตำแหน่งใต้แรง P 
  βzA  = βzC  = 1 

  maxy  = Pβ
2k

 = 
312 10 0.000614

2 0.100
 


 = 36.84mm  

  maxM  = P
4β

 = 
312 10

4 0.000614



 = 64.886 10 N mm   

  maxσ  = max

x

M C
I

 = 99.7 MPa  
 

ค่า z ของสปริงตัวที่ 1, 2 และ 3 จากซ้ายและขวาของแรง P คือ 

 βl  = 0.6754, 2βl  = 1.3508, 3βl   = 2.0562  
 

จากตารางได้ βA l  = 2β0.7153, A l  = 3β0.3094, A l  = 0.0605  
 
ดังนั้นการโกง่ตัวที่เกิดข้ึนใต้สปริง C, B และ A หาได้ดังนี ้

 Cy  = β
Pβ A
2k l  = 36.84 0.7153    = 26.35mm  

 By  = 2β
Pβ A
2k l  = 36.84 0.3094    = 11.40mm  

 Ay  = 3β
Pβ A
2k l  = 36.84 0.0605    = 2.23mm  

 

แรงที่เกิดขึ้นในสปริงแต่ละตัวหาได้จาก R = Ky  ผลที่ได้คำตอบประมาณเปรียบเทียบกับคำตอบท่ี
ถูกต้องโดยวิธีการพลังงานได้แสดงในตารางข้างล่าง 
 

ตารางที่ 4.2  ตารางการเปรียบเทียบผลจากการวิเคราะห์วิธีการพลังงานและคำตอบประมาณ 
 

ผลการคำนวณ 
คำตอบแท้จริง 

คำตอบประมาณ 
(วิธีการพลังงาน) 

AR  -454 N 245 N 

BR  1216 N 1254 N 

CR  3094 N 2899 N 

DR  4288 N 4052 N 

maxM  4.580 kN.m 4.886 kN.m 

maxy  38.98 mm 36.84 mm 
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ตัวอย่างท่ี 4.4  

ระบบคานดังแสดงในรูปตัวอย่างที่ 4.4 มีคานตามความยาววางทับคานขวาง คานทั้งหมดเป็น
รูปตัว I หนา 203 mm, I x  =  24  10 6 mm 4 , E = 200 GPa  คานมีความยาวเท่ากับ 3.0 m และมี
ระยะห่างระหว่างคานขวางเท่ากับ  l  = 600 mm, แรง P = 90 kN กระทำท่ีกึ่งกลางของคานตามยาว 
จงคำนวณหาโมเมนต์สูงสุดท่ีเกิดขึ้นในคานตามยาวและคานขวาง 

 

 
 
 
 
 
 
 

รูปตัวอย่างท่ี 4.4 
วิธีทำ 

ค่าคงท่ีของสปริงของคานขวาง  หาได้จาก 
 

 k คานขวาง  = K
l

 
 

 ในท่ีนี้  K เป็นค่าคงท่ีของคานขวาง เนื่องจากแรง P กระทำตรงกลาง 

     K  = x
3

48EI
L

  

  k คานขวาง  = 
x

3
48EI

L
l

 
 
   

    = 
3 6

3 3 3

48 200 10 24 10
(3 10 ) 0.6 10
   
  

 = 214.22 N/mm  

  β  = 4

x

k
4EI

= 3 6

14.22
4 200 10 24 10   

 = 30.9276 10−  

    

ตรวจสอบค่า    ;l   π π
4β 4β

l  π π
β 4β

 =  34 10
4 0.9276




 = 846.33mm  
 

  OK33.846600    
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สำหรับคานความยาว maxM  = P
4β

 

   maxσ   = 

3

3

6
x

90 10 203P C
4 0.9276 10 24β

=
I 24 10

   
       


 

 

 = 102.58MPa  
 

สำหรับคานตามยาว maxy    = 
3 -3Pβ 90 10 0.9276 10= = 2.935mm

2k 2 14.22
  


 

แรงปฏิกิริยาท่ีถ่ายลงในคานขวาง 
     R    = Ky  

 = 3 3(14.22 0.6 10 ) 2.935 = 25.04 10 N     

 maxM  = 
3 3RL 25.04 10 3 10=

4 4
    

 maxσ  = 
3 3

6

25.04 10 3 10 101.5 = 79.42 MPa
4 24 10

  



 

 
4.4 คานยาวอนันต์รับน้ำหนักบรรทุกกระจายสม่ำเสมอ 

 คานท่ีมีความยาวมากๆ อาจพิจารณาเสมือนคานท่ีมีความยาวอนันต์ในกรณีเช่นนี้อาจวิเคราะห์
โดยพิจารณาคานท่ียาวอนันต์ (infinite beam) อันหนึ่งวางอยู่บนท่ีรองรับท่ียาวอนันต์เช่นกัน บนคานนี้
มีน้ำหนักกระจายแบบสม่ำเสมอเท่ากับ w กระทำในช่วงคานยาว L  หรือเรียกว่า คานยาวอนันต์รับ
น้ำหนักบรรทุกกระจายสม่ำเสมอ (infinite beam subjected to a distributed load segment) ดัง
แสดงในรูป 

 

 
 
 
 
 

รูปท่ี 4-6 แรงกระทำกระจายสม่ำเสมอ 
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คำตอบท่ีได้จากสมการท่ี 4-12 สามารถนำไปใช้หาการโก่งตัว ความชัน โมเมนต์ดัด และแรงเฉือนของคาน 
และเพราะว่าค่าสูงสุดของค่าเหล่านี้ โดยท่ัวไปเกิดอยู่ในช่วงความยาว L  คำตอบท่ีได้จึงอยู่ในช่วง L  ด้วย 

 พิจารณาชิ ้นส่วนที่มีความยาวเล็กๆ z  ที่อยู ่ช่วงความยาว L   แรง P  เท่ากับ zw  
กระทำท่ีตรงช่วงเล็กๆ z  ซึ่งแรง P  เป็นเสมือนแรงแบบจุด ตำแหน่งท่ีอยู่ใต้แรง P ให้เป็นจุดกำเนิด
ของพิกัด และพิจารณาตำแหน่งใดๆ H ที่อยู ่ห่างจากจุดกำเนิดเป็นระยะ z จากรูปพบว่า จุด H มี
ระยะทางห่างจากปลายข้างซ้ายและข้างขวาของช่วง L   เป็นระยะ a และ b ตามลำดับ การโก่งตัว 

Hy  ท่ีจุด H เนื่องจากแรง zwP =  หาได้จากสมการท่ี 4-12  โดยแทน P ด้วย zwP =  ดังนัน้
จะได้ 

  HΔy  = βzwΔzβe (cosβz+sinβz)
2k

−    (4-22) 

 

การโก่งตัวที่เกิดขึ ้นทั้งหมดเนื่องจากแรงกระจายตลอดช่วงความยาว L  หาได้โดยการกระทำซ้อน    
นั่นคือ การรวมตัวของช้ินส่วน z  ตลอดช่วง L   
 

   HΔy
Δz

 = 
-βzwβe (cosβz +sinβz)

2k
 

  H

Δz o

Δylim
Δz→

 = Hdy
dz

 =  
-βzwβe (cosβz +sinβz)

2k
 

         Hdy  = 
-βzwβe (cosβz +sinβz)dz

2k  

   
-βz -βza b

H 0 0

wβe wβey = (cosβz+sinβz)dz + (cosβz+sinβz)dz
2k 2k   

 

   -βa -βb
H

wy = (2 e cosβa e cosβb)
2k

− −     (4-23)

  
ดังนั้น ค่าของความชัน โมเมนต์ดัด และแรงเฉือนท่ีจุด P ก็หาได้โดยการอนุพันธ์กับ y และการใช้สมการ
ท่ี 4-17 ทำให้เขียนเทอม Hy , H , HM  และ HV  ได้ดังนี้ 
 

 Hy  = βa βb
w (2 D D )
2k

− −     (4-24) 

 Hθ  = βa βb
wβ (A A )
2k

−     (4-25) 

 HM  = βa βb2

w (B + B )
4β

    (4-26) 

 HV  = βa βb
w (C C )
4β

−     (4-27) 
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 โดยท่ัวไปค่าสูงสุดของการโก่งตัวและโมเมนต์ดัดเป็นค่าท่ีน่าสนใจท่ีสุด ค่าสูงสุดของการโก่งตัว 
เกิดขึ้นที่กึ่งกลางของช่วงความยาว L  ส่วนค่าสูงสุดของโมเมนต์ดัดอาจเกิดหรือไม่เกิดขึ้นท่ีกึ่งกลางช่วง 
L  ก็ได้ ส่วนตำแหน่งท่ีเกิดขึ้นอยู่กับค่า L  ซึ่งพิจารณาได้ 3 กรณี ดังแสดงในรูปท่ี 4-7 คือ 
 a) L  กรณีโมเมนต์ดัดสูงสุดเกิดขึ้นที่กึ่งกลางความยาว L   
 b) →L (เข้าใกล้ค่าอนันต์) ทำให้ 
 

    ,0V,0M,0 yx →→→ และ  
k
wy →  

 

ทุกๆ จุด ยกเว้นบริเวณใกล้ระยะ L  กรณีนี้เกิดขึ้นที่ a  หรือ b  มีระยะเท่ากับ 
4
  

 c)  L  (intermediate values) ตำแหน่งที่เกิดโมเมนต์ดัดสูงสุดอยู่นอกช่วงความ
ยาว L  ซึ่งหาได้โดยใช้วิธีลองผิดลองถูก อย่างไรก็ตาม เพื่อความสะดวก อาจสมมติว่าตำแหน่งท่ีเกิดอยู่

ที ่ระยะ 
4
  จากปลายใดปลายหนึ่งของช่วงความยาว L  ทั้งนี ้ความแตกต่างและความผิดพลาดท่ี

เกิดขึ้นมีค่าน้อย 
 
 
 
 
 

 
 
 

รูปท่ี 4-7 โมเมนต์ดัดท่ีเกิดขึ้นกับคานโดยน้ำหนักบรรทุกสม่ำเสมอแบบต่างๆ 
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ตัวอย่างท่ี 4.5  

คานไม้ยาวอันหนึ่ง (E = 10 GPa) หน้าตัดคานเป็นรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้ากว้าง 100 mm และหนา 
200 mm วางอยู่บนพื้นดินที่มีค่า k 0 = 0.040 N/mm 3 บนคานมีน้ำหนักแบบแผ่กระจาย w เท่ากับ 
35.0 N/mm กระทำตลอดช่วงความยาว L= 3.6 m ดังแสดงในรูป จงคำนวณหาค่าสูงสุดของการโก่งตัว 
การดัด และความดันระหว่างคานกับฐานราก กำหนดให้จุดกำเนิดอยู่ท่ีกึ่งกลางความยาว L  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปตัวอย่างท่ี 4.5 
 
                k  = 0bk  = 100 0.040  = 24.00 N/mm  

   xI  = 
3bh

12
 =  

3100 200
12
  =   6 466.67×10 mm  

   β  = 4

x

k
4EI

 =   4 3 6

4.0
4 10 10 66.67 10   

 

    = 3 11.107×10  mm−  
  

ระยะ βL  =  4.0 m  = 3 31.107 10 3.61 10−    =  4.0 m  
 

     L    หรือ  a4b −=  
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ระยะ a  และ b ใด เมื่ออยู่ในช่วง L  อาจเขียนกราฟแสดงค่า y ,  , xM และ yV  ได้โดยการใช้สมการ
ท่ี 4-20 ถึงสมการท่ี 4-27 และข้อมูลจากตารางสำหรับค่าต่างของ βzA , βzB , βzC  และ βzD  ค่าท่ีได้นี้
แสดงให้เห็นในรูป (b), (c), (d) และ (e) ตามลำดับ ส่วนค่าของ H  และ HV  ที่อยู่นอกช่วงระยะ L  
หาได้โดยแทนค่า  
 
 βb  = β(a +L )  
 
ลงในสมการท่ี 4-25 และสมการที่ 4-27 ส่วนระยะ a เป็นระยะจากจุด H ถึงปลายที่ใกล้ที่สุดของแรง
กระจาย  ส่วนค่าของ Hy  และ HM  นอกช่วงความยาว L  หาได้จากสมการต่อไปนี้ 

 Hy  = βa βb
w (D D )
2k

−     (1) 

 HM = βa βb2

w (B B )
4β

− −     (2) 

  βa  = βb  = 2  

 
จากตารางท่ี 4.1 พบว่า 0563.0D a −=  และจากสมการท่ี 4-24 ได้ว่า 
 

 maxy   = βa
w (l D )
k

−  = 35 (l +0.0563)
4

 = 9.243 mm  

 
 ความดันสูงสุดระหว่างคานกับฐานรากเกิดท่ีเดียวกับจุด maxy  
 

  maxq   = max 0y k  = 9.243 0.040  =  0.370 MPa  
 
 โมเมนต์ดัดสูงสุดท่ีเกิดขึ้นที่ตรงตำแหน่ง HV  = 0  หรือจากสมการท่ี 4-27 
  

 HV  = βa βb βa βb
w0 = (C C ) C = C
4β

−   

 
จากตารางท่ี 4.1 พบว่า ท่ี βaC  เท่ากับ βbC  มีอยู่ 4 ตำแหน่ง  คือ 

 βa  = 0.858  กับ   βb  =   3.142  อยู่ในช่วง L  

 βa  = 0.777  กับ   βb  =   4.777  อยูน่อกช่วง L  
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 แต่ปัญหานี้ ค่าโมเมนต์ดัดสูงสุดเกิดอยู่นอกช่วง L  ดังนั้นจึงใช้ค่า βa = 0.777  ไปหาค่า βaB  
และ βbB  แล้วจึงแทนลงในสมการท่ี (2) 
 

  maxM  = βa βb2

w (B B )
4β

− −  

   =  3 2

35 0.3223 ( 0.0086)
4(1.107 10 )− − −


 

   = 2.363 kN m  
 

แต่ถ้าใช้ค่า βa  =  0.858  และ βb 3.142=  แล้วหาค่าของ βaB  และ βbB  จึงแทนค่าลงในสมการท่ี 
4-26 พบว่า maxM  ท่ีได้มากกว่าประมาณร้อยละ 3 ซึ่งถือว่าใช้ได้ 
 

          
6

max
max 6

x

M C 2.363×10 ×100σ = = = 3.544 MPa
I 66.67×10

 
 

โดยการประมาณอาจสมมติว่าตำแหน่งท่ีเกิด  maxM  อยู่ท่ีระยะ  


4

  จากปลายปลายหนึ่งของ L  
 

 
4

a 
=   และ  

4
4b 
−=   จากตารางได้ βaB 0.322= , βbB 0.0029= −  

 

    H βa βb2 3 2

w 35M = (B +B ) 0.3224 ( 0.0029)
4β 4 (1.107 10 )−= + −

 
 

 

   = 2.362 kN m  
 

ค่าแตกต่างไปเพียงร้อยละ 3.5  ในทางปฏิบัติ การใช้ 
4

a 
=  และ 

4
Lb 
−=   ให้ค่า ประมาณ

ท่ีดีของ maxM   
 
หมายเหตุ สูตรการอินทิเกรตหา  ,M,,y HH  และ  HV  
 

 axe sinbxdx  =  
ax

2 2

e (asinbx  bcosbx)
a + b

−     (1) 
 

 bxe cosbxdx  = 
ax

2 2

e (acosbx  bsinbx)
a + b

−     (2) 
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  a βz

o
e sinβzdz−  = 

a
βz

2 0

( βsinβz  βcosβz)e
2β

− − −  

   = βa βa1 ( e sinβa e cosβa+1)
2β

− −− −   (3) 

            

 และ a βz

o
e sinβzdz−  = 

a
βz

2 0

( βcosβz  βsinβz)e
2β

− − −  

   = βa βa1 ( e cosβa + e sinβa+1)
2β

− −−   (4)    
 

(3) + (4) ;        
a βz

0
C (cosβz+sinβz)dz−  = βa1 (2 2e cosβa)

2β
−−  =   βa1 (1 e cosβa)

β
−−  

 
เช่นกัน        
 

b βz

0
C (cosβz+sinβz)dz−  = -βbl (1 e cosβb)

β
−     (5) 

 

  Hy  = a bβz βz

o 0

wβ e (cosβz+sinβz)dz+ e (cosβz+sinβz) dz
2k

− − 
     

   = βa βbwβ 1 1(1 e cosβa) + (1 e cosβb)
2k β β

− − 
− − 

 
  

  Hy  =  a βz βb

o

wβ 2 e cosβa e cosβb
2k

− − − −    

   = βa βb
wβ (2 D D )
2k

− −              

 
4.5 คานยาวก่ึงอนันต์มีน้ำหนักบรรทุกแบบจุดที่ปลาย 

 คานอันหนึ่งที่มีความยาวมากๆ โดยมีจุดเริ่มต้นที่จุดศูนย์และยาวไปทางด้าน +z  ซึ่งพิจารณา
เป็นความยาวกึ่งอนันต์มีน้ำหนักบรรทุกแบบจุดที่ปลาย (semi-infinite beam subjected to loads 
at its end) อยู่บนที่รองรับยืดหยุ่น ที่ปลายข้างหนึ่งมีแรง P และโมเมนต์ดัด 0M  กระทำ ดังแสดงใน
รูปท่ี 4-8 

 
 
 

รูปท่ี 4-8 แรงกระทำแบบจุดท่ีปลาย รูปท่ี แรงกระทำแบบจุดท่ีปลาย
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เงื่อนไขขอบเขตสำหรับคานประเภทนี้  เป็นดังนี้  
 

 
2

x 2 z = 0

d yEI
dz

 = 0M−      

 

 
3

x 3 z =0

d yEI
dz

 = yV−      = P  

 
โดยการแทนสมการที่ 4-27 ))zcosCzsinC(ey( 43

z += −  ลงในสมการที่ 4-28 ทำให้หาค่า 3C  
และ 4C  ได้เป็น 
 

 3C  =  
2

02β M
k

      

 4C  = 3
2βP C

k
−      

 
แทนค่า 3C  และ 4C  กลับลงในสมการท่ี 4-17 จะได้ 
 

          y  =  
-βz

0
2βe Pcosβz βM (cosβz sinβz)

k
− −  (4-30) 

 
โดยแทนค่า y จากสมการท่ี 4-30 ลงในสมการที่ 4-1a  ถึงสมการที่ 4-1c  ก็จะได้ xM,  และ yV   
และโดยการใช้สมการท่ี 4-17 ทำให้จัดรูปแบบของ  xM,,y   และ yV  ได้ดังนี้ 
 

 y  = 
2

0
βz βz

2β M2Pβ D C
k k

−           (4-31) 

 θ  = 
32

0
βz βz

4β M2Pβ A + D
k k

−         (4-32) 

 xM  = βz 0 βz
P B + M A
β

−     (4-33) 

 yV  = βz 0 βzPC 2M βB− −     (4-34) 
 
สมการท่ี 4-31 ใช้ได้เสมอเมื่อแรง P  และ 0M  กระทำพร้อมกัน และค่า 0z   
 

(4-28) 

(4-29) 
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ตัวอย่างท่ี 4.6 

คานเหล็กรูปตัว I มีค่า E = 200 GPa  กว้าง 68 mm  หนา 102 mm  I x = 253  106 mm4  
คานนี้ยาว 4 m และวางอยู่บนฐานรากท่ีมีค่า 0k  = 0.350  N/mm 3   แรง P = 30 kN  กระทำท่ีปลาย
ข้างหนึ่งของคาน จงคำนวณหา maxy  และ maxσ  และตำแหน่งท่ีเกิดขึ้นของแต่ละค่า 
 
วิธีทำ 
 

 k  = 0bk  = 0.350 68  = 223.8N/mm  

 β  = 4

x

k
4EI

 = 4 3 6

23.8
4 200 10 2.53 10   

 

  = -3 -11.852 10 mm  

ตรวจสอบความยาวคานท่ีกำหนดให้กับความยาว  2/3  

 3π
2β

 = 3

3
2 1.852 10


− 

 = 2540 < 4000 OK  
 

  การหาคำตอบโดยใช้สมการของคานบนฐานรากยืดหยุ่น  จึงใช้ได้ในกรณีไม่มีโมเมนต์ดัดท่ีปลายคาน  
0M = 0  จากสมการท่ี 4-31 และ 4-33 ได้ 

 

 y  = βz
2Pβ D

k
     (1) 

 xM  = βz
P B
β

−      (2)
                

จากสมการท่ี (1) maxy  เกิดขึ้นเมื่อ βzD = 1   หรือท่ี βz 0=   ใต้จุดท่ีแรง P กระทำ 
 

  maxy  = 
3 -32 30 10 1.852 10
23.8

     = 4.67 mm  
 

จากสมการท่ี (2) maxM เกิดขึ้นเมื่อ zB มีค่ามากท่ีสุด ซึ่งจากตารางพบว่าค่าสูงสุดของ βzB 0.3224=  

และอยู่ตำแหน่งท่ี  
4

z 
=  

 

  maxM  = 
3

-3

30 10 0.3224
1.852 10
 

−


 = 5.22 kN.m−  

  maxσ  = max

x

M C
I

 =  
6

-3

5.22×10 ×51
2.53×10

 = 105.3 MPa  

ตำแหน่งท่ีเกิด max อยู่ท่ีระยะ     z  = π
4β

 = -3

π
4×1.852×10

 = 424 mm  
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4.6 คานยาวก่ึงอนันต์มีน้ำหนักบรรทุกแบบจุดกระทำใกล้ที่ปลายคาน  

 พิจารณาคานที่มีความยาวกึ่งอนันต์มีน้ำหนักบรรทุกแบบจุดที่กระทำใกล้ปลายคาน (semi-
infinite beam with concentrated load near its end) ที ่ระยะ a จากปลายข ้างหน ึ ่งม ีแรง P 
กระทำ ดังแสดงในรูป 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

รูปท่ี 4-9  แรงกระทำใกล้ท่ีปลายคาน 
 
สมมติว่า คานในรูปท่ี 4-9(ก) ถูกต่อให้ยาวออกไปมากๆ ด้วยเส้นประ ดังนั้นขนาดของ xM  และ yV  ท่ี
ระยะ z = -a  หาได้จากสมการท่ี 4-15 และ สมการท่ี 4-16   

 x z=-aM  = βaPC
4β

     (4-35) 

 และ y z= aV −  =  βaPD
2

     (4-36) 
 

ต่อไปสมมติว่าคานนี้ถูกแรง Q และโมเมนต์ดัด M กระทำท่ีระยะ  z = -a  ขนาดของ Q และ M เท่ากับ 
yV  และ xM  ในสมการท่ี 4-35 และสมการท่ี 4-36 ตามลำดับ และมีทิศทางตรงกันข้าม ดังในรูปท่ี     

4-9(ข) ดังนั้นขนาดของ Q และ M เท่ากับ 
 

 Q  = βaPD
2

      (4-37) 
 

 และ M  = βaPC
4β

−      (4-38) 

  

 

(ข) 

(ค) 

(ก) 
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เนื่องจากจุดกำเนิดของแกนพิกัดอยู่ท่ีระยะ a  จากตำแหน่งของแรง Q และโมเมนต์ M ดังนั้น การโก่ง
ตัวและโมเมนต์ดัด สำหรับแรงกระทำนี้หาได้จากสมการท่ี 4-31 และ 4-33 ตามลำดับ โดยที่ระยะ z  
แทนด้วยระยะ a + z โดยการซ้อนกันของคานในรูปท่ี 4-9(ข) และ 4-9(ค) เป็นการกำจัดโมเมนต์ดัด
และแรงเฉือนที่ปลายข้างซ้าย ผลที่ได้คือคำตอบของคานที่ยาวกึ่งอนันต์มีแรง P กระทำที่ระยะ a จาก
ปลายข้างซ้าย ให้ 1y  และ 1M  เป็นการโก่งตัว และโมเมนต์ดัดของคานรูปท่ี 4-9(ข) ท่ีระยะ z = -a; 

 1y  = βz
Pβ A
2

      (4-39) 

 1M  = βzPC
4β

      (4-40)
  

ให้ 2y และ 2M เป็นการโก่งตัว และโมเมนต์ดัดของคานรูปท่ี 4-9(ค) 
 

  2y    = βa β(a+z) βa2
β(z+a)

k

PD βD PC
2 2β C

2 k 4β
   

− −   
   

 
 

 =   β βa β βa
β(a+z) β(a+z)

P D P C
D + C

k 2k
   (4-41) 

 

  2M   =  βa β(a+z) βa
β(a+z)

PD β PC
+ A

2 k 4β
   

− −   
   

 
 

 = βa β(a+z) β β(a+z)
P PD B C A
2β 4β

− −    (4-42) 
 

โดยการซ้อนกันของคานรูปท่ี 4-9(ข) และ 4-9(ค) ได้ค่าการโก่งตัว และโมเมนต์ดัดของคานที่มีแรง P  
กระทำใกล้ๆ กับปลาย 
 

  y     = 1 2y + y  

 = βz βa β(a+z) βa β(a+z)
Pβ (A +2D D +C C )
2k

  (4-43) 

 M  = 1 2M + M  

  = βz βa β(a+z) βa β(a+z)
P (C 2D B C A )
4β

− −   (4-44) 

สมการท้ังสองนี้ ใช้ได้เมื่อ az −   เนื่องจากเทอม zA  และ zC  ในสมการท้ังสอง มีความสมมาตร
ในค่าของ z ดังนั้น ท่ีค่าเป็นลบของ z(-z) หาได้จากค่าบวกของเทอมท้ังสอง หรือ 
 

 βzA ( z)−  =  βzA (z)  

 และ βzC ( z)−   = βzC (z)  
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ตัวอย่างท่ี 4.7 

คานเหล็กรูปตัว I มีค่า E = 200 GPa  กว้าง 68 mm  หนา 102 mm  I x = 253  106 mm4 
คานนี้ยาว 4 m และวางอยู่บนฐานรากที่มีค่า 0k  = 0.350 N/mm 3  แรง P = 30 kN ห่างจากปลาย
คานเป็นระยะ 500 mm จากปลาย จงคำนวณหาค่าการโก่งตัวสูงสุด และความเค้นดัดสูงสุดในคานและ
ตำแหน่งท่ีเกิด 
 
วิธีทำ 
 

 จากตัวอย่างท่ี 4.6 ท่ีแล้ว  ได้ 2k = 23.8 N/mm , 1mm001852.0 −=  
 

           βa = 0.001852 500 = 0.9260  
 
 จากตารางท่ี 4.1 พบว่า 2383.0D,0782.0C aa =−=   แทนค่าเหล่านี้ลงในสมการท่ี 4-43 
และสมการท่ี 4-44 ได้ 

 y  = βz βa β(a+z) βa β(a+z)
Pβ A +2D D +C C
2k

    

  = βz β(a+z) β(a+z)1.1672 A +0.4766D 0.0782C −   (1) 

 xM  = βz βa β(a+z) βa β(a+z)
P C 2D B C A
4β

 − −   

  = βz β(a+z) βa β(a+z)4,050,000 C 0.4766B C A − −   (2)
         

 จากการลองผิดลองถูก พบว่าตำแหน่งที่เกิดการโก่งตัวสูงสุดอยู่ที่ระยะ 424 mm จากปลายคาน  
หรือท่ีระยะ z = 76 mm− จากจุดกำเนิด 
 

  βz   = 0.001852 ( 76) −  =   0.1808−  

จากตารางท่ี 4.1 ได้ βzA (z)  = βzA ( z)−    =   0.9816  

 และ β(a+z)  = 0.001852 424  = 0.7854   

จากตารางท่ี 4.1 ได้  β(a+z)D    = 0.3224 , =  β(a+z)C  = 0  

แทนค่า )za(z D,A +  และ )za(C +  ลงในสมการท่ี (1) ได้ 

 maxy  =  1.1672 0.9816 0.4766(0.3224) 0.0782(0)+ −  

  =  1.1672 0.9816 0.4766(0.3224) 0.0782(0)+ −  

  = 1.3251 mm  
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  จากการลองผิดลองถูก พบว่าตำแหน่งท่ีเกิดโมเมนต์ดัดสูงสุดอยู่ท่ีระยะ 500 mm จากปลายคานหรือ
ท่ีระยะ z  =  0 
 
 βz   = 0     จากตารางได้  βzC =  1.00  
 
และ  β(a + z) = 0.00185×500 = 0.9260  จากตาราง ไ ด้ β(a+z)A 0.5548= , β(a+z)B 0.3165=    
แทนค่า )za(z A,C +  และ )za(B +   ลงในสมการท่ี (2) ได้ 
 
 maxM  =  4,050,000 1.00 0.4766(0.3165) 0.0782(0.5548)− +  
 
 =   3,615,000 N mm  
 

  maxσ    = max

x

M C 3,615,000 51= = 72.9MPa
I 2,530,000

  

 
4.7 คานสั้น  

 จากหัวข้อที่ผ่านมาทั้งหมดนั้น การวิเคราะห์หาคำตอบประมาณของปัญหาคานบนฐานราก
ยืดหยุ่น โดยทั่วไปถูกกำหนดได้ด้วยความยาวคานที่มากกว่า 




2
3  แต่อย่างไรก็ตามความยาวคานอาจ

น้อยกว่าค่านี้ได้ คานประเภทนี้เรียกว่า คานส้ัน (short beams) (รูปท่ี 4-10) คำตอบจึงนอกเหนือจาก
ท่ีกล่าวมาข้างต้น 

 กรณีอย่างง่าย คือ คานส้ันอันหนึ่งมีแรง P กระทำท่ีกึ่งกลางความยาวของคาน ค่าสูงสุดการโก่งตัว 
maxy  และค่าสูงสุดโมเมนต์ดัด maxM  เกิดขึ้นที่ตำแหน่งใต้แรงกระทำ ซึ่งหาได้ดังนี้ 

 
 
 
 
 

รูปท่ี 4-10  แรงกระทำเป็นจุดบนคานส้ัน 
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LsinLsinh

2LcosLcosh
k2

Pymax +
++

=     (4-45) 
 

          
LsinLsinh
LcosLcosh

4
PM max +

−


=     (4-46) 
 

โดยท่ี L เป็นความยาวของคาน 
 

 ค่าแสดงโมเมนต์ดัด M x และการโก่งตัว y ของคานที่มีความยาวต่างๆ กัน ตั้งแต่  

4,3,2  

และ 

5   พร้อมทั้งตำแหน่งของแรง P ที่ตำแหน่งต่างๆ คือที่ปลาย 

12
5,

3
L,

4
L,

6
L,

12
L   และ 

2
L         

ค่าเหล่านี้แสดงไว้ในรูปท่ี 4-11   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปท่ี 4-11 กราฟการโก่งตัวและโมเมนต์ดัดของคานส้ันความยาวต่างๆ 

 (ก)                                 (ข) 

(ค)                                  (ง) 
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แบบฝึกหัดท้ายบทท่ี 4 

1) รางรถไฟทำด้วยเหล็กกล้า มี E = 200 GPa หนา 184 mm ระยะจากด้านบนของรางถึง
จุดศูนย์ถ่วงของหน้าตัด 90.1 mm มีค่า I = 36.9  106 mm4 รางรถไฟวางอยู่บนฐานรากยืดหยุ่นท่ีมี
ค่าคงท่ีของสปริง k = 7 N/mm2 จงคำนวณหาการโก่งตัวสูงสุดและโมเมนต์ดัดสูงสุด เมื่อล้อรถไฟเดียว
หนัก 170 kN วางอยู่บนคาน 

2) คานอลูมิเนียมมีค่า E = 72 GPa กว้าง 76 mm หนา 127 mm  I = 5.12  106 mm4 ยาว    
4 m คานนี้วางอยู่บนฐานรากทำด้วยยางที่มีค่าคงที่ของสปริง k0 = 7 N/mm3 บนคานมีแรง  P = 60 kN 
กระทำท่ีกึ่งกลางความยาว จงคำนวณหาค่าการโก่งตัวสูงสุดและความเค้นดัดสูงสุดท่ีเกิดขึ้นในคาน 

3) รอกขนาด 60 kN สามารถเคล่ือนท่ีตลอดแนวของคานรูปตัว I มี E = 200 GPa  หนา 152 mm 
และ I = 11.0  106 mm4  โดยคานถูกแขวนไว้กับเหล็กกลม E = 200 GPa ยาว 2.50 m มีเส้นผ่าน
ศูนย์กลาง 18 mm และมีช่วงห่างกันในระยะ  500 mm โดยที่จุดกึ่งกลางของคานเป็นจุดยึดกับเหล็ก
กลมพอดี จงหาความเค้นดัดสูงสุดในคานและเหล็กกลม 

4) คานไม้ยาวอันหนึ่ง E = 12.4 GPa หนา 200 mm  กว้าง 60 mm วางบนแผ่นยางลูกบาศก์ 
ขนาด 100 mm ตลอดความยาวคานที่ระยะห่าง  l = 600 mm มีค่าคงที่ของสปริง  k0 = 7 N/mm3  
มีแรง P กระทำท่ีกึ่งกลาของคานตรงจุดรองรับของแผ่นยางพอดี ถ้าคานมีค่า  Fy = 40 MPa  จงหา P 
สูงสุดเมื่อ F.S. = 2.50 

5) คานเหล็กมีค่า E = 200 GPa กว้าง 76 mm หนา 127 mm  I = 5.12  106 mm4 ยาว 4 m 
คานนี้วางอยู่บนฐานรากทำด้วยยางท่ีมีค่าคงท่ีของสปริง k0 = 0.270 N/mm3 บนคานมีแรง w = 20 kN/m 
กระจายสม่ำเสมอในช่วง L’ = 1.0 m จงคำนวณหาค่าการโก่งตัวสูงสุด และความเค้นดัดสูงสุดท่ีเกิดขึ้น
ในคาน 

6) คานไม้ยาวอันหนึ่ง E = 12.4 GPa หนา  200 mm กว้าง 60 mm วางบนฐานรากยดืหยุ่น 
มีค่าคงที่ของสปริง k0 = 0.330 N/mm3 ถูกกระทำด้วยน้ำหนักแบบแผ่กระจาย w กระทำตลอดช่วง
ความยาว L’ = 3.61 m จงคำนวณหาค่า w เมื่อกำหนดให้ F.S. = 2.0 

7) คานเหล็กรูปตัวไอ มีค่า E = 210 GPa กว้าง 70 mm หนา 120 mm  มีค่า I = 323  106 mm4 
คานนี้ยาว 4.5m  วางอยู่บนฐานรากท่ีมีค่าคงท่ีของสปริง k0 = 0.350 N/mm3  มีแรง P = 30 kN และ  
Mo = 5 kN.m กระทำที่ปลายข้างหนึ่งของคาน จงคำนวณหาการโก่งตัวสูงสุด ความเค้นดัดสูงสุดและ
ตำแหน่งท่ีเกิดขึ้นของแต่ค่า 
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8) คานยาวทำด้วยทองเหลือง มีค่า E = 82.7 GPa กว้าง 15 mm หนา 20 mm วางอยู่บนฐาน
รากที่มีค่าคงที่ของสปริง k0 = 0.200 N/mm3 มีแรง P = 700 N ดังรูป จงคำนวณหาการโก่งตัวสูงสุด 
ความเค้นดัดสูงสุด 

 
 
 
 
 

รูปแบบฝึกหัดข้อ  8) 
 

9) คานเหล็กรูปตัวไอ มีค่า E = 200 GPa กว้าง 76 mm หนา 127 mm I = 5.12  106 mm4  
ยาว 4 m คานนี้วางอยู่บนฐานรากทำด้วยยางที่มีค่าคงที่ของสปริง k0 = 0.270 N/mm3 บนคานมีแรง  
P = 10 kN จงคำนวณหาค่าการโก่งตัวสูงสุดและความเค้นดัดสูงสุดที่เกิดขึ ้นในคาน เมื่อกำหนดให้
ตำแหน่งของแรง P กระทำห่างจากจุดปลายคาน (ก) ระยะ 1.00 m และ (ข) ระยะ 500 mm 
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บทที่  5  
แรงบิด 

 
5.1 บทนำ 

 แรงบิด เป็นโมเมนต์ที่กระทำให้ลักษณะบิดเกลียวต่อชิ้นส่วนในแนวแกนตามยาวทำให้เกิดการ
เสียรูปเป็นเกลียวตามยาวก่อนที่จะขาดออกจากกัน โดยแรงบิดนี้ถ้ากระทำกับชิ้นส่วนหน้าตัดวงกลม 
หน้าตัดวงกลมจะไม่เกิดการเสียรูปหรือบิดเบี้ยวแต่อย่างไร หน้าตัดยังคงสภาพเป็นรูปวงกลมดังเดิม 
อย่างไรก็ตาม แรงบิดที่กระทำกับหน้าตัดรูปทรงเรขาคณิตอ่ืนทำให้เกิดแรงภายในที่มีความซับซ้อน
แตกต่างกันไปขึ้นอยู่กับลักษณะหน้าตัด การใช้คณิตศาสตร์ประยุกต์กับทฤษฎีทางวิศวกรรม จึงจำเป็นต่อ
การวิเคราะห์แรงภายในกับหน้าตัดเหล่านี้ เพ่ือใช้กับชิ้นส่วนโครงสร้างที่มีหลากหลายในงานวิศวกรรม 
 
5.2 เพลาหน้าตัดที่ไม่ใช่วงกลมตัน  

 พฤติกรรมโมเมนต์บิดกระทำต่อเพลาหน้าตัดรูปวงกลม จากคุณสมบัติการสมมาตรตาม
แนวแกน ความเครียดเฉือนจะแปรค่าจากศูนย์ที่ศูนย์กลางเพลาไปยังค่าที่มากที่สุดที่พ้ืนที่ผิวภายนอก
ของเพลา นอกจากนั้นความสม่ำเสมอของความเครียดเฉือนที่จุดทั้งหมดบนรัศมีเดียวกัน หน้าตัดจะไม่มี
การเปลี่ยนรูปร่าง แต่จะยังคงอยู่ในระนาบภายหลังเพลามีมุมการบิด สำหรับเพลาจะมีหน้าตัดไม่เป็นรูป
วงกลม จะไม่มีการสมมาตรตามแนวแกน เนื่องจากหน่วยแรงเฉือนบนหน้าตัดดังกล่าวนี้จะกระจายใน
ลักษณะที่มีความซับซ้อนมาก หน้าตัดนี้จะเกิดการบิดเบี้ยวหรือโก่งตัวเมื่อเพลาถูกบิด จะเห็นได้ชัดจาก
วิธีการที่แนวเส้นตัดกันแสดงการเปลี่ยนแปลงรูปร่างของเพลาที่มีหน้าตัดสี่เหลี่ยมจัตุรัส เมื่อเพลา
โมเมนต์บิดกระทำดังแสดง ในรูปที่ 5-1 การเปลี่ยนแปลงรูปร่างนี้ การวิเคราะห์การบิดของเพลาที่ไม่ใช่
รูปวงกลม (solid noncircular shafts) จะถูกพิจารณาโดยวิธีการที่ซับซ้อน 

 การใช้การวิเคราะห์ทางคณิตศาสตร์บนพ้ืนฐานทฤษฎีของความยืดหยุ่น จำเป็นต้องหาการ
กระจายหน่วยแรงเฉือนภายในของเพลาที่มีหน้าตัดรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส ยกตัวอย่างเช่น หน่วยแรงเฉือนนี้
แปรค่าตามแนวเส้นรัศมีของเพลาดังแสดงในรูปที่ 5-2(ก) ดังที่กล่าวแล้วข้างต้น เนื่องจากการกระจาย
หน่วยแรงเฉือนจะแปรค่าในลักษณะที่ซับซ้อน ความเครียดเฉือนทำให้เกิดการยกตัวและยุบตัวเป็น
ลักษณะเคลื่อนของหน้าตัดดังแสดงในรูปที่ 5-2(ข) โดยเฉพาะอย่างยิ่ง พบว่าจุดมุมของเพลาจะถูก
กระทำด้วยหน่วยแรงเฉือนที่มีค่าเป็นศูนย์เหตุผลนี้แสดงโดยพิจารณาชิ้นส่วนของวัสดุที่อยู่จุดใดจุดหนึ่ง
ของจุดดังกล่าวนี้ดังแสดงในรูปที่ 5-2(ค) ผิวหน้าที่แรเงาของชิ้นส่วนนี้ถูกกระทำด้วยแรงเฉือน เพ่ือช่วย
ต้านทานการบิดกระทำ T อย่างไรก็ตาม เนื่องจากหน่วยแรงเฉือน   และ   กระทำบนพ้ืนที่ผิว
ภายนอกของเพลามีค่าเป็นศูนย์ซึ่งเป็นนัยว่าแรงย่อยหน่วยแรงเฉือนสอดคล้อง   และ   บนผิวหน้าที่
แรเงามีค่าเท่ากับศูนย์ 
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ผลการวิเคราะห์ข้างต้น ตามด้วยผลอ่ืนๆ จากทฤษฎีของความยืดหยุ่น สำหรับเพลาที่มีหน้าตัด
รูปสี่เหลี่ยม สามเหลี่ยม และวงรีที่ได้กล่าวไว้ในตารางที่ 5-1 ในทุกกรณีหน่วยแรงเฉือนที่มากที่สุดที่
เกิดขึ้นที่จุดบนขอบของหน้าตัด ซึ่งใกล้กับแกนศูนย์กลางของเพลา ในตารางที่ 5-1 จุดดังกล่าวนี้จะบ่งบอก
เป็นจุดบนหน้าตัด นอกจากนั้นยังให้สมการสำหรับมุมของการบิดของแต่ละเพลา เพลาที่มีหน้าตัดใดๆ 
ได้แสดงเพลาที่มีหน้าตัดรูปวงกลมมีประสิทธิภาพ เนื่องจากเพลาถูกกระทำด้วยแรงเฉือนที่มากที่สุด 
และมุมของการบิดน้อยกว่าที่เพลาสอดคล้องกันที่มีหน้าตัดไม่ใช่รูปวงกลมและถูกกระทำด้วยโมเมนต์บิด
เท่ากัน 
 

 
 

   undeformed                                            deformed 

รูปที่ 5-1 การเปลี่ยนรูปร่างของเพลาที่มีหน้าตัดสี่เหลี่ยมจัตุรัสเมื่อมีโมเมนต์บิดกระทำ 
 

 

 

  
shear stress distribution 

(ก) 
warping of cross-sectional area 

(ข) 
 

 (ค) 
รูปที่ 5-2 การกระจายหน่วยแรงเฉือนภายใน ของเพลาที่มีหน้าตัดรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 

 
ตารางที่ 5.1 ตัวอย่างหน่วยแรงเฉือนบิดมากที่สุด ( maxτ ) และมุมของการบิด ( ) ของหน้าตัดต่างๆ 

 

รูปทรงของหน้าตัด max    

สี่เหลี่ยมจัตุรัส 
 

 
3a

T18.4  
Ga
TL10.7

4
 

สามเหลี่ยมด้านเท่า 

 

 

3a
T20  

Ga
TL46

4
 

วงรี 

 

 

2ab
T2


 2 2

3 3

(a +b )TL
πa b G

 

 

                      deformed
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ตัวอย่างที ่5.1 

 เพลาอลูมิ เนียม 6061-T6 ดังแสดงในรูป มี พ้ืนที่หน้ าตัดในรูปทรงสามเหลี่ยมด้านเท่า              
จงคำนวณหาโมเมนต์บิดที่มีค่ามากที่สุด T ที่สามารถกระทำที่ปลายของเพลา ถ้าหน่วยแรงเฉือนที่
ยอมรับได้ allow = 56 MPa และมุมของการบิดที่ปลายของเพลาถูกจำกัดเป็น  allow  = 0.02 rad จง
คำนวณหาโมเมนต์บิดที่กระทำต่อเพลาที่มีภาคตัดรูปวงกลมที่ทำจากอลูมิเนียมที่มีพ้ืนที่หน้าตัดเท่ากัน  
(Gal = 26 GPa) 

 
 
 
 
 
 

รูปตัวอย่างที่ 5.1 
 
วิธีทำ 

 โดยการตรวจสอบ การบิดภายในลัพธ์ที่ภาคตัดใดๆ ตามแนวแกนของเพลาคือ T ใช้สมการ
สำหรับหา max  และ   ในตารางที ่5.1 จะได้ว่า  
 

 3allow a
T20

= ; 256N/mm  = 3

20T
(40mm)

 

 
  T  = 3179.2×10 N.mm     =   179.2 N.m  
นอกจากนั้น 
 

 
al

4allow Ga
TL46

= ; 0.02rad  = 
3

4 3 2

46T (1.2 m)(10 mm/m)
(40 mm) [26(10 ) N/mm ]

 

 
  T  = 324.12(10 ) N.mm   = 24.12 N.m  
 
ทำการเปรียบเทียบค่าของโมเมนต์บิดถูกจำกัดจากมุมของการบิด 
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คำนวณโมเมนต์บิดสูงสุดถ้าคานมีภาคตัดรูปวงกลม (circular cross section) เมื่อคิดว่า
ปริมาณของอลูมิเนียมเท่ากันถูกใช้ทำเพลาที่มีความยาวเท่ากันที่มีหน้าตัดรุปวงกลม แล้วรัศมีของหน้า
ตัดจะคำนวณได้จาก 
 

 trianglecircle AA =  ;         2πc  = ( )( )1 40mm 40sin 60
2

 

  c  = 14.850 mm  

 
ใช้ขีดจำกัดของหน่วยแรงและมุมของการบิดจะได้ 

 
J

TcTallow = ; 256N/mm  = ( )
( ) ( )4

T 14.850 mm

π/2 14.850 mm
 

   T  = 3288.06(10 ) N.mm  = 288.06 N.m  

 
al

allow JG
TL

= ; 0.02rad  = 
3

4 3 2

T (1.2 m)(10 mm/m)
(π/2)(14.850 mm) [26(10 ) N/mm ]

 

   T  = 333.10(10 ) N.mm      = 33.10 N.m  

อีกครั้งที่มุมของการบิดจำกัดโดยโมเมนต์บิดที่กระทำ 
 
 เปรียบเทียบผลนี้ (33.10 N.m) กับผลที่ได้ข้างต้น (24.12 N.m) พบว่า เพลาที่หน้าตัดรูป
วงกลมสามารถรองรับโมเมนต์บิดมากกว่าเพลาที่มีหน้าตัดเป็นรูปสามเหลี่ยมถึงร้อยละ 37 
 
5.3  ท่อผนังบางท่ีมีหน้าตัดปิด  

 ในกรณีท่อผนังบางของรูปทรงที่ไม่ใช่วงกลม มักจะใช้ในการสร้างโครงสร้างข้อแข็งที่ต้องการ
น้ำหนักเบาอย่างเช่นใช้ในปีกเครื่องบิน ในการประยุกต์บางอย่าง ท่อจะถูกกระทำด้วยโมเมนต์บิด       
ในส่วนนี้จะวิเคราะห์ผลของการประยุกต์บิดกระทำต่อผนังบางที่มีหน้าตัดบิด  (thin-walled tubes 
having closed cross sections) นั่นคือ ท่อจะไม่มีการแตกหรือมีร่องเปิดเล็กๆ ตามความยาวของท่อ 
ท่อที่มีรูปทรงหน้าตัดใดๆ ที่คงที่ ดังแสดงในรูปที่ 5-3(ก) สำหรับการวิเคราะห์จะสมมุติว่าผนังมีความ
หนา t  เนื่องจากผนังบาง สามารถได้คำตอบค่าประมาณสำหรับหน่วยแรงเฉือน โดยสมมุติว่าหน่วยแรง
นี้มีการกระจายอย่างสม่ำเสมอตามความหนาของท่อ หรืออีกนัยหนึ่งว่าสามารถหาหน่วยแรงเฉือนเฉลี่ย
ในท่อที่จุดใดๆ โดยหลักการเบื้องต้นของการกระทำของหน่วยแรงเฉือนบนหน้าตัดมีดังต่อไปนี้ 
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(ก) (ข) (ค) 
 

 
  

(ง) (จ) (ฉ) 
 

รูปที่ 5-3 การวิเคราะห์ท่อผนังบางที่มีหน้าตัดปิด 
 
5.3.1 การไหลของหน่วยแรงเฉือน 

 การไหลของหน่วยแรงเฉือน (shears flow) บนหน้าตัดใดๆ เมื่อพิจารณารูปที่ 5-3(ก) และ (ข) 
ชิ้นส่วนเล็กๆ ของท่อมีความยาวจำกัด s และความกว้าง เล็กๆ dx ที่ปลายด้านหนึ่งของชิ้นส่วนมีความ
หนา At และอีกปลายด้านหนึ่งมีความหนา Bt  เนื่องจากโมเมนต์บิดที่กระทำ T หน่วยแรงเฉือนจะ
เกิดขึ้นบนผิวหน้าตัดที่แรเงาของชิ้นส่วน โดยเฉพาะอย่างยิ่ง ที่ปลาย A หน่วยแรงเฉือนคือ Aτ  และ
ปลาย B คือ Bτ  หน่วยแรงนี้จะมีความสัมพันธ์โดยแรงเฉือนเทียบเท่า Aτ  และ Bτ  ต้องกระทำบน
ด้านข้างตามยาวของชิ้นส่วน ดังที่แรเงาในรูปที่ 5-3(ข) เนื่องจากด้านข้างดังกล่าวนี้มีความหนาคงที่ Aτ  
และ Bτ  แรงกระทำบนด้าน  ดังกล่าวคือ )dxt(dF AAA =  และ )dxt(dF BBB =  สมดุลแรง 
ต้องการแรงดังกล่าวนี้มีค่าขนาดเท่ากันแต่มีทิศทางตรงกันข้าม ดังนั้น 
 

 A Aτ t  = A Bτ t  
 

 ผลสำคัญนี้จะกล่าวว่าผลคูณของหน่วยแรงเฉือนเฉลี่ยตามแนวยาวคูณกับความหนาของท่อจะมี
ค่าเท่ากันที่แต่ละจุดบนพ้ืนที่หน้าตัดของท่อ ผลคูณนี้เรียกว่า การไหลเฉือน q และโดยทั่วไปจะแสดงใน
รูปของ 
 

 q  = avgτ t       (5-1) 
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 เนื่องจาก q มีค่าคงที่บนหน้าตัด หน่วยแรงเฉือนเฉลี่ยที่มากที่สุดจะเกิดขึ้นที่ความหนาแน่น
ของท่อที่มีค่าน้อยท่ีสุด 

 ถ้าชิ้นส่วนเล็กๆ มีความหนา t ความยาว ds และความกว้าง dx แยกออกจากท่อ ดังแสดงใน
รูปที่ 5-3(ค) พบว่า พ้ืนที่แรเงาที่หน่วยแรงเฉือนเฉลี่ยกระทำคือ dA = tds เมื่อ tdF avg=  qds =  ds 
หรือ q = dF/ds พูดอีกนัยหนึ่งว่า การไหลของหน่วยแรงเฉือนจะมีค่าคงที่บนพ้ืนที่หน้าตัดวัดเป็นแรง
ต่อหนึ่งหน่วยความยาวตามพ้ืนที่หน้าตัดของท่อ 

 พบว่าแรงย่อย หน่วยแรงเฉือน แสดงในรูปที่ 5-3(ค) ที่กระทำต่อท่อ แรงย่อยจะกระทำใน
ทิศทางอ่ืนๆ ดังแสดงในรูปที่ 5-3(ง) จะไม่มี เนื่องจากผิวส่วนบนและส่วนล่างของชิ้นส่วนที่ผนังภายใน
และภายนอกของท่อ และขอบเขตดังกล่าวนี้จะมีอิสระของหน่วยแรง การบิดที่กระทำให้เกิดการไหล
ของหน่วยแรงเฉือนและหน่วยแรงเฉลี่ยที่มีทิศทางในแนวสัมผัสกับผนังของท่อ 
 
5.3.2 หน่วยแรงเฉือนเฉลี่ย  

 หน่วยแรงเฉือนเฉลี่ย (average shear stress) กระทำต่อพ้ืนที่แรเงา avg  ของชิ้นส่วนเล็กๆ 
ในพ้ืนที่ที่แรเงา tdsdA =  ดังแสดงในรูปที่ 5-3(ค) มีความสัมพันธ์กับโมเมนต์บิด โดยพิจารณาการบิดที่
เกิดโดยหน่วยแรงเฉือนรอบจุด 0 ที่เลือกไว้ภายในขอบเขตของท่อ ดังแสดงในรูปที่ 5-3(จ) หน่วยแรง
เฉือนทำให้เกิดแรง )tds(dAdF avgavg ==  บนชิ้นส่วน แรงนี้กระทำในแนวสัมผัสกับแนวเส้นกึ่งกลาง
ของพ้ืนที่หน้าตัดของท่อ เนื่องจากแขนโมเมนต์ คือ h โมเมนต์บิดจะได้ว่า 
 

 dT  = h (dF)  = avgh (τ tds)  
 

สำหรับหน้าตัดทั้งหมด จะได้ 
 

 T  = avghτ tds  
 

 เมื่อการอินทิกัลแนวเส้นบ่งบอกการอินทิเกรตนอกขอบเขตทั้งหมดของพ้ืนที่ เนื่องจากการไหล
ของหน่วยแรงเฉือน tq avg=  มีค่าคงที่ เทอมนี้สามารถเอาออกจากอินทิกัลป์ได้  ดังนั้น 
 

 T  = avgτ t hds  
 

 การแสดงให้เป็นรูปภาพอย่างง่าย สำหรับประเมินอินทิกัลป์โดยพ้ืนที่เฉลี่ย แสดงในรูป
สามเหลี่ยมแรเงาในรูปที่ 5-3(จ) คือ hds)2/1(dAm=   ดังนั้น 
 

 T  = avg m2τ t dA  = avg m2τ tA  
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ดังนั้นสมการ avg จะได้ว่า 
 

 avgτ  = 
m

T
2tA

      (5-2) 

 
เมื่อ  
 avg  = หน่วยแรงเฉือนเฉลี่ยที่กระทำตามแนวความหนาของท่อ 
 T  = โมเมนต์บิดภายในที่หน้าตัด หาได้โดยวิธีภาคตัดและสมการของสมดุล 
 t  = ความหนาของท่อที่ avgτ ถูกคำนวณ 
 mA  = พ้ืนที่เฉลี่ยที่ปิดภายในขอบเขตของแนวเส้นกึ่งกลางของความหนาของท่อ mA พ้ืนที่

แรเงาดังแสดงในรูปที่ 5-3(ฉ) เนื่องจาก avgq = τ t  สามารถหาการไหลของหน่วย
แรงเฉือนตลอดหน้าตัดโดยใช้สมการ 

 

 q  = 
m

T
2A

      (5-3) 

 
  
5.3.3 มุมของการบิด 

 มุมของการบิด (angle of twist) ของท่อผนังบางที่มีความยาว L สามารถหาโดยใช้วิธีพลังงาน 
และการพัฒนาของสมการนี้กำหนดให้ใช้กับปัญหาที่มีพฤติกรรมแบบยืดหยุ่นเชิงเส้น และ G โมดูลัสของ
การเฉือนแบบยืดหยุ่น แล้วมุมนี้   จะมีหน่วยเป็นเรเดียน และแสดงได้ในรูปของ 
 

  = 2
m

TL ds
4A G t      (5-4) 

 
การอินทิเกรตจะทำรอบขอบเขตท้ังหมดของพื้นที่หน้าตัดของท่อ 
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ตัวอย่างที ่5.2 

 จงหาหน่วยแรงเฉือนเฉลี่ยในท่อผนังบางที่มีหน้าตัดรูปวงกลมที่มีรัศมีเฉลี่ย rm และความหนา t 
ที่ถูกกระทำด้วยโมเมนต์บิด T ดังแสดงในรูป นอกจากนั้น จงหามุมของการบิดที่วัดแบบสัมพัทธ์ถ้าท่อมี
ความยาว L 

   
 

 
 

รูปตัวอย่างที่ 5.2 
 
วิธีทำ 

 หน่วยแรงเฉือนเฉลี่ย (average shear stress) พ้ืนที่ เฉลี่ยสำหรับท่อ คือ 2
mm rA =  ใช้

สมการที ่5-2 จะได้ว่า 
 

 avgτ  = 
m

T
2tA

 = 2
m

T
2πt r

     ตอบ 

 
 ตรวจสอบการใช้ ได้ของผลนี้ โดยประยุกต์ ใช้สมการการบิด ในกรณีนี้ โดยใช้สมการ 

4 4
0 i

πJ = (C C )
2

−  จะได้ว่า 

    J   = 4 4
0 i

π (r r )
2

−  

  = 2 2 2 2
0 i 0 i

π (r + r )(r r )
2

−  

  = 2 2
0 i 0 i 0 i

π (r + r )(r r )(r + r )
2

−  
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เนื่องจาก m 0 1r r r    และ  0 it = r r− , tr2t)r2)(r2(
2

J 3
mm

2
m =


=  

 

ดังนั้น 
 

 avgτ  = mTr
J

= m
3
m

Tr
2πr t

= 2
m

T
2πr t

     ตอบ 

 
ซึ่งเป็นไปตามผลก่อนหน้านี้ 
 
 การกระจายหน่วยแรงเฉือนที่กระทำผ่านทะลุหน้าตัดของท่อ นอกจากนั้นการกระจายหน่วย
แรงเฉือนที่กระทำบนแนวเส้นรัศมีที่คำนวณโดยใช้สมการการบิด แต่ละ avgτ  กระทำในทิศทางที่ให้การ
บิดลัพธ์ T ที่ภาคตัดเมื่อความหนาของท่อลดลง หน่วยแรงเฉือนที่ทะลุผ่านท่อจะมีความสม่ำเสมอมากข้ึน 
 
 มุมของการบิด (angle of twist)  ประยุกต์ใช้สมการที่ 5-4 จะได้ว่า 
 

   = 2 2 2
m m

TL ds TL= ds
4A G t 4(πr ) Gt   

 
 การอินทีกัลป์แทนความยาวรอบขอบเขตตามแนวเส้นกึ่งกลาง คือ mr2  แทนค่าในสูตรและ
ผลสุดท้าย คือ  
 

   =  3
m

TL
2πr Gt

     ตอบ 

 

 ผลลัพธ์เท่ากับคำตอบที่ได้จากสมการ 
JG
TL

=  
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ตัวอย่างที ่5.3 

 ท่อทำจากทองสัมฤทธิ์ C86100 และมีหน้าตัดรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้าดังแสดงในรูป ถ้าถูกกระทำ
ด้วยโมเมนต์บิดทั้งสอง จงคำนวณหาหน่วยแรงเฉือนเฉลี่ยในท่อที่จุด A และ B นอกจากนั้น จงหามุม
ของการบิดของปลาย C เมื่อท่อถูกยึดแน่นกับที่ E (G = 38 GPa)  

 

          
(ก) (ข) 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 

(ง) (ค) 
รูปตัวอย่างที่ 5.3 

  

วิธีทำ 

 หน่วยแรงเฉือนเฉลี่ย (average shear stress) ถ้าท่อมีภาคตัดผ่านจุด A และ B ผังวัตถุอิสระลัพธ์ 
แสดงในรูป โมเมนต์บิดภายใน คือ 35 N.m  พ้ืนที่ Am  คือ 
 

 mA = 2(0.035m)(0.057m) = 0.00200m  
 

 ประยุกต์ใช้สมการที่ 5-2 สำหรับจุด  AA, t 5 mm= ดังนั้น 
 

 Aτ  = 2
m

T 35N.m= = 1.75MPa
2tA 2(0.005m)(0.00200m )

 
 

  สำหรับจุด BB, t = 3 mm  ดังนั้น                                                

Bτ  = 2
m

T 35N.m= = 2.92MPa
2tA 2(0.003m)(0.00200m )
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 ผลดังกล่าวนี้แสดงบนชิ้นส่วนของวัสดุที่จุด A และ B ดังแสดงในรูป (จ) ควรสังเกตโมเมนต์บิด
ขนาด 35 N.m ที่ทำให้เกิดหน่วยแรงดังกล่าวนี้บนผิวหน้าที่แรเงาของแต่ละชิ้นส่วน 
 
 มุมของการบิด (angle of twist) จากผังวัตถุอิสระในรูป โมเมนต์บิดภายในขอบเขต DE และ 
CD คือ 35 N.m และ 60 N.m ตามลำดับ ใช้สัญลักษณ์ของเครื่องหมายจากหัวข้อเรื่องมุมของการบิด 
โมเมนต์บิดดังกล่าวนี้มีค่าเป็นบวก ดังนั้นสมการที่ 5-4 จะกลายเป็น 

  = 2
m

TL ds
4A G t 

TL ds
4A G t

TL ds


TL ds
4A G t4A G t

 

 = 2 2 9 2

60 N.m(0.5m) 57 mm 35mm2 +2
4(0.00200m ) (38(10 ) N/m ) 5mm 3mm

    
    
    

 

  2 2 9 2

35N.m(1.5m) 57mm 35mm+ 2 +2
4(0.00200m ) (38(10 ) N/m ) 5mm 3mm

    
    
    

 

 = -36.29(10 ) rad  

 
ตัวอย่างที่ 5.4 

 ท่ออลูมิเนียม 2014-T6 รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสมีมิติดังแสดงในรูป จงคำนวณหาหน่วยแรงเฉือนเฉลี่ย
ในท่อที่จุด A ถ้าท่อถูกกระทำด้วยโมเมนต์บิด 85 N.m นอกจากนั้นจงหามุมของการบิดเนื่องจาก
โมเมนต์บิดนี้ กำหนด Gal = 26 GPa 
 

 

 

 

 

 

 
รูปตัวอย่างที่ 5.4 
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วิธีทำ 

 หน่วยแรงเฉือนเฉลี่ย (average shear stress) โดยการตรวจสอบการบิดลัพธ์ภายในหน้าตัดที่
จุด A คือ T = 85 N.m จากรูป พื้นที่ Am ถูกแรเงามีค่า 
 

   2
m mm2500)mm50)(mm50(A ==  

 
ประยุกต์ใช้สมการที่ 5-2 
 

   2
2

3

m
avg mm/N7.1

)mm2500)(mm10(2
)m/mm10(m.N85

tA2
T

===   ตอบ 

 
 เนื่องจาก t  มีค่าคงที่ยกเว้นที่มุม หน่วยแรงเฉือนเฉลี่ยจึงมีค่าเท่ากันที่จุดทั้งหมดบนหน้าตัด
แสดงผลการกระทำบนชิ้นส่วนที่จุด A ในรูป พบว่า avg  กระทำในทิศพุ่งขึ้นจากผิวหน้าที่แรงเงา 
เนื่องจากโมเมนต์บิดลัพธ์ภายใน T ที่ภาคตัด 
 
 มุมของการบิด (angle of twist)  มุมของการบิดเกิดโดย T หาได้จากสมการที่ 5-4  นั่นคือ  
 

  =
3 3

2 2 2 3 2
m

TL ds 85 N.m (10 mm/m)(1.5m)(10 mm/m)) ds=
4A G t 4(2500 mm ) [26(10 ) N/mm ] (10 mm) 

3 3

2 2 2 3 2

TL ds 85 N.m (10 mm/m)(1.5m)(10 mm/m)) ds3 3TL ds 85 N.m (10 mm/m)(1.5m)(10 mm/m)) ds3 3

4A G t 4(2500 mm ) [26(10 ) N/mm ] (10 mm)2 2 2 3 24A G t 4(2500 mm ) [26(10 ) N/mm ] (10 mm)2 2 2 3 2   2 2 2 3 2 2 2 2 3 2

TL ds 85 N.m (10 mm/m)(1.5m)(10 mm/m)) ds
 

TL ds 85 N.m (10 mm/m)(1.5m)(10 mm/m)) ds= =TL ds 85 N.m (10 mm/m)(1.5m)(10 mm/m)) ds=TL ds 85 N.m (10 mm/m)(1.5m)(10 mm/m)) ds
 

TL ds 85 N.m (10 mm/m)(1.5m)(10 mm/m)) ds=TL ds 85 N.m (10 mm/m)(1.5m)(10 mm/m)) ds
4A G t 4(2500 mm ) [26(10 ) N/mm ] (10 mm) 4A G t 4(2500 mm ) [26(10 ) N/mm ] (10 mm)2 2 2 3 24A G t 4(2500 mm ) [26(10 ) N/mm ] (10 mm)2 2 2 3 2 2 2 2 3 24A G t 4(2500 mm ) [26(10 ) N/mm ] (10 mm)2 2 2 3 2  

 
 การอินทีกัลป์ตลอดความยาวรอบขอบเขตแนวเส้นตรงกลางของท่อ ดังนั้น 
 

  = -4 -1 -30.196(10 )mm [4(50mm)] = 3.92(10 )rad    ตอบ 
 
ตัวอย่างที ่5.5 

 ท่อบางทำจากแผ่นเหล็กบาง A-36 ทั้งสามที่มีความหนา 5 mm ซึ่งมีหน้าตัดรูปสามเหลี่ยม   
ดังแสดงในรูป จงคำนวณหาโมเมนต์บิดที่มากที่สุด T ที่กระทำต่อแผ่นเหล็กบาง ถ้าหน่วยแรงเฉือนที่
ยอมรับได้ allowτ  = 90 MPa และท่อถูกจำกัดให้บิดได้ไม่เกิน rad)10(2 3−=  

 

 
 

รูปตัวอย่างที่ 5.5 
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วิธีทำ 

 พ้ืนที่แรเงา mA  ดังแสดงในรูป คือ 

 mA  = 1 (200mm)(200mmsin60°)
2

 

  = 3 2 -6 2 2 -3 217.32(10 )mm (10 m /mm )   =   17.32(10 )m  
 

หน่วยแรงเฉือนเฉลี่ยมากท่ีสุดเกิดขึ้นที่จุดที่มีความหนาของท่อน้อยที่สุด ซึ่งอยู่ตามด้านข้างและไม่ได้อยู่
ที่มุม ประยุกต์ใช้สมการที่ 5-2 เมื่อ t = 0.005 m  จะได้ว่า 
 

 
m

avg tA2
TT = ; 6 290(10 ) N/m  = -3 2

T
2(0.005m)(17.32(10 )m )

 

 
                  T   = 15.6 kN m  
 
นอกจากนั้น จากสมการที่ 5-4 จะได้ 
 

      = 2
m

TL ds
4A G t  

  0.002rad  = -3 2 9 2

T (3m) ds
4(17.32(10 )m [75(10 ) N/m ]) (0.005m)  

 
        300.0  = T ds  
 
การอินทีกัลป์แทนผลรวมของมิติด้านข้างทั้งสาม  นั่นคือ 
  
 300.0  =  T 3(0.20 m)  
 
      T   = 500 N.m      ตอบ 
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แบบฝึกหัดท้ายบทที่ 5 

1) แท่งอลูมิเนียมหน้าตัดสี่เหลี่ยมจัตุรัส ขนาดหน้าตัด 10 mm  10 mm ยาว 8 m จงหา T 
สูงสุด เมื่อกำหนดให้ มุมบิดสูงสุดเป็น 90o ค่า Gal = 28 GPa และ ( )y al

τ = 240 MPa 

2) ท่อพลาสติกมีแรงบิดกระทำ 150 N.m จงหาค่า a เมื่อกำหนดหน่วยแรงดัดที่ยอมให้        
allowτ = 60 MPa และความหนาท่อพลาสติก t = 3 mm (ไม่คิดผลที่เกิดจากหน่วยแรงที่เกิดขึ้นที่มุมท่อ) 

3) ท่อพลาสติกมีแรงบิดกระทำ 150 N.m จงหาค่า ayτ  ที่เกิดขึ้น เมื่อ a = 200 mm และ
ความหนาท่อพลาสติก t = 3 mm (ไม่คิดผลที่เกิดจากหน่วยแรงที่เกิดขึ้นที่มุมท่อ) 

4) จงเปรียบเทียบค่าหน่วยแรงเฉือนมากที่สุดแบบอิลาสติกและมุมของการบิดของวัสดุที่ ทำ
จากโลหะสแตนเลส 304 ที่มีหน้าตัดวงกลม (circular) และสี่เหลี่ยมจัตุรัส (square) เมื่อพ้ืนที่หน้าตัด
ของแท่งวัตถุคือ 9 in.2 ยาว 36in. และต้องรองรับแรงกระทำโมเมนต์บิดขนาด 4000 lb.in. 

5) เพลาทำจากเซรามิค หน่วยแรงเฉือนที่ยอมรับได้ allowτ = 7 ksi และโมดูลัสของการเฉือน  
GC = 2.8 (103) เมื่อเพลาหน้าตัดสามเหลี่ยมด้านเท่ายาว a เมื่อถูกกระทำด้วยโมเมนต์บิด 15          
จงคำนวณหาขนาดของความยาว A และมุมของการบิดที่ปลาย B 

6) แท่งอะลูมิเนียม 2014-T6 ยึดติดแน่นกับผนังทั้งสองข้างที่จุด A และ B  ถ้าแท่งมีหน้าตัด      
2 in.  2 in. และถูกกระทำโดยโมเมนต์บิดดังแสดงในรูป จงคำนวณหาแรงปฏิกิริยาที่ฐานรองรับทั้ง
สองและมุมของการบิดที่จุด C 

 

 

 

 

 

 
รูปแบบฝึกหัดข้อ 1) รูปแบบฝึกหัดข้อ 2) รูปแบบฝึกหัดข้อ 3) 

 

   

 

 

 

 

รูปแบบฝึกหัดข้อ 4) รูปแบบฝึกหัดข้อ 5) รูปแบบฝึกหัดข้อ 6) 
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7) ท่อสแตนเลส 304 มีความหนา 10 mm ถูกกระทำโดยโมเมนต์บิดขนาด T = 50 N.m      
จงคำนวณหาหน่วยแรงเฉือนเฉลี่ยที่เกิดขึ้นในท่อสแตนเลสไม่ต้องคิดผลของความเข้มของแรงกระทำที่
มุมของกล่อง ขนาดของกล่องดังแสดงในรูป 

8) ท่ออะลูมิเนียม A6061-T6 ถูกกระทำด้วยโมเมนต์บิดขนาด 75 kN.m (ก) จงคำนวณหา
ขนาดของ a ที่เล็กท่ีสุดเมื่อท่อมีความหนา 7 mm และหน่วยแรงเฉือนที่ยอมรับได้คือ allowτ = 125 MPa  
ถ้าท่อมีความยาว 2 m (ข) จงคำนวณหามุมที่หมุนไปที่ปลายเทียบกับอีกปลายด้านหนึ่ง 

9) โมเมนต์ บิดขนาด 2  kip.in. กระทำต่อท่อดั งแสดงในรูป  ท่อมีความหนา 0.1  in.               
จงคำนวณหาหน่วยแรงเฉือนเฉลี่ยของท่อ ไม่ต้องคิดผลของความเข้มแข็งของแรงกระทำท่ีมุมของวัสดุ 

 
 

  
 

 

รูปแบบฝึกหัดข้อ 7) รูปแบบฝึกหัดข้อ 8) รูปแบบฝึกหัดข้อ 9) 
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บทท่ี  6   
คานประกอบ 

 
6.1 บทนำ 

  คาน (beam) เป็นช้ินส่วนโครงสร้างท่ีมักจะอยู่ในแนวราบเช่ือมต่อกับช้ินส่วนในแนวด่ิง เช่น 
เสาหรือผนัง ปกติคานมีรูปหน้าตัดส่ีเหล่ียมผืนผ้าเพื่อให้ง่ายต่อการวิเคราะห์ออกแบบ ก่อสร้างง่าย และ
ประหยัด แต่คานอาจจะมีรูปหน้าตัดอื่นๆ ได้ตามความจำเป็น เช่น คานตัวที (tee beam) เพิ่มความ
แข็งแรงกว่าคานหน้าตัดส่ีเหล่ียมผืนผ้า โดยในอดีตคานอาจทำด้วยวัสดุชนิดเดียว คือ ไม้ หิน เหล็ก เป็น
ต้น ซึ่งยังมีการใช้ในปัจจุบันอยู่ ส่วนคานท่ีเป็นท่ีนิยมในอุตสาหกรรมก่อสร้างใช้ข้อดีของวัสดุสองชนิด
ขึ้นไป นำมาใช้อย่างแพร่หลาย อาจทำด้วยคอนกรีตเสริมเหล็กหรือคอนกรีตเสริมลวดอัดแรง ขึ้นอยู่กับ
ปัจจัยหรือเหตุผล เช่น ช่วงคาน น้ำหนักบรรทุกหรือแรง ความประหยัดหรือเหตุผลทางมิติ รูปลักษณ์ 
ในหัวข้อนี้กล่าวถึงการวิเคราะห์ความเค้นดัดของคานท่ีทำจากวัสดุสองชนิดขึ้นไป ตามสมมุติฐานท่ีวัสดุมี
การส่งถ่ายแรงต่อกันโดยสมบูรณ์ 
 
6.2 คานประกอบ  

 คานประกอบ (composite beams) คือ คานท่ีมีวัสดุต้ังแต่สองชนิดขึ้นไปมาทำเป็นโครงสร้าง 
เช่น คานท่ีสร้างจากไม้และมีแถบเหล็กประกบท้ังส่วนบนและล่าง ดังแสดงในรูปท่ี 6-1(ก) หรือโดยท่ัวไป 
คานคอนกรีตเสริมด้วยเหล็ก ดังแสดงในรูปท่ี 6-1(ข) วิศวกรต้องออกแบบคานประกอบนี้เพื่อรับแรงดัด
ท่ีต้องการด้วยการประยุกต์จากพื้นฐานเรื่องความเค้น หัวข้อนี้จะใช้วิธีการแปลงหน้าตัดของคาน
ประกอบจากวัสดุหลายชนิดเพื่อวิเคราะห์ความเค้นดัดให้ง่ายข้ึนเป็นเสมือนการวิเคราะห์แรงดัดของวัสดุ

ชนิดเดียวกัน วิธีการดังกล่าวนี้สมการความเค้นดัด Myσ = 
I

 
 
 

 จะสามารถนำมาวิเคราะห์หาความเค้น

ท่ีเกิดกับวัสดุแต่ละชนิดได้ 

 การประยุกต์ใช้วิธีการแปลงหน้าตัดพิจารณาคานประกอบท่ีมีวัสดุ  2 ชนิด ซึ่งมีพื้นท่ีหน้าตัด
แสดงในรูปท่ี 6-2(ก) ถ้ามีโมเมนต์ดัดกระทำต่อคานนี้แล้วคานมีลักษณะเป็นเนื้อเดียวกัน พื้นท่ีหน้าตัด
ท้ังหมดจะยังคงอยู่ในระนาบหลังจากเกิดหน่วยแรงดัด และความเครียดต้ังฉากปกติจะแปรค่าแบบเชิง
เส้นจากค่าศูนย์ท่ีแกนสะเทินไปยังค่าท่ีมากท่ีสุดในวัสดุท่ีอยู่ไกลจากแกนนี้ ดังรูปท่ี 6-2(ข)  วัสดุจะมี
พฤติกรรมแบบยืดหยุ่นเชิงเส้น ประยุกต์ใช้กฎของฮุคและท่ีจุดใดๆ หน่วยแรงต้ังฉากปกติในวัสดุท่ีหนึ่ง 
หาได้จากสมการ σ = Eε โดยทำนองเดียวกัน วัสดุท่ีสองความแข็งแรงจะน้อยกว่าวัสดุท่ีหนึ่ง นั่นคือ 
เหล็กกับยาง แรงส่วนใหญ่จะรองรับโดยวัสดุท่ีหนึ่ง สมมุติเป็นกรณีการกระจายหน่วยแรงจะเหมือนใน
รูปท่ี 6-2(ค) หรือ (ง) โดยเฉพาะ พบว่าการเปล่ียนแปลงอย่างฉับพลันของค่าหน่วยแรงท่ีเกิดขึ้นท่ีจุดต่อ
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ของวัสดุเมื่อความเครียดเท่ากัน แต่เนื่องจากโมดูลัสของความยืดหยุ่นหรือความแข็งเกร็งของวัสดุเกิด
การเปล่ียนแปลงทันทีทันใด การกระจายหน่วยแรงทำให้เกิดแรงลัพธ์เป็นศูนย์บนหน้าตัดและโมเมนต์ดัด 
ทำให้เกิดหน่วยแรงรอบแกนสะเทินมีค่าเท่ากับ M 

 วิธีการอย่างง่ายเพื่อให้เป็นไปตามเงื่อนไขท้ังสองนี้ จะต้องทำการแปลงคานเป็นวัสดุเนื้อ
เดียวกัน ยกตัวอย่างเช่น ถ้าคานประกอบด้วยวัสดุท่ีแข็งแกร่งน้อยกว่า ดังรูปท่ี 6-2(จ) เมื่อความสูงของ
คานคงเดิม เนื่องจากการกระจายความเครียดดังรูปท่ี 6-2(ข) อย่างไรก็ตาม ส่วนบนของคานจะกว้าง
มากเมื่อรับน้ำหนักกระทำเทียบเท่ากับท่ีรับโดยวัสดุแข็งแกร่ง ในรูปท่ี  6-2(ค) ความกว้าง หาจาก dF  
กระทำบนพื้นท่ี dA = dz  dy  ของคานในรูปท่ี 6-2(ก) dzdy)E(dAdF 1==  หรือพูดอีกนัยหนึ่งว่า 
ถ้าความกว้างของช้ินส่วนท่ีสอดคล้องกันท่ีมีความสูง dy ดังแสดงในรูปท่ี 6-2(จ) คือ ndz  ดังนั้น 

ndydz)E(AdFd 2==  เทียบกับแรงดังกล่าวแล้ว จะได้ว่า 
 
 1E εdzdy  = 2E εndzdy  
 

หรือ 
 

  n  = 1

2

E
E

     (6-1) 

 
 

                
                                     (ก)                            (ข) 

 

รูปท่ี 6-1 ตัวอย่างคานประกอบจากวัสดุต่างชนิด 
 

n = แฟกเตอร์การแปลง (transformation factor) พบว่า หน้าตัดท่ีมีความกว้าง b บนคานท่ี
เริ่มแรก ดังแสดงในรูปท่ี 6-2(ก) จะเพิ่มความกว้างขึ้นเป็น nbb2 =  ในขอบเขต วัสดุท่ี 2 ดังรูปท่ี 6-2(จ)  
ในทำนองเดียวกัน ถ้าวัสดุท่ีมีความแข็งแกร่งน้อยกว่า จะแปลงเป็นวัสดุท่ีแข็งแกร่งกว่าหน้าตัดจะ
เหมือนดังแสดงในรูปท่ี 6 -2(ฉ) เมื่อความกว้างของวัสดุ 2  เปล่ียนแปลงไปเป็น bnb1 =  เมื่อ 

12 E/En =  พบว่าในกรณีนี้ แฟกเตอร์การแปลง n จะมีค่าน้อยกว่าหนึ่ง  เนื่องจาก 21 EE   พูดอีก
นัยหนึ่งว่าต้องใช้วัสดุท่ีมีความแข็งแกร่งน้อยกว่าเพื่อรองรับโมเมนต์ดัดท่ีกำหนด 
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เมื่อคานถูกทำเป็นเนื้อเดียวกัน การกระจายหน่วยแรงต้ังฉากปกติบนหน้าตัดแปลงจะมีค่าแบบ
เชิงเส้นดังแสดงในรูปท่ี 6-2(ช) และ (ซ) ดังนั้น สามารถหาจุดเซนทรอยด์ (แกนสะเทิน) และโมเมนต์
ความเฉ่ือยของพื้นท่ีแปลง และประยุกต์ใช้สมการการดัดเพื่อหาหน่วยแรง ท่ีแต่ละจุดบนคานแปลง พึง
ระลึกว่า หน่วยแรงในคานตัดแปลงมีค่าเทียบเท่ากับหน่วยแรงในวัสดุท่ีเหมือนกันในคานท่ีแท้จริง 
สำหรับวัสดุท่ีถูกแปลงหน้าตัด หน่วยแรงสามารถหาบนภาคตัดแปลงจะคูณด้วยแฟกเตอร์การแปลง n 
หรือ n  เนื่องจากพื้นท่ีของวัสดุแปลง 

  dF  = σdA  = σ dA   

  σdzdy  = σ ndzdy  

 σ  = nσ       (6-2) 
 

 
 

 
 
 
 

Normal strain variation 
(profile view) 

 
 
 
 

Bending stress variation 
(profile view) 

(ก) (ข) (ค) 
 
 
 
 

 

 
 

 
 
 
 

 
(ง) (จ) (ฉ) 

 
 
 
 
 
 

Bending-stress variation for beam transformed to material  

ช) 

 
 
 
 
 

Bending-stress variation for beam transformed to material  
(ซ) 

 

รูปท่ี 6-2 การประยุกต์ใช้วิธีการแปลงหน้าตัดกับพิจารณาคานประกอบท่ีมีวัสดุ 2 ชนิด 
  

(ฉ)
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 หลักการนี้ได้นำไปประยุกต์ใช้ในงานซ่อมและเสริมกำลังโครงคอนกรีตเสริมเหล็กด้วยวัสดุต่างๆ 
เช่น แผ่นเหล็ก หรือ คานเหล็ก เพื่อปรับปรุงให้อาคารสามารถรับน้ำหนักบรรทุกเพิ่มขึ้น อย่างไรก็ตามวิธี
ท่ีได้รับความนิยมมากท่ีสุดในปัจจุบัน ได้แก่ การเสริมกำลังด้วยวัสดุคาร์บอนไฟเบอร์ (CFRP) ในด้านการ
รับแรงดึง เนื่องจากสามารถติดต้ังได้ง่าย น้ำหนักเบา รับแรงดึงสูง และทนต่อสภาวะส่ิงแวดล้อมท่ีรุนแรง 
ติดต้ังได้ท้ังภายในและภายนอกอาคาร ขั้นตอนการติดต้ังสรุปโดยง่าย คือ ทำความสะอาดพื้นผิว,       
ทาสารอีพ็อกซี่ และติดต้ังแผ่น CFRP โดยประยุกต์ทำได้หลายรูปแบบข้ึนอยู่กับลักษณะการเสริมกำลัง
ของโครงสร้าง 

 การติดต้ังท่ีผิวด้านล่างซึ่งเป็นลักษณะท่ีปฏิบัติตามปกติช่วยเสริมกำลังรับโมเมนต์ดัดของคาน 
ท้ังนี้จะต้องใช้ความรู้พื้นฐานในการแปลงหน้าตัด ซึ่งมีวัสดุ 3 ชนิด คือ คอนกรีต เหล็ก และCFRP นำไป
คำนวณออกแบบตามมาตรฐานการออกแบบต่อไป ดังแสดงตัวอย่างการประยุกต์ใช้ในรูปท่ี 6-3 อย่างไร
ก็ดีผู้ใช้งานควรตระหนักถึงคุณสมบัติของอีพ็อกซี่ การเตรียมพื้นผิว และข้อควรระวังต่างๆ เพื่อให้การ
ประยุกต์ใช้ให้ผลดีตามต้องการ 

 ตัวอย่างผลการทดสอบของคานเสริมกำลังด้วยแผ่น CFRP [4] ในรูปท่ี 6-3 มีพฤติกรรมตาม
ทฤษฎีการแปลงหน้าตัด เฉพาะในช่วงแรกท่ีแรงกระทำท่ีวัสดุท้ังหมดอยู่ในความเค้นช่วงยืดหยุ่น        
ในสมมุติฐานท่ีแผ่น CFRP อีพ็อกซี่และคอนกรีตยึดติดกันโดยสมบูรณ์ (perfect bond) จนกระท่ังแรง
ยึดเหนี่ยวระหว่างแผ่น CFRP และคอนกรีต (bonding interface) มี ค่าการเล่ือนไถล (slip) ท่ี
ค่อนข้างมาก การถ่ายแรงไม่สมบูรณ์ จึงทำให้พฤติกรรมของคานแตกต่างจากทฤษฎี จึงจำเป็นต้องทดสอบ
พฤติกรรมท่ีซับซ้อนของคานประกอบและแรงยึดเหนี่ยวระหว่างวัสดุดังกล่าว  
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(ก) 
 

 
 

(ข) 
 

รูปท่ี 6-3 ตัวอย่างการซ่อมและการเสริมกำลังคานด้วย CFRP (ก) การเสริมกำลังรับแรงดัด  
และ (ข) การเสริมกำลังรับแรงเฉือน [4] 
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ตัวอย่างที่ 6.1 

 คานประกอบด้วยไม้ เสริมด้วยแผ่นเหล็กท่ีด้านใต้ ซึ่งมีพื้นท่ีหน้าตัดแสดงในรูป ถ้าคานนี้ถูก
กระทำด้วยโมเมนต์ดัด M = 2 kN.m จงคำนวณหาหน่วยแรงต้ังฉากปกติท่ีจุด B และ C กำหนดให้      
Ew = 12 GPa  และ Est = 200 GPa 
 
วิธีทำ 

 คุณสมบัติของภาคตัด (section properties) ถึงแม้มีหลายวิธีให้เลือกใช้การแปลงหน้าตัด
ท้ังหมดให้เป็นเหล็ก เนื่องจากเหล็กมีค่าความแข็งตัวสูงกว่าไม้ Est > Ew ความกว้างของไม้จะถูกลดลง
เพื่อทำให้เทียบเท่ากับเหล็ก ดังนั้น n จะมีค่าน้อยกว่าหนึ่ง  สำหรับกรณีนี้ n = Ew /Est   

 
 
 
 
 

 

 

  
 
 
 
 
 
 

 

รูปตัวอย่างท่ี 6.1   
 

 mm9)mm150(
GPa200

GPa12nbb wst ===  
 

การแปลงหน้าตัดได้แสดงไว้ในรูป 
 

 จุดศูนย์ถ่วง (แกนสะเทิน) หาได้จากการอ้างอิงจากจุดล่างสุดของหน้าตัด  คือ  
 

 ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )

yA [0.01m] 0.02 m 0.150m +[0.095m] 0.009m 0.150m
y = =

A 0.02m 0.150m +(0.009m) 0.150m



 
 

                =  0.03638 m  
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โมเมนต์ความเฉื่อยของพื้นท่ีรอบแกนสะเทินจึงมีค่าเท่ากับ 

 NAI  = 3 21 (0.150m)(0.02m) +(0.150m)(0.02m)(0.03638m 0.01m)
12
 −  

 

   



 −++ 23 )m03638.0m095.0)(m150.0)(m009.0()m150.0)(m009.0(
12
1  

  = -6 49.358(10 )m  
  

 หน่วยแรงต้ังฉากปกติ (normal stress) หาได้จากการใช้สมการการดัด หน่วยแรงต้ังฉากท่ี 
B  และ C เท่ากับ 
 

   B 6 4

2kN.m(0.170m 0.03638m)σ = = 28.56MPa
9.358(10 )m −

−  
 

   C 6 4

2kN.m(0.03638m)σ = = 7.78MPa
9.358(10 )m−     ตอบ 

 

ลักษณะหน่วยแรงต้ังฉากปกติท่ีกระจายบนหน้าตัดท่ีแปลงขนาดแล้ว (เป็นเหล็กท้ังหมด) ดังแสดงในรูป 
หน่วยแรงต้ังฉากปกติในไม้ท่ีกระทำ ณ จุด B ดังแสดงในรูป) สามารถหาได้จากสมการท่ี 6-2 จะได้ว่า 
 

   B B
12GPaσ = nσ = (28.56MPa) = 1.71MPa
200GPa    ตอบ 

  
 ใช้ห ลักก าร เห ล่ านี้ จะ ได้ ค่ าห น่ วยแรง ต้ั งฉ ากปก ติ ใน เห ล็กและ ไม้ ท่ี จุด สัม ผัส คือ                 

stσ = 3.50 MPa  และ wσ = 0.210 MPa ตามลำดับ หน่วยแรงต้ังฉากปกติท่ีกระจายในคานดังแสดง
ในรูป 
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ตัวอย่างที่ 6.2 

 คานเหล็กเสริมด้วยแผ่นไม้โอ๊คระหว่างปีกของคาน ดังแสดงในรูป  มีค่าหน่วยแรงต้ังฉากปกติท่ี
ยอมรับได้สำหรับเหล็กเท่ากับ (σ allow )st = 168 MPa  และสำหรับไม้ (σ allow )w = 21 MPa จงคำนวณหา
ค่าโมเมนต์ดัดท่ีสูงท่ีสุดของคานท่ีสามารถรับได้ Est = 200 GPa, Ew = 12 GPa ค่าโมเมนต์ความเฉื่อย
ของพื้นท่ีคานเหล็กเท่ากับ Iz = 7.93  106mm4 และพื้นท่ีหน้าตัดเท่ากับ A = 5493.75 mm2  
 

 
 
 
 
 

 

รูปตัวอย่างท่ี 6.2  
 

วิธีทำ 

กรณีไม่มีแผ่นไม้ (without board) เป็นการคำนวณเพื่อเปรียบเทียบกำลังรับแรงดัดกับกรณี
เสริมกำลังท่ีมีแผ่นไม้ จะเห็นได้ว่าแกนสะเทินจะเป็นแกนเดียวกับแกน z ประยุกต์ใช้สมการการดัด
โดยตรงกับคานเหล็กจึงได้ว่า 

     allow st(σ )    = 
z

Mc
I

 

 2168N/mm   = 6 4

M (105mm)
7.93(10 ) mm

 

            M  = 12.688kN m     ตอบ 
  

 กรณีมีแผ่นไม้ (with board) เนื่องจากในตอนนี้คานเป็นคานประกอบ เราจะต้องแปลงหน้าตัด
ให้เป็นวัสดุเดียวกันมันจะเป็นการง่ายกว่าท่ีจะแปลงไม้เป็นเหล็ก ในการทำเช่นนี้คือ  n = Ew /Est  
เนื่องจากความกว้างเทียบเท่าของปริมาณของเหล็ก คือ  

 stb  = wnb  = 
3

3

12(10 ) MPa (300 mm) = 18mm
200(10 ) MPa

 
 

หน้าตัดท่ีแปลงรูป แสดงในรูป พิจารณาระดับท่ีอ้างอิงท่ีจุดกึ่งกลางของหน้าตัดเหล็กแกนสะเทินมีค่าเท่ากับ 

 y  = yA
A




 = 
2

2 2

[0](5493.75mm )+[55mm](100 mm)(18mm)
5493.75mm +100(18mm )

 

 = 13.57mm         
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โมเมนต์ความเฉื่อยท่ีแกนสะเทินมีค่าเท่ากับ 
 
      I  = 6 2 2 27.93(10 )mm +(5493.75mm )(13.57mm)    

  3 21 (18mm)(100mm) +(18mm)(100mm)(55mm 13.57mm)
12
 + −  

 

 = 6 413.53(10 )mm  
 
 ค่าหน่วยแรงต้ังฉากปกติสูงสุดจะเกิดขึ้นในคานเหล็ก (หน้าตัดแปลง) ท่ีส่วนล่างสุดของคานดัง
แสดงในรูป ดังนั้น โมเมนต์สูงสุดในแท่งเหล็กท่ีรับได้นั้นจะเป็น\ 
 

 allow(σ )  =  Mc
I

   

 2168N/mm  = 6 4

M(118.57 mm)
13.53(10 ) mm

  

             M   = 19.17kN m  
 
ค่าหน่วยแรงต้ังฉากปกติสูงสุดท่ีเกิดขึ้นในคานท่ีส่วนของไม้ จะเกิดขึ้นที่ผิวบนดังแสดงในรูป เนื่องจาก 

    c  = 105mm 13.57mm = 91.43mm−  
 
เนื่องจาก stw n=   ดังนั้น หน่วยแรงท่ียอมรับได้ของไม้  คือ 
 

 allow w(σ )  = M cn
I
   

 221N/mm  = 
3

3 6 4

12(10 ) MPa M (91.43mm)
200(10 ) MPa 13.53×10 mm

 
 
 

  

            M  = 51.79kN m  
 
จากการเปรียบเทียบ ค่าโมเมนต์สูงสุดจะถูกจำกัดไว้โดยค่าหน่วยแรงท่ียอมรับได้ของเหล็ก ดังนั้น 

 M  = 19.17kN m       ตอบ 
 
สังเกตได้ว่าการใส่แผ่นไม้จะได้ค่าการรับโมเมนต์ดัดเพิ่มขึ้นร้อยละ 51 ของโมเมนต์เดิมของคานเหล็ก 
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6.3  คานคอนกรีตเสริมเหล็ก  

 คานท้ังหมดถูกกระทำด้วยหน่วยแรงดัด และคานต้องทำหน้าท่ีต้านทานหน่วยแรงดึงและหน่วย
แรงดัด คอนกรีตจะเกิดการแตกร้าวเมื่อคอนกรีตอยู่ในภาวะรับแรงดึง ดังนั้นคอนกรีตจะไม่เหมาะสม
สำหรับต้านทานหน่วยแรงดึง เพื่อเอาชนะจุดด้อยนี้วิศวกรจะวางแนวเสริมเหล็กเสริมภายในคาน
คอนกรีตท่ีตำแหน่งท่ีคอนกรีตอยู่ในภาวะรับแรงดึง ดังแสดงในรูปท่ี 6-4(ก) เพื่อให้มีประสิทธิภาพมากขึ้น 
แท่งดังกล่าวนี้จะต้องอยู่ห่างจากแนวแกนสะเทินของคาน ดังนั้นโมเมนต์ดัดท่ีเกิดโดยแรงท่ีอยู่ในแท่งจะ
มีมากรอบแกนสะเทิน หรือพูดอีกนัยหนึ่งว่าว่าแท่งเหล็กเสริมจะมีระยะปกคลุมโดยคอนกรีตเพื่อป้องกัน
มิให้แท่งเหล็กเสริมเกิดการกัดกร่อนหรือสูญเสียกำลังเมื่อมีไฟไหม้ ในการออกแบบคอนกรีตเสริมเหล็ก
แท้จริง ความสามารถของคอนกรีตท่ีรองรับแรงดึงจะไม่ถูกนำมาคิด ดังนั้นการกระจายหน่วยแรงต้ังฉาก
ปกติท่ีกระทำบนพื้นท่ีหน้าตัดของคานคอนกรีตเสริมเหล็กถูกสมมุติดังแสดงในรูปท่ี 6-4(ข)  

   

 

 

 

(ก) (ข) (ค) 

รูปท่ี 6-4 การแปลงหน้าตัดคอนกรีตเสริมเหล็ก   
 

 การวิเคราะห์หน่วยแรงจะทำท่ีตำแหน่งของแกนสะเทินและการหาหน่วยแรงท่ีมากท่ีสุดใน
เหล็กและคอนกรีต เริ่มแรกพื้นท่ีของเหล็ก As ต้องแปลงเป็นพื้นท่ีเทียบเท่าคอนกรีต โดยใช้แฟกเตอร์
การแปลง n = Esr /Econc อัตราส่วนนี้ ท่ีให้ n > 1 ถูกเลือก เนื่องจากมีปริมาณคอนกรีตมากท่ีสุดท่ี
แทนท่ีเหล็ก พื้นท่ีหน้าตัดแปลง คือ nAst และภาคตัดแปลงดังแสดงในรูปท่ี 6-4(ค) เมื่อ b แทนระยะ
จากส่วนบนของคานไปยังเหล็กท่ีแปลงแล้ว คือความกว้างของคาน และ h' เป็นระยะท่ียังไม่ทราบค่าวัด
จากส่วนบนของคานไปยังแกนสะเทิน สามารถหา h'  โดยใช้ความจริงท่ีว่าจุดเซนทรอยด์ C ของ
พื้นท่ีหน้าตัดของภาคตัดแปลงวางอยู่บนแกนสะเทินดังแสดงในรูปท่ี 6-4(ค) เมื่อเทียบกับแกนสะเทิน 
ดังนั้น โมเมนต์ของพื้นท่ีท้ังสอง y = yA/ A = 0 y = yA/ A = 0 y = yA/ A = 0 y = yA/ A = 0y = yA/ A = 0 y = yA/ A = 0  จะมีค่าเป็นศูนย์ เนื่องจาก ดังนั้น 

 ( )st
h'bh'  nA d h'  = 0
2

  − − 
 

 

 2
st st

b h' + nA h'  nA d = 0
2

−  

เมื่อ  h'  ได้มาจากสมการกำลังสองนี้ จากคำตอบนี้ จะสามารถนำไปหาค่าหน่วยแรงในคานได้ 



149 

 

กลศาสตร์ของวัสดุ II 

ตัวอย่างที่ 6.3 

 คานคอนกรีตเสริมเหล็กมีพื้นท่ีหน้าตัดแสดงในรูปตัวอย่างท่ี 6.3(ก) ถ้าคานถูกกระทำด้วย
โมเมนต์ดัด M = 60 kN.m  จงคำนวณหาหน่วยแรงต้ังฉากปกติในแต่ละแท่งเหล็กเสริมและหน่วยแรง
ต้ังฉากปกติท่ีมากท่ีสุดในคอนกรีต กำหนด Est = 200 GPa และ Ec = 25GPa 
 
วิธีทำ 

 เนื่องจากคานทำจากคอนกรีตในขบวนการวิเคราะห์จะไม่คิดกำลังของคอนกรีตในการรับหน่วย
แรงดึง 

 คุณสมบัติของภาคตัด (section properties) พื้นท่ีท้ังหมดของเหล็ก 2 2
stA = 2 π(12.5)  = 982 mm    

 แปลงเป็นพื้นท่ีคอนกรีตเทียบเท่าดังแสดงในรูปตัวอย่างท่ี 6.3(ข) นั่นคือ 
 

( )
3

2 2
s 3

200(10 )MPaA' = nA  = 982mm  = 7856 mm
25(10 )MPa

 

 
 

  
(ก) (ข) 
  

 
(ค) 
 

รูปตัวอย่างท่ี 6.3 
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จะได้จุดเซนทรอยด์ท่ีอยู่บนแกนสะเทิน  yA = 0   หรือ 

  ( ) ( )2h300 mm h 7,856 mm 400 mm  h  = 0
2


 − −  

  2h + 52.37h   20,949.33 = 0  −  
 
แก้หาคำตอบท่ีเป็นค่าบวก h  = 120.90 mm  

ใช้ค่านี้สำหรับ h'  หาโมเมนต์ความเฉื่อยของพื้นท่ีหน้าตัดแปลงรอบแกนสะเทินคือ 
 

   ( )( ) ( )
2

31 120.9 mmI = 300 mm 120.90 mm  + 300 mm 120.90 mm
12 2
   

     
 

        ( )2 2 + 7,856 mm 400 mm 120.90 mm −   

     6 4= 788.67 × 10  mm  
 
 หน่วยแรงต้ังฉากปกติ (normal stress) ประยุกต์ใช้สมการการดัดในหน้าตัดแปลงหน่วยแรง
ต้ังฉากปกติท่ีมากท่ีสุดในคอนกรีต คือ 
 

  ( ) ( ) ( ) ( )
conc 4 4max

60 kN m 1000 mm/m 120.90 mm 1000 N/kN
σ  = 9.20MPa

788.67 × 10  mm


=  

 
 หน่วยแรงต้ังฉากปกติท่ีต้านทานโดยคอนกรีตท่ีแทนด้วยเหล็ก คือ 
 

  ( ) ( ) ( ) ( )
conc 4 4

60 kN m 1000 mm/m 1000 N/kN 400 mm 120.9 mm
σ  =  =  21.23 MPa

788.67 × 10  mm
 −

  

 
 หน่วยแรงต้ังฉากปกติในแต่ละแท่งเหล็กเสริม คือ 
 

  ( ) ( )
( ) ( )

3

st conc 3

200 10 MPa
σ  = n σ'  =  21.23 MPa   = 169.84 MPa

25 10 MPa

 
 
 
 

 

 
 การกระจายของหน่วยแรงต้ังฉากปกติสามารถแสดงเชิงกราฟิกได้ดังแสดงในรูปตัวอย่างท่ี 6.3(ค) 
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แบบฝึกหัดท้ายบทท่ี 6 
 

1) คานประกอบมีวัสดุ A ทำจากเหล็กยึดติดกับวัสดุ B ทำจากทองเหลืองดังรูป มีโมเมนต์กระทำ 
M = 6.5 kN.m จงหาค่าหน่วยแรงอัดสูงสุดท่ีเกิดขึ้นในวัสดุท้ังสองชนิด และหน่วยแรงดัดท่ีเกิดขึ้นท่ีจุด
ต่อของวัสดุสองชนิด กำหนดให้ Ebr = 100 GPa และ Est = 200 GPa 

2) คานประกอบมีวัสดุ A ทำจากเหล็กยึดติดกับวัสดุ B ทำจากทองเหลืองดังรูป วัสดุท้ังสองมี
หน่วยแรงดัดท่ียอมให้ allow st(σ )  = 180 MPa และ allow br(σ )  = 60 MPa จงหา M สูงสุด ท่ีกระทำกับคาน 
กำหนดให้ Ebr = 100 GPa และ Est = 200 GPa 

3) คานไม้เสริมกำลังด้วยแผ่นเหล็กกล้าบริเวณด้านบนและด้านล่างของหน้าตัดดังรูป จงหาค่า
หน่วยแรงดัดสูงสุดท่ีเกิดขึ้นท่ีไม้และเหล็ก ถ้าคานนั้นมีโมเมนต์ดัด M = 5 kN.m และวาดรูปการ
กระจายหน่วยแรงดัดตลอดหน้าตัดของคาน เมื่อ Ew = 11 GPa และ Est = 200 GPa 

4) คานพลาสติกเสริมกำลังด้วยแผ่นอลูมิเนียมท้ังด้านบนและด้านล่างของหน้าตัดดังรูป จงหา
ค่าหน่วยแรงดัดสูงสุดท่ีเกิดขึ้นกับอลูมิเนียมและพลาสติก ถ้ามีโมเมนต์ดัดกระทำ M = 750 N.m,              
Eal = 70 GPa และ Epl = 14 GPa 

5) รางเหล็กท่ีใช้ในการเสริมกำลังคานไม้ดังรูป มีโมเมนต์ดัดกระทำ M = 12500 N.m  จงหา
หน่วยแรงดัดสูงสุดท่ีเกิดขึ้นกับเหล็กและไม้ เมื่อ Est = 290 GPa และ Ew = 16 GPa 

6) คานยื่นทำด้วยทองเหลืองหุ้มด้วยท่อเหล็ก มีโมเมนต์ดัดกระทำ 8 kN.m ท่ีปลายคาน จงหา
ค่าหน่วยแรงดัดสูงสุดเมื่อ Ebr = 100 GPa และ Est = 200 GPa 

   
รูปแบบฝึกหัดข้อ 1) รูปแบบฝึกหัดข้อ 2) รูปแบบฝึกหัดข้อ 3) 

 
 

 

 

 
 

รูปแบบฝึกหัดข้อ 4) รูปแบบฝึกหัดข้อ 5) รูปแบบฝึกหัดข้อ 6) 
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7) คานทำด้วยวัสดุ 3 ชนิดยึดติดกันเป็นช้ันๆ ดังรูป มีค่า Epvc  = 3.2 GPa, EE = 1.1 GPa และ 
EB = 5.6 GPa จงหาค่าหน่วยแรงดัดสูงสุดท่ีเกิดขึ้นที่วัสดุ PVC 

8) แผ่นบางส่วนบนทำจากอะลูมิเนียม 2014-T6 ถูกใช้เสริมคานพลาสติกเคปลาร์ 49          
ถ้ าห น่ วยแรง ดัด ท่ี ยอมรับ ได้ สำหรับอะ ลูมิ เนี ยม  allow al(σ )  = 40  ksi และสำหรับ เคป ลาร์                   

allow k(σ )  = 8 ksi  จงคำนวณหาโมเมนต์ดัดท่ีมากท่ีสุด M ท่ีกระทำต่อคาน 

9) คานประกอบขึ้นด้วยไม้และแผ่นเหล็กบาง A-36 ถ้าหน่วยแรงดัดท่ียอมรับได้สำหรับไม้  
allow w(σ )  = 20 MPa และสำหรับเหล็ก allow st(σ )  = 130 MPa จงคำนวณหาโมเมนต์ดัดสูงสุด M ท่ีคาน

สามารถรับได้อย่างปลอดภัย 

 10) คานเหล็กดังแสดงในรูปทำด้วยเหล็กซึ่งมีค่า Yσ = 250 MPa และ Uσ = 400 MPa
กำหนดให้สัดส่วนความปลอดภัยมีค่าเท่ากับ 2.50 จงหาขนาดของโมเมนต์ท่ีมากท่ีสุด ท่ีสามารถกระทำ
บนคานเมื่อมีการดัดรอบแกน z  

 11) จงทำโจทย์ข้อท่ี 10) โดยสมมุติว่าคานเหล็กมีการดัดรอบแกน y 

 12) คานซึ่งมีหน้าตัดดังแสดงในรูปทำด้วยอะลูมิเนียมผสมซึ่งมีค่า Yσ = 310 MPa และ   
Uσ = 480 MPa กำหนดให้สัดส่วนความปลอดภัยมีค่าเท่ากับ 3.00 จงหาขนาดของโมเมนต์ท่ีมากท่ีสุด

ท่ีสามารถกระทำบนคานเมื่อมีการดัดรอบแกน z 
 

 

 
 

 

รูปแบบฝึกหัดข้อ 7) รูปแบบฝึกหัดข้อ 8) 

 

 
 
 

 

รูปแบบฝึกหัดข้อ 9) รูปแบบฝึกหัดข้อ 10) รูปแบบฝึกหัดข้อ 12) 
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13) จงทำโจทย์ข้อ 12) โดยสมมุติว่าคานมีการดัดรอบแกน y 

 14) แรงในแนวด่ิง 2 แรงกระทำบนคานซึ่งมีหน้าตัดดังแสดงในรูป จงหาค่าความเค้นดึงและ
ความเค้นอัดสูงสุดในช่วง BC ของคาน 

 15) และ 16)  แรงในแนวด่ิง 2 แรงกระทำบนคานซึ่งมีหน้าตัดดังแสดงในรูป จงหาค่าความ
เค้นดึงและความเค้นอัดสูงสุดในช่วง BC ของคาน 

 17) จงทำโจทย์ข้อ 16) โดยสมมุติว่าเพิ่มความกว้างของปีกจาก 100 mm เป็น 125 mm  

 18) และ 19) กำหนดให้คานซึ่งมีหน้าตัดดังแสดงในรูปเกิดการดัดรอบแกนนอน และโมเมนต์
ดัดมีค่าเท่ากับ 5.5 kN.m จงหาขนาดของแรงรวมท่ีมากระทำ (a) บนแผ่นปีกด้านบน (b) บนส่วนท่ีแรง
เงาแผ่นเอว 
 
 
 
 
 
  

รูปแบบฝึกหัดข้อ 14) รูปแบบฝึกหัดข้อ 15) 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

รูปแบบฝึกหัดข้อ 16) รูปแบบฝึกหัดข้อ 18) 
 
 
 
 
 
 
 

รูปแบบฝึกหัดข้อ 19) 
 



154 

 

กลศาสตร์ของวัสดุ II 

 20) กำหนดให้คานซึ่งมีหน้าตัดดังแสดงในรูปเกิดการดัดรอบแกนนอน และโมเมนต์ดัดมีค่า
เท่ากับ 4 kN.m จงหาขนาดของแรงรวมที่มากระทำบนส่วนท่ีแรงเงาในหน้าตัดคาน 

 21) จงทำโจทย์ข้อท่ี 20) โดยสมมุติว่าคานมีการดัดรอบแกนด่ิงโดยโมเมนต์ขนาดเท่ากับ         
4 kN.m  

 22) และ 23 ) สำหรับวัสดุหล่อดังแสดงในรูป จงหาขนาดของโมเมนต์ M ท่ีมากท่ีสุด              
ท่ีสามารถมากระทำโดยไม่ทำให้ความเค้นมีค่าเกิน allσ = +40 MPa และ allσ = -105 MPa 
 

   
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปแบบฝึกหัดข้อ 20) รูปแบบฝึกหัดข้อ 22) รูปแบบฝึกหัดข้อ 23) 
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บทท่ี 7  
การโก่งของเสา 

 
7.1 บทนำ 

 เสาเป็นช้ินส่วนรับแรงอัดท่ีลักษณะช้ินยาวและชะลูด เมื่อให้ภาระเพิ่มขึ้นอย่างช้าๆ แล้วจะวิบัติ
โดยการโก่งเดาะ (buckling) ท่ีภาระต่ำกว่าภาระท่ีจะวิบัติเนื่องจากการอัดอยู่มาก ในเรื่องนี้นั้น เสาจึง
แตกต่างจากช้ินส่วนรับแรงอัดท่ีส้ัน ซึ่งแม้ว่าจะให้ภาระแบบเยื้องศูนย์ แต่จะไม่โก่งทางด้านข้าง แต่มัก
พิจารณาว่าช้ินส่วนรับแรงอัดจะเป็นเสาเมื่อความยาวที่ไม่รองรับมากกว่าสิบเท่าของขนาดหน้าตัดด้านท่ี
น้อยท่ีสุด 

 เสาจะถูกแบ่งประเภทออกเป็นสองกลุ่ม คือ เสาส้ันและเสายาวปานกลาง และในบางครั้งนั้น
ช้ินส่วนรับแรงกดท่ีมีลักษณะส้ันมากก็มักถูกจัดอยู่ในกลุ่มท่ีสาม ความแตกต่างระหว่างกลุ่มท้ังสามจะ
กำหนดได้จากพฤติกรรม เสายาวจะวิบัติโดยการโก่งดัดหรือการดัดด้านข้างมากเกินไป เสายาวปาน
กลางจะวิบัติเนื่องจากการโก่งดัดกับการอัด ส่วนช้ินส่วนรับแรงกดจะวิบัติจากแรงอัดเป็นหลัก ซึ่งจะ
พิจารณาความแตกต่างเหล่านี้อย่างละเอียดต่อไป 

 เสาในอุดมคติจะเป็นชิ้นส่วนเนื้อเดียวกันท่ีมีหน้าตัดคงท่ีซึ่งเดิมเป็นเส้นตรงและรับภาระอัดตาม
แนวแกน อย่างไรก็ตามเสาท่ีแท้จริงจะมีความบกพร่องเนื่องจากวัสดุและการประกอบ รวมท้ังการ
กระทำของแรงแบบเยื้องศูนย์โดยความบังเอิญ ซึ่งทำให้เกิดผลท่ีขยายแสดงไว้ในรูปท่ี  7-1 การโก่ง
ระยะแรกของเสากับการกระทำของภาระทำให้เกิดระยะเยื้องศูนย์ท่ีกำหนดไม่ได้ e ท่ีเทียบกับ
จุดศูนย์ถ่วงของหน้าตัดมาตรฐาน m-n ภาระบนหน้าตัดนี้จะคล้ายกับภาระบนเสาส้ัน (short strut) ท่ี
รับภาระเย้ืองศูนย์ และความเค้นลัพธ์เกิดจากการประกอบความเค้นอัดและความเค้นแอ่นเข้าโดยตรง 
 

 
 

รูปท่ี 7-1 ปัจจัยท่ีมีผลต่อภาระเบนศูนย์ในเสา 
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 ถ้าระยะเยื้องศูนย์มีค่าน้อยและช้ินส่วนมีความยาวน้อยแล้ว การแอ่นทางด้านข้างจะไม่ต้อง
พิจารณาได้และไม่มีผลกระทบโครงสร้างอย่างเด่นชัดเมื่อเทียบกับความเค้นอัดโดยตรง  แต่ช้ินส่วนยาว
นั้นมีความยืดหยุ่นมากเพราะว่าระยะโก่งไม่แปรผันตามกำลังสามของความยาว ดังนั้นค่าของ P ท่ี
ค่อนข้างต่ำก็อาจจะทำให้เกิดความเค้นแอ่นท่ีสูงและตามด้วยความเค้นอัดตรงท่ีไม่พิจารณาได้ ดังนั้นใน
ภาวะขีดสุดนั้น เสาส้ันจะรับความเค้นอัดโดยตรงเป็นส่วนใหญ่ และเสายาวจะรับความเค้นแอ่นเป็นส่วน
ใหญ่ เมื่อความยาวของเสาเพิ่มข้ึนแล้ว ความเค้นอัดโดยตรงจะมีความสำคัญน้อยลง และความเค้นแอ่น
จะมีความสำคัญมากขึ้น อย่างไรก็ตามในเสายาวปานกลางนั้นไม่จำเป็นต้องกำหนดอัตราการ
เปล่ียนแปลงความเค้นเหล่านี้หรืออัตราส่วนของความเค้นแต่ละชนิดท่ีกลายเป็นความเค้นลัพธ์ ความไม่
ชัดเจนเช่นนี้ทำให้มีสมการของเสายาวปานกลางหลายสมการ ซึ่งส่วนใหญ่จะได้อธิบายในหัวข้อท่ี 7.5 

 ในหัวข้อนี้จะไม่กำหนดเกณฑ์การแบ่งแยกระหว่างเสายาวกับเสาปานกลาง ยกเว้นความจริง
ท่ีว่าเสายาวมักรับความเค้นแอ่นเป็นส่วนใหญ่ และเสายาวปานกลางมีความเค้นโดยตรงกับความเค้น
แอ่นร่วมกัน ความแตกต่างระหว่างเสาเหล่านี้ในรูปของความยาวที่แท้จริงจะได้อธิบายอย่างละเอียดเมื่อ
ได้ศึกษาพฤติกรรมในเสายาวในหัวข้อต่อไป 
 
7.2 น้ำหนักบรรทุกวิกฤต   

 น้ำหนักบรรทุกวิกฤต (critical load) พิจารณาจากตัวอย่างดังนี้ เสายาวท่ีมีจุดหมุนท่ีปลายถูกยึด
ไว้ในแนวด่ิง เพื่อให้ดัดตัวได้อิสระในทุกทิศทางภาระราบท่ีกึ่งกลาง H จะกระทำเพื่อให้ดัดในระนาบท่ี
อ่อนไหวท่ีสุดตามรูปท่ี 7-1(ก) เนื่องจากความเค้นแอ่นเป็นสัดส่วนกับระยะโก่ง ดังนั้นความเค้นจะไม่
เปล่ียนแปลงถ้าภาระแนวแกน P กระทำท่ีแต่ละปลายตามรูปท่ี 7-2(ข)  ในเวลาเดียวกัน H จะลดลงเมื่อ 
P เพิ่มขึ้นเพื่อไม่ให้ระยะโก่งท่ีกึ่งกลาง   เปล่ียนแปลงไป ดังนั้นโมเมนต์ดัดท่ีกึ่งกลางเสาจะเป็น 
 

 +
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2
L

2
HM      (7-1) 

 
 = )P(M cr       (7-2) 
 
เมื่อ H ลดลงเป็นศูนย์ ในท่ีนี้จะเห็นจากรูปท่ี 7-2(ค) ว่า Pcr เป็นภาระวิกฤตท่ีรักษาเสาไว้ในตำแหน่งท่ีโก่ง 
โดยไม่มีแรงกดด้านข้าง การเพิ่มค่า P เหนือค่านี้จะเพิ่มระยะโก่ง   และจึงเพิ่ม M  แล้วก็   และอื่นๆ 
จนเสาวิบัติหรือหักงอ อีกประการหนึ่ง ถ้า P ลดลงเล็กน้อยใต้ค่าวิกฤตนี้แล้ว ระยะโก่งจะลดลงและเสา
จะยืดตัดออกตรงๆ ดังนั้น ภาระวิกฤตจึงเป็นภาระสูงสุดในแนวแกนท่ีเสาจะรับได้และยังเป็นเส้นตรง 
แม้ว่าอยู่ในกรณีท่ีไม่เสถียร คือแรงผลักเพียงเล็กน้อยทางด้านข้างจะทำให้เสาล้มได้ตามรูปท่ี 7-2(ค)   
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(ก)            (ข)                  (ค) 

 
รูปท่ี 7-2 คานและเสาท่ีแอ่นเท่ากัน 

 
7.3 เสายาวท่ีใช้สมการของออยเลอร์  

 การวิเคราะห์เสายาวทางทฤษฎีได้ดำเนินการโดยนักคณิตศาสตร์ชาวสวิตเซอร์แลนด์ ช่ือ ลีออน
ฮาร์ด ออยเลอร์ (Leonhard Euler) ในปี ค.ศ. 1757 ซึ่งได้ทำการวิเคราะห์ด้วยสมการอนุพันธ์ของเส้น
โค้งยืดหยุ่น EI (d2y/dx2) = M และเรารู้ว่าการวิเคราะห์เช่นนั้นจะได้ผลเฉพาะเมื่อความเค้นไม่เกิน
ขอบเขตแปรผัน ในสมัยของออยเลอร์นั้น  ยังไม่มีแนวความคิดของความเค้นหรือความเค้นจำกัดท่ี
ขอบเขตจำกัด ดังนั้นออยเลอร์จึงไม่เน้นแนวความคิดของขอบเขตบนของภาระวิกฤต P ขอบเขตบน
เช่นนี้จะได้พิจารณาในหัวข้อท่ี 7.4  

 รูปท่ี 7-3 แสดงถึงเส้นกึ่งกลางของเสาท่ีอยู่ในภาวะสมดุลภายใต้ภาระวิกฤต P เราสมมุติว่าเสา
มีปลายเป็นจุดหมุน (มีลักษณะกลม มีหมุดหรือมีสลัก) ท่ีถูกจำกัดไม่ให้เคล่ือนตัวทางด้านข้าง ระยะโก่ง
สูงสุด   มีค่าน้อยมากจนไม่มีความแตกต่างมากระหว่างความยาวด้ังเดิมของเสากับระยะฉายในระนาบด่ิง 
ภายใต้เงื่อนไขเช่นนี้นั้นความลาด dy/dx จะน้อยมากจนเราอาจจะใช้สมการอนุพันธ์ประมาณต่อเส้น
โค้งยืดหยุ่นของคาน หรือ 
 

 Py)y(PM
dx

ydEI 2

2

−=−==     (7-3) 

 
เมื่อ M เป็นลบเพราะว่าในรูปท่ี 7-3 นั้น ระยะโก่ง y เป็นลบ ถ้าเสาโก่งในทิศทางตรงกันข้ามจน y เป็น
บวกแล้ว M ก็ยังเป็นลบเพราะโมเมนต์มีทิศทางไปทางลบ 
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รูปท่ี 7-3 ลักษณะการแอ่นตัวของเสา 

 
 เราไม่สามารถจะอินทิ เกรตสมการท่ี  7-3 ได้โดยตรง เพราะว่า M ไม่ ใช่ฟังก์ ช่ันของ x     
อย่างไรก็ตาม เราใช้วิธีการแก้สมการนี้สองวิธี จากหลักการของวิชาพลศาสตร์แล้วจะเห็นว่าสมการท่ี 7-3 
คล้ายกับสมการการแกว่งอิสระ 

 kx
dt

xdm 2

2

−=       

ซึ่งคำตอบท่ัวไปจะเป็น 

 









+









=

m
ktcosC

m
ktsinCx 21     

ในทำนองเดียวกัน  คำตอบของสมการท่ี 7-3 จะเขียนได้เป็น 











+









=

EI
PxcosC

EI
PxsinCy 21    (7-4) 

เมื่อแทนค่า y = 0  เมื่อ x = 0 ลงในสมการ 7-4 แล้วจะได้ 0C2 =  ถ้าเราใช้ y = 0 ท่ี x = L แล้วก็จะได้ 

 









=

EI
PLsinC0 1  

ซึ่งค่านี้จะสมจริงเมื่อ 0C1 =  (คือเสาไม่ถูกดัด) หรือเป็น 

 = n
EI
PL      ( )n = 0, 1, 2, 3, .....   

ซึ่งได้ 

 2

2
2

L
EInP 

=       (7-5) 

วิธีแก้สมการอีกวิธีคือการใช้วิธีการอนุพันธ์ จะแกส้มการท่ี 7-3 ได้โดยเขียนไว้ในรูป 
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 Py
dx
dy

dx
dEI −=






  

เมื่อคูณสมการนี้กับ 2dy เพื่อให้ได้อนุพันธ์ที่สมบูรณ์แล้ว เราจะอินทิเกรตได้ 

 1
2

2

CPy
dx
dyEI +−=






      (7-6) 

 

เนื่องจาก ตามรูปท่ี 7-3 นั้น =y  เมื่อ dy/dx = 0 เมื่อแทนค่าลงในสมการท่ี 7-6 แล้วจะได้ 2
1 PC =   

ดังนั้นสมการท่ี 7-6  จะเป็น 

 )y(P
dx
dyEI 22

2

−−=





  

หรือ 22 y
EI
P

dx
dy

−=  

เมื่อแยกตัวแปรแล้ว  เราจะได้ dx
EI
P

y

dy
22
=

−
 

ซึ่งเมื่ออินติเกรตแล้วก็จะได้ 2
1 C

EI
Pxysin +=


−  

ในการหาค่า 2C  นั้น เราจะใช้ความสัมพันธ์ y = 0  เมื่อ x = 0  ดังนั้น C2 = 0  และ 

 









==


−

EI
Pxsinyor

EI
Pxysin 1    (7-7) 

ซึ่งแสดงว่าเสามีรูปทรงแบบคล่ืนไซน์  เมื่อให้ y = 0  ท่ี x = L  แล้วสมการท่ี 7-7  จะเป็น 

 0
EI
PLsin =








  

หรือ = n
EI
PL   ( )n = 0, 1, 2, 3, .....   

 

ซึ่ง 
2

2
2

L
EInP 

=       (7-8) 

 

และค่านี้จะตรงกับค่าท่ีได้มาจากสมการท่ี 7-5 ท่ีผ่านมา 
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 ค่า n = 0 จะไม่มีความหมายเพราะว่าภาระ P จะเป็นศูนย์ สำหรับ n ค่าอื่นๆ นั้น เสาจะ
เปล่ียนรูปไปตามรูปท่ี 7-4 ท้ังนี้ รูป(ก) จะมีความสำคัญมากท่ีสุด ค่าอื่นจะเกิดขึ้นเมื่อภาระสูงขึ้นและ
เมื่อยึดรั้งเสาท่ีจุดกึ่งกลางหรือระยะทุกหนึ่งในสาม ตามลำดับ1 ภาระวิกฤตของเสาท่ีมีปลายเป็นจุดหมุน
จึงเป็น   
 

 
2

2

L
EIP 

=       (7-9) 
 

 ภาระวิกฤตของเสาท่ีปลายเป็นแบบอื่นนั้นจะแสดงได้ในรูปของภาระวิกฤตของเสาท่ีมีจุดหมุน 
ซึ่งเป็นกรณีเบ้ืองต้น ดังนั้นจากความสมมาตรแล้ว เสาท่ีมีปลายติดแน่นตามรูปท่ี 7-5(ก) มีจุดเปล่ียนโค้ง
ท่ีจุดหนึ่งในส่ีของความยาวท่ีไม่ได้รองรับ เนื่องจากโมเมนต์ดัดเป็นศูนย์ท่ีจุดเปล่ียนโค้ง แผนภูมิแรงจึง
แสดงว่าระยะครึ่งหนึ่งของเสาท่ียึดปลายจะเท่ากับเสาท่ีติด จุดหมุนและมีความยาวประสิทธิผล 

2/LLe =  ถ้าแทนค่านี้ลงในสมการท่ี 7-9 แล้ว ภาระวิกฤตของเสาท่ียึดปลายจะเป็น 
 

 2

2

2

2

2
e

2

L
EI4

2
L

EI
L

EIP 
=










=


=     (7-10) 

 

ซึ่งมีกำลังเป็นส่ีเท่าของเสาท่ีปลายเป็นจุดหมุน 
 

 
 

รูปท่ี 7-4 ผลของ n ต่อภาระ 
 
 
 

เมื่อรูปที่ 7-4 ที่จุดกึ่งกลางแล้วจะให้รูปที่ 7-4 ที่มีความยาวเทียบเท่า 1/2L แทนค่า 1
L

2
ในค่า L ในสมการที่ 7-9 จะเพิ่มภาระวิกฤตขึ้น 4 เท่า 

ซึ่งตรงกับสมการที่ 7-8 เมื่อ n = 2 
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รูปท่ี 7-5(ก) ยังให้วิธีหาภาระสูงสุดของเสาท่ีฝังปลายด้านหนึ่งและปลายอีกด้านหนึ่ ง                
เป็นอิสระ คือเสาแบบเสาธง ภาระวิกฤต รูปท่ี 7 -5(ข) และท่ีเสาปลายยึด รูปท่ี 7-5(ก) จะเท่ากัน     
เมื่อเสายึดปลายยาวเป็นส่ีเท่าของเสาแบบเสาธง หรืออาจกล่าวได้ว่า เมื่อความยาวสมดุล Le ซึ่งเป็นส่ี
เท่าของความยาวจริงแทนท่ีลงในสมการท่ี 7-10 แล้ว ภาระวิกฤตท่ีเสาแบบเสาธงจะเป็น 
 

 2

2

2

2

2
e

2

L
EI

4
1

)L4(
EI4

L
EI4P 

=


=


=     (7-11) 

 
ซึ่งภาระนี้เป็นหนึ่งในส่ีของภาระวิกฤตของเสาท่ีมีจุดหมุนท่ีมีความยาวเท่ากัน 
 

 
(ก)                 (ข) 

รูปท่ี 7-5 พฤติกรรมเสาปลายยึดแน่นท้ังสองด้าน 
 
 เสาแบบอื่นๆ มีจุดหมุนท่ีปลายด้านหนึ่งและยึดแน่นไว้ด้านหนึ่งดังรูปท่ี 7-6 เสาเช่นนี้จะมีจุด
เปล่ียนโค้งท่ีประมาณ 0.7L จากปลายท่ียึดแน่น เมื่อแทนค่าความยาวประสิทธิผล  Le =  0.7L ลงในสมการ
ท่ี 7-9 แล้วก็จะได้ 
 

 2

2

2

2

2
e

2

L
EI2

)L7.0(
EI

L
EIP 

=


=


=   (โดยประมาณ)  (7-12) 

 

 
รูปท่ี 7-6 เสาท่ีติดหมุดท่ีปลายด้านหนึ่งและฝังไวท่ี้ปลายอีกด้านหนึ่ง 

(ค) 
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 ผลของเงื่อนไขของปลายต่อภาระวิกฤตจึงแสดงได้ในรูปของภาระวิกฤตของเสามี จุดหมุนแบบ
พื้นฐานท่ีมีความยาวเท่ากัน ส่ิงท่ีเราต้องการก็คือการใช้สมการท่ี 7-9 คูณด้วยตัวคูณ N  ซึ่งเปล่ียนแปลง
ไปตามเงื่อนไขของปลายตามท่ีสรุปไว้ในตารางต่อไปนี้ หรืออาจจะแทนค่า L ในสมการท่ี 7-9 ด้วยค่าใน
ตารางของความยาวประสิทธิผลหรือความยาวแก้ไข Le นั่นคือ 
 

  2
e

2

2

2

L
EI

L
EINP 

=


=  
 

ตารางที่ 7.1  ความยาวประสิทธิผลของเสา 
 

เง่ือนไขของปลาย N = จำนวนเท่าของกำลัง 
ของเสาที่ปลายหมุน 

Le = ความยาวประสทิธิผล 

ยึดปลาย 
ยึดปลายหน่ึง  หมุนอีกปลายหน่ึง 
หมุนทั้งสองปลาย 
ยึดปลายหน่ึง  เป็นอิสระอีกปลายหน่ึง 

4 
2 
1 

1/4 

1/2L 
0.7L 

L 
2L 

 

7.4 ข้อจำกัดของสมการของออยเลอร์  

 โดยท่ัวไปเสาจะโก่งดัดตามทิศทางท่ีอ่อนแอท่ีสุด ตามพฤติกรรมดังกล่าว เนื่องจากความ
ต้านทานการโค้งตัวเปล่ียนแปลงตามโมเมนต์ความเฉ่ือย ค่าของ I ในสมการเสาจึงมักเป็นโมเมนต์ความ
เฉ่ือยท่ีน้อยท่ีสุดของหน้าตัด ดังนั้น แนวโน้มของการโก่งดัดจึงเกิดขึ้นรอบแกนโมเมนต์ความเฉ่ือยท่ีน้อย
ท่ีสุดของหน้าตัด 

 สมการของออยเลอร์ยังคงแสดงว่าภาระวิกฤตท่ีทำให้โก่งดัดจะไม่ขึ้นอยู่กับกำลังของวัสดุ แต่
ขึ้นอยู่กับขนาดและสัมประสิทธิ์ความยืดหยุ่นของเท่านั้น ดังนั้นเสาชะลูดท่ีคล้ายกันในสองมิติท่ีเสาหนึ่ง
เป็นเหล็กกำลังสูงและอีกเสาหนึ่งเป็นเหล็กโครงสร้างธรรมดาจะโก่งดัดภายใต้ภาระวิกฤตเดียวกัน แม้ว่า
กำลังของเสาจะแตกต่างกัน แต่มีสัมประสิทธิ์ความยืดหยุ่นเหมือนกัน การออกแบบท่ีดียังต้องให้มีหน้า
ตัดท่ีมีโมเมนต์ความเฉ่ือยมากท่ีสุด ดังนั้น ในพื้นท่ีท่ีกำหนดให้นั้น วัสดุควรกระจายออกจากจุดศูนย์ถ่วง
ให้มากท่ีสุดและให้โมเมนต์ความเฉื่อยรอบแกนหลักเท่ากันหรือเกือบเท่ากันมากท่ีสุด 

 ในการใช้สมการของออยเลอร์นั้น ความเค้นจากการดัดท่ีเกิดการโก่งดัดต้องไม่เกินขอบเขต
จำกัด เราจะหาความเค้นนี้ได้จากการแทนค่าโมเมนต์ความเฉ่ือยด้วย Ar2 ท่ีมีค่าเท่ากัน เมื่อ A เป็น
พื้นท่ีหน้าตัดและ r เป็นรัศมีท่ีน้อยท่ีสุดในการหมุน ซึ่งในกรณีพื้นฐานท่ีเสามีจุดยึดหมุนอิสระนั้น สมการ
ท่ี 7-9 จะเป็น 

 
2

2

)r/L(
E

A
P 
=       (7-13) 
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สำหรับเงื่อนไขปลายแบบอื่น ๆ นั้น  ให้แทนค่าความยาวท่ีเท่ากันของเสามี จุดยึดหมุนอิสระ            
จากตารางในตอนท่ีแล้ว 

 ในท่ีนี้ P/A เป็นความเค้นเฉล่ียของเสาเมื่อมีภาระวิกฤต เรามักเรียกความเค้นนี้ว่า ความเค้นวิกฤต 
ค่าจำกัดคือความเค้นในของเขตจำกัด อัตราส่วน L/r นั้นจะเรียกว่า อัตราส่วนความชะลูดของเสา  
เนื่องจากเสาท่ีมีภาระในแนวแกนจะโก่งดัดรอบแกนท่ีมีโมเมนต์ความเฉื่อยน้อยท่ีสุด ดังนั้นรัศมีการหมุน
จึงควรใช้เพื่อหาอัตราส่วนความเรียว 

 โดยท่ัวไปแล้ว เรากำหนดเสายาวตามท่ีใช้สมการของออยเลอร์  อัตราส่วนความเรียวจำกัดท่ี
จำกัดขอบเขตล่างของสมการของออยเลอร์จะหาได้ง่ายจากการแทนสมการท่ี 7-13 ด้วยค่าของขอบเขต
จำกัดและสัมประสิทธิ์ความยืดหยุ่นของวัสดุท่ีกำหนดท่ีรู้ค่าอยู่แล้ว  ขอบเขตแปรผันนี้จะเปล่ียนไปตาม
วัสดุท่ีต่างกัน และตามเกรดของวัสดุเดียวกันอีกด้วย2 

 ตัวอย่างเช่น  เหล็กท่ีมีขอบเขตจำกัด 200 MPa  และ E = 200 GPa  นั้น อัตราส่วนความ
เรียวที่จำกัดจะเป็น    

 
2 2

6

L (200×100)π L= 10000 or 100
r 200×10 r

    
 

 
 

 พิจารณาตามเส้นทึบในรูป 7-7 นั้น เมื่อค่าต่ำกว่านี้ตามเส้นประของเส้นโค้งของออยเลอร์ 
หน่วยภาระออยเลอร์จะเกินขอบเขตแปรผัน ดังนั้น เมื่อ L/r < 100 แล้ว สมการของออยเลอร์จะใช้ไม่ได้ 
และขอบเขตแปรผันจะเป็นความเค้นวิกฤต L/r > 100 เส้นโค้งยังคงแสดงว่าความเค้นวิกฤตหรือความ
เค้นท่ียินยอมได้ในเสาจะลดลงอย่างรวดเร็วตามอัตราส่วนความเรียวที่เพิ่มข้ึนตามสมการของออยเลอร์ 

 
 

รูปท่ี 7-7 ตัวอย่างของเหล็กท่ีมีความเค้นวิกฤตหรือความเค้นท่ียินยอมได้ 
 

 ในตอนสุดท้ายนั้น ให้สังเกตว่าสมการของออยเลอร์จะกำหนดภาระวิกฤต และไม่ใช่ภาระท่ีใช้งาน 
จึงจำเป็นต้องหารด้านขวามือของสมการแต่ละตัวด้วยอัตราส่วนความปลอดภัยท่ีเหมาะสม ซึ่งมักเป็น 
1.7 ถึง 2.5  โดยข้ึนอยู่กับวัสดุ เพื่อให้ได้ความเค้นท่ียอมได้ท่ีใช้งานได้จริงๆ 
 
 
 

2 ในที่น้ีเราใช้ r เพื่อแสดงรัศมีการหมุนเพื่อให้สอดคล้องกับสัญลักษณ์ AISC ต้องไม่สับสน r น้ีกับ r ที่มี มักใช้เป็นรัศมีของวงกลม 
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ตัวอย่างท่ี 7.1  

 จงเลือกวัสดุรูปทรง W ท่ีเบาท่ีสุด ซึ่งใช้เป็นเสาท่ียาว 7 เมตร เพื่อรับภาระในแนวแกน 450 kN  
และใช้สัมประสิทธิ์ความปลอดภัยเท่ากับ 3 โดยให้ (ก) ท้ังสองปลายมีหมุดหมุน และ (ข) ยึดปลายด้าน
หนึ่งและปลายอีกด้านหนึ่งมีหมุดหมุน โดยใช้ PLσ = 200 MPa  และ  E = 200 GPa 
 
วิธีทำ 

 (ก)   
 สำหรับเหล็กท่ีขอบเขตแปรผันเป็น 200 MPa  นั้น ตามหลักการของออยเลอร์สำหรับปลายท่ีมี
หมุดหมุนต้องเป็น L/r   100  ถ้า L/r < 100 แล้ว  ความเค้นจำกัดจะเป็นขอบเขตจำกัด 

 ภาระท่ีกระทำนั้นเมื่อคูณกับอัตราส่วนความปลอดภัยแล้ว จะให้ภาระวิกฤตของออยเลอร์ 
1350 kN  เมื่อใช้สมการของออยเลอร์และแก้สมการหาค่า I แล้วเราจะได้ 
 

  






 
= 2

2

L
EIP  

2 3 2

2 9 2

PL (1350×10 )(7)I = =
Eπ (200×10 )(π )

 

 
    -6 4 6 433.5×10 m = 33.5×10 mm=  
 
และเมื่ออัตราส่วนความเรียว L/r > 100  ซึ่งจะได้  r ท่ีน้อยท่ีสุดดังนี้ 
 

    L 7000r = = 70.0 mm
100 100

  

 
 เกณฑ์เหล่านี้ทำให้หน้าตัดต้องมีอย่างน้อย I > 33.5  106 mm 4  และอย่างน้อย  r  70.0 มม.  
ซึ่งจะต้องเลือกเหล็ก W250  73  ท่ี I  น้อยท่ีสุดเป็น  I = 38.8  10 6 mm 4  และ  r น้อยท่ีสุดเป็น 
64.7 มม.  

 ถ้าหน้าตัดขึ้นอยู่กับขอบเขตแปรผันแล้ว หน้าตัดจะต้องมีพื้นท่ีน้อยท่ีสุด 6750 มม.2 (ได้จาก
การหารภาระ 1350 kN  ด้วยอัตราส่วนจำกัด 200 MPa) และ r น้อยท่ีสุดมากกว่า 70.0 มม. เงื่อนไข
เหล่านี้จะตรงกับช้ินส่วน W310  97 ท่ี A = 12300 มม.2 และ r น้อยท่ีสุดเป็น 77.0 มม. 

 ดังนั้นหน้าตัดท่ีเบาท่ีสุดจึงเป็น  W250  73 
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(ข)  
ภาระวิกฤตของออยเลอร์เป็น 1350 kN  ดังตัวอย่างข้างต้น เมื่อปลายด้านหนึ่งถูกยึด และอีก

ด้านหนึ่งมีหมุดหมุนแล้ว ความยาวประสิทธิผลของเสามีหมุดหมุนสมมูลย์จะเป็น 0.7L = 0.7(7) = 4.9 เมตร 
เมื่อใช้ความยาวประสิทธิผลนี้แทนความยาวท่ีแท้จริงแล้ว  เราจะพบว่าเกณฑ์ของสมการของออยเลอร์ 
จะเป็น 
 

 I³  
2 3 2

-6 4
2 9 2

PL (1350×10 )(4.9)= = 16.4×10 m
Eπ (200×10 )π

  

 6 416.4×10 mm  
 

และ r  L 4900= = 49.0mm
100 100

  

 
หน้าตัดท่ีเบาท่ีสุดท่ีสอดคล้องกับเงื่อนไขเหล่านี้ คือ W360  64 ท่ี I น้อยท่ีสุดเป็น 18.8  10 6 mm 4  
และ r น้อยท่ีสุดเป็น 48.1 มม. 
 
 เกณฑ์อื่นๆ ตามขอบเขตแปรผันจะเป็น 
 

 A
3

-3 2 2
6

1350×10 = 6.75×10 m = 6750 mm
200×10

  

 
ซึ่งหน้าตัดท่ีเบาท่ีสุดจะเป็น W250  58  และ A = 7420 mm2  และ r = 50.33 มม. เมื่อเทียบเกณฑ์
ท้ังสองชุดแล้ว  เราจะพบว่าหน้าตัดท่ีเหมาะสมจะเป็น W250  58   

 เมื่อนักศึกษาพิจารณาไม่ละเอียดอาจจะพยายามเลือกหน้าตัดตามขนาดของ  I  โดยไม่ตรวจหา 
r  และเลือกหน้าตัด W200  52  ท่ี  I  น้อยท่ีสุดเป็น  17.8  104 แต่หน้าตัดท่ีมี r น้อยท่ีสุดเป็น 
51.7 มม. และมีพื้นท่ี 6660 มม.2 ซึ่งทำให้ความเค้นสูงกว่าขอบเขตแปรผัน 200 MPa  ดังนั้นจึงใช้ไม่ได้
เพราะว่าเกินขอบเขตความเครียด-ความเค้นแปรผันท่ีใช้กับสมการของออยเลอร์ 

 ตัวอย่างนี้แสดงความสำคัญของอัตราส่วนความชะลูดของการวิเคราะห์เสา ในข้อ (ก) นั้น การ
เลือกจะควบคุมจากเสถียรภาพทางความยืดหยุ่น (คือ การใช้สมการของออยเลอร์) เมื่อในข้อ (ข) นั้นจะ
เลือกโดยการใช้ขอบเขตจำกัด 
 



166 

 

กลศาสตร์ของวัสดุ II 

แบบฝึกหัดย่อย 

1) ไม้ขนาด 50 มม. x 100 มม. ถูกใช้เป็นเสาท่ีตรึงปลาย จงหาความยาวท่ีน้อยท่ีสุดซึ่งใช้
สมการของออยเลอร์ได้ ถ้า E = 10 GPa และขอบเขตแปรผันเป็น 30 MPa  จงหาภาระกลางเสาท่ี
อัตราส่วนความปลอดภัย 2 เมื่อเสายาว 2.5 เมตร   (ตอบ: L = 1.66 m; P = 32.9 kN) 

2) เสาอะลูมิเนียมส้ัน ยาว 6 ฟุต มีหน้าตัดเป็นส่ีเหล่ียมผืนผ้าขนาด 3/4 นิ้ว x 2 นิ้ว และยึด
สกรูท่ีปลายแต่ละด้านเพื่อให้เป็นเสามีจุดหมุนตามแกนท่ีต้ังฉากกับด้าน 2 นิ้ว และเป็นเสาตรึงปลาย
ตามแกนท่ีต้ังฉากกับด้าน 3/4 นิ้ว จงหาภาระกลางท่ีปลอดภัยเมื่อใช้อัตราส่วนความปลอดภัย 2 และ  
E = 10.3  106 psi (ตอบ: P = 2770 ปอนด์) 

3) คานส่ีเหล่ียมจัตุรัส รองรับภาระ 20 kip ท่ีความยาว 10 ฟุต สมมุติว่าปลายกลมแล้วจงหา
ความยาวของแต่ละด้าน ให้ใช้ E = 29  106 psi (ตอบ: 1.86 นิ้ว) 

4) จงแก้โจทย์ข้อ 3) เมื่อเสาทำจากไม้ท่ี E = 1.6  106 psi 

5) เหล็กแชลแนล C310  45 ถูกยึดไว้เป็นตะแกรงเพื่อให้มีโมเมนต์ความเฉื่อยเท่ากันรอบ
แกนหลัก จงหาความยาวท่ีน้อยท่ีสุดของเสาท่ีมีหน้าตัดนี้ เมื่อปลายมีหมุดหมุน E = 200 GPa และ
ขอบเขตแปรผันเป็น 240 MPa จงหาภาระท่ีปลอดภัยท่ีเสายาว 12 เมตร จะรับได้เมื่ออัตราส่วนความ
ปลอดภัยเป็น 2.5 (ตอบ: L = 989 เมตร  P = 742 kN) 

6) จงแก้โจทย์ข้อ 5) เมื่อปลายด้านหนึ่งถูกตรึงและปลายอีกด้านหนึ่งมีจุดหมุน 

7) จงเลือกเหล็กรูป W ท่ีเบาท่ีสุดซึ่งเป็นเสายาว 8 ฟุต และมีปลายเป็นจุดหมุน มีภาระใน
แนวแกน 270 kN และอัตราส่วนความปลอดภัยเป็น 2.5 สมมุติให้ขอบเขตแปรผันเป็น 200 MPa และ  
E = 200 GPa (ตอบ: W250  67) 

8) จงเลือกเหล็กรูป W ท่ีเบาท่ีสุด ซึ่งเป็นเสายาว 40 ฟุต และตรึงปลาย มีภาระในแนวแกน     
150 ksi และอัตราส่วนความปลอดภัยเป็น 2 สมมุติให้ขอบเขตแปรผันเป็น 30 ksi  E = 29 x 106 psi     
จงหาเกณฑ์ท่ีใช้กำหนดหน้าตัด 
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7.5 เสายาวปานกลาง-สูตรจากการทดลอง  

 ในหัวข้อท่ีผ่านใช้สมการของออยเลอร์สามารถใช้ได้กับเสายาวได้เมื่ออัตราความชะลูดมากกว่า
ค่าท่ีความเค้นเฉล่ียมาถึงขอบเขตแปรผัน  สำหรับเสาเหล็กท่ีจุดรองรับเป็นหมุดหมุนท้ังสองปลาย นั้น  
ค่าจำกัดนี้ประมาณ L/r  100 ท่ี 200 MPa  สมการของออยเลอร์จะใช้ไม่ได้กับอัตราความชะลูดท่ี
น้อย คำจำกัดความของเสาส้ันท่ีความยาวไม่เกินสิบเท่าของขนาดด้านส้ันท่ีน้อยท่ีสุดจะเป็นข้อจำกัดบน
ของอัตราความชะลูดท่ีประมาณ 30 สำหรับหน้าตัดส่ีเหล่ียมผืนผ้า ในทางปฏิบัตินั้นความเค้นจำกัดท่ี
เสาส้ันจะเป็นความเค้นท่ีจุดคลาก (yield point) รูปท่ี 7-8 แสดงถึงเงื่อนไขเหล่านี้สำหรับเหล็กท่ีมีจุด
คลาก 280 MPa  และขอบเขตแปรผันเป็น 200 MPa 

 

 
รูปท่ี 7-8 กราฟตัวอย่างของเสายาวปานกลาง 

 
 สำหรับวิเคราะห์เสายาวปานกลางได้มีการใช้วิธีการหลายวิธีเพื่อเช่ือมโยงระหว่างเสายาวกับเสา
ส้ัน อย่างไรก็ตาม โดยท่ัวไปแล้วจะใช้ไม่ได้กับเสายาวปานกลาง เหตุผลส่วนหนึ่งก็เนื่องจากการเริ่มจาก
ความสัมพันธ์ของความเครียด-ความเค้นซึ่งจะเกินขอบเขตแปรผัน และเนื่องจากการประสมประสานท่ี
ไม่ชัดเจนของความเค้นตามแนวแกนกับความเค้นดัด 

 สมการจากการทดลองส่วนใหญ่สำหรับเสายาวปานกลางได้พัฒนาขึ้นใช้กับเหล็กเพราะว่าเป็น
วัสดุโครงสร้างท่ีแพร่หลาย ในตอนแรกเราจะพิจารณาเรื่องนี้แล้วแสดงการประยุกต์ใช้กับวัสดุโครงสร้าง
อื่นๆ ต่อไป 

 ในวิธีการหนึ่ง คือทฤษฎีสัมประสิทธิ์-เส้นสัมผัส เป็นการขยายสมการของออยเลอร์ไปยาวเสา
ยาวปานกลางท่ีเกิดความเค้นเหนือขอบเขตแปรผันโดยการแทนท่ีสัมประสิทธิ์คงท่ี E โดยสัมประสิทธิ์
เส้นสัมผัส Et กล่าวคือ 

    
2

2
t

)r/L(
E

A
P 

=       (7-14) 
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 สัมประสิทธิ์เส้นสัมผัส Et ยังเรียกว่าสัมประสิทธิ์ประสิทธิผล และได้จากการใช้ความลาดของ
เส้นสัมผัสต่อแผนภูมิความเครียด-ความเค้นท่ีจุดสมมุตินัยกับความเค้นเฉล่ียในเสาเป็นค่า Et  ซึ่งทำให้ได้
เส้นโค้งท่ีต่อเส้นโค้งในรูปท่ี 7-8 และแสดงสมการของเสายาวและเสาส้ัน แม้ว่าสมการนี้จะได้จากการ
ทดลองเพราะไม่ตรงกับการแปรผันของความเครียด-ความเค้นท่ีสมมุติในการหาสมการของออยเลอร์  
แต่การทดสอบพบว่าจะสอดคล้องอย่างใกล้ชิดกับเส้นโค้งทางทฤษฎี3  

 วิธีการอื่นนั้นได้จากการทดลองอย่างแท้จริง สมการการออกแบบของวัสดุทางวิศวกรรม ต่างๆ 
จะได้จากคู่มือทางวิศวกรรมส่วนใหญ่ โดยท่ัวไปแล้ว สมการจากการทดลองจะเป็นแบบเชิงเส้นหรือไร้
เชิงเส้น (nonlinear) โดยขึ้นกับการสอดคล้องกับข้อมูลจากการทดสอบเสาจริงๆ  การศึกษาเกี่ยวกับ
เสาในปัจจุบันซึ่งพิจารณาผลของความเค้นตกค้าง (residual stress) จะทำให้เข้าใจพฤติกรรมของเสา
ยาวปานกลางได้อย่างสมบูรณ์ยิ่งขึ้น 

 สถาบันโครงสร้างเหล็กของสหรัฐ (American Institute of steel Construction : AISC) ได้
กำหนดช่วงจำกัดระหว่างเสายาวปานกลางกับเสายาว ว่าเป็นค่าความเรียว C c  ท่ีคำนวณได้จาก 
 

 
yp

2

C
E2C




=  
 

เมื่อ E เป็นสัมประสิทธิ์ความยืดหยุ่น (200 GPa หรือ 29  106 สำหรับเหล็กเกรดส่วนใหญ่) และ yp  
เป็นความเค้นคลากของเหล็กบางเกรดท่ีใช้ สำหรับเสาท่ีมีความยาวประสิทธิผลเป็น  Le และรัศมีการ
หมุนน้อยท่ีสุดเป็น r นั้น  AISC กำหนดว่าเมื่อ  Le/r > Cc แล้วความเค้นท่ีใช้งานจะเป็น 

 2
e

2

w )r/L(23
E12

=      (7-15) 

 
(ให้สังเกตว่านี่เป็นสมการของออยเลอร์ท่ีอัตราส่วนความปลอดภัยเป็น 23/12 = 1.92) เมื่อ Le/r < Cc  
แล้ว  AISC กำหนดสมการพาราโบล่า 
 

 
FSC2

)r/L(
1 yp

2
c

2
e

w














−=     (7-16) 

 

เมื่ออัตราส่วนความปลอดภัย FS จะได้จาก 
 

 3
c

3
e

c

e

C8
)r/L(

C8
)r/L(3

3
5FS −+=     (7-17) 

 
 

3ดูคำอธิบายเร่ืองวิธีสัมประสิทธิ์เส้นสัมผัสจาก F.R.Shanley, strength of Materials, McCraw-Hill, New York, 1957, หน้า 582-588 
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ให้สังเกตว่าอัตราส่วนความปลอดภัยเป็น 1.92 ท่ี  Le/r = Cc  และมีค่าน้อยลงเมื่ออัตราส่วนความยาว
ชะลูดมากขึ้น ค่าของ w  ท่ีเปล่ียนแปลงตาม Le/r ของเหล็กหลายเกรดท่ีใช้หน่วย SI นั้นแสดงไว้แล้ว
ในรูปท่ี 7-9 
 

 
 

รูปท่ี 7-9  ความเค้นใช้งานของเสา (ข้อกำหนดของ AISC) สำหรับเหล็กเกรดต่าง ๆ 
 

 เมื่อพิจารณาสมการของเสาสำหรับวัสดุท่ีไม่ใช่เหล็ก อุตสาหกรรมอะลูมิเนียมได้รวบรวม
ข้อกำหนดของเสาสำหรับอะลูมิเนียมผสมแบบต่างๆ ในข้อกำหนดเหล่านี้นั้น ความเค้นท่ียินยอมได้จะ
คงท่ีสำหรับเสาส้ัน และค่าประมาณสมการสัมประสิทธิ์เส้นสัมผัสจากความสัมพันธ์แบบเส้นตรงจะใช้กับ
เสายาวปานกลาง ส่วนสมการออยเลอร์จะใช้กับเสายาว ตัวอย่างเช่น ข้อกำหนดสำหรับอะลูมิเนียมผสม 
2014-T6 จะเป็น4 

 
หน่วยอังกฤษ/สหรัฐ  หน่วย SI 

 w  =  28 ksi  12
r
L
  w  = 193 MPa    (7-18) 

 w  =  L30.7 0.23 ksi  12 <
r

−  55
r
L
  w  = L212 1.59 MPa

r
−    (7-19) 

 w  =  
( )2

54000 ksi
L/r

   55
r
L
  w  = 

3

2

372×10 MPa
(L/r)

  (7-20) 

 
 
 

4ค่าที่แสดงเป็นหน่วยสหรัฐ น้ันได้จาก Specification for aluminum Structures, 4th ed., Aluminium Construction Manual, 
Sec.1, Aluminium Association, Inc’, Washington, D.C., April 1982, p.21 ค่าตามหน่วย SI น้ันเป็นค่าแปลงโดยประมาณ 
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 ความยาวของเสาในข้อกำหนดจะถูกแสดงเป็น “ความยาวของช้ินส่วนอัดระหว่างจุดรองรับด้านข้าง 
หรือเป็นสองเท่าของความยาวของเสายื่น (ยกเว้นเมื่อการวิเคราะห์แสดงว่าจะใช้ความยาวน้อยกว่า)” 

 สำหรับเสาไม้นั้น สมาคมผู้ผลิตไม้แห่งชาติ5  ได้เสนอสมการของออยเลอร์ในรูปดังต่อไปนี้ 
 

 
22

2

w )r/L(
E619.3

)r/L(727.2
E

=


=     (7-21) 
 

  ท้ังนี้จะต้องปรับแต่งตามระยะเวลาให้ภาระและอัตราความช้ืนของไม้ สำหรับเสา
ส่ีเหล่ียมผืนผ้าท่ีมีขนาดด้านข้างน้อยท่ีสุด  d, r = 12/d  แล้ว  สมการท่ี 7-21 จะลดรูปเป็น 
 

 
2w )d/L(

E3.0
=       (7-22) 

 

 นอกจากสมการของเสาท่ีเสนอมาแล้ว มีการใช้สมการจากการทดลองอีกหลายรายการ สมการ
เหล่านี้ต่างมีจุดเด่นร่วมกันอยู่อย่างหนึ่ง คือจะลดภาระใช้งานท่ีปลอดภัยเมื่ออัตราความเรียวเพิ่มขึ้น 
แม้ว่าจะมีสัดส่วนท่ีเปล่ียนแปลงไป เนื่องจากมาตรฐานการออกแบบมีอยู่มาก เสาแบบเดียวกันจึงอาจ
รองรับภาระปลอดภัยท่ีถูกกฎหมายอยู่หลายรายการ 
 
ตัวอย่างท่ี 7.2 

จงใช้ข้อกำหนดของ AISC สำหรับเสาเพื่อหาภาระแนวแกนท่ีปลอดภัยของหน้าตัด W360  122 
ท่ีใช้เป็นเสาภายใต้เงื่อนไขดังต่อไปนี้ (ก) มีจุดหมุนท่ีปลายและมีความยาว 9 เมตร (ข) มีปลายตรึงและ
ความยาวท่ีไม่รองรับ 10 เมตร  (ค) มีปลายตรึงและยาว 10 เมตร รองรับท่ีกึ่งกลาง ความยาว โดยใช้ 

yp  = 380 MPa  และ E = 200 GPa   
 
วิธีทำ 

จากตารางเหล็ก W จะใช้พื้นท่ี A = 15500 ตร.มม. และ r น้อยท่ีสุด 63.0 มม. สำหรับหน้าตัด 
W360  122 
 

 (ก) 
สำหรับ yp  = 380 MPa นั้น อัตราความเรียวจำกัดจะเป็น 
 

  















=
yp

2

c
E2C  

2 9

c 6

2π (200×10 )C =
380×10

  =  102  

 
 

5 National Design Specifications, National Lumber Manufacturers Association, Washington, D.C., 1962 
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ในท่ีนี้ อัตราความเรียวเป็น Le/r = 9000/63.0 = 143 ซึ่งสูงกว่า Cc ดังนั้น ความเค้นใช้งานจะเป็น 
 

  































= 2

e

2

w

r
L

23

E12  
2 9

w 2

12π (200×10 )σ =
23(143)

  =  50.4 MPa  

 

และภาระท่ีปลอดภัยในแนวแกนจะเป็น 

   AP =  P  =  ( )( )6 650.4 10 15500 10 781 kN−  =   ตอบ 
 

(ข)  
เมื่อใช้แนวความคิดของความยาวประสิทธิผลแล้ว เราพบว่าเสาท่ีตรึงหรือยึดปลายเทียบเท่ากับ

เสามีหมุดหมุนท่ีความยาวท่ีแท้จริงเป็นครึ่งหนึ่ง ดังนั้น เมื่อ Le = 0.5L = 0.5(10) = 5 เมตร แล้ว  
อัตราความเรียวจะเป็น Le/r = 5000/63.0 = 79.4 ซึ่งน้อยกว่า Cc = 102 และจะกำหนดความเค้นใช้
งานได้ดังนี้ 

 

  











−+= 3
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ซึ่ง  










 −
=
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]C2/)r/L(1[ yp

2
c

2
e
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   2 2
6

w

1-[(79.4) /2(102) ]
σ = (380×10 )

1.90
 =  139 MPa  

 

ในตอนสุดท้าย ภาระท่ีปลอดภัยในแนวแกนจะเป็น 

    AP =  P  =  ( )( )6 6139 10 15500 10−   
 

         =  2150 kN     ตอบ 
 

 (ค)  
เมื่อยึดท่ีจุดกึ่งกลางแล้ว เสาจะเทียบเท่ากับเสาท่ียาว 5 เมตร และยึดท่ีปลายด้านหนึ่งและมี

หมุดหมุนท่ีปลายอีกด้านหนึ่ง ความยาวประสิทธิผลจะเป็น Le = 0.7L = 0.7(5) = 3.5 เมตร ดังนั้น 
Le/r = 3500/63.0 = 55.6  ซึ่งน้อยกว่า Cc = 102 เมื่อใช้วิธีการตามข้อ (ข) แล้ว เราจะได้  FS = 1.85  
และ w  = 175 MPa  ดังนั้นภาระท่ีปลอดภัยในแนวแกนจะเป็น 
 

    AP =  P  =  ( )( )6 6175 10 15500 10−   
         =  2710 kN     ตอบ 
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 ข้อแนะนำสำหรับโจทย์ข้อนี้คือการเพิ่มกำลังรับได้ของเสาท่ีปลายมีความแกร่งอย่างสมบูรณ์ใน
ข้อ (ข) มีค่าสูงกว่า ข้อ (ก) ซึ่งในความเป็นจริงแล้วเงื่อนไขนี้เป็นส่ิงท่ีทำได้ยากในทางปฏิบัติเนื่องจากเสา
ท่ียึดปลายนั้น ท่ีจุดยึดจะต้องแข็งแกร่งมากและไม่ยอมให้มีการเคล่ือนท่ีท่ีจุดยึดได้เลย การกำหนดภาระ
ท่ียินยอมได้จึงต้องสมมุติให้ปลายมีหมุดหมุน หรือจะเป็นจริงมากขึ้นถ้าเลือกความยาวประสิทธิผลซึ่ง
ปลายตรึงท่ีประมาณ 0.75L แทนท่ีจะเป็น 0.5L ซึ่งขึ้นอยู่กับดุลพินิจของผู้ออกแบบ 
 
ตัวอย่างที่ 7.3  

จงเลือกเหล็กรูปทรง W ท่ี เบาท่ีสุดท่ีรองรับภาระในแนวแกน 90 kips และมีความยาว
ประสิทธิผล 15 ฟุต จงใช้ข้อกำหนดของ AISC สำหรับเสา เมื่อ yp = 36 ksi  และ E = 29  10 6 psi 
 
วิธีทำ 

 เนื่องจากเราไม่รู้ท้ังพื้นท่ี A และรัศมีการหมุนท่ีน้อยท่ีสุด r และไม่สามารถสร้างความสัมพันธ์ท่ี
สะดวกขึ้นมาได้  ดังนั้นการเลือกช้ินส่วน W ท่ีเบาท่ีสุดจึงเป็นขั้นตอนลองผิดลองถูก  โดยมีลำดับขั้นดังนี้ 
(1) สมมุติความเค้นใช้งาน (2) คำนวณพื้นท่ีท่ีต้องการ (3) เลือกหน้าตัดเบาท่ีเหมาะสมตามพื้นท่ีท่ี
ต้องการ และ (4) คำนวณภาระท่ียินยอมได้ของหน้าตัดท่ีเลือกตามข้อกำหนดของเสา ถ้าภาระท่ียินยอม
ได้เท่ากับภาระท่ีกระทำ (หรือมากกว่าเล็กน้อย) แล้ว หน้าตัดท่ีเลือกจะมีความเหมาะสม แต่ถ้าภาระท่ี
ยินยอมน้อยกว่าภาระท่ีกระทำแล้ว จะต้องเลือกหน้าตัดท่ีหนักขึ้นและใช้ขั้นตอนเดียวกัน เป็นท่ีชัดเจน
ว่าเราต้องลองผิดลองถูกกันหลายครั้งก่อนจะได้หน้าตัดท่ีถูกต้อง โดยขึ้นกับความเค้นเริ่มแรกว่า
ใกล้เคียงกับความเค้นท่ีแท้จริงหรือไม่ คำแนะนำประการหนึ่งคือสมมุติให้ภาระใช้งานเริ่มแรกเป็น 80% 
ของความเค้นท่ี L/r = 0 ซึ่งได้จากข้อ กำหนดของเสา 
 
 สำหรับเสาท่ี yp = 36 ksi นั้น  อัตราความเรียวที่จำกัดจะเป็น 
 

   
2 2 6

c 3
yp

2π E 2π (29×10 )C = = = 126
σ 36×10

 

 

 ทดลองคำนวณคร้ังแรก: ท่ี e
5L /r = 0,  FS = 
3

 และ  W yp
5

FS 36/ 21.6
3

σ  = σ /  =  =  ksi  

สมมุติให้ความเค้นเริ่มแรกเป็น ( )0.80 21.6  = 17.3 ksi  พื้นท่ีท่ีต้องการจะเป็น 
 

   
3

3

P 90×10A = =
σ 17.3×10

  =  25.20 in.   
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ดังนั้น จากตารางหน้าตัดเหล็ก WF เราเลือก W8  21 ท่ีมีพื้นท่ี A = 6.16 ตร.นิ้ว และ r = 1.26 นิ้ว  ซึ่ง
น้อยท่ีสุด ในหน้าตัดนี้นั้น อัตราความเรียวจะเป็น Le/r = 15(12)/1.26 = 143  ซึ่งสูงกว่า Cc = 126  
ดังนั้น ความเค้นใช้งานของหน้าตัดนี้จะเป็น 
 

   






 
= 2

e

2

w )r/L(23
E12  

2 6

w 2

12π (29×10 )σ =
23(143)

 =  7.30 ksi  

 
 

และภาระท่ียินยอมได้จะเป็น P = A = (7.30)(6.16) = 45.0 kip  เนื่องจากค่านี้น้อยกว่าภาระท่ี
กระทำ 90 kips  หน้าตัดจึงไม่พอ 
  
 ทดลองคำนวณคร้ังที่สอง: ต่อมา เราเลือก W8 x 28 ซึ่งมีพื้นท่ีมากกว่าและมีค่า r ท่ีน้อยท่ีสุด
มากขึ้น สำหรับหน้าตัดนี้นั้น A = 8.25 ตร.นิ้ว และ r ท่ีน้อยท่ีสุดเป็น 1.62 นิ้ว อัตราความเรียวเป็น 
Le/r = 15(12)/1.62 ซึ่งน้อยกว่า Cc = 126 ความเค้นใช้งานของหน้าตัดนี้จะได้จาก 
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ซึ่งจะได้  
2 2

e c yp
w

[1 (L /r) /2C ]σ
σ =

FS
 −
 
  

 =   11.53 ksi  

 
ดังนั้น  ภาระท่ียินยอมได้ของหน้าตัดนี้จะเป็น 
 
    P = σA = (11.53)(8.25) = 95.1 kips   
 
เนื่องจากภาระนี้สูงกว่าภาระท่ีกระทำ 90 kips อยู่เล็กน้อย  ดังนั้นหน้าตัด W8 x 28 จึงเป็นหน้าตัดท่ี
เหมาะสม 
 
 ขั้นตอนการเลือกหน้าตัดจะง่ายขึ้นเมื่อใช้ตารางท่ีให้ภาระแนวแกนท่ียินยอมได้สำหรับหน้าตัด
ต่างๆ ท่ีความยาวต่างๆ เราจะได้ตารางเช่นนั้นจากคู่มือเหล็กเช่นท่ีพิมพ์โดย AISC อย่างไรก็ตามโจทย์
ข้อนี้แสดงวิธีการลองผิดลองถูกท่ีมักจะเกิดในการออกแบบโครงสร้าง 
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แบบฝึกหัดย่อย 

1) จงหาอัตราส่วนความเรียวของเสายาว 5 เมตร ท่ีตรึงปลาย ถ้าหน้าตัดเป็น (ก) วงกลมท่ีมี
รัศมี 40 มม. และ (ข) จัตุรัสขนาด 50 มม. จงใช้วิธีความยาวประสิทธิผล (ตอบ: (ก) 125; (ข) 173) 

2) จงหาอัตราส่วนความเรียวของเสายาว 12 ฟุต ท่ีตรึงปลายด้านหนึ่งและมีหมุดหมุนท่ีปลาย
อีกด้านหนึ่ง ถ้าหน้าตัดเป็น (ก) วงกลมท่ีมีรัศมี 2 นิ้ว และ (ข) จัตุรัสขนาด 2.5 นิ้ว 

3) จงหาความยาวสูงสุดของหน้าตัด W250 x 167 ท่ีใช้เป็นเสาปลายมีหมุดหมุนเพื่อรับภาระ 
1600 kN  จงใช้ข้อกำหนด AISC ท่ี yp = 380 MPa  และ E = 200 GPa 

4) หน้าตัด W14 x 82 ถูกใช้เป็นเสาท่ีมีความยาวประสิทธิผลเป็น 30 ฟุต จงใช้ข้อกำหนดของ 
AISC เพื่อหาภาระสูงสุดท่ีใช้ได้อย่างปลอดภัย โดยให้ yp  = 50 ksi  และ E = 29 x 10 6  psi  

5) หน้าตัด W310 x 52 ถูกใช้เป็นเสาท่ีมีปลายเป็นจุดหมุน จงใช้ข้อกำหนด AISC เพื่อหาภาระ
สูงสุดท่ีใช้ได้ เมื่อ (ก) L = 10 เมตร  (ข) L = 14 เมตร โดยใช้ yp  = 250 MPa  และ  E = 200 GPa 

6) เหล็กฉาก 4 x 4 x 1/2 นิ้ว ส่ีเส้นถูกยึดไว้ด้วยกันเพื่อทำเป็นหน้าตัดเสาตามรูป จงใช้สเปค 
AISC เพื่อหาความยาวสูงสุดท่ีจะใช้ภาระ 200 kip ได้อย่างปลอดภัย จงหาระยะระหว่างคานขวาง ถ้า
อัตราส่วนความเรียวของเหล็กฉากแต่ละเส้นไม่เกินสามในส่ีของหน้าตัดท่ีประกอบ ให้ใช้ yp  = 60 ksi  
และ E = 29 x 10 6  

7) เสาเหล็กท่ีมีความยาวประสิทธิผล 10 เมตร ประกอบจากเหล็กแชนแนล C250 x 45 สอง
ชุดท่ียึดติดกันเพื่อให้หน้าตัดมีโมเมนต์ความเฉ่ือยเท่ากันรอบแกนหลัก จงหาภาระท่ีปลอดภัยเมื่อใช้
ข้อกำหนดของ AISC โดยใช้ yp  = 380 MPa  และ E = 200 GPa  

8) ในโครงข้อหมุนของสะพานตามรูปท่ี P-1119 นั้น ช้ินส่วน AC ประกอบด้วยเหล็กแชลแนล 
C9 x 20 สองชุด ท่ียึดติดกันเพื่อให้หน้าตัดมีโมเมนต์ความเฉ่ือยเท่ากันรอบแกนสมมาตร ถ้าภาระ
ปลอดภัย P ท่ีโครงข้อหมุนถูกควบคุมโดยกำลังของช้ินส่วน AC แล้ว จงหาค่า P โดยใช้ข้อกำหนดของ 
AISC เมื่อ yp  = 36 ksi และ E = 29 x 10 6  

9) จงแก้โจทย์ข้อ 8) โดยใช้เหล็กแชลแนล C10 x 30 สองชุด  และ yp = 50 ksi 

 
 

รูปแบบฝึกหักข้อ 6) รูปแบบฝึกหัดข้อ 8) 
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10) จงหาเหล็กรูป W ท่ีเบาท่ีสุดของโค้ง AB ในโครงข้อหมุนในรูปแบบฝึกหัดข้อท่ี 8) ถ้า       
P = 60 kip  โดยใช้ข้อกำหนดของ AISC  เมื่อ yp = 50 ksi  และ E = 29 x 10 6  psi 

11) จงเลือกเหล็กรูป W ท่ีเบาท่ีสุดท่ีใช้เป็นเสาเพื่อรับภาระในแนวแกน 420 kN  เมื่อความ
ยาวประสิทธิผลเป็น 4 เมตร จงใช้ข้อกำหนดของ AISC  เมื่อ yp = 250 MPa  และ  E = 200 GPa  

(ตอบ: W200  36) 

12) จงหาเหล็กรูป W ท่ีเบาท่ีสุดตามข้อกำหนดของ AISC ซึ่งใช้เป็นเสาเพื่อรับภาระใน
แนวแกน 700 kN ท่ีความยาวประสิทธิผล 5.5 เมตร โดยให้ yp  = 250 MPa  และ E = 200 GPa 

13) จงแก้โจทย์ข้อ 12) เมื่อภาระในแนวแกนเป็น 690 kN และ yp  = 345 MPa 

14) เสามีจุดหมุนท่ีปลายยาว 30 ฟุต ประกอบจากคาน W8 x 31 และเหล็กแชลแนล C12 x 30 
สองชุดท่ีประกอบกันตามรูปแบบฝึกหัดข้อท่ี 14) จงหาภาระในแนวแกนท่ีปลอดภัยเมื่อใช้ข้อกำหนด
ของ AISC เมื่อ yp = 36 ksi  และ E = 29 x 10 6 psi    (ตอบ: P = 354 kip) 

15) จงหาสมการพาราโบล่าในรูปท่ัวไป P/A =  -C(L/r) 2  ซึ่งจะใช้ได้กับเสาอะลูมิเนียมผสม
ท่ีมีจุดหมุนท่ีปลาย สมมุติว่าสมการพาราโบลาจะสัมผัสกับสมการของออยเลอร์ท่ีอัตราส่วนความ
ปลอดภัย 2  ให้ใช้ = 110 MPa  และ E = 70 GPa (แนะในสมการท้ังสองนั้นให้ภาระต่อหน่วย
เท่ากันและหาอนุพันธ์ต่ออัตราความเรียวที่เท่ากัน)  

  (ตอบ: P/A = (110 x 10 6 )- 8760(L/r) 2  เมื่อ L/r < 79.3) 

16) เหล็กฉาก 4 x 4 x 1/2  ส่ีชุดยึดสันติดกันตามรูป จงหาภาระท่ีปลอดภัยเมื่อใช้เป็นเสามี
หมุดท่ีปลายยาว 12 ฟุต โดยใช้ข้อกำหนดของ AISC  และ yp  = 36 ksi  และ E = 29 x 10 6 psi 

17) จงหาภาระในแนวแกนท่ีปลอดภัยท่ีใช้กับเสาอะลูมิเนียมผสม 2014-T6 เมื่อความยาวเป็น 
(ก) 1 เมตร และ (ข) 3 เมตร สมมุติให้คุณสมบัติทางเรขาคณิตของหน้าตัดเหมือนกับหน้าตัดเหล็ก 
S310 x 52   (ตอบ: (ก) 984 kN; (ข) 172 kN) 

 

 
 

รูปแบบฝึกหัดข้อ 14) 
 

รูปแบบฝึกหัดข้อ 16) 
 

18) จงหาภาระในแนวแกนท่ีใช้ได้กับเสาอะลูมิเนียม 2014-T6  เมื่อความยาวเป็น (ก) 4 ฟุต  และ 
(ข) 10 ฟุต สมมุติให้คุณสมบัติทางเรขาคณิตของหน้าตัดเหมือนกับหน้าตัดเหล็ก S12 x 35 

  (ตอบ: (ก) 200 kip; (ข) 37.4 kip) 
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19) จงแก้โจทย์ข้อ 18) โดยใช้คุณสมบัติของเหล็ก S12 x 50 

20) จงหาภาระในแนวแกนท่ีปลอดภัยของเสาไม้โอ้คขนาด 150 มม. x 200 มม. เมื่อยาว (ก)  
2 เมตร  และ (ข) 4 เมตร  โดยใช้ E = 11.5 GPa 

21) จงหาภาระในแนวแกนท่ีปลอดภัยของเสาไม้สนขนาด นิ้ว x 8 นิ้ว เมื่อยาว (ก) 6 ฟุต  และ 
(ข) 12 ฟุต โดยใช้  E = 29 x10 6 psi 
 
7.6 เสาที่มีภาระกระทำเยื้องศูนย์  

 ส่วนใหญ่วิศวกรมักจะออกแบบเสาให้รับภาระในแนวแกน และสมการท่ีกล่าวมาแล้วนั้นจะ
ใช้ได้ในกรณีเช่นนี้ แต่ในเงื่อนไขบางประการนั้น เสาจะมีภาระท่ีมีระยะเยื้องศูนย์ (eccentrically 
loaded columns) ท่ีชัดเจน ตัวอย่างเช่นในกรณีของคานท่ีต่อกับเสาในอาคาร เป็นต้น 

 ในวิธีความเค้นประลัยนั้น เราพิจารณาให้เสาท่ีมีภาระเบนศูนย์เป็นเสาส้ัน อย่างไรก็ตามในการ
กำจัดการโก่งดัดท่ีจะไม่ต้องพิจารณาการโก่งของแขนโมเมนต์ต่อภาระเยื้องศูนย์นั้น ความเค้นอัดสูงสุด
จะจำกัดอยู่ ท่ีค่าท่ีได้จากสมการเสาท่ีกำหนด วิธีการนี้จะใช้ได้เฉพาะเมื่ออัตราความเรียวไม่มาก
จนเกินไปเท่านั้น 

 เมื่อใช้ขั้นตอนนี้กับเสาในรูปท่ี 7-10 ซึ่งรับภาระในแนวแกน P 0  และภาระเบนศูนย์ P          
ท่ีระยะเบนศูนย์ e แล้ว เราจะได้เกณฑ์การออกแบบดังนี้ 
 

 
S
Pe

A
PP

I
Mc

A
P 0 +

+
=+


     (7-23) 

 

 
รูปท่ี 7-10 ภาระในแนวแกน P 0  และภาระเบนศูนย์ P ท่ีกระทำต่อเสา 

 
 ในท่ีนี้   เป็นความเค้นท่ีคำนวณจากสมการของเสาท่ีกำหนด (มักใช้รัศมีการหมุนท่ีน้อยท่ีสุด
เพื่อหาอัตราความเรียว) I เป็นโมเมนต์ความเฉ่ือยตามแกนซึ่งภาระเบนศูนย์ทำให้เกิดการดัด (แกน x-x  
ในรูปท่ี 7-10 และ S เป็นสัมประสิทธิ์หน้าตัดตามแกนนั้น 
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 เกณฑ์การออกแบบสมัยใหม่ได้ปรับปรุงความเค้นประลัยเพื่อใช้กับโมเมนต์ ท่ีเรียกว่า โมเมนต์
ทุติยภูมิ (secondary moment)  ซึ่งเกิดเนื่องจากแกนสะเทินได้โก่ง (เรียกว่าผล P-  ) เกณฑ์เหล่านี้
มักจะอยู่ในรูปของสมการปฏิกิริยาตอบโต้ (interaction equation) ท่ีพยายาม “ช่ังน้ำหนัก” ระหว่าง
ความสำคัญสัมพัทธ์ของความเค้นในแนวแกนและความเค้นดัด 

ตัวอย่างเช่น AISC6 แนะนำว่า เมื่อความเค้นดัดในแนวแกนท่ีคำนวณ Fa น้อยกว่า 15% ของ
ความเค้นจริง Fa ท่ีเกิดขึ้นเมื่อมีเฉพาะความเค้นตามแนวแกนแล้ว เราอาจจะไม่พิจารณาโมเมนต์ทุติยภูมิ 
ได้และช้ินส่วนจะต้องตรงตามเงื่อนไขดังต่อไปนี้ 
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 เมื่อ f a  > 0.15Fa แล้ว ผลของโมเมนต์ทุติยภูมิจะละเลยไม่ได้ ในกรณีเหล่านี้นั้น AISC กำหนด
ว่าจะต้องสอดคล้องกับสมการเหล่านี้  คือ 
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 ในสมการ (ก), (ข) และ (ค) นั้น  พจน์ต่างๆ จะมีค่าดังนี้ 
 af    = ความเค้นตามแนวแกนท่ีคำนวณ 
 aF    = ความเค้นตามแนวแกนท่ียินยอมได้เมื่อแรงตามแนวแกนกระทำอย่างเดียว 
 bxf   = ความเค้นดัดท่ีคำนวณรอบแกนหลักโดยไม่พิจารณาโมเมนต์ทุติยภูมิ 
 byf   = ความเค้นดัดท่ียินยอมรอบแกนรองโดยไม่พิจารณาโมเมนต์ทุติยภูมิ 
 bxF   = ความเค้นอัดท่ียินยอมรอบแกนหลักเมื่อโมเมนต์กระทำอย่างเดียว 
 byF   = ความเค้นอัดท่ียินยอมรอบแกนรองเมื่อโมเมนต์กระทำอย่างเดียว 
 exF'  = ความเค้นโก่งดัดของออยเลอร์รอบแกนหลัก 
 eyF'   = ความเค้นโก่งดัดของออยเลอร์รอบแกนรอง 
   mx myC , C   = ตัวคูณลดเพื่อแก้ไขค่าท่ีปลอดภัยเกินพอในตัวคูณขยายบางกรณี  a e1 (f /F' )−  
 yF   = ความเค้นคลาก 
 

สำหรับช้ินส่วนรับแรงอัดในโครงท่ีมีจุดต่อร่วม หรือช้ินส่วนด้านข้างนั้น mC อาจเป็น 0.85 

 
 
6 ใช้สัญลักษณ์ในที่น้ีตาม Manual of Steel Construction, American Institute of Steel Construction, New York, 8th ed., 1980 
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 สำหรับช้ินส่วนรับภาระอัดในโครงท่ีจำกัดทางด้านข้างและมีโมเมนต์ท่ีหลายนั้น (แต่ไม่มีภาระ
ขวางระหว่างจุดรองรับ) จะใช้ Cm = 0.6 - 0.4 (M1/M2) > 0.4  เมื่อ M1/M2 เป็นอัตราส่วนของโมเมนต์
ปลายท่ีน้อยกว่าต่อโมเมนต์ปลายท่ีน้อยกว่าต่อโมเมนต์ปลายท่ีมากกว่า อัตราส่วนนี้จะเป็นค่าบวกเมื่อ
ช้ินส่วนดัดตัวจนโค้งไปมา และเป็นลบเมื่อดัดตัวโค้งด้านเดียว 

 สำหรับช้ินส่วนรับแรงอัดในโครงท่ีจำกัดทางด้านข้างในระนาบท่ีมีภาระและเกิดภาระด้านขวาง
ระหว่างจุดรองรับนั้น Cm อาจเป็น 0.85 สำหรับช้ินส่วนท่ีตรึงปลายและเป็นหนึ่งสำหรับช้ินส่วนท่ีไม่ตรึง
ปลาย และอาจจะหาค่า Cmได้จากการวิเคราะห์ตามเหตุผลในกรณีนี้ 

 ข้อกำหนดของ AISC ยังคงกำหนดสมการเพื่อหาความเค้นดัดท่ียินยอมได้ Fb ให้เป็นเศษส่วน
ของความเค้นคลาก ค่าของ Fb จะขึ้นอยู่กับคุณสมบัติของหน้าตัดและช่วงท่ียึดไว้ 

 สมการปฏิกิริยาคล้ายกับสมการของ AISC ยังมีใช้สำหรับวัสดุอื่น เช่น ไม้และอะลูมิเนียมอีกด้วย 
 การออกแบบช้ินส่วนเพื่อจะรับท้ังภาระในแนวแกนและภาระดัดนั้นเป็นขั้นตอนท่ีซ้ำซาก เราจะ
ตรวจสอบความพอเพียงของหน้าตัดท่ีสมมุติโดยใช้เกณฑ์ท่ีเหมาะสม ขั้นตอนนี้จะง่ายขึ้นมากโดยใช้
ตารางและกราฟหลายรายการซึ่งช่วยในการออกแบบ และยังมีโปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีช่วยนักออกแบบ
ให้เลือกหน้าตัดท่ีเหมาะสมซึ่งตรงกับสมการปฏิกิริยาอีกด้วย 

 ตัวอย่างข้างล่างนี้จะแสดงการใช้วิธีความเค้นประลัย หรับการใช้สมการปฏิกิริยานั้น ขอให้ ดู
จากตำราการออกแบบโครงสร้างอื่นๆ7 

 
ตัวอย่างที่ 7.4  

หน้าตัด W360134 ถูกใช้เป็นเสาท่ีมีความยาวประสิทธิผล 7 เมตร เพื่อรองรับเครนเคล่ือนท่ี
ในโรงงาน จงหาแรงปฏิกิริยา P สูงสุด เมื่อเสายังรับภาระ 400 kN จากช้ันบนตามรูป โดยใช้วิธีความ
เค้นประลัย (สมการท่ี 7-15) และข้อกำหนดของ AISC เกี่ยวกับเสา 

 

 
รูปตัวอย่างท่ี 7.4 

 
7 ดู L.A. Hill, Jr., Fundamentals of Structural design: Steel, Concrete and Timber, Intext. New York, 1975 เป็นต้น
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วิธีทำ 

จากตารางหน้าตัด W จะให้คุณสมบัติของหน้าตัด W360 x 134  คือ A = 17,100 ตร.ม    
S x = 2330 x 103 mm3 และ r น้อยท่ีสุด 94.0 มม. อัตราความเรียวเป็น Le /r  เมื่อ yp  = 250 MPa นั้น  
อัตราความเรียววิกฤตจะเป็น 
 

  
2 2 9

c 6
yp

2π E 2π (200×10 )C = = = 126
σ 250×10

 

 
 
เนื่องจาก Le/r < Cc  สมการของ AISC ท่ีเหมาะสม (สมการท่ี 7-16) จะกำหนดความเค้นท่ีใช้งานดังนี ้
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ซึ่งได้ 
2 2

e c yp
w

[1 (L /r) /2C ]σ ]
σ =

FS
 −
 
  

 

 
2 2

6
w

[1 (74.5) /2(126) ]σ = (250×10 ) = 111MPa
1.86

−  

 
 
 เมื่อใช้วิธีความเค้นประลัยแล้ว เราจะพิจารณาว่าเสาเป็นช้ินส่วนส้ันท่ีรับแรงอัดและรับภาระ
เบนศูนย์ท่ีจำกัดความเค้นประลัยเป็น 111 MPa  เมื่อใช้สมการท่ี 7-23 แล้ว เราจะได้ 
 

ซึ่งจะได้  ΣP Peσ = +
A S

 
  

 

 
6111×10  = 

3 3

-6 -6

(400×10 +P) 0.125P 0.075(400×10 )+
17100×10 2330×10

−  

 
         P   =  3896 10     N = 896 kN      ตอบ 
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แบบฝึกหัดท้ายบทท่ี 7 

ในแบบฝึกหัดต่อไปนี้นั้น จงใช้วิธีความเค้นประลัยและข้อกำหนดของ AISC เกี่ยวกับเสาเมื่อ
ไม่ได้กำหนดไว้เป็นอย่างอื่น 

1) หน้าตัด W360 x 122 ถูกใช้เป็นเสาท่ีมีความยาวประสิทธิผล 10 เมตร จงหาภาระสูงสุดท่ี
กระทำเบนศูนย์ท่ีระยะ 300 มม. และควรวางภาระท่ีแกน X หรือแกน Y สมมุติให้ yp  = 260 MPa  
และ  E = 200 GPa  (ตอบ: P = 190 kN) 

2) จงแก้โจทย์ข้อ 1)  เมื่อเสามีความยาวประสิทธิผลเป็น 4.5 เมตร 

3) เสาเหล็กขนาด 2 นิ้ว x 3 นิ้ว มีความยาวประสิทธิผล 5 ฟุต จงหาภาระสูงสุดท่ีกระทำเบน
ศูนย์ท่ีระยะ 5 นิ้วจากแกนท่ีอ่อนแอ สมมุติให้ yp  = 36 ksi  และเสายังมีภาระในแนวแกน 11 kip  
จงใช้ E = 29 x 106 psi 

4) ท่อเหล็กยาว 8 ฟุต ฝังปลายล่างและมีปลายบนอิสระ และยึดป้ายเครื่องหมายท่ีจุดศูนย์ถ่วง
ห่างจากแกนของเสา 2 ฟุต เมื่อใช้แนวความคิดของความยาวประสิทธิผลแล้ว จงหาน้ำหนักสูงสุดท่ี
ยินยอมได้ของป้ายเครื่องหมาย เมื่อเส้นผ่าศูนย์กลางภายนอกของท่อเป็น 4.50 นิ้ว พื้นท่ีหน้าตัด 3.174 
in. 2 และโมเมนต์ความเฉื่อยเป็น 7.233 in. 4  โดยใช้ yp  = 50 ksi  และ E = 29 x 10 6 psi 

5) หน้าตัด W360 x 134 ถูกใช้เป็นเสาท่ีความยาวประสิทธิผลเป็น 6 เมตร เสารับภาระใน
แนวแกน 260 kN และภาระเบนศูนย์ 220 kN แกนรอง จงหา e ซึ่งเป็นระยะเบนศูนย์สูงสุดของภาระ  
โดยใช้ yp = 50 ksi  และ E = 29 x 10 6 psi 

6) เหล็กแชลแนล C310 x 45 ถูกใช้เป็นเสายาว 2.2 เมตร ท่ีปลายมีหมุดหมุน ภาระขนาด 50 kN  
จะกระทำห่างจากจุดศูนย์กลางทางแกน X ได้เท่าใด เมื่อ yp = 380 MPa  และความเค้นดึงไม่เกิน 
140 MPa และต้องวางภาระไว้ที่ด้านใดของแกน Y  ให้ใช้ E = 200 GPa 

  (ตอบ: 100 มม.) 

7) จงแก้โจทย์ข้อ 6)  โดยใช้เหล็กแชลแนล C310 x 31 

8) เหล็ก W14 x 90 ถูกใช้เป็นเสาท่ีมีความยาว 30 ฟุต เสารองรับภาระในแนวแกน 65 kN และ
ภาระเบนศูนย์ 90 kip กระทำท่ีแกน Y จงหาระยะเบนศูนย์สุงสุดขนาด 90 kip โดยใช้วิธีความเค้น
ประลัยและข้อกำหนดของ AISC เมื่อ yp = 50 ksi และ E = 29 x 10 6 psi        

  (ตอบ: 15.2 นิ้ว) 

9) จงแก้โจทย์ข้อ 8)  โดยใช้เหล็ก W14 x 311 
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          บทท่ี  8  
วิธีพลังงาน 

 
8.1 บทนำ 

 ในบทนี้จะได้แสดงการใช้วิธีพลังงานเพื่อแก้ปัญหาเกี่ยวกับการทรุดตัวหรือการโก่งตัว 
(deflection) เริ่มต้นจะกล่าวถึงงานและพลังงานความเครียดตามด้วยการพัฒนาหลักการของการ
อนุรักษ์พลังงาน โดยใช้หลักการท้ังสองนี้หาค่าหน่วยแรงระยะการทรุดตัวของช้ินส่วน เมื่อช้ินส่วนถูก
กระแทก วิธีการของงานเสมือนและทฤษฎีของคาสทีเกียร์โน (Castigliano Theorem) ถูกพัฒนาขึ้น
เพื่อใช้หาระยะการขจัดและค่าความชันท่ีจุดท่ีอยู่บนช้ินส่วนของโครงสร้างและช้ินส่วนทางกลศาสตร์  
งานภายนอกและพลังงานความเครียด (external work and strain energy) 

 ก่อนท่ีจะทำการพัฒนาวิธีพลังงานใดๆ ท่ีนำไปใช้ตลอดบทนี้เริ่มต้นต้องทราบนิยามของงานท่ี
เกิดโดยแรงภายนอกและโมเมนต์คู่ควบรวมท้ังแสดงงานของพลังงานความเครียดของวัตถุในหัวข้อถัดไป
จะได้กล่าวถึงพื้นฐานสำหรับการนำวิธีพลังงานและงานไปใช้ 
  
8.2 งานของแรง  

  ในทางกลศาสตร์แรงทำให้เกิดงานเมื่อแรงทำให้เกิดระยะขจัด dx ในทิศทางเดียวกันกับแรง
และงานท่ีทำสามารถเขียนเป็นสมการสเกลาร์ คือ FdxdU 2 =  ถ้าระยะการขจัดท้ังหมด คือ x งานจะ
กลายเป็น 
 

=
x

oe FdxU       (8-1) 
 

 เพื่อแสดงการประยุกต์ใช้สมการนี้ สามารถคำนวณหางานท่ีทำโดยแรงกระทำตามแนวแกนท่ี
กระทำท่ีส่วนปลายของแท่ง เมื่อขนาดของแรง F เพิ่มขึ้นจากศูนย์ไป F = P ระยะการขจัดสุดท้ายของ
ส่วนปลายของแท่งจนกลายเป็น  ถ้าวัสดุมีพฤติกรรมยืดหยุ่นเชิงเส้นแล้วแรงจะเป็นสัดส่วนโดยตรงกับ
ระยะการขจัด นั่นคือ x)/P(F = แทนค่าในสมการท่ี 8-1 และทำการอินทิเกรต จาก 0 ถึง  จะได้ว่า 
 

= P
2
1Ue       (8-2) 

 

ดังนั้น แรงท่ีกระทำต่อแท่งขนาดของแรงเริ่มจากศูนย์ไปยังค่า P และงานท่ีทำมีค่าเท่ากับขนาดแรงเฉล่ีย 
(average force magnitude) P/2 คูณกับระยะการขจัดท้ังหมด  สามารถแสดงในเชิงกราฟฟิก       
ดังแสดงในพื้นท่ีซึ่งแรเงาของรูปสามเหล่ียมดังแสดงในรูปท่ี 8-1(ก) 
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 สมมุติว่า P กระทำต่อแท่งทรงกลมและอีกแรง P กระทำในเวลาเดียวกัน ดังนั้นปลายของแท่ง
ถูกแทนท่ีด้วยปริมาณ  ดังแสดงในรูปท่ี 8-1(ข) งานท่ีทำโดย P (ไม่ใช่ P ) เมื่อแท่งเกิดการขจัดนี้   
คือ 
 

= PUe       (8-3) 
 

 งานแทน ด้ วยรูปพื้ น ท่ี ส่ี เห ล่ียม ผืน ผ้า (rectangular area) ท่ี แรง เงาใน รูป ท่ี  8-1(ค )                 
ในกรณีนี้ P ยังไม่เปล่ียนแปลงขนาดเนื่องจากระยะการขจัดของแท่ง  ท่ีเกิดโดย P  ดังนั้น งานคือ 
ขนาดแรง P คูณกับระยะการขจัด   

 
 (ก)                    (ข)                    (ค) 

รูปท่ี 8-1 แรงท่ีกระทำกับแท่งวัตถุทำให้เกิดการยืดตัว 
 

 เมื่อแรง P กระทำต่อแท่ง ตามด้วยการกระทำของแรง P งานท่ีทำได้ท้ังหมดโดยแรงท้ังสองจะ
แทนโดยพื้นท่ีรูปสามเหล่ียมท้ังหมด ในรูปท่ี 8-1(ค) พื้นท่ีสามเหล่ียมท่ีแรเงาแทนงานของ P ท่ีเกิดจาก
ระยะการขจัด พื้นท่ีรูปสามเหล่ียมท่ีแรเงาสีจางแทนงานท่ีเกิดจาก P  เนื่องจากแรงนี้ทำให้เกิดระยะ
การขจัด  และพื้นท่ีรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้าท่ีแรเงาสีเข้มแทนงานส่วนท่ีเพิ่มเติมโดยแรง P เมื่อแรง P เกิด
ระยะการขจัด  ซึ่งมีค่าเท่ากันกับงานท่ีเกิดจาก P  

 งานของโมเมนต์คู่ควบ (work of a couple moments) โมเมนต์คู่ควบ M ทำให้เกิดงานเมื่อ
มีระยะการขจัดเชิงมุม d  ตามแนวเส้นของการกระทำของโมเมนต์ งาน ท่ีทำถูกนิยามเป็น 

= MddUe  ในรูปท่ี 8-2 ถ้ามุมของระยะการขจัดเชิงมุมท้ังหมดคือ   เรเดียน สมการของงานคือ 
 




=
oe MdU       (8-4) 

 
 
 

 
 

รูปท่ี 8-2 โมเมนต์คู่ควบ M ทำให้เกิดงานเมื่อมุมของระยะการขจัดเชิงมุมท้ังหมดคือ  เรเดียน 
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ในกรณีท่ีโมเมนต์คู่ควบกระทำต่อวัตถุ (body) ท่ีมีพฤติกรรมแบบยืดหยุ่นเชิงเส้น นั่นคือขนาด
ของโมเมนต์เริ่มจากศูนย์ท่ี 0=  และเพิ่มเป็น M ท่ี   แล้ว สมการของงานคือ 
 

= M
2
1Ue       (8-5) 

 

อย่างไรก็ตาม ถ้าโมเมนต์คู่ควบกระทำต่อวัตถุและมีแรงคนกระทำอื่นๆ หมุนวัตถุด้วยปริมาณ 
'  แล้วงานคือ 

 

= MUe  
 

พลังงานความเครียด (strain energy) เมื่อแรงกระทำต่อวัตถุ แรงจะทำให้เกิดการเปล่ียนแปลง
รูปร่างของวัสดุ และไม่มีพลังงานท่ีสูญหายไปในรูปของความร้อน งานภายนอกท่ีทำโดยแรงกระทำจะ
ถูกเปล่ียนเป็นพลังงานภายในเรียกว่า พลังงานความเครียด (strain energy) พลังงานนี้จะมีค่าเป็นบวก
และถูกเก็บสะสมในวัตถุและเกิดจากการกระทำของหน่วยแรงต้ังฉากปกติหรือหน่วยแรงเฉือน 

หน่วยแรงต้ังฉากปกติ  (normal stress) ถ้า ช้ินส่วน เชิงปริมาตรดังแสดงในรูป ท่ี  8-3              
ถูกกระทำด้วยหน่วยแรงต้ังฉากปกติ z  แล้วแรงท่ี เกิดบนพื้น ผิวส่วนบนและส่วนล่าง คือ 

dydxdAdF zzz ==  ถ้าแรงนี้ถูกกระทำต่อช้ินส่วนคล้ายแรง P ท่ีกล่าวมาแล้วก่อนหน้านี้ ขนาดของ
แรงจะเพิ่มขึ้นจากศูนย์เป็น zdF  ในขณะท่ีช้ินส่วนระยะเกิดการขจัด dZd zz = งานท่ีทำโดย zdF   
คือ 
 

  dzdydx
2
1ddF

2
1dU zzzzi ==  

 

เนื่องจากปริมาตรของช้ินส่วนคือ dzdydxdV =  จะได้ว่า 
 

dV
2
1dU zzi =      (8-6) 

 
รูปท่ี 8-3  ช้ินส่วนเชิงปริมาตรถูกกระทำด้วยหน่วยแรงต้ังฉากปกติ 2  
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พบว่า iU  มีค่าเป็นบวกเสมอ ถึงแม้ว่า z  เป็นหน่วยแรงอัด เนื่องจาก z  และ z  มีทิศทางเดียวกัน 

 โดยท่ัวไป ถ้าวัตถุกระทำด้วยหน่วยแรงต้ังฉากปกติตามแนวแกน (uniaxial normal stress)   
และกระทำในทิศทางท่ีสอดคล้องกัน พลังงานความเครียดในวัตถุ คือ 
 

dV
2

U
vi 


=      (8-7) 
 

 นอกจากนั้น ถ้าวัสดุมีพฤติกรรมแบบยืดหยุ่นเชิงเส้น สามารถประยุกต์ใช้กฎของฮุค = E  
และสามารถแสดงพลังงานความเครียดในรูปของหน่วยแรงต้ังฉากปกติ  คือ 
 

dV
E2

U
v

2

i 


=      (8-8) 
 

 หน่วยแรงเฉือน (shear stress) การแสดงพลังงานความเครียดคล้ายคลึงกันกับหน่วยแรงต้ังฉาก
ปกติสำหรับวัสดุเมื่อถูกกระทำด้วยหน่วยแรงเฉือน พิจารณาช้ินส่วนเชิงปริมาตรในรูปท่ี 8-4 หน่วยแรง
เฉือนจะทำให้ช้ินส่วนเกิดการเปล่ียนแปลงรูปร่าง กล่าวคือ แรงเฉือน )dydx(dF =  ซึ่งกระทำบนผิว
ของช้ินส่วน และเกิดระยะการขจัดท่ีผิวของช้ินส่วนเท่ากับ dz  วัดแบบสัมพันธ์กับผิวส่วนล่าง ผิวใน
แนวด่ิง (vertical faces) เกิดการหมุนและแรงเฉือนบนผิวในแนวด่ิงนี้ไม่เกิดงาน ดังนั้นพลังงานความเครียด
ท่ีถูกสะสมไว้ในช้ินส่วน คือ 

 
  

 

 
รูปท่ี 8-4 วัสดุเมื่อถูกกระทำด้วยหน่วยแรงเฉือนจะทำให้ช้ินส่วนเกิดการเปล่ียนแปลงรูปร่าง 

 

หรือ 

 dV
2
1dUi =      (8-9) 

 
เมื่อ dzdydxdV =  เป็นปริมาตรของช้ินส่วนทำการอินทิเกรตครอบคลุมปริมาตรท้ังหมดของวัตถุเพื่อ
หาพลังงานความเครียดท่ีเก็บสะสมในวัตถุ จะได้ว่า 
 

 dV
2

U
vi 


=      (8-10) 

 i
1dU  = τ(dxdy) γdz
2
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 คล้ายคลึงกันกับกรณีของหน่วยแรงต้ังฉากปกติ พลังงานความเครียดเฉือนจะมีค่าเป็นบวก
เสมอ  เนื่องจาก   และ  มีทิศทางเดียวกัน ถ้าวัสดุมีลักษณะยืดหยุ่นเชิงเส้นแล้วสามารถประยุกต์กฎ
ของฮุค G/= จึงสามารถแสดงสมการของพลังงานความเครียดในรูปของหน่วยแรงเฉือน คือ 

dV
G2

U
v

2

i 


=      (8-11) 
 

 ในหัวข้อถัดไปจะใช้สมการท่ี 8-8 และ 8-11 เพื่อคำนวณหาพลังงานความเครียดท่ีถูกเก็บสะสม
ในช้ินส่วน ซึ่งถูกกระทำด้วยแรงกระทำชนิดต่างๆ และพัฒนาวิธีพลังงานท่ีจำเป็นเพื่อหาระยะการขจัด
และค่าความชันท่ีจุดบนวัตถุ 
 หน่วยแรงที่เกิดขึ้นตามแนวแกนหลายแกน (multiaxial stress) การพัฒนาเพื่อหาพลังงาน
ความเครียดในวัตถุเมื่อถูกกระทำด้วยสภาวะของหน่วยแรงแบบท่ัวไปดังแสดงในรูปท่ี 8-5(ก) พลังงาน
ความเครียดท่ีสอดคล้องกันกับแต่ละองค์ประกอบของค่าหน่วยแรงต้ังฉากปกติและค่าหน่วยแรงเฉือน
สามารถหาได้จากสมการท่ี 8-6 และสมการท่ี 8-9 เนื่องจากพลังงานเป็นปริมาณสเกลาร์ พลังงาน
ความเครียดท้ังหมดในวัตถุ คือ 

 
 
 
 
 
 

                        (ก)                         (ข) 
รูปท่ี 8-5 พลังงานความเครียดในวัตถุเมื่อถูกกระทำด้วยสภาวะของหน่วยแรงแบบท่ัวไป 

 

 i x x y y z z xy xy yz yz xy xzv

1 1 1 1 1 1U  = σ ε + σ ε + σ ε + τ γ + τ γ + τ γ dV
2 2 2 2 2 2
 
     (8-12) 

 

 ค่าความเครียดสามารถขจัดให้หายไปได้โดยการใช้รูปแบบท่ัวไป จากกฎของแทนค่าและรวม
เทอมต่างๆ จะได้ว่า 
 

 2 2 2 2 2 2
i x y z x y y z x z xy yz xzv

1 v 1U  = (σ +σ +σ ) (σ σ +σ σ +σ σ )+ (τ +τ +τ ) dV
2E E 2G
 −    (8-13) 

 

ถ้ามีเพียงค่าหน่วยแรงหลัก 21 ,  และ 3  กระทำต่อช้ินส่วน สมการนี้สามารถลดลงเป็นรูป
แบบอย่างง่าย นั่นคือ 
 

2 2 2
i 1 2 3 1 2 2 3 1 3v

1 vU  = (σ +σ +σ ) (σ σ +σ σ +σ σ ) dV
2E E
 −       (8-14) 
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8.3 พลังงานความเครียดแบบยืดหยุ่นสำหรับแรงกระทำชนิดต่างๆ  

โดยใช้สมการของพลังงานความเครียดแบบยืดหยุ่นท่ีพัฒนาในหัวข้อก่อนหน้านี้ สร้างรูปสมการ
พลังงานความเครียดท่ีถูกเก็บสะสมในช้ินส่วนเมื่อถูกกระทำด้วยแรงกระทำตามแกน โมเมนต์ตัด แรงเฉือน
ตามแนวขวางและโมเมนต์บิด ในตัวอย่างได้แสดงการคำนวณค่าของพลังงานความเครียดในช้ินส่วนท่ีถูก
กระทำด้วยแรงกระทำดังกล่าวนี้ 

แรงกระทำตามแนวแกน (axial load) พิจารณาแท่งของหน้าตัดปลายเรียวเล็กท่ีแปรค่า
เล็กน้อย ซึ่งถูกกระทำด้วยแรงกระทำตามแนวแกนทับกับแกนเซนทรอยด์ของแท่ง ดังแสดงในรูปท่ี 8-6  
แรงตามแนวแกนภายใน (internal axial force) ท่ีกระทำต่อหน้าตัดอยู่ท่ีระยะ x จากปลายด้านหนึ่ง 
คือ N ถ้าพื้นท่ีหน้าตัดท่ีหน้าตัดนี้ คือ A แล้วค่าหน่วยแรงต้ังฉากปกติบนหน้าตัด คือ A/N=  
ประยุกต์ใช้สมการท่ี 8-8 จะได้ว่า 
 

 dV
EA2
NdV

E2
U

v v 2

22
x

i  =







=  

 

ถ้าเลือก ช้ิน ส่วนหรือ ช้ินเล็กๆ ท่ีมีปริมาตร AdxdV =  สมการท่ัวไปสำหรับพ ลังงาน
ความเครียดท่ีเกิดขึ้นในแท่งวัตถุ คือ 
 

dx
AE2
NU

L

o

2

i =      (8-15) 
 
 

 
รูปท่ี 8-6  แท่งของหน้าตัดปลายเรียวเล็กท่ีแปรค่าเล็กน้อย ซึ่งถูกกระทำด้วยแรงกระทำ 

ตามแนวแกนทับกับแกนศูนย์ถ่วงของแท่ง 
 

 
 

รูปท่ี 8-7  แท่งรูปส่ีเหล่ียมท่ีมีพื้นท่ีหน้าตัดคงท่ี A ความยาว L และแรงกระทำ 
ตามแนวแกนคงท่ี N 
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สำหรับกรณีท่ัวไปของแท่งรูปส่ีเหล่ียมท่ีมีพื้นท่ีหน้าตัดคงท่ี A ความยาว L และแรงกระทำตาม
แนวแกนคงท่ี N ดังแสดงในรูปท่ี 8-7 สมการท่ี 8-15 เมื่อทำอินทิเกรต จะได้ว่า 

 

 
AE2

LNU
2

i =       (2-16) 
 

 จากสมการนี้ พบว่าพลังงานความเครียดแบบยืดหยุ่นของแท่งเพิ่มขึ้น ถ้าความยาวของแท่งเพิ่มขึ้น 
หรือถ้าโมดูลัสของความยืดหยุ่นหรือพื้นท่ีหน้าตัดลดลง ยกตัวอย่างเช่น แท่งอลูมิเนียม (Eal  = 70 GPa) 
เก็บสะสมพลังงานได้มากกว่าแท่งเหล็กถึงสามเท่าโดยประมาณ (Est  = 200 GPa) และต้องมีขนาดเท่ากับ
และถูกกระทำด้วยแรงกระทำเดียวกัน หรือพูดอีกนัยหนึ่งว่า ถ้าพื้นท่ีหน้าตัดเพิ่มขึ้นเป็นสองเท่า
ประสิทธิภาพของการเก็บสะสมพลังงานความเครียดจะลดลงครึ่งหนึ่ง 
 
ตัวอย่างท่ี 8.1 

 สลักเกลียวเหล็กกำลังสูงท้ังสองคือ A และ B ดังแสดงในรูป ถูกเลือกเพื่อรองรับแรงกระทำ
แบบดึงในทันทีทันใดและมีข้อจำกัด คือ ต้องการหาค่าท่ีมากท่ีสุดของพลังงานความเครียดแบบยืดหยุ่น
ท่ีแต่ละสลักเกลียวสามารถดูดซับได้ สลักเกลียว A มีเส้นผ่าศูนย์กลาง 20 mm  ยาว 50 mm และเส้น
ผ่านศูนย์กลางของตัวสลักเกลียวท่ีฐาน (หรือเล็กท่ีสุด) 18 mm ระยะห่างของเกลียวกับน๊อต 6 mm  
สลักเกลียว B มีเกลียวยาว 56 mm เส้นผ่านศูนย์กลาง 18 mm ท้ังสองกรณีไม่คิดวัสดุส่วนเกินท่ีมี
ระยะเกลียวทะลุน็อตขึ้นไป กำหนดให้ค่า E  = 210 GPa  และ yσ = 310 MPa  
   

 
 
 
 
 
 
 

รูปตัวอย่างท่ี 8.1 
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 สลักเกลียว A (bolt A) ถ้าสลักเกลียวถูกกระทำด้วยแรงดึงท่ีมากท่ีสุด หน่วยท่ีแรงมากท่ีสุด 
yσ = 310 MPa จะเกิดขึ้นภายในช่วงความยาว 6 mm แรงดึงนี้ คือ 

 

maxP  = 
2

2
y

18mmσ A = 310 N/mm π  = 78.89kN
2

  
  
   

 
 

ประยุกต์ใช้สมการท่ี 8-16  ในแต่ละช่วงของสลักเกลียว จะได้ว่า 
 

 iU  = 
2N L

2AE  

 = 3 2 3 2

2 3 2 2 3 2

(78.89 10 N) (50 mm) (78.89 10 N) (6 mm)+
2 π(20 mm/2) 210 10 N/mm 2 π(18mm/2) 210 10 N/mm

 
               

 

 = 2707.8 N.mm  
 

สลักเกลียว B (bolt B) เมื่อสลักเกลียวถูกสมมุติว่ามีเส้นผ่านศูนย์กลางอย่างสม่ำเสมอ 18 mm  
ตลอดความยาว 56 mm นอกจากนั้น จากการคำนวณข้างต้นสามารถรองรับแรงดึงท่ีมีค่ามากท่ีสุด  
Pmax 78.89 kN ดังนั้น 

  
 iU  = 2 3 2

2 3 2

N L (78.89 10 N) (56 mm) = = 3261.0 N.mm
2AE 2[π(18/2) ][210 10 N/mm ]




 ตอบ 

     
จากการเปรียบเทียบ สลักเกลียว B สามารถดูดซับพลังงานความยืดหยุ่นได้มากกว่าสลักเกลียว 

A ถึงร้อยละ 20 ถึงแม้ว่าจะมีหน้าตัดเล็กกว่าตามส่วนของขาตอนล่างบริเวณสลักเกลียว (shank) 

 โมเมนต์ดัด (bending moment) เนื่องจากโมเมนต์ดัดกระทำต่อช้ินส่วนท่ีเป็นรูปเหล่ียม
เหยียดตรงเกิดหน่วยแรงต้ังฉากปกติ (normal stress) ในช้ินส่วนสามารถใช้สมการท่ี 8-8 เพื่อหา
พลังงานความเครียดท่ีสะสมในช้ินส่วนเนื่องจากโมเมนต์ดัด ยกตัวอย่างเช่น พิจารณาคานท่ีสมมาตร
ตามแนวแกนดังแสดงในรูปท่ี 8-8 โมเมนต์ดัดภายใน คือ M และหน่วยแรงต้ังฉากปกติท่ีกระทบบน
ช้ินส่วนท่ีระยะ Y จากแนวแกนสะเทิน คือ σ = My/I  ถ้าปริมาตรของช้ินส่วน คือ dV = dA dx เมื่อ 
dA คือพื้นท่ีผิวหน้า และ dx เป็นความยาวของช้ินส่วนพลังงานความเครียดแบบยืดหยุ่นในคาน คือ 
 

 iU  = 
22

v v

σ 1 My dV = dAdx
2E 2E I
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 ทำการอินทิเกรตครอบคลุมปริมาตรท้ังหมด สามารถแสดงเป็นผลคูณของการอินทิเกรต
ครอบคลุมพื้นท่ีหน้าตัดของคาน A และอินทิเกรตครอบคลุมความยาวของคาน  L ดังนั้น 
 

( )
2L 2

i 2o A

MU  =  y dA dx
2EI    

 
 พึงตระหนักว่า การอินทิเกรตของพื้นท่ีสามารถแทนได้ด้วยโมเมนต์ของความเฉ่ือยของคานรอบ
แกนทะเทิน ผลลัพธ์สุดท้ายสามารถเขียนได้ในรูปของ 
 

 =
L

o

2

i EI2
dxMU      (8-17) 

 
เพื่อหาค่าพลังงานความเครียด ดังนั้น เริ่มแรกจะต้องแสดงโมเมนต์ภายในเป็นฟังก์ช่ันของ

ตำแหน่ง x ตามแนวคาน แล้วทำการอินทิเกรตตลอดความยาวทั้งหมดของคาน 
 

 
รูปท่ี 8-8 การหาพลังงานความเครียดโดยการอินทิเกรตตลอดความยาวคาน 

 
ตัวอย่างที่ 8.2 

 จงคำนวณหาพลังงานความเครียดแบบยืดหยุ่นเนื่องจากโมเมนต์ตัดของคานอื่น ถ้าคานถูก
กระทำด้วยแรงกระทำแบบกระจายอย่างสม่ำเสมอ w ดังแสดงในรูป เมื่อ EI เป็นค่าคงท่ี 

 
 
 
 
 
 
 
 

รูปตัวอย่างท่ี 8.2 
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 โมเมนต์ตัดภายในคานหาได้ในเทอมของพิกัด x เทียบกับจุดเริ่มต้นด้านซ้ายมือดังแสดงในรูป 
จะได้ว่า 

 + NAM   =   0;   xM + wx
2

 
 
 

 =   0  

 M  = 
2xw

2
 

−  
 

 

              
ประยุกต์ใช้สมการท่ี 8-17 จะได้ว่า 
 

  
L L L2 2 2 2

4
i

o o o

M dx [ w(x /2)] dx wU  =  =  = x dx
2EI 2EI 8EI

−
    

หรือ 
 

  
EI40
LwU

52

i =       ตอบ 
 

ในกรณีนี้สามารถหาพลังงานความเครียดโดยใช้พิกัด x  ท่ีมีจุดเริ่มต้นทางด้านขวามือของคาน
ดังแสดงในรูป 
 

+ NAM  =   0;           xM + wx
2

 −  
 

 + 
2wLwL(x)  =  0

2
−  

 

  M  =  
2 2wL w + wLx w

2 2
 −

−  
 

 

                                                       
ประยุกต์ใช้สมการท่ี 8-17 จะได้ผลลัพธ์เดียวกันกับคำตอบข้างต้น 
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ตัวอย่างที่ 8.3 

 จงคำนวณหาพลังงานความเครียดท่ีเกิดจากโมเมนต์ตัดในช่วง AB ของคานดังแสดงในรูป เมื่อ 
EI เป็นค่าคงท่ี 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปตัวอย่างท่ี 8.3 
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 ผังวัตถุอิสระของคานดังแสดงในรูป สามารถแสดงโมเมนต์ดัดภายในรูปของพิกัด x แล้ว
ประยุกต์ใช้สมการท่ี 8-7 Lx0 1   จากผังวัตถุอิสระของหน้าตัดดังแสดงในรูป จะได้ว่า 

 + ;0M NA =        1M + Px  = 0  

        1M  = 1Px−  

                             iU    = 
L 22

1 1

o

( Px ) dxM dx  = 
2EI 2EI

−
   

    = 
2 3P L

6EI
     ตอบ 

Lx0 2   โดยใช้ผังวัตถุอิสระของหน้าตัด จะได้ว่า 
 

+ NAM  =   0;  2 2 2M  + 2P(x ) P(x +L)− −  = 0  

   2M  = 2P(x L)−  

                                          iU    =  
2M dx

2EI  =  2L
2 2

o

P(x L) dx
2EI
−

  

    = 
2 3P L

6EI
   ตอบ 

L2x0 3   จากผังวัตถุอิสระของหน้าตัดดังแสดงในรูป จะได้ว่า 
 

+ NAM  =   0;  3 3 3M  + 2P(x L) P(x )− − −  = 0  

        3M  = 3P(x 2L)−  

  iU  =  
2M dx

2EI  =  22L
3 3

L

P(x 2L) dx
2EI
−

  

    = 
2 3P L

6EI
   ตอบ 
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 ตัวอย่างก่อนหน้านี้และตัวอย่างนี้ได้บ่งบอกว่าพลังงานความเครียดของคาน สามารถหาได้โดย
ใช้พิกัด x ท่ีเหมาะสมใดก็ได้และเป็นการอินทิเกรตบนช่วงของพิกัดท่ีพลังงานภายในทราบการเลือก 1x  
ทำให้ได้คำตอบง่ายท่ีสุด 

 การเฉือนตามขวาง (transverse shear) พลังงานความเครียดเนื่องจากหน่วยแรงเฉือนใน
ช้ินส่วนของคาน สามารถหาได้โดยใช้สมการท่ี 8-11 พิจารณาคานท่ีเป็นรูปส่ีเหล่ียมและมีแกนสมมาตร
ดังแสดงในรูปท่ี 8-9 ถ้าแรงเฉือนภายในตรงตำแหน่ง x คือ V แล้วหน่วยแรงเฉือนท่ีกระทำบนช้ินส่วน
เชิงปริมาตรของวัสดุท่ีมีความยาว dx และมีพื้นท่ี dA คือ It/VQ=  แทนค่าในสมการท่ี 8-11 
พลังงานความเครียดสำหรับการเฉือนจะกลายเป็น 
 

 iU  = 
22

v v

τ 1 VQ dV = dAdx
2G 2G It

 
 
     

 
หรือ 

 iU  = 
2 2L

2 2o
A

V Q dA dx
2GI t

 
 
 

   

  
 ทำการอินทิเกรตในวงเล็บครอบคลุมพื้นท่ีหน้าตัดของคานอย่างง่าย ค่านี้จะเรียกว่า แฟกเตอร์ 
รูปทรงของหน้าตัด (Form Factor) สำหรับแรงเฉือน คือ 
 

 sf  = 
2

2 2A

A Q dA
I t      (8-18) 

 
แทนค่าในสมการข้างต้น จะได้ว่า 
 

 iU  = 
2L

s
o

f V dx
2GA       (8-19) 

 

 
 

รูปท่ี 8-9 การหาพลังงานความเครียดสำหรับแรงเฉือนของคานท่ีเป็นรูปส่ีเหล่ียมและมีแกนสมมาตร 
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แฟกเตอร์รูปทรงของหน้าตัดท่ีนิยามไว้โดยสมการท่ี 8-18 เป็นตัวเลขไร้มิติซึ่งเป็นค่าเฉพาะของ
แต่ละพื้นท่ีหน้าตัด ยกตัวอย่างเช่น ถ้าคานมีหน้าตัดรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้าท่ีมีความกว้าง b และความสูง h 
ดังแสดงในรูปท่ี 8-10 แล้ว 

 

 t  = 31b, A =  bh, I  =  bh
12

 

  

 Q  = y '
2

2(h/2) y h b hA'  = y+ b y = y
2 2 2 4

 −   − −    
     

 

 
แทนค่าเทอมดังกล่าวนี้ในสมการท่ี 8-10 จะได้ว่า 
 

แฟกเตอร์รูปทรงของหน้าตัดสำหรับภาคตัดอื่นๆ สามารถหาได้ในทำนองเดียวกัน เมื่อทราบค่า
เชิงตัวเลขจะทำการแทนค่าในสมการท่ี 8-10 ก็สามารถคำนวณหาพลังงานความเครียดของการเฉือน
ตามขวางได้ 

 
22 2h/2 2

s 2 2-h/2
3

bh b h 6f  = y bdy = 
4b 4 51 bh

12

 
− 

   
 
 

    (8-20) 

 
  

 
 

รูปท่ี 8-10 แฟกเตอร์รูปทรงของหน้าตัดคานมีหน้าตัดรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้าท่ีมีความกว้าง b และความสูง h 
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ตัวอย่างที่ 8.4 

 จงคำนวณหาพลังงานความเครียดในคานยื่นเนื่องจากการเฉือน ถ้าคานถูกกระทำด้วยแรง
กระทำแบบกระจายอย่างสม่ำเสมอ w ดังแสดงในรูป เมื่อ EI เป็นค่าคงท่ีและคานมีหน้าตัดรูปส่ีเหล่ียม
จัตุรัสท่ีมีด้านกว้างและด้านยาวเท่ากับ    

 

 
รูปตัวอย่างท่ี 8.4 

วิธีทำ 

จากผังวัตถุอิสระของหน้าตัดท่ีกำหนดให้ ดังแสดงในรูป จะได้ว่า 

 ;0Fy =+   V wx− −  = 0  

 V  = wx  

 เนื่องจากหน้าตัดเป็นรูปส่ีเหล่ียมจัตุรัส แฟกเตอร์รูปทรงของหน้าตัด (Form Factor) 
5
6fs =  

(จากสมการท่ี 8-20) ดังนั้นสมการท่ี 8-19 จะกลายเป็น 

  
2

L L2
2

i s
o o

6 ( wx) dx 3w5(U )  =  = x dx
2GA 5GA

−

   

หรือ 

 
GA5

Lw)U(
32

si =       ตอบ 

 โดยใช้ผลลัพธ์ของตัวอย่างท่ี 8.2 เมื่อ 2aA =  และ 4a
12
1I =  อัตราส่วนของการเฉือนต่อ

พลังงานความเครียดตัด คือ 

 
22 3 2

i s

2 5 4i b

(U ) w L /5Ga 2 a E =  = 
1(U ) 3 L Gw L /40E a

12

 
    

 
 

 



196 

กลศาสตร์ของวัสดุ II 

 เนื่องจาก ( )G = E/2 1+ν  และ 1

2
ν  (จากหัวข้อความสัมพันธ์ของคุณสมบัติของวัสดุ)  

แล้วช่วงส่วนบน E = 3G ดังนั้น 
 

 i s

i b

(U )
(U )

 = 2a2( )
L

 

 
 พบว่าอัตราส่วนนี้เพิ่มข้ึนเมื่อค่าความยาว L ลดลง อย่างไรก็ตาม ถึงแม้ว่าคานจะส้ันมาก เช่น 
L = 5a การกระจายเนื่องจากพลังงานความเครียดเฉือนมีค่าเพียงร้อยละ 8 ของพลังงานความเครียดดัด 
ส่วนพลังงานความเครียดดัดและพลังงานความเครียดเฉือนท่ีถูกเก็บสะสมในคาน ในท่ีนี้ไม่นำมา
พิจารณาในการวิเคราะห์ทางวิศวกรรม เพราะมีค่าน้อยมาก 

 โมเมนต์บิด (torsional moment) เพื่อหาพลังงานความเครียดภายในเพลาหรือท่อรูปวงกลม 
เนื่องจากการกระทำของโมเมนต์บิด ประยุกต์ใช้สมการท่ี 8-11 โดยพิจารณาเพลารูปปลายเรียวดังแสดง
ในรูปท่ี 8-11 หน้าตัดของเพลาคิดท่ีระยะ x วัดจากปลายด้านหนึ่งถูกกระทำด้วยโมเมนต์บิดภายใน T 
การกระจายหน่วยแรงทำให้โมเมนต์บิดนี้แปรค่าแบบเชิงเส้นจากจุดศูนย์กลางของเพลาบนช้ินส่วนท่ีมี
ความยาว dx และมีพื้นท่ี dA หน่วยแรงเฉือน คือ J/T=  พลังงานความเครียดท่ีถูกเก็บสะสมไว้ใน
เพลาคือ 
 

 iU  = 
22

v v

τ 1 Tρ dV = dAdx
2G 2G J

 
 
    

  = 
2L 2

2o
A

T  ρ dA dx
2GJ

 
 
 

    

  
 เนื่องจากการอินทิเกรตพื้นท่ีสามารถแทนได้โดยค่าโมเมนต์ของความเฉื่อยเชิงขั้ว J ผลลัพธ์
สุดท้ายสามารถเขียนได้ว่า 
 

 iU  = 
2L

o

T  dx
2GJ      (8-21) 

 
ในกรณีท่ัวไปท่ีเกิดขึ้นเมื่อเพลา (หรือท่อ) มีพื้นท่ีหน้าตัดคงท่ีและโมเมนต์บิดท่ีกระทำมีค่าคงท่ี

ดังแสดงในรูปท่ี 8-12 ทำการอินทิเกรตสมการท่ี 8-21 จะได้ว่า 
 

 iU  = 
2T L

2GJ
      (8-22) 
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รูปท่ี 8-11  เพลารูปปลายเรียวและโมเมนต์บิดท่ีกระทำ T 
 
 

 
 

รูปท่ี 8-12  เพลา (หรือท่อ) มีพื้นท่ีหน้าตัดคงท่ีและโมเมนต์บิดท่ีกระทำมีค่าคงท่ี 
 
 จากสมการนี้ สรุปได้ว่า คล้ายคลึงกันกับช้ินส่วนรับแรงกระทำตามแนวแกนดังสมการท่ี 8-3 
ประสิทธิภาพการดูดซับพลังงานของเพลารับโมเมนต์บิดจะลดลง เมื่อมีการเพิ่มข้ึนของเส้นผ่าน
ศูนย์กลางของเพลา เนื่องจากทำให้ค่า J เพิ่มขึ้น 

 ถ้าหน้าตัดของเพลามีรูปทรงนอกจากรูปวงกลมหรือรูปท่อดังในสมการท่ี 8-22 จะต้องทำการ
ดัดแปลงสมการดังกล่าว ยกตัวอย่างเช่น ถ้าเพลาเป็นรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้าท่ีมีขนาด bh   แล้วใช้การ
วิเคราะห์ทางคณิตศาสตร์บนพื้นฐานทางทฤษฎีของความยืดหยุ่นสามารถพิสูจน์ได้ว่าพลังงาน
ความเครียดในเพลาหาได้จาก 
 

 iU  = 
2

3

T L
2Cb hG

     (8-23) 

 
เมื่อ 

 C  = 
3 4

4

hb 16 b b3.336 1
16 3 h 12h

  
− −  

  
   (8-24) 
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ตัวอย่างที่ 8.5 

 เพลาท่ีทำเป็นรูปท่อดังแสดงในรูป ถูกยึดติดแน่นท่ีผนังและถูกกระทำด้วยโมเมนต์บิด ท้ังสอง 
จงคำนวณหาพลังงานความเครียดท่ีเก็บสะสมในเพลาเนื่องจากแรงกระทำดังกล่าวนี้ เมื่อ G = 75 GPa  
 
 
 
 

 
 
 
 

รูปตัวอย่างท่ี 8.5 
 

วิธีทำ 

 โดยใช้วิธีภาคตัด โมเมนต์บิดภายในเริ่มแรกหาภายในช่วงท้ังสองของเพลาท่ีมีค่าคงท่ี            
ดังแสดงในรูป ถึงแม้ว่าโมเมนต์บิดดังกล่าวนี้ (คือ 40 N.m และ 15 N.m) มีทิศทางตรงกันข้ามจะไม่
นำมาใช้ในการคำนวณหาพลังงานความเครียดเนื่องจากโมเมนต์บิดยกกำลังสองในสมการท่ี 8-22 หรือ
พูดอีกนัยหนึ่งว่า พลังงานความเครียดจะมีค่าเป็นบวกเสมอ โมเมนต์ของความเฉื่อยเชิงขั้วของเพลา คือ 
 

 J   = 4 4 -6 4π (0.08m) (0.065) = 36.3(10 )m
2
 −   

 
ประยุกต์ใช้สมการท่ี 8-22 จะได้ว่า 
 

 iU   = 
2T L

2GJ  

  = 
2 2

9 2 -6 4 9 2 -6 4

(40 N.m) (0.750 m) (15 N.m) (0.300 m)+
2 75(10 ) N/m 36.3(10 ) m 2 75(10 ) N/m 36.3(10 ) m              

      

  = 233 μJ           ตอบ   
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8.4 การอนุรักษ์พลังงาน  

 วิธีพลังงานท้ังหมดถูกนำมาใช้ในวิชากลศาสตร์บนพื้นฐานของสมการสมดุลของงานส่วนใหญ่จะ
อ้างอิงหลักการอนุรักษ์พลังงาน (conservation of energy) ในบทนี้มีเพียงพลังงานทางกลศาสตร์ซึ่ง
พิจารณาจากสมการสมดุลพลังงาน นั่นคือ พลังงานท่ีเกิดจากความร้อนพลังงานท่ีเกิดจากปฏิกิริยาเคมี
และพลังงานท่ีเกิดจากแม่เหล็กไฟฟ้าจะไม่นำมาคิดในท่ีนี้เมื่อแรงกระทำกระทำต่อวัตถุอย่างช้า ดังนั้น
พลังงานจลน์จึงไม่ถูกนำมาคิด และแรงกระทำภายนอกมีแนวโน้มท่ีจะทำให้เกิดการเปล่ียนแปลงรูปร่าง
ของวัตถุ ดังนั้น แรงกระทำทำให้เกิดงานภายนอก (external work) eU  และท้ายท่ีสุดพลังงานภายนอก
จะถูกเปล่ียนแปลงไปเป็นพลังงานภายใน (internal work) หรือเรียกว่าพลังงานความเครียด (strain 
energy) iU ท่ีเก็บสะสมในวัตถุ นอกจากนั้น เมื่อแรงกระทำถูกปลดออก พลังงานความเครียดจะทำให้
วัตถุกลับคืนสู่ตำแหน่งท่ีไม่มีการเปล่ียนแปลงรูปร่างในตำแหน่งเดิม ถ้ายังเสียรูปเพราะเกินขีดจำกัด
ยืดหยุ่นของวัสดุ หลักการอนุรักษ์พลังงานสำหรับวัตถุสามารถกล่าวในเทอมคณิตศาสตร์ได้ คือ 

              งานภายนอก =  งานภายใน 

                 eU   = iU       (8-25) 
 

 สมการนี้สามารถประยุกต์ใช้เพื่อหาระยะการขจัดของจุดท่ีอยู่บนช้ินส่วนหรือบนโครงสร้างท่ีมี
การเปล่ียนแปลงรูปร่าง ดังตัวอย่างแรก ให้พิจารณาโครงถัก ดังแสดงในรูปท่ี 8-13 ซึ่งถูกกระทำด้วย
แรงกระทำท่ีทราบค่าคือ P งานภายนอกท่ีกระทำโดย P หาได้จากสมการท่ี 8-11 นั่นคือ เมื่อ 

= P
2
1Ue  เมื่อ  เป็นระยะการขจัดในแนวดิ่งของโครงถักท่ีจุดท่ี P กระทำ สมมุติว่า P ทำให้เกิดแรง

ตามแกน N ในช้ินส่วนของโครงถัก พลังงานความเครียดท่ีเก็บสะสมในช้ินส่วนหนึ่งหาได้จากสมการท่ี 
8-16 นั่นคือ AE2/LNU 2

i = การรวมพลังงานความเครียดสำหรับช้ินส่วนท้ังหมดของโครงถักสามารถ
เขียนสมการท่ี 8-25 เป็น 
 

 
21 N LPΔ

2 2AE
=      (8-26) 

 

เมื่อทราบแรงภายในช้ินส่วนท้ังหมดของโครงถักและเทอมด้านขวามือแล้ว จะสามารถหาระยะการขจัด
ท่ียังไม่ทราบค่า ได้ 

 
รูปท่ี 8-13 การประยุกต์วิธีการอนุรักษ์พลังงานกบัโครงถัก 
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 ตัวอย่างท่ีสอง พิจารณาการหาระยะการขจัดในแนวด่ิง  ภายใต้แรงกระทำท่ีทราบค่า P 

กระทำบนคานดังแสดงในรูปท่ี 8-14 งานภายนอก คือ = P
2
1Ue  อย่างไรก็ตามในกรณีนี้พลังงาน

ความเครียดเป็นผลของแรงกระทำเนื่องจากการเฉือนและโมเมนต์ดัดภายในท่ีเกิดขึ้นเนื่องจากแรง P 
กระทำ โดยเฉพาะอย่างยิ่งพลังงานความเครียดท่ีเกิดจากการเฉือนโดยท่ัวไปไม่ถูกนำมาคิดในปัญหาท่ี
ต้องการทราบค่าระยะการทรุดตัวของคาน เว้นเสียแต่คานมีลักษณะส้ันมากและรองรับแรงกระทำท่ีมีค่ามาก 
(ดูตัวอย่างท่ี 8.4) ดังนั้น พลังงานความเครียดของคานหาได้จากโมเมนต์ดัดภายใน M โดยใช้สมการท่ี 
8-17 สมการท่ี 8-25 สามารถเขียนในรูปสัญลักษณ์  คือ 
 

 dx
EI2

MP
2
1 L

o

2

=      (8-27) 
 
เมื่อ M  เป็นฟังก์ช่ันของตำแหน่งและทำการอินทิเกรต จะสามารถหาค่าของ   ได้ 
  
 สำหรับตัวอย่างสุดท้าย พิจารณาคานท่ีถูกกระทำด้วยโมเมนต์คู่ควบ M0 ดังแสดงในรูปท่ี 8-15 
โมเมนต์นี้ทำให้เกิดระยะการขจัดเชิงมุม   ท่ีจุดท่ีโมเมนต์คู่ควบกระทำ เนื่องจากโมเมนต์คู่ควบทำให้

เกิดงานเมื่อมีการหมุนโดยใช้สมการท่ี 8-5 งานภายนอก คือ = 0e M
2
1U  ดังนั้นสมการท่ี 8-25 จะ

กลายเป็น 
 

 dx
EI2

MM
2
1 L

o

2

0 =      (8-28) 
 
 พลังงานความเครียดหาได้จากผลของโมเมนต์ดัดภายใน M ท่ีเกิดโดยการกระทำของโมเมนต์คู่
ควบ M0 เมื่อ M เป็นฟังก์ช่ันของ x และเมื่อทราบพลังงานความเครียดแล้วจะสามารถหาค่าของ   ได้ 

 ในแต่ละตัวอย่างข้างต้น พบว่าการประยุกต์ใช้สมการท่ี 8-25 ค่อนข้างมีข้อจำกัดเพราะว่ามี
เพียงแรงภายนอกหรือโมเมนต์คู่ควบท่ีกระทำต่อช้ินส่วนหรือโครงสร้าง พูดอีกนัยหนึ่งว่า ระยะการขจัด
สามารถคำนวณหาได้ท่ีจุดใดๆ ของโครงสร้างในทิศทางของแรงภายนอกหรือโมเมนต์แรงคู่ควบกระทำ 
ถ้ามีแรงภายนอกหรือโมเมนต์คู่ควบมากกว่าหนึ่งแรงกระทำกับโครงสร้างแล้วงานภายนอกของแต่ละ
แรงกระทำจะมีความเกี่ยวข้องกันกับระยะการขจัดท่ียังไม่ทราบค่าท่ีมีความสอดคล้องกันเป็นผลให้ระยะ
การขจัดท่ียังไม่ทราบค่าดังกล่าวนี้ไม่สามารถคำนวณหาได้โดยใช้สมการท่ี 8-25 เพยีงสมการเดียวต้องใช้
สมการอื่นร่วมด้วย 
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รูปท่ี 8-14  การหาการโก่งตัวของคาน 
 

 

 
 

รูปท่ี 8-15  การหามุมเอียง   ของคาน 
 
ตัวอย่างที่ 8.6 

 โครงถักท้ังสามดังแสดงในรูป ถูกกระทำด้วยแรงตามแนวราบ 20 kN ถ้าพื้นท่ีหน้าตัดของแต่ละ
ช้ินส่วน คือ 100 mm2  จงคำนวณหาระยะการขจัดในแนวราบท่ีจุด B เมื่อ E = 200 GPa 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปตัวอย่างท่ี 8.6 
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วิธีทำ 

 สามารถประยุกต์ใช้วิธีของงานและพลังงานเนื่องจากมีเพียงแรงภายนอกกระทำต่อโครงถัก
เพียงแรงเดียว และระยะการขจัดท่ีต้องการหาอยู่ในทิศทางเดียวกันกับแรงกระทำ นอกจากนั้น  แรง
ปฏิกิริยาบนโครงถักไม่มีงานเนื่องจากไม่เกิดระยะการขจัด 

 ใช้วิธีรอยต่อ แรงภายในแต่ละช้ินส่วนสามารถหาได้บนผนังวัตถุอิสระของหมุดท่ีจุด B และ C  
ดังแสดงในรูป ประยุกต์ใช้สมการท่ี 8-26 จะได้ว่า 
 

              1 PΔ
2

 = 
2N L

2AE   

 3
B h

1 20×10 N(Δ )
2

 = 
3 2 3 2(11.547×10 ) (1m) ( 23.094×10 N) (2 m)+

2AE 2AE
−  

   
3 2(+20×10 N) (1.732 m)
2AE

+  

  B h(Δ )  = 94640.0 N.m
AE

 
           

 พบว่าเนื่องจาก N ยกกำลังสอง จึงไม่มีผลถึงแม้ว่าช้ินส่วนจะอยู่ในสภาวะรับแรงดึงหรือแรงอัด 
แทนค่าข้อมูลในรูปของตัวเลขสำหรับค่า A และค่า E จะได้ว่า 
 

 B h(Δ )  = 
 22 9 2

94640.0 N.m
(100mm ) 1 m/1000mm 200(10 N/m )  

 

 = -34.73×10 m = 4.73mm→   ตอบ 
 

ตัวอย่างที่ 8.7 

 คานยื่นดังแสดงในรูป มีหน้าตัดรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้า และถูกกระทำด้วยแรงกระทำ P ท่ีปลายของ
คาน จงคำนวณหาระยะการขจัดของแรงกระทำ เมื่อ EI เป็นค่าคงท่ี 
 

 
 
 
 
 

รูปตัวอย่างท่ี 8.7 
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วิธีทำ 

 แรงเฉือนและโมเมนต์ภายในคานเป็นฟังก์ช่ันของ x ท่ีหาได้โดยวิธีภาคตัดดังแสดงในรูป เม่ือ
ประยุกต์ใช้สมการท่ี 8-25 จะพิจารณาพลังงานความเครียดเนื่องจากการเฉือนและการดัดโดยใช้สมการ
ท่ี 8-19 และสมการท่ี 8-17 จะได้ว่า 
 

 1 PΔ
2

 = 
L L2 2

s

0 0

f V dx M dx + 
2GA 2EI   

  = 
2

L L 2 2 2 3

0 0

6( )( P) dx ( Px) dx 3P L P L5  +  =  + 
2GA 2EI 5GA 6EI

− −
   (1) 

 
 เทอมแรกทางด้านขวามือของสมการนี้แทนพลังงานความเครียดเนื่องจากการเฉือน ในขณะท่ี
เทอมท่ีสองแทนพลังงานความเครียดอันเนื่องจากการดัด ดังได้กล่าวไว้ในตัวอย่างท่ี 8.4 สำหรับคาน 
พลังงานความเครียดท่ีเกิดจากการเฉือนมีน้อยกว่าพลังงานความเครียดท่ีเกิดจากการดัดโดยการ
เปรียบเทียบ จะได้ว่า 
 

 
23P L

5GA
   

2 3P L
6EI

 

  

 
23P L

5G(bh)
  

2 3

3

P L
16E (bh )

12
 
  

 

 3
5G

   
2

2

2L
Eh

 

     
เนื่องจาก G3E  (ดูตัวอย่างท่ี 8.4) แล้วจะได้ว่า 

 0.9   
2L

h
 
 
 

 

 
 ถ้า h มีค่าน้อยและ L มีค่ามาก (เมื่อเทียบกับ h) จะได้อัตราส่วนของ L/h มีค่ามากๆ ก็คือคาน
จะมีลักษณะเรียว พลังงานความเครียดท่ีเกิดจากการเฉือนไม่จำเป็นต้องนำมาพิจารณา หรือพูดอีกนัย
หนึ่งว่า พลังงานความเครียดท่ีเกิดจากการเฉือนมีความสำคัญในคานส้ันและคานลึก ยกตัวอย่างเช่น 
คานท่ีมี L =  5h จะมีพลังงานความเครียดท่ีเกิดจากการดัดมากกว่าพลังงานความเครียดท่ีเกิดจากการ
เฉือน 28 เท่า ดังนั้น การไม่พิจารณาพลังงานความเครียดของการเฉือนจะเกิดความผิดพลาดเพียง
ประมาณร้อยละ 3.6 ทำให้สมการท่ี (1) สามารถเขียนใหม่ดังแสดงในรูปอย่างง่ายเป็น 
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 1 PΔ
2

 = 
2 3P L

6EI
 

ดังนั้น 

   = 
3PL

3EI
     ตอบ 

 
8.5 หลักการของงานเสมือน  

หลักการของงานเสมือน (principle of virtual work) ถูกพัฒนาขึ้นโดย จอร์น เบอร์นูล่ี (John 
Bernoulli ในปี ค.ศ. 1717) ซึ่งเหมือนกันกับวิธีพลังงานพื้นฐานจากหลักการอนุรักษ์พลังงาน และ
หลักการของงานเสมือนถูกนำมาใช้กันมากในกลศาสตร์ ในบทนี้จะใช้ในการหาระยะการขจัดและค่า
ความชันท่ีจุดต่างๆ บนวัตถุท่ีเปล่ียนแปลงรูปร่าง 

 เมื่อใดก็ตาม วัตถุถูกยึดติดแน่นปราศจากการเคล่ือนท่ี และเป็นไปตามเงื่อนไขของสมดุล และ
ระยะการขจัดเป็นไปตามเงื่อนไขของความสอดคล้องกัน โดยเฉพาะอย่างยิ่ง เงื่อนไขของสมดุล 
(equilibrium conditions) ต้องการแรงกระทำภายนอกท่ีมีความสัมพันธ์กับแรงกระทำภายใน และ
เงื่อนไขของความสอดคล้องกัน (compatibility conditions) ต้องการระยะการขจัดภายนอกท่ีมี
ความสัมพันธ์กับการเปล่ียนแปลงรูปร่างภายใน ยกตัวอย่างเช่น ถ้าพิจารณาวัตถุท่ีมีการเปล่ียนแปลง
รูปร่างท่ีมีรูปทรงหรือขนาดใดๆ และมีแรงกระทำภายนอก P กระทำต่อวัตถุ แรงกระทำดังกล่าวนี้จะทำ
ให้เกิดแรงกระทำภายใน u ภายในวัตถุ แรงกระทำภายนอกและแรงภายในจะมีความสัมพันธ์กันโดย
สมการของสมดุล นอกจากนั้น เนื่องจากวัตถุมีการเปล่ียนแปลงรูปร่าง แรงกระทำภายนอกเกิดระยะ
การขจัด และแรงกระทำภายในมีระยะการขจัด   โดยท่ัวไปแล้ววัสดุไม่มีพฤติกรรมแบบยืดหยุ่น และ
ระยะการขจัดไม่มีความสัมพันธ์กันกับแรงกระทำ อย่างไรก็ตามถ้าทราบระยะการขจัดภายนอก ระยะ
การขจัดภายในท่ีสอดคล้องกันจะสามารถหาได้เนื่องจากวัตถุมีความต่อเนื่องกัน จากหลักการอนุรักษ์
พลังงานกล่าวว่า 
 

;UU ie =    = uP      (8-29) 
 

 จากพื้นฐานของหลักการนี้ได้นำไปสู่การพัฒนาหลักการของงานเสมือน ดังนั้น สามารถนำ
หลักการนี้มาใช้หาระยะการขจัดและค่าความชันท่ีจุดใดๆ บนวัตถุ พิจารณาวัตถุท่ีมีรูปทรงกำหนดในรูป
ท่ี 8-14(ข) และถูกกระทำด้วยแรงกระทำจริง P1 , P2 และ P3 เป็นท่ีเข้าใจได้ว่าแรงกระทำดังกล่าวนี้ไม่
ทำให้ฐานรองรับเกิดการเคล่ือน อย่างไรก็ตาม โดยท่ัวไปวัสดุจะเกิดความเครียดเกินขีดจำกัดของความ
ยืดหยุ่น สมมุติว่าต้องการคำนวณหาระยะการขจัด  ของจุด A บนวัตถุท่ีเกิดจากแรงกระทำดังกล่าวนี้
พิจารณาโดยประยุกต์ใช้หลักการอนุรักษ์พลังงานดังสมการท่ี 8-29 ในกรณีนี้ไม่มีแรงกระทำท่ีจุด A และ
ยังไม่ทราบระยะการขจัด  ท่ีจุดดังกล่าวด้วย 
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จากข้อจำกัดนี้ จะวางแรงเสมือน Pบนวัตถุท่ีจุด A แรง P จะกระทำในทิศทางเดียวกันกับ
ระยะ  นอกจากนั้น แรงกระทำนี้กระทำต่อวัตถุก่อนท่ีแรงกระทำจริงจะกระทำดังแสดงในรูปท่ี 8-14(
ก) เพื่อความสะดวกจึงกำหนดให้แรง P  ท่ีมีขนาดหนึ่งหน่วย นั่นคือ P = 1 เป็นแรงเสมือนท่ีเกิดขึ้นใน
จินตนาการและไม่มีจริงในแรงกระทำจริง แรงกระทำเสมือนภายนอกนี้ จะทำให้เกิดแรงกระทำเสมือน
ภายในคือ u ในช้ินส่วนของวัตถุ ดังแสดงในรูปท่ี 8-16(ก) ค่า P  และ u สามารถหาความสัมพันธ์กันได้
โดยการใช้สมการของสมดุล นอกจากนั้น เนื่องจาก P  และ u ในวัตถุมีระยะการขจัดเสมือน   

                            
 
 
 
 
 
 
 
           

 
 

รูปท่ี 8-16  หลักการของงานเสมือน 
 
ภายหลังจากแรงกระทำเสมือนกระทำท่ีวัตถุแล้ววัตถุถูกกระทำด้วยแรงกระทำจริง (Real Loads)  

P1, P2  และ P3 ท่ีจุด A จะมีระยะการขจัดจริงคือ  ท่ีทำให้ช้ินส่วนเกิดระยะการขจัด dL ดังแสดงใน
รูปท่ี 8-16(ข) เป็นผลทำให้แรงเสมือนภายนอก P  และแรงกระทำเสมือนภายใน u เกิดค่า  และ dL 
ตามลำดับ ดังนั้น แรงกระทำดังกล่าวนี้จะทำให้เกิดงานเสมือนภายนอก (External Virtual Work) คือ 
1.  บนวัตถุและเกิดงานเสมือนภายใน (Internal Virtual Work) u.dL บนช้ินส่วน พิจารณาโดยใช้
หลักการอนุรักษ์พลังงานเสมือน งานเสมือนภายนอกมีค่าเท่ากับงานเสมือนภายในทำบนช้ินส่วนของ
วัตถุท้ังหมด ดังนั้น สามารถเขียนสมการของงานเสมือนเป็น 

 
        แรงกระทำเสมือน 

1   = u    dL          (8-30) 
ระยะการขจัดจริง 

 

(ข) การประยุกต์ของ 
น้ำหนักกระทำจริง 

(ก) การประยุกต์ของ 
น้ำหนักกระทำหน่ึงหน่วยงานเสมือน 
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เมื่อ 
P  = 1 = แรงเสมือนภายนอกท่ีกระทำในทิศทางเดียวกันกับ   และมีขนาดหนึ่งหน่วย 

 u  = แรงกระทำเสมือนภายในท่ีกระทำต่อช้ินส่วน 
    = ระยะการขจัดภายนอกเกิดจากแรงกระทำจริง 
 dL  = ระยะการขจัดภายในของช้ินส่วนในทิศทางเดียวกันกับ u  เกิดจากแรงกระทำจริง 

โดยกำหนดให้ P  = 1 หน่วย  พบว่าคำตอบของ   หาได้โดยตรง เนื่องจาก Σu dL =   
 

 ในทำนองเดียวกัน ถ้าระยะการขจัดเชิงมุมหรือค่าความชันของแนวเส้นสัมผัสท่ีจุดใดๆ บนวัตถุ
หาได้ โดยใช้โมเมนต์คู่ควบเสมือน (virtual couple moment) M  ท่ีมีขนาดหนึ่งหน่วยกระทำท่ีจุดท่ี
ต้องการคำนวณ โมเมนต์คู่ควบเสมือนนี้จะทำให้เกิดแรงกระทำเสมือนภายใน u เกิดขึ้นท่ีช้ินส่วนของ
วัตถุ สมมุติว่าแรงกระทำจริงเปล่ียนแปลงรูปร่างช้ินส่วนเชิงเส้นไป dL และเกิดการหมุนไปเป็นมุม   
สามารถหาค่าดังกล่าวได้จากสมการของงานเสมือน  
    

         แรงกระทำเสมือน 
1 θ   = θu    dL          (8-31) 

ระยะการขจัดจริง 
 
เมื่อ 
 M   = 1 เรเดียน = โมเมนต์คู่ควบเสมือนขนาดหนึ่งหน่วยท่ีกระทำในทิศทางเดียวกันกับมุม   
 u  = แรงกระทำเสมือนภายในของช้ินส่วน 
   = ระยะการขจัดเชิงมุมในหน่วยเรเดียนเกิดจากแรงกระทำจริง 
 dL  = ระยะการขจัดภายในของช้ินส่วนในทิศทางของ u  เกิดจากแรงกระทำจริง 
 

วิธีการนี้ถูกเรียกว่าเป็นวิธีของแรงเสมือน (method of virtual forces) เนื่องจากแรงเสมือน
ทำให้ได้คำตอบเป็นระยะการขจัดจริงภายนอก (external real displacement) สมการของงานเสมือน
ในกรณีนี้มีความสอดคล้องกันของการเปล่ียนรูปร่างด้วย (compatibility requirements) พึงระลึก
เสมอว่า สามารถประยุกต์ใช้หลักการของงานเสมือนได้และเรียกวิธีดังกล่าวว่าวิธีระยะการขจัดเสมือน 
(method of virtual displacements) ในกรณีนี้  การคำนวณหาระยะการขจัดเสมือน (virtual 
displacements) ท่ีเกิดขึ้นบนวัตถุเมื่อวัตถุถูกกระทำด้วยแรงกระทำจริง (real loadings) วิธีนี้สามารถ
ใช้หาแรงท้ังแรงภายนอกและภายใน 
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งานเสมือนภายใน (internal virtual work) เทอมด้านขวามือของสมการท่ี 8-30 และ 8-31 
แทนงานเสมือนภายในท่ีเกิดในวัตถุ ระยะการขจัดภายในจริง dL ในเทอมดังกล่าวนี้สามารถเกิดขึ้นจาก
หลายกรณี ยกตัวอย่างเช่น ระยะการขจัดดังกล่าวนี้เป็นผลจากความผิดพลาดในการประกอบโครงสร้าง
เชิงเรขาคณิต เกิดจากอุณหภูมิหรือจากหน่วยแรง ดังนั้นหน่วยแรงอาจมีค่ามากเพียงพอท่ีจะทำให้เกิด
การครากหรือการแข็งตัวที่เกิดจากความเครียดของวัสดุ 

ถ้าสมมุ ติว่าพฤติกรรมวัสดุเป็นแบบยืดหยุ่นเชิงเส้นและค่าหน่วยแรงไม่ เกินขีดจำกัด          
ของสัดส่วน สามารถสร้างรูปสมการของงานเสมือนภายในท่ีเกิดจากหน่วยแรงโดยใช้สมการของพลังงาน
ความเครียดแบบยืดหยุ่นท่ีพัฒนาในหัวข้อท่ี 8.2 และได้แสดงไว้ในแถวกลางของตารางท่ี 8.1 พึงระลึก
เสมอว่า สมมุติว่าค่าของหน่วยแรงนั้นเกิดจาก N, V, M หรือ T งานท่ีทำโดยผลลัพธ์หน่วยแรงนี้ เป็น
ครึ่งหนึ่งของผลคูณของหน่วยแรงลัพธ์และระยะการขจัดในวิธีงานเสมือน อย่างไรก็ตาม แรงกระทำ
เสมือนท่ีกระทำก่อนแรงกระทำจริงทำให้เกิดระยะการขจัดและงานของแรงกระทำเสมือนภายใน ซึ่งเป็น
ผลคูณของแรงกระทำเสมือนภายในและระยะการขจัดจริง อ้างถึงแรงกระทำเสมือนภายในดังกล่าวนี้ (u) 
โดยสัญลักษณ์ท่ีสอดคล้องกันคือ n, v, m และ t คืองานเสมือนเนื่องจากแรงกระทำตามแนวแกน แรงเฉือน  
โมเมนต์ดัดและโมเมนต์บิด ดังแสดงในแถวด้านขวามือของตารางท่ี 8.1 โดยใช้ผลลัพธ์ดังกล่าวนี้ สมการ
ของงานเสมือนสำหรับวัตถุท่ีถูกกระทำด้วยแรงกระทำแบบท่ัวไป สามารถเขียนได้ในรูปของสมการ 

 

dx
GJ
tTdx

GA
vVf

dx
EI

mMdx
AE
nN.1 s  +++=   (8-32) 

 
ตารางที่  8.1 งานเสมือนภายในท่ีเกิดจากหน่วยแรงโดยใช้สมการของพลังงานความเครียดแบบ       
        ยืดหยุ่น 
 

การเปลี่ยนแปลงรูปร่างที่เกิดโดย พลังความเครียด งานเสมือนภายใน 

แรงกระทำตามแนวแกน N dx
EA2
NL

0

2

  dx
EA
nNL

0
  

แรงเฉือน V dx
GA2
VfL

0

2
s  dx

GA
vVfL

0

s  

โมเมนต์ดัด M dx
EI2

ML

0

2

  dx
EI

mML

0
  

โมเมนต์บิด T dx
GJ2

TL

0

2

  dx
GJ
tTL

0
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ในหัวข้อต่อไปนี้จะได้แสดงวิธีการประยุกต์ใช้สมการข้างต้นในการแก้ปัญหาเพื่อคำนวณหา
ระยะการทรุดตัวของโครงถัก คาน และช้ินส่วนทางกลศาสตร์ รวมท้ังกล่าวถึงวิธีจัดการผลของความ
ผิดพลาดท่ีเกิดขึ้นในการประกอบช้ินส่วนของโครงสร้างและผลของอุณหภูมิท่ีแตกต่างกัน ในการ
ประยุกต์ใช้มีความสำคัญมากท่ีใช้ชุดหน่วยเป็นชุดเดียวกันสำหรับทุกเทอม ยกตัวอย่างเช่น ถ้าแรง
กระทำจริงแสดงในรูปหน่วยกิโลนิวตันและขนาดของวัตถุแสดงในหน่วยเป็นเมตร แรงเสมือนจะต้องมี
หน่วยเป็น 1 kN หรือโมเมนต์คู่ควบเสมือนต้องมีหน่วยเป็น 1 kN.m ดังนั้น ระยะการขจัด  จึงมีหน่วย
เป็นเมตรและค่าความชันมีหน่วยเรเดียน (ค่าความชันมีหน่วยเป็นเรเดียนเสมอ) 
 
8.6 การประยุกต์ใช้วิธีแรงเสมือนกับโครงถัก   

 ในหัวข้อนี้จะได้แสดงการประยุกต์วิธีแรงเสมือนในการหาระยะการขจัดท่ีจุดต่อของโครงถัก 
(method of virtual forces applied to trusses) ระยะการขจัดในแนวด่ิงของจุดต่อท่ีจุด A ของ
โครงถักดังแสดงในรูปท่ี 8-17(ข) เกิดจากแรงกระทำจริง P1 และ P2 เนื่องจากแรงกระทำดังกล่าวนี้ทำ
ให้เกิดเพียงแรงตามแกนในช้ินส่วนจึงจำเป็นต้องพิจารณางานเสมือนภายในท่ีเกิดเนื่องจากแรงกระทำ
ตามแนวแกนเท่านั้นในตารางท่ี 8.1 เพื่อให้ได้งานเสมือนนี้ ให้สมมุติว่าแต่ละช้ินส่วนมีพื้นท่ีหน้าตัดคงท่ี
เท่ากัน A และแรงกระทำเสมือนตามแนวแกนคือ n และแรงกระทำจริง N มีค่าคงท่ีตลอดความยาวของ
ช้ินส่วนเป็นผลให้ งานเสมือนภายในของช้ินส่วน  คือ 
 

 L

0

nNdx
AE  = nNL

AE
 

 

และสมการงานเสมือนของโครงถักท้ังหมด  คือ 
 

  1.  = nNL
AE      (8-33) 

 

เมื่อ 
 L  = แรงเสมือนภายนอกมีขนาดหนึ่งหน่วยและกระทำท่ีจุดต่อของโครงถักในทิศทาง

เดียวกันกับ   
   = ระยะการขจัดจริงท่ีจุดต่อเกิดจากแรงกระทำจริงบนโครงถัก 
 n  = แรงเสมือนภายในช้ินส่วนโครงถักเกิดจากแรงเสมือนภายนอก 
 N  = แรงภายในช้ินส่วนของโครงถักท่ีเกิดจากแรงกระทำจริง 
 L  = ความยาวของช้ินส่วน 
 A  = พื้นท่ีหน้าตัดของช้ินส่วน 
 E  = โมดูลัสของความยืดหยุ่นของช้ินส่วน 
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รูปแบบสมการนี้เป็นไปตามสมการท่ีพัฒนาในหัวข้อท่ี 8-4 แรงกระทำเสมือนหนึ่งหน่วย
ภายนอก ทำให้เกิดแรงเสมือนภายในคือ n  ในแต่ละช้ินส่วนของโครงถักดังแสดงในรูปท่ี 8-17(ก) เมื่อ
แรงกระทำจริงกระทำต่อของโครงถัก ทำให้จุดต่อโครงถักเกิดระยะการขจัด   ในทิศทางเดียวกันกับ
แรงกระทำเสมือนหนึ่งหน่วยดังแสดงในรูปท่ี 8-17(ข) และแต่ละช้ินส่วนทำให้เกิดระยะการขจัด NL/AE 
ในทิศทางเดียวกันกับแรงภายใน n ของช้ินส่วนตามลำดับ ดังนั้น งานเสมือนภายนอก 1.  จึงมีค่า
เท่ากันกับงานเสมือนภายในหรือพลังงานความเครียด (เสมือน) ท่ีเก็บสะสมในช้ินส่วนของโครงถัก
ท้ังหมด นั่นคือ สมการท่ี 8-33 

 

การเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ (temperature change) ช้ินส่วนของโครงถักสามารถเปล่ียนแปลง
ความยาวได้ เนื่องจากการเปล่ียนแปลงอุณหภูมิ ถ้า   คือค่าสัมประสิทธิ์ของการขยายตัวเชิง ความร้อน
สำหรับช้ินส่วน และ ΔT เป็นการเปล่ียนแปลงอุณหภูมิ ระยะการเปล่ียนแปลงความยาวของช้ินส่วน คือ 
ΔL = α Δ TL  สามารถหาระยะการขจัดของจุดต่อของโครงถักท่ีต้องการอันเนื่องมาจากการ
เปล่ียนแปลงอุณหภูมิจากสมการท่ี 8-33 เขียนได้เป็น 
 
  = TLn.1       (8-34) 
 

เมื่อ 
  L  =  แรงเสมือนขนาดหนึ่งหน่วยกระทำต่อจุดต่อของโครงถักในทิศทางเดียวกันกับ   
  n  = แรงเสมือนภายในช้ินส่วนโครงถักเกิดจากแรงกระทำเสมือนภายนอกขนาดหนึ่งหน่วย 
   = ระยะการขจัดของจุดต่อภายนอกท่ีเกิดจากการเปล่ียนแปลงอุณหภูมิ 
   = สัมประสิทธิ์ของการขยายตัวเชิงความร้อนของช้ินส่วน 
 T = การเปล่ียนแปลงอุณหภูมิของช้ินส่วน 
 L  = ความยาวของช้ินส่วน 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 8-17  การพิจารณาแรงเสมือนและแรงจริงของโครงถัก 
(ก) (ข) 
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ความผิดพลาดในการประกอบ (fabrication errors) ในบางครั้งความผิดพลาดในการ
ประกอบช้ินส่วนของโครงสร้าง เนื่องจากความยาวของช้ินส่วนของโครงถักท่ีทำการผลิตมีการผลิตท่ีผิด
ขนาดไปเล็กน้อย ระยะการขจัดในทิศทางท่ีต้องการของจุดต่อของโครงถักจากตำแหน่งท่ีคาดไว้สามารถ
หาได้จากการประยุกต์ใช้สมการท่ี 8-30 เขียนได้ในรูปของ 
 

  = Ln.1       (8-35) 
 

เมื่อ 
 L   = แรงเสมือนกระทำหนึ่งหน่วยเป็นทรงภายนอกท่ีกระทำท่ีจุดต่อของโครงสร้างใน

ทิศทางเดียวกันกับ   
 n  = แรงเสมือนภายในช้ินส่วนโครงถักเกิดจากแรงเสมือนภายนอกหนึ่งหน่วย 
   = ระยะการขจัดของจุดต่อเกิดจากความผิดพลาดในการประกอบ  
 ΔL  = ความแตกต่างของความยาวของช้ินส่วนจากความยาวเดิมท่ีเกิดจากความผิดพลาดใน

การประกอบ 

การรวมกันของเทอมทางด้านขวามือของสมการท่ี 8-33 ถึง 8-35 เกิดจากแรงกระทำภายนอก
ท่ีกระทำต่อโครงถักและบางช้ินส่วนมีการเปล่ียนแปลงอุณหภูมิหรือมีการประกอบผิดพลาด 
 

วิธีการสำหรับวิเคราะห์ (procedure for analysis) 
 ขั้นตอนนี้จะกล่าวถึงวิธีท่ีใช้หาระยะการขจัดของจุดต่อบนโครงถักโดยใช้วิธีของแรงเสมือน 

 แรงเสมือน n (virtual forces, n) วางแรงเสมือนหนึ่งหน่วยบนจุดต่อโครงถักท่ีต้องการทราบ
ระยะการขจัด แรงกระทำควรมีทิศทางเดียวกันกับระยะการขจัดท่ีต้องการ ยกตัวอย่างเช่น ถ้าต้องการ
ทราบระยะการขจัดในแนวดิ่ง แรงกระทำหนึ่งหน่วยควรกระทำในแนวดิ่ง เมื่อแรงกระทำหนึ่งหน่วยถูก
วางบนโครงถัก จะต้องไม่มีแรงกระทำภายนอกกระทำต่อโครงสร้างแล้วทำการคำนวณหาแรงภายใน n 
ของแต่ละช้ินส่วนของโครงถัก ให้สมมุติว่าแรงดึงมีค่าเป็นบวกและแรงอัดมีค่าเป็นลบ 

 แรงจริง N (real forces, N) การหาแรงจริงภายใน N ของแต่ละช้ินส่วน แรงดังกล่าวนี้เกิดจาก
แรงกระทำจริงท่ีกระทำต่อโครงถัก ให้สมมุติว่าแรงดึงมีค่าเป็นบวกและแรงอัดมีค่าเป็นลบ เนื่องจากงาน
เสมือนภายในท่ีมีค่าเป็นบวกหรือลบข้ึนอยู่กับทิศทางของแรงกระทำเสมือน 

 สมการงานเสมือน (virtual-work equation) ประยุกต์ใช้สมการของงานเสมือน สมการท่ี 8-33  
เพื่อคำนวณหาระยะการขจัดท่ีต้องการคือ  ใช้เครื่องหมายทางพีชคณิตสำหรับแต่ละแรง n และ N  
เมื่อแทนค่าเทอมดังกล่าวนี้ในสมการ ถ้าผลรวมของแรงลัพธ์คือ  AE/nNL  มีค่าเป็นบวก ระยะการ
ขจัด  จะอยู่ในทิศทางเดียวกันกับแรงเสมือนหนึ่งหน่วย ถ้าผลลัพธ์มีค่าเป็นลบ ระยะการขจัด   มี
ทิศทางตรงกันข้ามกับแรงเสมือนหนึ่งหน่วย 
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 ในทำนองเดียวกัน เมื่อประยุกต์ใช้สมการท่ี 8-34 พึงตระหนักว่า ถ้าช้ินส่วนใดๆ มีอุณหภูมิ  
เพิ่มขึ้นค่า T  จะมีค่าเป็นบวก ในขณะท่ีถ้ามีการลดลงของอุณหภูมิของ T จะมีค่าเป็นลบซึ่งมี
ความหมายคล้ายกันกับสมการท่ี 8-35 เมื่อความผิดพลาดในการประกอบ L  มีค่าเป็นบวก แสดงว่า
ช้ินส่วนมีความยาวเพิ่มขึ้น ในขณะท่ีการลดลงในความยาวค่า  L จะมีค่าเป็นลบ 
  
ตัวอย่างที่ 8.8 

 จงคำนวณหาระยะการขจัดในแรงด่ิงของจุด C ของโครงถักเหล็กแสดงดังแสดงในรูป  
พื้นท่ีหน้าตัดของแต่ละช้ินส่วน คือ A = 400 mm2  Est = 200 GPa 
 

 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 

รูปตัวอย่างท่ี 8.8 
 
วิธีทำ 

 แรงเสมือน n (virtual forces, n) มีเพียงแรงกระทำเสมือนในแนวด่ิงขนาด 1 kN กระทำท่ีจุด 
C และแรงในแต่ละช้ินส่วนถูกคำนวณได้โดยใช้วิธีจุดต่อ (Method of Joint) ผลลัพธ์ของการวิเคราะห์นี้
ได้แสดงไว้ในรูป โดยใช้สัญลักษณ์ของเครื่องหมาย ค่าบวกบ่งบอกว่าเป็นแรงดึงและค่าลบบ่งบอกว่าเป็น
แรงอัด 

 แรงจริง N (real forces, N) แรงกระทำขนาด 100 kN ทำให้เกิดแรงภายในช้ินส่วนท่ีคำนวณ
โดยใช้วิธีจุดต่อ ผลลัพธ์ดังแสดงในรูป 
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สมการงานเสมือน (virtual-work equation) จัดเรียงข้อมูลลงในตาราง จะได้ว่า 
 

ชิ้นส่วน n N L nNL 
AB 0 -100 4 0 
BC 0 141.4 2.828 0 
AC -1.414 -141.4 2.828 565.7 
CD 1 200 2 

mkN7.965
400

2 
 

 

ดังนั้น  แทนค่าตัวเลขของ A และ E จะได้ว่า 
 

 Cv1 kN.Δ  = 
2

-6 2 6 2

965.7 kN. m
400(10 ) m 200(10 ) kN/m      

 
 

   CvΔ  = 0.01207m  = 12.1 mm    ตอบ 
 
ตัวอย่างที่ 8.9 
 

 พื้นท่ีหน้าตัดของแต่ละช้ินส่วนของโครงถักท่ีทำจากเหล็กดังแสดงในรูป คือ A = 300 mm 2  
โมดูลัสของความยืดหยุ่นสำหรับช้ินส่วนเหล็ก  คือ Est = 210 GPa  (ก) จงคำนวณหาระยะการขจัดใน
แนวราบของจุด  C  ถ้าแรง 60 kN  กระทำต่อโครงถักท่ีจุด B  (ข) ถ้ายังไม่มีแรงกระทำภายนอกกระทำ
บนโครงถัก จงคำนวณหาค่าระยะการขจัดในแนวราบของจุด C  ถ้าช้ินส่วน AC ท่ีประกอบมีความยาวที่
ส้ันกว่าความยาวจริงในแบบอยู่ 6 mm 
 
 

 
 
 
 

       
 
 
 
 

รูปตัวอย่างท่ี 8.9 
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วิธีทำ 

(ก) 
แรงเสมือน n (virtual forces, n) เนื่องจากต้องการทราบว่าค่าระยะการขจัดในแนวราบของ

จุด C  ดังนั้น แรงเสมือนในแนวราบขนาด 1 kN  จึงต้องกระทำท่ีจุด C แรง n ในแต่ละช้ินส่วน สามารถ
หาโดยวิธีรอยต่อและแสดงค่าดังกล่าวบนโครงถักดังแสดงในรูป โดยปกติตัวเลขท่ีมีค่าบวกจะแทนแรงดึง
และตัวเลขท่ีมีค่าลบจะแทนแรงอัด 

แรงจริง N (real forces, N) แรงจริงในแต่ละช้ินส่วนท่ีเกิดจากแรงกระทำภายนอก 60 kN ดัง
แสดงในรูป  

 

สมการงานเสมือน (virtual-work equation) เนื่องจาก AE เป็นค่าคงท่ี nNL  คำนวณได้ดังนี้ 
 

ชิ้นส่วน n N L nNL 
AB 0 0 1.5 0 
AC 1.25 75 2.5 234.375 
CB 0 -60 2 0 
CD -0.75 -45 1.5 

2

50.625
285(kN) .m

 
   

  Ch1 kN.Δ  = ( )2

= 
285 kN . mnNL  

AE AE  

  Ch1 kN.Δ  = ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

22 6 2

285 kN . m 1000 mm/m

300 mm 210 10 kN/m 1 m/1000 mm
 

 ChΔ  = 4.524 mm  ตอบ 
 

(ข) 
ประยุกต์ใช้สมการท่ี 8-35 เพื่อหาระยะการขจัดในแนวราบท่ีจุด C สามารถใช้ผลลัพธ์ของรูปท่ี 

และเนื่องจากช้ินส่วน AC ส้ันกว่าความยาวจริงในแบบ ดังนั้น ΔL = 0.25 in− จะได้ว่า 
 

  1.  = uΔL;  

  Ch1 kN.Δ  = (1.25 kN)( 6mm)−  

 ChΔ  = 75mm = 7.5mm   ตอบ 
 

เครื่องหมายลบจะบ่งบอกว่าจุดต่อ C มีระยะขจัดไปทางด้านซ้ายมือ ซึ่งมีทิศทางตรงกันข้ามกับแรง
กระทำในแนวราบ 1 kN 
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ตัวอย่างที่ 8.10 

 จงคำนวณหาระยะการขจัดในแนวราบของจุดต่อ B ของโครงถักดังแสดงในรูป เนื่องจากการ
กระจายความร้อนช้ินส่วน AB ถูกกระทำด้วยอุณหภูมิท่ีเพิ่มขึ้น oΔT = +60 C  ช้ินส่วนทำจากเหล็กท่ีมี 

( )-6 o
stα = 12 10 / C  และ stE = 200 GPa  พื้นท่ีหน้าตัดของแต่ละช้ินส่วน คือ 2250 mm  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปตัวอย่างท่ี 8.10 
 

วิธีทำ 

 แรงเสมือน n (virtual forces, n)  แรงกระทำเสมือนกระทำในแนวราบด้วยขนาด 1 kN  
กระทำในโครงถักท่ีจุดต่อ B และแรงภายในแต่ละช้ินส่วนคำนวณได้ดังแสดงในรูป 

 แรงจริง N (real forces, N)  เนื่องจากแรง n ภายในในช้ินส่วน AC และ BC มีค่าเป็นศูนย์ ดังนั้น 
แรง N ในช้ินส่วนดังกล่าวนี้จึงไม่ถูกนำมาคำนวณ การวิเคราะห์แรงจริงท้ังหมดได้แสดงในรูป 

 สมการงานเสมือน (virtual-work equation) แรงกระทำและอุณหภูมิมีผลกระทบต่อการ
เปล่ียนแปลงรูปร่างของโครงถัก ดังนั้น สมการท่ี 8-33 และ 8-34  จึงต้องนำมาใช้รวมกัน จะได้ว่า 
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 Bh1 kN Δ  = nNL+ uαΔTL
AE   

 

  = -6 3 6 2

( 1.155kN)( 12kN)(4m)0 + 0 + 
[250(10 ) m ][200(10 ) kN/m ]

− −  

    

   6+ 0 + 0 + ( 1.155kN)[12(10 )/°C](60°C)(4m)−−  
 
          BhΔ  = 0.00222 m−  
 
 = 2.22 mm →          ตอบ 
 

      เครื่องหมายท่ีเป็นลบบ่งบอกว่าล้อเล่ือน B เคล่ือนท่ีไปทางขวามือ  ซึ่งตรงกันข้ามกับ
ทิศทางของแรงกระทำเสมือนดังแสดงในรูป 
 
8.7 การประยุกต์ใช้วิธีแรงเสมือนกับคาน 

 ในหัวข้อนี้จะแสดงการประยุกต์ใช้วิธีแรงเสมือน เพื่อหาระยะการขจัดและค่าความชันท่ีจุดบนคาน  
ระยะการขจัด   ของจุด A บนคานในรูปท่ี 8-16(ข) เกิดจากแรงกระทำจริงแบบกระจาย w เนื่องจาก
แรงกระทำนี้ทำให้เกิดแรงเฉือนและโมเมนต์ดัดภายในคาน ต้องพิจารณางานเสมือนภายในอัน
เนื่องมาจากแรงกระทำดังกล่าวนี้ ในตัวอย่างท่ี 8.7 ได้แสดงระยะการทรุดตัวของคานเนื่องจากแรงเฉือน
ไม่จำเป็นต้องคิดเพราะมีค่าน้อยมากเมื่อเทียบกับระยะการทรุดตัวของคานท่ีเกิดจาก โมเมนต์ดัด 
โดยเฉพาะอย่างยิ่ง ถ้าคานมีความยาวมาก ดังนั้น พิจารณาเพียงพลังงานความเครียดเสมือนท่ีเกิดจาก
โมเมนต์ดัด ตารางท่ี 8.1 จะต้องประยุกต์ใช้ร่วมกับสมการท่ี 8-30 จะได้สมการงานเสมือนสำหรับคาน คือ 
 

 dx
EI

mM.1
L

0=         (8-30) 
 
เมื่อ 
 L  = แรงเสมือนหนึ่งหน่วยเป็นแรงภายนอกท่ีกระทำบนคานในทิศทางเดียวกันกับ   
    = ระยะการขจัดท่ีเกิดจากแรงกระทำจริงท่ีกระทำต่อคาน 
 M  = โมเมนต์เสมือนภายในคานแสดงเป็นฟังก์ช่ันของ x ซึ่งเกิดจากแรงเสมือนหนึ่งหน่วย 
 M  = โมเมนต์ดัดภายในคานแสดงเป็นฟังก์ช่ันของ x และเกิดจากแรงกระทำจริง 
 E  = โมดูลัสความยืดหยุ่นของวัสดุ 
 I  = โมเมนต์ความเฉื่อยของพื้นท่ีหน้าตัดคำนวณรอบแกนสะเทิน 
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 ในทำนองเดียวกัน ถ้าต้องการทราบค่าความชัน   ของแนวเส้นสัมผัสท่ีจุดใดๆ บนรูปโค้งแบบ
ยืดหยุ่นของคาน โมเมนต์เสมือนคู่ควบหนึ่งหน่วยจะต้องกระทำท่ีจุดนั้น และทำการคำนวณโมเมนต์
เสมือนภายในสอดคล้องกัน คือ θm  ถ้าประยุกต์ใช้สมการท่ี 8-31 สำหรับกรณีนี้ และไม่คิดผลของการ
เปล่ียนแปลงรูปร่างอันเนื่องมาจากแรงเฉือน จะได้ว่า 
 

 dx
EI

Mm
.1

L

0
=       (8-31) 

 
 พบว่าการสร้างรูปสมการข้างต้นเป็นไปตามการพัฒนาในหัวข้อท่ี 8-1 ยกตัวอย่างเช่น แรง
เสมือนหนึ่งหน่วยซึ่งเป็นแรงภายนอกทำให้เกิดโมเมนต์เสมือนภายใน m ในคานท่ีตำแหน่ง x ดังแสดง
ในรูปท่ี 8-16(ก) เมื่อแรงกระทำจริง w ทำให้ช้ินส่วน dx ท่ี x เกิดการเปล่ียนแปลงรูปร่างหรือหมุนไป
เป็นมุม dθ  ในรูป ท่ี 8-16(ข) ถ้าวัสดุมีการตอบสนองแบบยืดหยุ่นแล้วค่า dθ  จะมี ค่าเท่ากับ 
( )M/EI dx  ดังนั้น งานเสมือนภายนอกคือ 1.  จะมีค่าเท่ากับงานเสมือนภายในของคานท้ังหมด 
 dx)EI/M(m  ดังสมการท่ี 8-30 

 ช้ินส่วนบางอย่างถูกกระทำด้วยพลังงานความเครียดเสมือนท่ีเกิดจากแรงกระทำตามแนวแกน 
แรงเฉือน และโมเมนต์บิดเมื่อกรณีนี้เกิดขึ้น ให้พิจารณารวมในสมการข้างต้น โดยเทอมของพลังงาน
สำหรับแรงกระทำดังกล่าวนี้ได้รวมกันอยู่ในรูปสมการท่ี 8-32 

 เมื่อประยุกต์ใช้สมการท่ี 8-30 และสมการท่ี 8-31 แล้วทำการอินทิเกรตเทอมทางด้านขวามือ
เป็นค่าของพลังงานความเครียดท่ีเกิดจากโมเมนต์ดัดเสมือนท่ีเก็บสะสมในคาน ถ้าแรงกระทำเป็นจุด
หรือโมเมนต์คู่ควบท่ีกระทำบนคานหรือแรงกระทำแบบกระจายแบบไม่ต่อเนื่องการอินทิเกรตครั้งเดียว
ไม่สามารถกระทำได้ครอบคลุมตลอดความยาวท้ังหมดของคาน พิกัด x ต้องมีช่วงท่ีไม่แน่นอนขึ้นกับ
ชนิดของแรงกระทำ นอกจากนั้นไม่จำเป็นท่ีค่า x มีจุดกำเนิดเดียวกัน อย่างไรก็ตามระยะ x ท่ีเลือก
สำหรับการหาค่าของโมเมนต์จริง M ต้องเหมือนกันกับระยะ x ท่ีใช้สำหรับการหาโมเมนต์เสมือน m

หรือ θm  ยกตัวอย่างเช่น พิจารณาคานดังแสดงในรูปท่ี 8-17 เมื่อต้องการหาระยะการขจัดท่ีจุด D 
สามารถใช้ระยะ x1 เพื่อหาพลังงานความเครียดในช่วง AB,  ใช้ระยะ 2x  ในช่วง BC, 3x  ในช่วง DE 
และ 4x  ในช่วง DC ในกรณีใดๆ พิกัดระยะ x ควรเลือกให้เหมาะสมและง่ายต่อการคำนวณหาค่า M 
และ m (หรือ θm ) 
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(ก) (ข) 
 

รูปท่ี 8-18  โมเมนต์ดัดท่ีเกิดขึ้นจากแรงเสมือนและแรงจริง 
 

วิธีการสำหรับวิเคราะห์ (procedure for analysis) 

 ขั้นตอนดังกล่าวต่อไปนี้แสดงวิธีท่ีใช้หาระยะการขจัดและค่าความชันท่ีจุดท่ีอยู่บนรูปโค้งแบบ
ยืดหยุ่นของคานโดยใช้วิธีงานเสมือน 
 
 โมเมนต์เสมือน m  หรือ θm  (virtual moments, m  or θm ) ใส่แรงเสมือนหนึ่งหน่วยบน
คานท่ีจุดท่ีต้องการทราบค่า และมีทิศทางเดียวกันกับระยะการขจัดท่ีต้องการ ถ้าต้องการหาค่าความชัน  
ต้องใส่โมเมนต์คู่ควบเสมือนหนึ่งหน่วยท่ีจุด x ท่ีต้องการทราบค่าความชัน เมื่อใส่แรงกระทำเสมือนแล้ว
จะต้องปลดแรงกระทำจริงท้ังหมดออกจากคาน  คำนวณหาโมเมนต์ภายใน θm  หรือ θm  ให้เป็น
ฟังก์ช่ันของ x เพื่อให้มีความสม่ำเสมอ ให้สมมุติว่า m  หรือ θm กระทำในทิศทางท่ีเป็นบวกตาม
สัญลักษณ์ของเครื่องหมายของคาน   
 
 
 
 
 
 

 

(ก) (ข) 
 

รูปท่ี 8-19  การพิจารณาการตัดช่วงเพื่อหาโมเมนต์ดัด 
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 โมเมนต์จริง (real moments) โดยใช้พิกัด x เดียวกันกับท่ีจัดต้ังขึ้นเพื่อหาค่า m  หรือ θm

หาโมเมนต์ภายใน M ท่ีเกิดจากแรงกระทำจริง 

 สมการงานเสมือน (virtual-work equation) ประยุกต์ใช้สมการงานเสมือนดังสมการท่ี  หรือ 
8-30 หรือ 8-31 เพื่อหาระยะการขจัด  หรือค่าความชัน   ต้องทำการอินทิเกรตในช่วงคานท่ีกำหนด 
ถ้าผลรวมทางพีชคณิตของการอินทิเกรตของคานท้ังหมดมีค่าเป็นบวก   หรือ   จะมีทิศทางเดียวกัน
กับแรงเสมือนหนึ่งหน่วยหรือโมเมนต์คู่ควบเสมือนหนึ่งหน่วยตามลำดับ ถ้าผลลัพธ์มีค่าเป็นลบ   หรือ 
  จะมีทิศทางตรงกันข้ามกับแรงกระทำหรือโมเมนต์คู่ควบเสมือนหนึ่งหน่วย 

 ตัวอย่างการประเมินแรงกระทำจริงกับคานเพื่อวิเคราะห์โครงสร้างและการหาค่าการโก่งตัว 
เริ่มต้นด้วยการประเมินน้ำหนักของวัสดุท่ีใช้กับโครงสร้าง ในบางกรณีจะเป็นลักษณะน้ำหนักบรรทุก
แบบกระจายสม่ำเสมอ (uniform load) ดังแสดงตัวอย่างเบื้องต้นในรูปท่ี 8-20 ซึ่งแบ่งได้เป็น 2 ประเภท
หลัก คือ น้ำหนักบรรทุกคงท่ี (dead load) ซึ่งส่วนใหญ่จะเป็นน้ำหนักจากวัสดุท่ีใช้ทำโครงสร้างอาคาร
เป็นหลัก เช่น ฐานราก เสา คาน พื้น หลังคา ผนัง กระเบ้ืองปูพื้น เป็นต้น ส่วนอีกประเภท คือ น้ำหนัก
บรรทุกจร (live load) เช่น ผู้ใช้อาคาร รถยนต์ แรงลม เป็นต้น 

 เมื่อพิจารณาตัวอย่างสะพานคนเดินในรูปท่ี 8-20 การคำนวณน้ำหนักบรรทุกคงท่ีของสะพาน
ในตัวอย่างรูปท่ี 8-20 แบ่งแยกย่อยได้ คือ 1) น้ำหนักของโครงสร้างแผ่นพื้น เป็นลักษณะแผ่นพื้น
สำเร็จรูปแบบตัน ขนาดแต่ละแผ่นเท่ากับ 0.35 m  5 m หนา 5 cm. เป็นโครงสร้างช่วงกลางสะพาน 
และ 2) น้ำหนักคอนกรีตเททับหน้ามีความหนา 5 cm. เมื่อเทเสร็จทำการขัดหยาบเพื่อกันล่ืน โดยท้ัง
สองส่วนนี้จะเป็นน้ำหนักบรรทุกคงท่ีหลักๆ ของสะพาน รวมความหนาเป็น 10 cm. ท่ีความหนาแน่น
คอนกรีต 2400 kg/m3 จึงมีน้ำหนักบรรทุกกระจายสม่ำเสมอ 240 kg/m2 ส่วนน้ำหนักบรรทุกจรจะมี
กำหนดไว้ในเกณฑ์การออกแบบขึ้นอยู่กับประเภทการใช้อาคารนั้นๆ มีหน่วยเป็น kg/m2 [7]       
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 8-20  แผ่นพื้นเป็นตัวอย่างการกระจายน้ำหนักบรรทุกท่ีของสะพาน [7] 
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 การวิเคราะห์หาการโก่งตัวตามทฤษฎีด้วยวิธีพลังงาน จะทำให้ได้ผลเฉลยแบบแม่นตรง (exact 
solution) ของโครงสร้างนั้นๆ ผลนี้จะใช้เปรียบเทียบกับพฤติกรรมจริงของโครงสร้าง ซึ่งจะจำลองการ
ทดสอบให้ตรงตามทฤษฎีท้ังในส่วนของน้ำหนักท่ีกระทำและจุดรองรับ ดังรูปท่ี  8-21 ถึง 8-24 เป็นการ
ทดสอบแผ่นพื้นสำเร็จรูปท่ีใช้ทำพื้นสะพานท่ีกึ่งกลางแผ่นพื้นสำเร็จรูป [7] และพฤติกรรมของคานหูช้าง
ซึ่งทดสอบหาค่าการโก่งตัวของโครงสร้างท่ีจุดท่ีแรงกระทำของคานหูช้าง [6] ผลการโก่งตัวจากการทดลอง
จะมีค่าแตกต่างจากทฤษฎีเนื่องจากมีปัจจัยอื่น เช่น ความล้า ความคืบ เป็นต้น วิธีงานเสมือนในบทนี้
ไม่ได้นำมาพิจารณา 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

รูปท่ี 8-21 การติดต้ังอุปกรณ์และการทดสอบหาค่าการโก่งตัวของแผ่นพื้นสำเร็จรูป [7] 
 

 
 
 

น ้ำหนกับรรทุกแบบแผ่สม ่ำเสมอ 
เทคอนกรีตทบัหน้ำ 5 ซม. 

แผ่นพื้นคอนกรีตส ำเร็จรูป 5 
ซม. 

แผ่นยำง 

Support 
มำตรวดัควำมแอ่นตวั ควำมละเอียดไม่ต ่ำกว่ำ 

0.01 มม. 
มำตรวดัควำมแอ่นตวั ควำมละเอียดไม่ต ่ำกว่ำ 

S N 
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รูปท่ี 8-22  ตัวอย่างผลการทดสอบหาค่าการโก่งตัวของแผ่นพื้นสำเร็จรูป [7] 
 

 
 

รูปท่ี 8-23  การติดต้ังอุปกรณ์และการทดสอบหาค่าการโก่งตัวของคานหูช้าง [6] 
 

 
 

รูปท่ี 8-24  ตัวอย่างผลการทดสอบหาค่าการโก่งตัวของคานหูช้าง [6] 
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ตัวอย่างที่ 8.11 

 จงคำนวณหาระยะการขจัดท่ีจุด B บนคานดังแสดงในรูป เมื่อ EI เป็นค่าคงท่ี 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
รูปตัวอย่างท่ี 8.11 

 
วิธีทำ 

 โมเมนต์เสมือน m (virtual moment, m) ต้องการทราบค่าระยะการขจัดในแนวด่ิงของจุด B 
จึงต้องวางแรงเสมือนหนึ่งหน่วยท่ีจุด B ในรูปท่ี 8-17(ข)  มีความต่อเนื่องกันของแรงกระทำบนคานท้ัง
แรงกระทำจริงและแรงเสมือน ดังนั้นพิกัดของแกน x หาได้โดยการตัดภาคตัดเพียงครั้งเดียวและแกน x 
มีจุดเริ่มต้นท่ีจุด B เนื่องจากแรงปฏิกิริยาท่ีจุด A ไม่จำเป็นต้องคำนวณเพื่อหาโมเมนต์ภายใน m และ M 
โดยใช้ภาคตัด โมเมนต์ภายใน m คำนวณได้ดังแสดงในรูปท่ี 8-17(ข) 

 โมเมนต์จริง M (real moment, M) โดยใช้พิกัดของแกน x และทำการตัดภาคตัดเพียงครั้งเดียว 
โมเมนต์ดัดภายใน M  คำนวณได้ดังแสดงในรูปท่ี 8-17(ค) 

 สมการงานเสมือน (virtual-work equation) ระยะการขจัดเกิดขึ้นที่จุด B คือ 
 

 B1.Δ  = 
L 2

0

mM ( 1x)( wx /2)dx dx = 
EI EI

− −
   

 BΔ  = 
4wL

8EI
      ตอบ 

 
ค่านี้ตรงกับค่าท่ีคำนวณหาระยะการขจัดจากวิชากลศาสตร์วัสดุ I 

หมายเหตุ :  ไม่คิดผลของพลังงานความเครียดเสมือนที่เกิดจากแรงเฉือนเน่ืองจากมีผลน้อยมากเมื่อเทียบกับค่าที่ได้
จากโมเมนต์ดัด โดยดูในตัวอย่างที่ 8.4 



222 

กลศาสตร์ของวัสดุ II 

ตัวอย่างที่ 8.12 

 จงคำนวณหาค่าความชันท่ีจุด B ของคานดังแสดงในรูป เมื่อ EI เป็นค่าคงท่ี P 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

รูปตัวอย่างท่ี 8.12  
 

วิธีทำ 

 โมเมนต์เสมือน θm  (virtual  moments, θm ) ค่าความชันท่ีจุด B หาได้โดยการวางโมเมนต์
คู่ควบเสมือนหนึ่งหน่วยท่ีจุด B ดังแสดงในรูป  พิกัดของแกน x ถูกเลือกเพื่อหาพลังงานความเครียด
เสมือนท้ังหมดในคาน พิกัด 1x  ใช้หาพลังงานความเครียดภายในช้ินส่วน AB และพิกัด 2x  ใช้หา
พลังงานความเครียดในช้ินส่วน BC โมเมนต์ดัดภายใน θm ภายในแต่ละช้ินส่วนสามารถคำนวณได้โดย
ใช้วิธีหน้าตัดดังแสดงในรูป 

 โมเมนต์จริง M (real moments, M) โดยการใช้พิกัด 1x  และ 2x  คำนวณหาโมเมนต์ดัด
ภายใน M  ดังแสดงไว้ในรูป 

 สมการงานเสมือน (virtual-work equation)  ค่าความชันท่ี B คือ 
 

 B1.θ  =   L/2 L/2
2 2θ 1 1

0 0

1 P (L/2) + x dxm M 0( Px )dx dx =  + 
EI EI EI

−−
    

 Bθ  = 
23PL

8EI
−        ตอบ 

เครื่องหมายลบจะบ่งบอกว่า B  มีทิศตรงกันข้ามกับทิศทางของโมเมนต์คู่ควบเสมือนท่ีแสดงไว้ในรูป
ตัวอย่างข้างต้น 
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ตัวอย่างที่ 8.13 

 จงคำนวณหาระยะการขจัดของจุด A ของคานเหล็กแสดงในรูป เมื่อค่า  I = 175.8  10-6  m4 และ  
Est = 200 GPa 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปตัวอย่างท่ี 8.13 
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วิธีทำ 

 โมเมนต์เสมือน m (virtual moments, m) คานถูกกระทำด้วยแรงเสมือนหนึ่งหน่วยท่ีจุด A  
แรงปฏิกิริยาดังแสดงในรูป โดยการใช้ระบบพิกัด 1x  และ 2x  เพื่อครอบคลุมช่วงท้ังหมดของคาน ใช้
จุดเริ่มต้นท่ีจุด A และจุด C  ใช้วิธีภาคตัดโมเมนต์ภายใน m  ถูกแสดงดังไว้ในรูป 

 โมเมนต์จริง M (real moments, M) แรงปฏิกิริยาของคานจริงสามารถคำนวณก่อน            
ดังแสดงในรูป แล้วใช้ระบบพิกัด x เดียวกันกับท่ีใช้กับ m เพื่อหาโมเมนต์ภายใน M 

 สมการงานเสมือน (virtual-work equation) ประยุกต์ใช้สมการงานเสมือนกับคานโดยใช้
ข้อมูลดังแสดงในรูป จะได้ว่า 
 

 A1kN.Δ  = 
33

1 1 1
0

( 1x )( 2.5x )dxmM  dx = 
EI EI

− −
   

 

   
−−

+
6

0
2

2
222

EI
dx)x5.22x75.123)(x5.0(  

หรือ 
 

 A1kN.Δ  = 
5 3 40.5(3 ) 20.625(20) 2.8125(6)+

EI EI EI
−   

 

       AΔ  = 
3688.5kN × m

EI
−  

 
แทนค่าของ E  และ I  ในสมการข้างต้น  จะได้ว่า 
 

 AΔ  = 
3

6 2 -6 4

688.5kN × m
200(10 )kN/m 175.8 (10 )m

−
      

 

  = 19.6 mm−      ตอบ 
            
เครื่องหมายลบบ่งบอกว่าจุด A มีระยะการขจัดในทิศทางพุ่งขึ้น 
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8.8 ทฤษฎีของคาสทีเกียรโน  

 ในปี ค.ศ. 1879 วิศวกรรถไฟชาวอิตาลี คือ อัลเบอร์โต คาสทีเกียรโน (Alberto Castigliano) 
ตีพิมพ์หนังสือท่ีบรรยายถึงวิธีการสำหรับการหาระยะการขจัดและค่าความชันท่ีจุดใดๆ ในวัตถุ วิธีการนี้
เรียกกันว่า ทฤษฎีท่ีสองของคาสทีเกียรโน (Castigliano’s Second Theorem) ประยุกต์ใช้ กับวัตถุท่ีมี
อุณหภูมิคงท่ี  มีฐานรองรับแข็งเกร็ง  และวัสดุมีพฤติกรรมยืดหยุ่นแบบเชิงเส้น ทฤษฎีกล่าวว่าระยะการ
ขจัดมีค่าเท่ากับการหาอนุพันธ์ย่อยอันดับหนึ่งของพลังงานความเครียดท่ีเกิดขึ้นในวัตถุเทียบกับแรง
กระทำท่ีจุดท่ีต้องการทราบค่าและมีพิกัดท่ีสอดคล้องกัน ในทำนองเดียวกัน ค่าความชันของแนวเส้น
สัมผัสท่ีจุดท่ีต้องการทราบค่าในวัตถุมีค่าเท่ากับการหาอนุพันธ์ย่อยอันดับหนึ่งของพลังงานความเครียด
ท่ีเกิดขึ้นในวัตถุเทียบกับโมเมนต์คู่ควบท่ีกระทำท่ีจุดท่ีต้องการทราบค่าและมีทิศทางค่าความชันท่ี
สอดคล้องกัน 

 เพื่อพิสูจน์ทฤษฎีท่ีสองของคาสทีเกียรโน พิจารณาวัตถุท่ีมีรูปทรงใดๆ ท่ีถูกกระทำด้วยชุดของ
แรง n  แรงคือ n21 P...,,P,P  ในรูปท่ี 8-18 เนื่องจากงานท่ีทำจากแรงภายนอกโดยแรงดังกล่าวนี้มีค่า
เท่ากับพลังงานความเครียดภายในท่ีเก็บสะสมในวัตถุโดยประยุกต์ใช้การอนุรักษ์ของพลังงาน นั่นคือ 
 

 ei UU =  
 

 อย่างไรก็ตาม งานภายนอกเป็นฟังก์ช่ันของแรงกระทำภายนอก = dxPU e  ดังแสดงใน
สมการท่ี 8-1 ดังนั้น งานภายในจึงเป็นฟังก์ช่ันของแรงกระทำภายนอกเช่นกัน 
 

)P,...,P,P(fUU n21ei ==        (8-31) 
 

 ถ้าแรงภายนอกใดๆ เช่น jP  มีขนาดเพิ่มขึ้นเพียงเล็กน้อย jdP  งานภายในจะเพิ่มขึ้นเช่นกัน  
นั่นคือพลังงานความเครียดจะกลายเป็น 
 

 j
j

j
iji dP

P
U

UdUU



+=+      (8-32) 

 

 
รูปท่ี 8-25 หลักการคาสทีเกียรโน 
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 ค่านี้ไม่ขึ้นอยู่กับลำดับแรง n  ท่ีกระทำต่อวัตถุ ยกตัวอย่างเช่น เมื่อแรง jdP  กระทำต่อวัตถุ
เริ่มแรกแล้วมีแรงกระทำ n21 P...,,P,P กระทำร่วมด้วย ในกรณีนี้ jdP  ทำให้วัตถุเกิดระยะการขจัด

ปริมาณเล็กๆ id  ในทิศทางของ jdP  โดยสมการท่ี 8-2 





 = jje P

2
1U  การเพิ่มขึ้นของพลังงาน

ความเครียดจะกลายเป็น jjddP
2
1

  ค่านี้เป็นอนุพันธ์อันดับสองและอาจทำการตัดท้ิงได้ นอกจากนี้  
กระทำของแรงกระทำ n21 P...,,P,P  ทำให้  jdP  เกิดการเคล่ือนท่ีด้วยระยะการขจัด j  ดังนั้น  
พลังงานความเครียดจะกลายเป็น 
 

 jjiji dPUdUU +=+    (8-33) 
 
 iU เป็นพลังงานความเครียดภายในวัตถุเกิดจากแรงกระทำ n21 P...,,P,P  และ jjj dPdU =  
เป็นพลังงานความเครียดท่ีเพิ่มขึ้นเนื่องจาก jdP  
 โดยสรุปแล้ว สมการท่ี 8-32 แทนพลังงานความเครียดท่ีเกิดขึ้นในวัตถุ  ซึ่งหาได้โดยการกระทำ
ของแรงกระทำท่ีจุดเริ่มต้นคือ n21 P...,,P,P  แล้ว jdP  ดังสมการท่ี 8-33 แทนพลังงานความเครียดท่ีหา
ได้โดยการกระทำของแรง  jdP   จะได้ว่า 
 

 
j

i

P
U

i



=        (8-34) 

 
นั่นคือ ระยะการขจัด j  ในทิศทางของ jP  มีค่าเท่ากับการหาอนุพันธ์ย่อยของพลังงาน

ความเครียดเทียบกับ jP     

พบว่าสมการท่ี 8-34 เป็นสมการท่ีคำนึงถึงความสอดคล้องกันของวัตถุ (body’s compatibility 
requirements) เนื่องจากเป็นเงื่อนไขท่ีมีความสัมพันธ์กันกับระยะการขจัด นอกจากนั้นการพิสูจน์
ข้างต้นอาศัยหลักการของแรงอนุรักษ์ (conservative forces) แรงดังกล่าวนี้มีอิสระ ดังนั้น จึงไม่มีการ
สูญเสียพลังงาน เมื่อวัสดุมีพฤติกรรมยืดหยุ่นแบบเชิงเส้นแรงท่ีกระทำมีการอนุรักษ์และทฤษฎีนี้สามารถ
ใช้ได้ ซึ่งไม่เหมือนกับวิธีการของแรงเสมือนท่ีกล่าวในหัวข้อก่อนหน้านี้ท่ีจะประยุกต์ใช้ได้ท้ังวัสดุท่ีมี
พฤติกรรมแบบยืดหยุ่นและไม่ยืดหยุ่น ทฤษฎีท่ีหนึ่งของคาสทีเกียรโนมีความคล้ายกันกับทฤษฎีท่ีสอง
ของคาสทีเกียรโน เพราะมีความสัมพันธ์กันระหว่างแรงกระทำ jP  และหลักการหาอนุพันธ์ย่อยของ
พลังงานความเครียดเทียบกับระยะการขจัดท่ีสอดคล้องกัน นั่นคือ jij /UP =  การพิสูจน์สามารถ
ทำได้คล้ายกับท่ีกล่าวมาแล้วข้างต้นและเหมือนวิธีการของระยะการขจัดเสมือน  ทฤษฎีท่ีหนึ่งของคาสที
เกียรโนใช้ได้กับวัตถุท่ีมีพฤติกรรมแบบยืดหยุ่นและไม่ยืดหยุ่น ทฤษฎีนี้มีความสัมพันธ์กับสมการสมดุล 
(equilibrium requirements) สำหรับวัตถุ อย่างไรก็ตามยังมีข้อจำกัดของการประยุกต์ใช้สมการนี้ แต่
ในท่ีนี้ไม่ได้กล่าวถึงข้อกำหนดดังกล่าว 
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8.9 การประยุกต์ใช้ทฤษฎีของคาสทีเกียรโนกับโครงถัก  

 เนื่องจากช้ินส่วนโครงถักถูกกระทำด้วยแรงกระทำตามแกนเท่านั้น พลังงานความเครียดท่ี
กำหนดโดยสมการท่ี 8-16 )AE2/LNU( 2

i = และเมื่อแทนค่าสมการนี้ในสมการท่ี 8-34 และตัดท้ิงตัว
ห้อยออก จะได้ว่า 

 
AE2

LN
P

2





=  
 

โดยท่ัวไปจะทำการหาอนุพันธ์แยกกันก่อนแล้วจึงนำแต่ละเทอมมารวมกัน นอกจากนั้น และ
เป็นค่าคงท่ีของช้ินส่วนของโครงถัก ดังนั้น จะเขียนใหม่ได้เป็น 
 

 
AE
L

P
NN 









=      (8-35) 

 
เมื่อ 
   = ระยะการขจัดจริงของจุดต่อของโครงถัก 
  P    = แรงภายนอกท่ีแปรค่าได้ซึ่งกระทำท่ีจุดต่อโครงถักในทิศทางเดียวกันกับ 
 N   = แรงตามแนวแกนของช้ินส่วนเกิดจากแรง P และแรงกระทำภายนอกบนโครงถัก 
 L  = ความยาวของช้ินส่วน 
 A   = พื้นท่ีหน้าตัดของช้ินส่วน 
  E   = โมดูลัสของความยืดหยุ่นของวัสดุ 
 
 เพื่อหาอนุพันธ์ย่อย P/N   จึงจำเป็นต้องให้ตัวแปร P เป็นตัวแปรค่า ไม่ใช่ปริมาณเชิงตัวเลข  
หรือพูดอีกนัยหนึ่งว่า ในแต่ละแรงของแรงตามแนวแกนภายใน N จะเป็นฟังก์ช่ันของแรง P โดยการ
เปรียบเทียบ สมการท่ี 8-35 จะมีความคล้ายกันกับสมการท่ีใช้สำหรับวิธีงานเสมือน  ดังสมการท่ี 8-33 
( )l.Δ = nNL/AE  ยกเว้น ค่า n จะถูกแทนท่ี โดย P/N  เทอม ดังกล่าวนี้  n และ P/N   มี
ความหมายเหมือนกัน  เนื่องจากท้ังสองค่าแทนอัตราของการเปล่ียนแปลงของแรงภายในตามแนวแกน
เทียบกับแรงกระทำ P หรือพูดอีกนัยหนึ่งว่า แรงตามแนวแกนต่อแรงกระทำหนึ่งหน่วย 

วิธีการสำหรับวิเคราะห์ (procedure for analysis) 
 ขั้นตอนนี้จะกล่าวถึงวิธีที่ใช้หาระยะการขจัดของจุดต่อใดๆ บนโครงถักโดยใช้ทฤษฎีท่ีสองของ
คาสทีเกียรโน 

 แรงภายนอก P (external force, P) วางแรง P บนโครงถักท่ีจุดต่อท่ีต้องการทราบค่าระยะ
การขจัด  แรงนี้จะแปรค่าได้และควรมีทิศทางเดียวกันกับทิศทางของค่าระยะการขจัด 
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แรงภายใน N (internal forces, N) การหาแรง N ในแต่ละช้ินส่วนท่ีเกิดขึ้นโดยแรงกระทำจริง 
(เป็นค่าตัวเลข) และแรงแปรค่า P ถูกสมมุติว่าเป็นแรงดึงถ้ามีค่าเป็นบวกและเป็นแรงอัดถ้ามีค่าเป็นลบ  
นอกจากนั้น คำนวณหาอนุพันธ์ย่อย P/N   ของแต่ละช้ินส่วน ตามลำดับ หลังจากหาค่า N ได้แล้ว
จะต้องหาค่า P/N  ค่า P จะเป็นค่าตัวเลขถ้าถูกแทนด้วยแรงกระทำจริงบนโครงถัก  มิฉะนั้นจะต้อง
กำหนดให้แรง P มีค่าเท่ากับศูนย์ 

 ทฤษฎีที่สองของคาสทีเกียรโน (Castigliano’s Second Theorem) ประยุกต์ใช้สมการท่ี 
8.35 เพื่อหาระยะการขจัด   ท่ีต้องการ  คงเครื่องหมายพีชคณิตสำหรับค่าท่ีสอดคล้องกันของ N และ 

P/N   เมื่อแทนค่าเทอมดังกล่าวนี้ในสมการถ้าการรวมผลลัพธ์ N( P/N  )L/AE มีค่าเป็นบวก 
แสดงว่า   อยู่ในทิศทางเดียวกันกับแรง P ถ้าผลลัพธ์มีค่าเป็นลบแสดงว่า   มีทิศทางตรงกันข้ามกับ
แรง P   
 

ตัวอย่างที่ 8.14 

 จงคำนวณหาระยะการขจัดในแนวราบของจุด C ของโครงถักเหล็กดังแสดงในรูป พื้นท่ีหน้าตัด
ของแต่ละช้ินส่วนบ่งบอกไว้ในรูป เมื่อค่า Est = 210 GPa 
 
 
                             

 
 
 
 
 
 

รูปตัวอย่างท่ี 8.14 
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วิธีทำ 

แรงภายนอก P (external force, P)  เนื่องจากต้องการทราบค่าของระยะการขจัดตามแนว 
ราบท่ีจุด C แรงตามแนวราบ P ต้องกระทำท่ีจุด C ดังแสดงในรูป จะกำหนดให้เท่ากับ 40 kN เมื่อทำ
การหาค่าอนุพันธ์ย่อยแล้ว 

แรงภายใน N (internal forces, N) โดยใช้วิธีจุดต่อสามารถคำนวณหาแรงภายใน N ในแต่ละ
ช้ินส่วนได้ผลลัพธ์ดังแสดงในรูป ขจัดเทอมของข้อมูลให้อยู่ในรูปตาราง จะได้ว่า 

 

ชิ้นส่วน N 
P
N

  N(P = 40 kN)  L L

aP
NN 





   

AB 0 0 0 8 0 
BC 0 0 0 6 0 
AC 1.67P 1.67 13.33 10 222.2 
CD -1.33P -1.33 -10.67 8 113.8 

 
ทฤษฎีอันดับสองของคาสทีเกียรโน (Castigliano’s Second Theorem) ประยุกต์ใช้สมการ

ท่ี 8-35 จะได้ว่า 
 

 ChΔ  = N LN
P AE

 
  

  

 

  = 
3 3

2 3 2 2 3 2

556.7×10 N×m 283.7×10 N×m0+0+ +
(625mm )(210×10 N/mm ) (1250 mm )(210×10 N/mm )

 

 
  = 4.24 + 1.08  =  5.32 mm      ตอบ 
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ตัวอย่างที่ 8.15 

 จงคำนวณหาระยะการขจัดในแนวด่ิงของจุด C ของโครงถักเหล็กดังแสดงในรูป พื้นท่ีหน้าตัด
ของแต่ละช้ินส่วนคือ A = 400 mm2  และ  Est = 200 GPa 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปตัวอย่างท่ี 8.15 
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วิธีทำ 

 แรงภายนอก P (external force, P) แรงแนวด่ิง P ต้องกระทำต่อโครงถักท่ีจุด C เนื่องจาก
ต้องการทราบระยะการขจัดในแนวดิ่งดังแสดงในรูป 

 แรงภายใน N (internal forces, N) ต้องการทราบแรงปฏิกิริยาท่ีฐานรองรับของโครงถัก A 
และ D ซึ่งผลลัพธ์ดังแสดงในรูป โดยใช้วิธีการใช้จุดต่อ สามารถทราบแรงภายใน โดยใช้วิธีการใช้จุดต่อ 
สามารถทราบแรงภายใน N ในแต่ละช้ินส่วนดังแสดงในรูป ผลลัพธ์ของ P/N   ได้แสดงไว้ในรูปแบบ
ของตาราง พบว่า เนื่องจากของ P ไม่ใช้แรงกระทำจริงบนโครงถัก ดังนั้น จะได้ว่า P = 0 
 

ชิ้นส่วน N  P
N

  ( )N P = 0  L  L

aP
NN 





   

AB -100 0 -100 4 0 

BC 141.4 0 141.4 2.828 0 

AC -141.4-1.414P -1.414 -141.4 2.828 565.7 

CD 200+P 1 200 2 
mkN7.965

400


 

 
ทฤษฎีที่สองของคาสทีเกียรโน (Castigliano’s Second Theorem) ประยุกต์ใช้สมการท่ี 8-35 

จะได้ว่า 
 

 
vCΔ  = N L 965.7kN.mN =

P AE AE
 

  
  

 
แทนค่าของ A และ E  จะได้ว่า 
 

 
vCΔ  = -6 2 6 2

965.7kN.m
[400(10 )m ] 200(10 )kN/m

 

 
  = 0.01207 m  =  12.1 mm    ตอบ 
 
จงนำคำตอบนี้ไปเปรียบเทียบกับคำตอบจากตัวอย่างท่ี 8.8 ซึ่งใช้วิธีงานเสมือน จะได้คำตอบท่ีแตกต่าง
กันหรือไม่อย่างไร 
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8.10 การประยุกต์ใช้ทฤษฎีของคาสทีเกียรโนกับคาน  

 พลังงานความเครียดภายในสำหรับคานเกิดจากโมเมนต์ดัดและแรงเฉือนในตัวอย่างท่ี 8.7    
ถ้าคานยาว พลังงานความเครียดเนื่องจากแรงเฉือนไม่จำเป็นต้องนำมาคิด เพราะว่าเมื่อเทียบกับ
พลังงานความเครียดท่ีเกิดจากโมเมนต์ดัด แล้วมีค่าน้อยมาก พลังงานความเครียดภายในของคาน ท่ี
กำหนดโดยสมการ ท่ี  8 -7 = )EI2/dxMU( 2

i  แทน ค่าสมการดังก ล่าวลงในสมการ ท่ี  8 -34 
)P/U( iii =  และตัดตัวห้อย i  ท้ิง จะได้ว่า 

 

 


=
L

o

2

EI2
dxM

P
 

 
โดยท่ัวไปจะทำการหาค่าอนุพันธ์ก่อนท่ีจะอินทิเกรต เมื่อ E และ I เป็นค่าคงท่ี  จะได้ว่า 
 

 
EI
dx

P
MM

L

o 









=      (8-36) 

 
เมื่อ 

  = ระยะการขจัดของจุดท่ีต้องการทราบค่าเกิดจากแรงกระทำจริงท่ีกระทำต่อคาน 
P   = แรงภายนอกท่ีแปรค่าซึ่งกระทำต่อคานในทิศทางเดียวกันกับ   
M  = โมเมนต์ภายในคานแสดงเป็นฟังก์ช่ันของ x และเกิดจากแรง P และแรงกระทำ

ภายนอกบนคานท้ังหมด 
E  = โมดูลัสของความยืดหยุ่นของวัสดุ 
I    = โมเมนต์ความเฉื่อยของพื้นท่ีหน้าตัดคำนวณรอบแกนสะเทิน 

 
 ถ้าต้องการหาค่าความชันของแนวเส้นสัมผัส ท่ีจุดท่ีอยู่บนรูปโค้งแบบยืดหยุ่น การหาอนุพันธ์
ย่อยของโมเมนต์ภายใน M เทียบกับโมเมนต์คู่ควบภายนอก (External Couple Moment) M   จะ
กระทำท่ีจุดท่ีต้องการคำนวณหาคำตอบ สำหรับกรณีนี้ 
 

 
EI
dx

P
MM

L

o 









=      (8-37) 

 
 สมการข้างต้นมีลักษณะเหมือนกับสมการท่ีใช้สำหรับวิธีงานเสมือน (สมการท่ี 8-36 และ 8-37) 
ยกเว้น m  และ m  แทนค่าด้วย P/M   และ M/M   ตามลำดับ 
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 ถ้าแรงกระทำต่อช้ินส่วนทำให้เกิดพลังงานความเครียดภายในช้ินส่วนเนื่องจากแรงกระทำตาม
แนวแกน แรงเฉือน โมเมนต์ดัด และโมเมนต์บิด แล้วควรนำมารวมค่าดังกล่าวมาพิจารณาด้วยเมื่อใช้
ทฤษฎีของคาสทีเกียรโน ต้องใช้ฟังก์ช่ันของพลังงานความเครียดท่ีพัฒนาไว้ในหัวข้อท่ี 8.2 ตามด้วย
หลักการอนุพันธ์ย่อย ผลลัพธ์สุดท้ายจะได้สมการ 
  

 
GJ
dx

P
TT

EI
dx

P
MM

GA
dx

P
VVf

AE
L

P
NN

L

o

L

o

L

o s  









+









+









+









=   (8-38) 

 
วิธีการของการประยุกต์ใช้รูปสมการดังกล่าวนี้ โดยท่ัวไปจะเหมือนกันกับวิธีการประยุกต์ใช้สมการท่ี    
8-36 และ 8-37 นั่นเอง 
 

วิธีการสำหรับวิเคราะห์ (procedure for analysis) 
 ขั้นตอนต่อไปนี้จะกล่าวถึงวิธีการท่ีใช้ในการคำนวณหาระยะการขจัดหรือค่าความชันท่ีจุดใดๆ 
บนรูปโค้งแบบยืดหยุ่นของคานโดยใช้ทฤษฎีท่ีสองของคาสทีเกียรโน 

 แรงภายนอก P หรือโมเมนต์คู่ควบ M  (external force P or couple moment M  ) วาง
แรง P บนคานท่ีจุดท่ีต้องการคำนวณและทิศทางเดียวกันกับระยะการขจัดท่ีต้องการ ถ้าต้องการหาค่า
ความชันของแนวเส้นสัมผัส ต้องวางโมเมนต์คู่ควบ M  ท่ีจุดท่ีต้องการทราบค่าและจะสมมุติว่าท้ัง P 
และ M   มีขนาดท่ีแปรค่า 

 โมเมนต์ภายใน M  (internal moments M)จัดต้ังพิกัดของแกน x ท่ีเหมาะสมท่ีใช้ได้ตลอด
ช่วงของคานท่ีมีความต่อเนื่องของแรง แรงกระทำแบบกระจาย หรือโมเมนต์คู่ควบ คำนวณหาโมเมนต์
ภายใน M  ซึ่งเป็นฟังก์ช่ันของ P หรือ M   และทำการหาอนุพันธ์ย่อย M/ P   หรือ M/ M   
สำหรับแต่ละพิกัดของแกน x หลังจากหาค่า M  และ M/ P   หรือ M/ M   ได้จะต้องแทนค่า P 
หรือ M   เป็นค่าตัวเลขถ้ามีแรงภายนอกจริงหรือโมเมนต์คู่ควบจริงท่ีจุดดังกล่าวนี้จะต้องกำหนดให้ P 
หรือ M   มีค่าเท่ากับค่าศูนย์ 

 ทฤษฎีที่สองของคาสทีเกียรโน (Castigliano’s Second Theorem) ประยุกต์ใช้สมการท่ี 8-36 
หรือ 8-37 เพื่อคำนวณหาระยะการขจัด  หรือ   ต้องคำนวณหาค่า M  และ M/ P   หรือ M/ M   
ถ้าผลลัพธ์ของค่าอินทิเกรตท้ังหมดมีค่าเป็นบวก   หรือ   จะมีทิศทางเดียวกันกับแรง P หรือทิศทาง
เดียวกันกับ M   ถ้าผลลัพธ์มีค่าเป็นลบ  หรือ   จะมีทิศทางตรงกันข้ามกับแรง P หรือ M   
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ตัวอย่างที่ 8.16 

 จงคำนวณหาระยะการขจัดของจุด B บนคานดังแสดงในรูป เมื่อ EI เป็นค่าคงท่ี 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปตัวอย่างท่ี 8.16 
 
วิธีทำ 

 แรงภายนอก P (external force P)  แรงภายในแนวด่ิง P ถูกวางบนคานท่ีจุด B ดังแสดง ในรูป  

 โมเมนต์ภายใน M (internal moments M) ต้ังแกน x และต้องทำการตัดภาพตัดหนึ่งครั้ง
ระหว่างจุด A และ B  ดังแสดงในรูปโมเมนต์ภายในท่ีคำนวณ  คือ 
 

  NA+ M  =  0;  xM+wx +P(x)
2

 
 
 

 = 0  

  M  = 
2wx Px

2
−

−  

 

  M
P




 = x  

แทนค่า P = 0  จะได้ว่า 

      M   =  
2wx

2
−    และ  M  =  x

P


−
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 ทฤษฎีที่สองของคาสทีเกียรโน (Castigliano’s Second Theorem) ประยุกต์ใช้สมการท่ี    
8-36 จะได้ว่า 
 

 BΔ  = 
2L L

o 0

M dx ( wx /2)( x)dxM  = 
P EI EI

 − − 
      

  

  = 
4wL

8EI
       ตอบ 

 
คำตอบนี้จะมีค่าเท่ากันกับคำตอบของวิธีงานเสมือน  ดังแสดงไว้ในตัวอย่างท่ี 8.11 
 
ตัวอย่างที่ 8.17 
 
 จงคำนวณหาค่าความชันท่ีจุด B  ของคานดังแสดงในรูป เมื่อ EI เป็นค่าคงท่ี 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

รูปตัวอย่างท่ี 8.17  
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วิธีทำ 

 โมเมนต์แรงคู่ควบภายนอก M (external couple moment M  ) เนื่องจากต้องการทราบ
ค่าความชันท่ีจุด B โมเมนต์ของแรงคู่ควบภายนอก M   ท่ีอยู่บนคานท่ีจุดนี้ ดังแสดงในรูป 

 โมเมนต์ภายใน M (internal moments M) พิกัดท้ังสองคือ 1x  และ 2x  จะถูกนำมาใช้หา
โมเมนต์ภายในคานเนื่องจากความไม่ต่อเนื่องกันของแรงกระทำ M   ท่ี B จากรูปท่ีพิกัด 1x  มีช่วงจาก A 
ไปยัง B และ 2x  มีช่วงจาก B ไปยัง C โดยใช้วิธีภาคตัด ดังแสดงในรูป โมเมนต์ภายในคำนวณคือ 
 

 สำหรับ x1 
 

  NA+ M = 0; 1 1M Px− −  = 0  

         1M  = 1Px−  

      M
M



 = 1   

 สำหรับ x2 
 

  NA+ M  = 0; 2 2
LM +M P +x
2

 − −  
 

 = 0  

              2M  = 2
LM P + x
2

  −  
 

 

        
2M

M



 = 1 

 
 ทฤษฎีที่สองของคาสทีเกียรโน (Castigliano’s Second Theorem) กำหนดให้ M  = 0   
และประยุกต์ใช้สมการท่ี 8-37 จะได้ว่า 

 Bθ  = L

0

M dxM
M EI
 

    

  = 
L L

2 21 1 2 2
0 0

( Px )(0)dx P[(L/2) + x ](1)dx + 
EI EI

− −
   

  = 
23PL

8EI
−       ตอบ 

  

 เครื่องหมายลบจะบ่งบอกว่า B  มีทิศทางตรงกันข้ามกับทิศทางของโมเมนต์แรงคู่ควบ M   
นอกจากนี้ พบว่ามีคำตอบท่ีเหมือนกันเมื่อเปรียบเทียบกับตัวอย่างท่ี 8.12 แม้จะคำนวณต่างวิธีกันก็ตาม 
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ตัวอย่างที่ 8.18 

 จงคำนวณหาระยะการขจัดในแนวด่ิงของจุด C ของคานเหล็กดังแสดงในรูป เมื่อค่า        
stE = 210 GPa  และ  I =  125(10-6) m4 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปตัวอย่างท่ี 8.18 
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วิธีทำ 

 แรงภายนอก P (external force P) แรงในแนวด่ิง P ท่ีกระทำท่ีจุด C ดังแสดงในรูป แรงนี้  
จะกำหนดให้มีค่าเท่ากับ 5 kN 

 โมเมนต์ภายใน M (internal moments M) ในกรณีนี้ ต้องการพิกัดท้ังสองพิกัดของแกน x 
สำหรับการอินทิเกรต ดังแสดงในรูป เนื่องจากแรงกระทำมีความไม่ต่อเนื่องท่ีจุด C โดยใช้ภาคตัด ดัง
แสดงในรูป  โมเมนต์ภายในจะสามารถคำนวณได้ดังนี้ 
 

สำหรับ 1x  

  NA+ M  = 0;  2 1
1 1 1

x1M  + x (9 + 0.4P)x
3 3

  − 
 

  =  0    

                              1M  = 3
1 1

1(9 + 0.4P)x x
9

−  

                                 1M
P




 = 10.4x  

สำหรับ 2x  

  NA+ M = 0;  2 2M  + 18 + (3 + 0.6P)x−  =  0  

                     2M  = 218 + (3 + 0.6P)x  

                   2M
P




 = 20.6x  

 
 ทฤษฎีที่สองของคาสทีเกียรโน (Castigliano’s Second Theorem) กำหนดให้ P = 5 kN  
และประยุกต์ใช้สมการท่ี 8-36 จะได้ว่า 

 
vCΔ  = 

EI
dx

P
MM

L

0Cv  









=  

  = 
3

1 1 1 16 4
2 2 2

0 0

1(11x x )(0.4x )dx (18 + 6x )(0.6x )dx9  + 
EI EI

−

   

  = 
3

6 2 -6 4

410.9 kN.m
[200(10 ) kN/m ]125(10 ) m

 

  = 0.0164m = 16.4mm     ตอบ 
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แบบฝึกหัดท้ายบทท่ี 8 

1) คำนวณหาพลังงานความเครียดท่ีเกิดจากโมเมนต์ดัด เมื่อ EI เป็นค่าคงท่ี 
2) จงคำนวณหาพลังงานความเครียดท่ีเกิดจากโมเมนต์ดัดในคาน เมื่อ EI เป็นค่าคงท่ี 
3) จงคำนวณหาระยะการขจัดในแนวราบของจุดต่อ A เมื่อแต่ละช้ินส่วนทำจากเหล็ก A-36 

และมีพื้นท่ีหน้าตัด 1.5 in.2 โดยใช้หลักการอนุรักษ์พลังงาน 
4) จงคำนวณหาระยะการขจัดของจุด B บนคานอะลูมิเนียม 1014-T6 โดยใช้หลักการ

อนุรักษ์พลังงาน 
5) จงคำนวณหาระยะการขจัดในแนวด่ิงของจุด B ในแต่ละช้ินส่วนเหล็ก A-36 ท่ีมีหน้าตัด

เท่ากันคือ 2 in.2 ใช้หลักการของงานเสมือน 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

รูปแบบฝึกหัดข้อ 1) รูปแบบฝึกหัดข้อ 2) รูปแบบฝึกหัดข้อ 3) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

รูปแบบฝึกหัดข้อ 4) รูปแบบฝึกหัดข้อ 5) 
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6) โจงคำนวณหาระยะการขจัดในแนวด่ิงของจุด C ในแต่ละช้ินส่วนทำจากเหล็ก A-36 ท่ีมี
หน้าตัดเท่ากับ 4.5 in.2 ใช้หลักการของงานเสมือน 

7) จงคำนวณหาระยะการขจัดของจุด C และค่าความชันท่ีจุด B เมื่อ EI เป็นค่าคงท่ี ใช้หลักการ
ของงานเสมือน 

8) จงคำนวณหาระยะการขจัดและค่าความชันของจุด C เมื่อ EI เป็นค่าคงท่ี ใช้หลักการของ
งานเสมือน 

9) คานทำจากไม้สนดังแสดงในรูป จงคำนวณหาค่าความชันท่ีจุด A ใช้หลักการของงาน
เสมือน 

10) คานทำจากไม้โอ๊คท่ีมีค่า Eo = 11 GPa  ดังแสดงในรูป จงคำนวณหาค่าความชันและ
ระยะขจัดท่ีจุด A  ใช้หลักการของงานเสมือน 

 

 
 
 
 
 
 

รูปแบบฝึกหัดข้อ 6) 
 
 
 
 
 
 

 

รูปแบบฝึกหัดข้อ 7) รูปแบบฝึกหัดข้อ 8) 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

รูปแบบฝึกหัดข้อ 9) รูปแบบฝึกหัดข้อ 10) 
 

รูปแบบฝึกหัดข้อ 9)
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 11) จงคำนวณหาระยะการขจัดท่ีจุด C ของคานท่ีทำจากเหล็ก A-36 และมีค่า I = 36.9  
(106) mm4 ดังแสดงในรูป ใช้หลักการของงานเสมือน 

 12) คาน AB มีหน้าตัดรูปส่ีเหล่ียมจัตุรัสขนาด 100 mm แท่ง CD มีเส้นผ่านศูนย์กลาง 10 mm 
ถ้าท้ังสองช้ินส่วนทำจากเหล็ก A-36 จงคำนวณหาระยะการขจัดในแนวด่ิงท่ีจุด B และค่าความชันท่ีจุด 
A เมื่อถูกแรงกระทำดังแสดงในรูป ใช้หลักการของงานเสมือน 

 13) แท่ง ABC มีหน้าตัดรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้าขนาด 300 mm  100 mm แท่ง DB มีเส้นผ่าน
ศูนย์กลาง 20 mm ถ้าท้ังสองช้ินส่วนทำจากเหล็ก A-36 จงคำนวณหาระยะการขจัดในแนวดิ่งของจุด C 
โดยพิจารณาผลของโมเมนต์ดัดในคาน ABC และผลของแรงตามแนวแกน DB ใช้หลักการของงาน
เสมือน 

 14) จงคำนวณหาระยะการขจัดในแนวราบของจุด C เมื่อ EI เป็นค่าคงท่ีฐานรองรับท่ีจุด A  
เป็นแบบยึดติดแน่น พิจารณาเฉพาะผลของโมเมนต์ดัดเท่านั้น ใช้หลักการของงานเสมือน 

 15) โครงกรอบประกอบด้วยช้ินส่วนย่อยท้ังสองแต่ละช้ินส่วนยาว L และมีค่าความแข็งแกร่ง  
EI ถ้าโครงกรอบถูกกระทำด้วยแรงกระจายแบบสม่ำเสมอ จงคำนวณหาระยะการขจัดในแนวดิ่งของจุด 
C และระยะการขจัดในแนวราบของจุด B โดยพิจารณาเฉพาะผลของโมเมนต์ดัดเท่านั้น ใช้หลักการของ
งานเสมือน 
 
 
 
 
  

รูปแบบฝึกหัดข้อ 11) รูปแบบฝึกหัดข้อ 12) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

 

รูปแบบฝึกหัดข้อ 13) รูปแบบฝึกหัดข้อ 14) รูปแบบฝึกหัดข้อ 15) 
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16) จงแก้ปัญหาโจทย์ข้อท่ี  5  โดยใช้ทฤษฎีของคาสทีเกียรโน 

17) จงแก้ปัญหาโจทย์ข้อท่ี  6  โดยใช้ทฤษฎีของคาสทีเกียรโน 

18) จงแก้ปัญหาโจทย์ข้อท่ี  7  โดยใช้ทฤษฎีของคาสทีเกียรโน 

19) จงแก้ปัญหาโจทย์ข้อท่ี  9  โดยใช้ทฤษฎีของคาสทีเกียรโน 

20) จงแก้ปัญหาโจทย์ข้อท่ี  11  โดยใช้ทฤษฎีของคาสทีเกียรโน 

21) จงแก้ปัญหาโจทย์ข้อท่ี  13  โดยใช้ทฤษฎีของคาสทีเกียรโน 
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บทท่ี  9  
ทฤษฎีของการแตกหัก 

 
9.1 บทนำ  

ในการออกแบบโดยใช้วัสดุท่ีแตกต่างกันและพฤติกรรมท่ีหลากหลายจะต้องกำหนดขีดจำกัดสูงสุด
บนสภาวะของหน่วยแรงท่ีจะทำให้เกิดการแตกหักของวัสดุ ถ้าวัสดุมีความเหนียว การแตกหักโดยท่ัวไปจะ
กำหนดโดยพิจารณาความเค้นท่ีจุดคราก ในขณะท่ีวัสดุเปราะจะกำหนดท่ีความเค้นสูงสุดก่อนการแตกหัก 
เราจะสังเกตการแตกหักได้ไม่ยากเกินไปจากลักษณะของการแตกหักจะเกิดขึ้นถ้าช้ินส่วนถูกกระทำด้วยแรง
ตามแนวแกนเดียวหรือโมเมนต์ดัดรวมแกนเดียว ดังเช่นในกรณีท่ีทำการดึงอย่างง่าย อย่างไรก็ตามถ้า
ช้ินส่วนถูกกระทำด้วยหน่วยแรงตามแนวแกนสองแกนหรือสามแกน จุดวิกฤตของการแตกหักจะมีความ
ยุ่งยากมากยิ่งขึ้นในการพิจารณา 

 ในหัวข้อนี้จะกล่าวถึง 4 ทฤษฎีท่ีนิยมใช้ในการปฏิบัติในเชิงวิศวกรรม เพื่อทำนายจุดแตกหัก
ของวัสดุท่ีถูกกระทำด้วยสภาวะของแรงตามแนวแกนหลายแกนของหน่วยแรงดัดรอบหลายแกน ทฤษฎี
ดังกล่าวนี้ ได้แก่ 1) ทฤษฎีหน่วยแรงเฉือนท่ีมีค่ามากท่ีสุด 2) ทฤษฎีพลังงานปิดท่ีมีค่ามากท่ีสุด         
3) ทฤษฎีหน่วยแรงต้ังฉากปกติท่ีมีค่ามากท่ีสุด และ 4) ทฤษฎีจุดวิกฤติของการแตกหักของโมห์ จะใช้
หาหน่วยแรงท่ียอมรับได้ท่ีอยู่ในมาตรฐานการออกแบบต่างๆ ไม่มีทฤษฎีของการแตกหักใดท่ีสามารถ
ประยุกต์ใช้กับวัสดุได้ทุกชนิด เนื่องจากวัสดุท่ีแตกต่างกันอาจมีพฤติกรรมมีความเหนียวหรืออาจจะเปราะ 
ขึ้นอยู่กับอุณหภูมิ อัตราการกระทำของแรง สภาพแวดล้อมทางเคมี หรือวิธีการท่ีวัสดุขึ้นรูป เมื่อใช้
ทฤษฎีของการแตกหัก เริ่มแรกจำเป็นต้องคำนวณหาองค์ประกอบของหน่วยแรงต้ังฉากปกติ และหน่วย
แรงเฉือนท่ีจุดท่ีมีค่ามากท่ีสุดในช้ินส่วน ซึ่งจะใช้พื้นฐานของกลศาสตร์ของวัสดุและประยุกต์การใช้แฟคเตอร์
ของหน่วยแรง องค์ประกอบของหน่วยแรงท่ีมากท่ีสุดสามารถหาได้ โดยใช้การวิเคราะห์ทางคณิตศาสตร์         
บนพื้นฐานทฤษฎีของความยืดหยุ่นหรือโดยการใช้เทคนิคของการทดสอบท่ีมีความเหมาะสม ในกรณีใดๆ 
เมื่อสภาวะของหน่วยแรงนี้ได้เกิดขึ้น จะสามารถหาค่าหน่วยแรงหลักท่ีจุดวิกฤตดังกล่าวนี้ได้ เนื่องจาก
แต่ละทฤษฎีมีพื้นฐานเดียวกันคือจะต้องทราบค่าของหน่วยแรงหลัก 

 ในทฤษฎีท่ีจะกล่าวในรายละเอียดต่อไป การใช้งานของแต่และทฤษฎีมีสมมติฐานท่ีแตกต่างกันไป 
โดยในทฤษฎี 1) ทฤษฎีหน่วยแรงเฉือนท่ีมีค่ามากท่ีสุด และ 2) ทฤษฎีพลังงานปิดท่ีมีค่ามากท่ีสุดเหมาะ
สำหรับการวิเคราะห์การแตกหักของวัสดุเหนียว (ductile materials) ซึ่งสังเกตวัสดุเหล่านี้เบ้ืองต้นจาก
สมบัติวัสดุคือวัสดุท่ีมีจุดครากจะมีพฤติกรรมยึดตัวก่อนจะแตกหักท่ีจุดสูงสุด เช่น เหล็ก อลูมิเนียม และ
ทองแดง เป็นต้น อย่างไรก็ตามในทฤษฎี 3) ทฤษฎีหน่วยแรงต้ังฉากปกติท่ีมีค่ามากท่ีสุด และ 4) ทฤษฎี
จุดวิกฤติของการแตกหักของโมห์ จะใช้งานสำหรับวัสดุเปราะ (brittle materials) ซึ่งเมื่อแรงกระทำต่อ
วัสดุจะเกิดการแตกหักแบบทันทีทันใด เช่น คอนกรีต เหล็กหล่อ เป็นต้น 
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9.2 ทฤษฎีหน่วยแรงเฉือนที่มีค่ามากที่สุด 

 ทฤษฎีหน่วยแรงเฉือนท่ีมีค่ามากท่ีสุด (maximum-shear-stress theory) โดยท่ัวไปการคราก
ของวัสดุเหนียว คือ การล่ืนไหลซึ่งเกิดตามระนาบสัมผัสของผลึกท่ีเรียงตัวกันแบบสุ่มท่ีอยู่ในวัสดุ     
การล่ืนไถลนี้เกิดขึ้นเนื่องจากหน่วยแรงเฉือน และถ้าช้ินส่วนของแถบยางถูกนำไปทดสอบการรับแรงดึง
อย่างง่าย สามารถเห็นลักษณะของวัสดุได้ว่าเกิดการคราก ดังแสดงในรูปท่ี 9-1 ขอบของระนาบการล่ืน
ไถลท่ีแสดงบนพื้นผิวของแถบท่ีอ้างอิงด้วยแนวเส้นลูเดอร์ (Luder’s Lines) แนวเส้นนี้จะเห็นได้ชัดและ
บ่งบอกระนาบท่ีเกิดการล่ืนไถลในแถบท่ีเกิดขึ้นนี้มีค่าประมาณมุม 45o กับแกนของแถบ 

 พิจารณาช้ินส่วนของวัสดุคิดจากตัวอย่างรับแรงดึงดังแสดงในรูปท่ี 9-2 ซึ่งถูกกระทำด้วยแรงคราก 
y  หน่วยแรงเฉือนท่ีมากท่ีสุดสามารถหาได้โดยการวาดวงกลมของโมห์ของช้ินส่วน ดังแสดงในรูปท่ี    

9-2  ผลลัพธ์จะบ่งบอกว่า 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 9-1 ช้ินส่วนของแถบยางถูกนำไปทดสอบการรับแรงดึงอย่างง่าย 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

  รูปท่ี 9-2 การวิเคราะห์ช้ินส่วนของวัสดุคิดจากการรับแรงดึง 
  

(ก)             (ข)           (ค) 
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นอกจากนั้นหน่วยแรงเฉือนนี้ยังกระทำบนระนาบท่ีมีการเอียงทำมุม 45 วัดจากระนาบของ
หน่วยแรงหลัก ดังแสดงในรูปท่ี 9-2 และระนาบนี้จะขนานกับทิศทางของแนวเส้นลูเดอร์ ดังแสดงบน
ตัวอย่าง ซึ่งเป็นการแตกหักท่ีเกิดขึ้นโดยการเฉือน 

 
2

y
max


=       (9-1) 

 
 โดยการใช้ข้อมูลนี้ วัสดุเหนียวจะเกิดการแตกหักเนื่องจากการเฉือน ในปี ค.ศ. 1868 เฮนรี่ เทสคา 
(Henri Tresca)  เสนอทฤษฎีของหน่วยแรงเฉือนท่ีมีค่ามากท่ีสุดหรือจุดวิกฤตการครากของเทสคา 
ทฤษฎีนี้สามารถใช้ทำนายหน่วยแรงแตกหักของวัสดุเหนียว ท่ีถูกกระทำด้วยแรงกระทำชนิดต่างๆ 
ทฤษฎีหน่วยแรงเฉือนท่ีมีค่ามากท่ีสุด กล่าวว่าการครากของวัสดุเริ่มต้นเมื่อหน่วยแรงเฉือนท่ีมีค่ามาก
ท่ีสุดอย่างสัมบูรณ์ในวัสดุ มีค่าถึงหน่วยแรงเฉือนท่ีทำให้วัสดุเหมือนกันเกิดการครากเมื่อถูกกระทำเพียง
แรงดึงตามแนวแกน เพื่อหลีกเล่ียงการแตกหัก ดังนั้น ทฤษฎีหน่วยแรงเฉือนท่ีมีค่ามากท่ีสุดค่า abs  ใน
วัสดุท่ีมีค่าน้อยกว่าหรือเท่ากับ yσ

2
 เมื่อ y  ได้จากการทดสอบการรับแรงดึงอย่างง่าย 

 สำหรับการประยุกต์ใช้  จะแสดงหน่วยแรงเฉือนท่ีมีค่ามากท่ีสุดอย่างสัมบูรณ์ในรูปของหน่วย
แรงหลัก เทียบกับเงื่อนไขของหน่วยแรงในระนาบ นั่นคือ เมื่อหน่วยแรงหลักนอกระนาบมีค่าเป็นศูนย์ 
ถ้าหน่วยแรงหลักในระนาบท้ังหมดมีเครื่องหมายเหมือนกัน นั่นคือ เป็นหน่วยแรงดึงท้ังคู่แรงอัดท้ังคู่ 
หรือเป็นหน่วยแล้วการแตกหักจะเกิดขึ้นภายนอกแนวของระนาบจากสมการ 
 

    
22

0
)( maxmax

max'z'xabs
max


=

−
==  

จะได้ว่า 

    
2
max

abs
max


=  

 
 หรือพูดอีกนัยหนึ่งว่า ถ้าหน่วยแรงหลักในระนาบมีเครื่องหมายตรงกันข้ามแล้วการแตกหักท่ี
เกิดขึ้นจะเกิดในแนวระนาบจากสมการ 
 

 
2

)( minmax
max'y'xabs

max

−
==  

 
 ใช้สมการนี้และสมการท่ี 9-1 ทฤษฎีหน่วยแรงเฉือนท่ีมีค่ามากท่ีสุดสำหรับหน่วยแรงในระนาบ
จะแสดง สำหรับหน่วยสองหน่วยแรงหลักในระนาบใดๆ 1  และ 2  โดยเงื่อนไขต่อไปนี้ 
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รูปท่ี 9-3  กราฟของหน่วยแรงเฉือนท่ีมีค่ามากท่ีสุดสำหรับหน่วยแรงในระนาบ 
 

   21
y2

y1 ,






=

=      มีลักษณะเครื่องหมายเหมือนกัน 
 

   1 2 y 1 2σ σ  = σ } σ , σ−  มีลักษณะเครื่องหมายตรงข้ามกัน  (9-2) 
 
 กราฟของสมการดังกล่าวนี้จะแสดงในรูปท่ี 9-3 เห็นได้ชัดว่า ถ้าจุดใดๆ ของวัสดุถูกกระทำด้วย
หน่วยแรงในระนาบ และหน่วยแรงหลักในระนาบจะแทนด้วยพิกัด ),( 11   วาดบนขอบเขตหรือ
ภายนอกพื้นท่ีรูปหกเหล่ียมแรเงาจะแสดงในรูปนี้ วัสดุท่ีจะครากท่ีจุดและการแตกหักจะเกิดขึ้น 

9.3 ทฤษฎีพลังงานปิดที่มีค่ามากที่สุด 

 ทฤษฎี พ ลังงานปิ ด ท่ี มี ค่ ามาก ท่ี สุด  (maximum-distortion-energy theory) วัส ดุ เมื่ อ
เปล่ียนแปลงรูปร่างเนื่องจากมีแรงกระทำภายนอกมากระทำ จะมีแนวโน้มท่ีจะเก็บพลังงานภายใน
ตลอดท้ังปริมาตรของวัสดุพลังงานต่อหนึ่งหน่วยปริมาตรของวัสดุจะเรียกกันว่าความหนาแน่นของ
พลังงานความเครียด และถ้าวัสดุถูกกระทำด้วยแรงตามแนวแกนเดียว ความหนาแน่นของพลังงาน

ความเครียด นิยามโดยสมการ =



=
2
1

V
Uu  สามารถเขียนใหม่ได้ว่า 

 

    =
2
1u       (9-3) 

 

 เป็นไปได้ท่ีจะสร้างสมการของจุดวิกฤตของการแตกหักบนพื้นฐานของทฤษฎีพลังงานทำให้เกิด
การบิดตัว อย่างไรก็ตามจะหาความหนาแน่นพลังงานของความเครียดในช้ินส่วนเชิงปริมาตรของวัสดุท่ี
ถูกกระทำด้วยหน่วยแรงหลักท้ังสาม ดังแสดงในรูปท่ี 9-4 เมื่อแต่ละหน่วยแรงหลักทำให้เกิดส่วนของ
ความหนาแน่นพลังงานความเครียดท้ังหมด ดังนั้น 
 

    332211 2
1

2
1

2
1u ++=  
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 ถ้าวัสดุมีพฤติกรรมแบบยืดหยุ่นเชิงเส้น แล้วสามารถใช้กฎของฮุคได้ ดังนั้นแทนค่าลงในสมการ
ข้างต้นทำการจัดให้อยู่ในรูปอย่างง่ายจะได้ว่า 
 

   )(2
E2
1u 323121

2
3

2
2

2
1 ++−++=    (9-4) 

 

 
 

รูปท่ี 9-4  การหาความหนาแน่นพลังงานของความเครียดในช้ินส่วนเชิงปริมาตรของวัสดุ 
ท่ีถูกกระทำด้วยหน่วยแรงหลักท้ังสาม 

 

 ความหนาแน่นของพลังงานความเครียดนี้ สามารถพิจารณาเป็นผลรวมของสองส่วน  ส่วนแรก
แทนพลังงานท่ีต้องการทำให้เกิดการเปล่ียนแปลงปริมาตรของช้ินส่วนท่ีไม่มีการเปล่ียนแปลงรูปทรง 
และอีกส่วนแทนพลังงานท่ีต้องการเพื่อบิดช้ินส่วนให้เสียรูปทรง โดยเฉพาะอย่างยิ่งพลังงานเก็บใน
ช้ินส่วนเป็นผลของการเปล่ียนแปลงปริมาตรท่ีเกิดขึ้นโดยการกระทำของหน่วยแ รงหลักเฉล่ีย 

3/)( 321avg ++=  เนื่องจากหน่วยแรงนี้เกิดจากความเครียดหลักและมีค่าเท่ากันในวัสดุดัง
แสดงในรูปท่ี 9-4 ส่วนของหน่วยแรงคงค้าง )( avg1 − )( avg2 −  )( avg3 −  ทำให้เกิดพลังงาน
ซึ่งทำให้เกิดการบิดดังแสดงในรูปท่ี 9-4 

 จากหลักฐานการทดสอบจะทราบว่าวัสดุไม่ครากเมื่อถูกกระทำด้วยหน่วยแรง (ไฮดรอสเตติก)   
อย่างสม่ำเสมอ นั่นคือ avg  ท่ีกล่าวมาแล้วข้างต้น ใน ค.ศ. 1904 เอ็ม ฮิวเบอร์ (M. Huber) เสนอว่า 
การครากในวัสดุจะเกิดขึ้นเมื่อพลังงานท่ีทำให้เกิดการบิดตัวต่อหนึ่งหน่วยปริมาตรของวัสดุเท่ากับ หรือ
เกินพลังงานท่ีทำให้เกิดการบิดตัวต่อหนึ่งหน่วยปริมาตรของวัสดุชนิดเดียวกัน เมื่อถูกทำให้เกิดการคราก
ในการทดสอบการรับแรงดึงอย่างง่ายทฤษฎีนี้  เรียกว่า ทฤษฎีพลังงานท่ีทำให้เกิดการบิดตัวที่มีค่ามาก
ท่ีสุด และเนื่องจากทฤษฎีนี้ได้ถูกนิยามอีกครั้งหนึ่งอย่างอิสระโดย อาร์ วอน มิส (R. von Mises) และ  
เอช เฮนกี (H. Hencky) 

(ก) (ข) 

(ค) 
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 เพื่อให้ได้พลังงานท่ีทำให้เกิดการบิดตัวต่อหนึ่งหน่วยปริมาตร จะแทนค่าหน่วยแรงด้วย 
)(),(),( avg3avg2avg1 −−− สำหรับ 321 ,,   ตามลำดับ ในสมการท่ี 9-4 พึงตระหนักว่า 

3/)( 321avg ++=  กระจายเทอมและจัดให้อยู่ในรูปอย่างง่าย  จะได้ว่า 
 

    2
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ในกรณีของหน่วยแรงในระนาบ  03 =   และสมการนี้ลดรูปลงเหลือเพียง 
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E3
v1u 2
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สมการนี้เป็นสมการของรูปโค้งวงรี ดังแสดงในรูปท่ี 9-5 ดังนั้น ถ้าจุดในวัสดุท่ีถูกหน่วยแรง
กระทำซึ่งพิกัดของหน่วยแรง ),( 21   อยู่นอกขอบเขตหรือพื้นท่ีแรเงา วัสดุจะเกิดการพัง 

 การเปรียบเทียบจุดวิกฤตของการแตกหักท้ังสองวิธีข้างต้น ดังแสดงในรูปท่ี 9-6 พบว่าท้ังสอง
ทฤษฎีจะให้ผลท่ีคล้ายคลึงกันเมื่อหน่วยแรงหลักมีค่าเท่ากัน นั่นคือจากสมการท่ี 9-2 และ 9-5 ค่าของ 

y21 ==  หรือเมื่อหน่วยแรงหลักค่าหนึ่งมีค่าเป็นศูนย์และค่าอื่นๆ ขนาด y  หรือพูดอีกนัยหนึ่งว่า
ถ้าวัสดุถูกกระทำด้วยการเฉือนเพียงอย่างเดียวคือค่า   แล้วทฤษฎีจะให้ค่าท่ีแตกต่างกันมากในการ
ทำนายพฤติกรรมการแตกหัก พิกัดของหน่วยแรงของจุดดังกล่าวนี้บนรูปโค้งจะคำนวณได้ โดยพิจารณา
ช้ินส่วนดังแสดงในรูปท่ี 9-7 จากวงกลมของโมห์ท่ีสอดคล้องกันกับสภาวะของหน่วยแรง ดังแสดงในรูป
ท่ี 9-7 จะได้หน่วยแรงหลัก −== 21 ,  ประยุกต์ใช้สมการท่ี 9-2 และ 9-5 ทฤษฎีหน่วยแรงเฉือน
ท่ีมีค่ามากท่ีสุด และทฤษฎีพลังงานท่ีทำให้เกิดการบิดตัวท่ีมีค่ามากท่ีสุด จะได้ 2/y1 =  และ  

3/y1 =  ตามลำดับ ดังแสดงในรูปท่ี 9-6 

 การทดสอบหาค่าการบิดท่ีแท้จริง จะถูกนำมาใช้ในกรณีของการเฉือนอย่างเดียวในตัวอย่างของ
เหล็กเหนียว แสดงว่าทฤษฎีพลังงานทำให้เกิดการบิดตัวท่ีมีค่ามากท่ีสุดจะให้ผลลัพธ์ถูกต้องมากกว่า
ทฤษฎีหน่วยแรงเฉือนท่ีมีค่ามากท่ีสุด เนื่องจาก 15.1)2//()3/( yy =  หน่วยแรงเฉือนสำหรับการ
ครากของวัสดุจะกำหนดโดยทฤษฎีพลังงานท่ีทำให้เกิดการบิดตัวท่ีมีค่ามากท่ีสุด  มีค่าความถูกต้อง
มากกว่าค่าท่ีได้จากทฤษฎีหน่วยแรงเฉือนท่ีมีค่ามากท่ีสุดถึงร้อยละ 15   

สำหรับการทดสอบการรับแรงดึงตามแนวแกนเดียว 0, 32y1 ===  และแล้วพลังงาน
ทำให้เกิดการบิดตัวจะกลายเป็น 
 

    2
yyd E3

v1)u( 
+

=  

 เนื่องจากทฤษฎีพลังงานท่ีทำให้เกิดการบิดตัวท่ีมีค่ามากท่ีสุด ต้องการ ydd )u(u =  แล้ว
สำหรับกรณีของหน่วยแรงในระนาบหรือตามแนวแกนสองแกน  จะได้ว่า 

    2
y

2
221

2
1 =+−      (9-5) 
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รูปท่ี 9-5  ขอบเขตของทฤษฎี  รูปท่ี 9-6 การเปรียบเทียบจุดวิกฤติของการแตกหักท้ังสองวิธ ี
 
 
 
 
 

 

รูปท่ี 9-7 การพิจารณาช้ินส่วนจากวงกลมของโมห์ท่ีสอดคล้องกันกับสภาวะของหน่วยแรง 
 

9.4 ทฤษฎีหน่วยแรงต้ังฉากปกติที่มีค่ามากที่สุด 

 ทฤษฎีหน่วยแรงต้ังฉากปกติท่ีมีค่ามากท่ีสุด (maximum-normal-stress theory) เห็นได้ชัด
ว่าวัสดุเปราะอย่างเช่นเหล็กหล่อสีเทา มีแนวโน้มท่ีจะเกิดการแตกหักในทันทีโดยการแตกหักท่ีไม่มีการ
ครากปรากฏข้ึน ในการทดสอบการรับแรงดึง การแตกหักจะเกิดขึ้นเมื่อหน่วยแรงต้ังฉากปกติมีค่าถึง
หน่วยแรงประลัย ult  ดังแสดงในรูปท่ี 9-8 นอกจากนั้นในการทดสอบการบิด การแตกหักแบบเปราะจะ
เกิดขึ้นเนื่องจากหน่วยแรงดึงมีค่ามากท่ีสุด เนื่องจากระนาบของการแตกหักสำหรับช้ินส่วนอยู่ท่ี 45๐      
วัดจากทิศทางของหน่วยแรงเฉือนดังแสดงในรูปท่ี 9-8 พื้นผิวของการแตกหักจะเป็นรูปเกลียว ดังแสดง
ในรูป การทดสอบจะแสดงต่อไปว่าระหว่างท่ีเกิดโมเมนต์บิดกำลังของวัสดุมีบางอย่างท่ีไม่มีผลกระทบ 
โดยหน่วยแรงอัดหลักท่ีสอดคล้องกันท่ีมุมขวามือกับหน่วยแรงดึงหลัก เนื่องจากหน่วยแรงดึงหลักมีค่า
เท่ากันกับหน่วยแรงบิด เนื่องจากเหตุผลดังกล่าวมานี้ ทฤษฎีหน่วยแรงต้ังฉากปกติท่ีมีค่ามากท่ีสุด   
กล่าวว่าวัสดุท่ีเปราะจะแตกหักเมื่อหน่วยแรงหลักท่ีมีค่ามากท่ีสุด 1  ในวัสดุมีค่าเพิ่มขึ้นจนถึงขีดจำกัด
ท่ีเท่ากับหน่วยแรงประลัย ท่ีวัสดุจะทนได้เมื่อถูกกระทำด้วยแรงดึงอย่างง่าย 
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ถ้าวัสดุถูกกระทำด้วยหน่วยแรงในระนาบ  จะได้ว่า 
 

    ult1 =       (9-6) 
 

    ult2 =  
 

 สมการดังกล่าวนี้ แสดงในรูปเชิงกราฟฟิกดังแสดงในรูปท่ี 9-9 พบว่าถ้าพิกัดของหน่วยแรง 
),( 21   ในวัสดุตกบนขอบเขตหรือภายนอกของพื้นท่ีท่ีแรเงา วัสดุจะเกิดการแตกหัก ทฤษฎีคิดค้นโดย

ดับบิว แรงค์กิล (W. Rankine) ในปี ค.ศ. 1800 การทดสอบพบว่าพฤติกรรมของวัสดุเปราะท่ีบริเวณผิว
ของวัสดุ ค่าหน่วยแรงและค่าความเครียดจะมีค่าเท่ากันท้ังกรณีรับแรงดึงและกรณีรับแรงอัด 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 9-8 การวิเคราะห์วัสดุเปราะ รูปท่ี 9-9 สมการแสดงในรูปเชิงกราฟิก 
 

9.5 จุดวิกฤตของการแตกหักของโมห์ 

 จุดวิกฤตของการแตกหักของโมห์ (Mohr’s Failure Criterion) ในวัสดุเปราะบางอย่าง
คุณสมบัติการรับแรงดึงและการรับแรงอัดมีค่าแตกต่างกัน เมื่อพฤติกรรมนี้เกิดขึ้นจุดวิกฤตท่ีอาศัย
พื้นฐานการใช้วงกลมของโมห์อาจจะสามารถใช้ทำนายพฤติกรรมการแตกหักของวัสดุนี้ได้ วิธีการนี้
พัฒนาโดยออตโต โมห์ (Otto Mohr) และบางครั้งเรียกกันว่า วิกฤตการแตกหักของโมห์ เมื่อ
ประยุกต์ใช้เริ่มแรกจะทำการทดสอบเพื่อหาค่าคำนวณแรงบนวัสดุท้ังสามค่า การทดสอบการรับแรงดึง
ตามแนวแกนเดียวและการทดสอบการรับแรงอัดตามแนวแกนเดียวจะใช้หาหน่วยแรงดึงและหน่วย
แรงอัดประลัย )( ult  และ cult )(  ตามลำดับ นอกจากนั้นการรับโมเมนต์บิดเพื่อหาหน่วยแรงเฉือน
ประลัย ult  วงกลมของโมห์ในแต่ละเงื่อนไขหน่วยแรงนี้สามารถแสดงในรูปท่ี 9-10 วงกลม A แทน
เงื่อนไขของหน่วยแรงท่ีว่า cult321 )(,0 −===  วงกลม B แทนเงื่อนไขของหน่วยแรงท่ีว่า 

0,)( 32tult1 ===  วงกลม C แทนเงื่อนไขในกรณีรับหน่วยแรงเฉือนอย่างเดียว เกิดโดย ult  
วงกลมท้ังสามนี้จะมีการเกิดการแตกหักซึ่งบ่งบอกได้โดยรูปโค้งท่ีแรเงา ซึ่งอยู่ในแนวเส้นสัมผัสผิวของ
วงกลมท้ังสาม ถ้าพิกัดของหน่วยแรงและหน่วยแรงเฉือนอยู่นอกเส้นสัมผัสของแนวเส้นสัมผัสของ
วงกลม วัสดุจะไม่แตกหัก 

     (ก)                                (ข) 
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รูปท่ี 9-10 การรับโมเมนต์บิดเพื่อหาหน่วยแรงเฉือนประลัย ult  วงกลมของโมห์ในแต่ละเงื่อนไข 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 9-11 กราฟของหน่วยแรงหลัก 
 
 เมื่อแทนวิกฤตนี้  บนกราฟของหน่วยแรงหลัก  )0(, 321 =  ซึ่งแสดงในรูป ท่ี 9-11         
การแตกหักเกิดขึ้นเมื่อค่าสัมบูรณ์ของหน่วยแรงหลักมีค่าเท่ากับหรือมากกว่า t)( ult  หรือ c)( ult  
หรือโดยท่ัวไป ถ้าสภาวะของหน่วยแรงท่ีจุดท่ีถูกนิยามโดยพิกัด ),( 21   ท่ีวาดบนกราฟหรือภายนอก
พื้นท่ีแรเงา 

 วิกฤตท้ังสองข้างต้นสามารถใช้ในทางปฏิบัติ เพื่อทำนายการแตกหักของวัสดุเปราะ อย่างไรก็ตาม 
พึงตระหนักว่า ประโยชน์ดังกล่าวนี้มีจำกัด การแตกหักแบบดึงเกิดขึ้นในทันทีทันใด และการเริ่มต้นของ
การเกิดการแตกหักโดยท่ัวไปขึ้นอยู่กับหน่วยแรงท่ีเกิดข้ึนท่ีจุดท่ีมีความบกพร่องเพียงเล็กๆ น้อยๆ ของวัสดุ 
นั่นคือ การจับตัวเป็นกลุ่มก้อน หรือมีช่องว่าง การเว้าแหว่งของพื้นผิว หรือบริเวณรอยแตกร้าวและ
ความผิดปกติอื่นๆ มีแนวโน้มท่ีจะเกิดการเสียรูปเมื่อตัวอย่างถูกแรงกระทำด้วยแรงดึง 
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คอนกรีตเป็นวัสดุเปราะท่ีสอดคล้องกับทฤษฎีในหัวข้อ 9.4 และ 9.5 การทดสอบหาค่ากลสมบัติ
ในห้องปฏิบัติการ เปรียบเทียบกับทฤษฎีดังกล่าวมีหลากหลายวิธี พฤติกรรมการแตกหักของคอนกรีตมี
ความซับซ้อน ดังนั้นกลศาสตร์การแตกหัก (fracture mechanics) เป็นอีกหัวข้อหนึ่งท่ีสำคัญของวัสดุ
โดยวิธีการทดสอบหาพลังงานการแตกหัก (fracture energy)  ของคอนกรีตท่ีนิยมใช้ในปัจจุบันคือ       
การทดสอบด้วยตัวอย่างคาน โดยมีแรงกระทำเป็นจุดท่ีกึ่งกลาง อย่างไรก็ตาม ยังมีวิธีใหม่ท่ีใช้กับ
คอนกรีตรูปร่างเป็นแผ่นทรงกระบอก ดังรูปท่ี 9-12 ถึง รูปท่ี 9-14 ซึ่งการทดสอบดังกล่าวทำให้ทดสอบ
กับโครงสร้างท่ีก่อสร้างไปแล้วได้ง่ายข้ึน จากการเตรียมตัวอย่างจากการเจาะแท่งตัวอย่าง (coring) จาก
โครงสร้างท่ีมีอยู่เดิม [8] ผลการทดสอบเป็นที่น่าพอใจสำหรับการประเมินหน่วยแรงประลัยของคอนกรีต 

 

 
 

 

รูปท่ี 9-12 ตัวอย่างการทดสอบการแตกหัก [8] รูปท่ี 9-13  การวิบัติของคอนกรีต [8] 
 

 

 
รูปท่ี 9-14 ผลการทดสอบหาหน่วยแรงประลัยของคอนกรีต [8] 
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ตัวอย่างที่ 9.1 

 ท่อเหล็กดังแสดงในรูป มีเส้นผ่านศูนย์กลาง 60 mm และเส้นผ่านศูนย์กลางภายนอก 80 mm  
ถ้าท่อถูกระทำด้วยโมเมนต์บิด 8 kN.m และโมเมนต์ตัด 3.5 kN.m จงตรวจสอบว่าแรงแระทำนี้ทำให้
เกิดการพังโดยใช้นิยามจากทฤษฎีพลังงานท่ีเกิดการบิดตัวท่ีมีค่ามากท่ีสุด หน่วยแรงครากสำหรับเหล็ก
หาได้จากการทดสอบการรับดึง y  = 250 MPa 

 
 

   
 
 

รูปตัวอย่างท่ี 9.1 
 

(ก) 

(ข) 

(ค) 

   (ง) 

(จ) (ฉ) (ฉ)
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วิธีทำ 

 เพื่อแก้ปัญหานี้ วิเคราะห์จุดบนท่อท่ีถูกกระทำด้วยสภาวะของหน่วยแรงวิกฤตท่ีมีค่ามากท่ีสุด 
โมเมนต์บิดและโมเมนต์ตัดกระทำอย่างสม่ำเสมอตลอดความยาวของท่อท่ีภาคตัด a-a กำหนดไว้ในรูป 
(ก) แรงกระทำดังกล่าวนี้ทำให้เกิดการกระจายหน่วยแรงในรูป จากการตรวจสอบจุด A และ B ถูก
กระทำด้วยสภาวะของหน่วยแรงวิกฤตเดียวกัน วิเคราะห์สภาวะของหน่วยแรงท่ี A  ดังนั้น 
 

 MPa4.116
])m03.0()m04.0)[(2/(

)m04.0)(mN800(
J

TcT 44A =
−


==  

 

 MPa9.101
])m03.0()04.0)[(4/(

)m04.0)(mN3500(
I

Mc
44A =

−


==  

 
ผลลัพธ์ดังกล่าวแสดงในรูปสามมิติของช้ินส่วนของวัสดุท่ีจุด A ดังแสดงในรูป นอกจากนั้น 

เนื่องจากวัสดุถูกกระทำด้วยหน่วยแรงในระนาบ ซึ่งแสดงในรูปสองมิติ ดังแสดงในรูป 

 วงกลมของโมห์สำหรับสภาวะของหน่วยแรงในระนาบนี้จะมีจุดศูนย์กลางอยู่ท่ี 
 

avg
0 101.9σ  = 50.9MPa

2
−

= −  
 

จุดอ้างอิง A (0-116.4 MPa) และวงกลมในรูป รัศมีสามารถคำนวณจากรูปสามเหล่ียมท่ีแรเงาท่ีมีค่า    
R = 127.1 และหน่วยแรงในระนาบ คือ 

   1σ 50.9 + 127.1 = 76.2MPa= −  

   2σ 50.9 127.1 = 178.0MPa= − − −  

 
โดยใช้สมการท่ี 9-5 จะได้ว่า 

 2 2 2
1 1 2 y y(σ σ σ +σ ) σ−   

 2 2 2?[(76.2 ) (76.2)( 178.0) ( 178.0) ] (250)− − + −                               

   51100 62500      OK 

  
 เนื่องจากมีจุดวิกฤตของวัสดุภายในท่อไม่เกิดการคราก วัสดุจึงไม่พังพิสูจน์โดยใช้ทฤษฎี
พลังงานท่ีเกิดจากการบิดตัวที่มีค่ามากท่ีสุด 
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ตัวอย่างที่ 9.2 

 เพลาเหล็กหล่อตันในรูป ถูกกระทำด้วยโมเมนต์บิด T = 400 N.m  จงคำนวณหารัศมีท่ีเล็ก
ท่ีสุดเพื่อท่ีว่าเพลาจะไม่เกิดการแตกหักเนื่องจากทฤษฎีหน่วยแรงต้ังฉากปกติท่ีมีค่ามากท่ีสุด ตัวอย่าง
ของเหล็กหล่อทดสอบการรับแรงดึงมีค่าหน่วยแรงประลัย ult t(σ ) = 150 MPa 
 
 
 
 
 
 
 

รูปตัวอย่างท่ี 9.2 
 
วิธีทำ 

 ค่ามากท่ีสุดหรือหน่วยแรงวิกฤตเกิดขึ้นท่ีจุดอยู่บนพื้นผิวของเพลา สมมติว่าเพลามีรัศมี r

หน่วยแรงเฉือน  คือ 
 

   34max r
mN65.254

r)2/(
r)mN400(

J
TcT


=




==  
 

 วงกลมของโมห์สำหรับสภาวะของหน่วยแรงนี้ (เกิดหน่วยแรงเพียงเฉือนอย่างเดียว) ดังแสดงในรูป 
เนื่องจาก maxTR =  แล้ว 
 

   3max21 r
mN65.254

T


==−=  
 

ทฤษฎีหน่วยแรงต้ังฉากปกติท่ีมีค่ามากท่ีสุด สมการท่ี 9-6 จะได้ว่า 
 

              ult1   
 

   6 2
3

254.65 N m 150×10 N/m
r


  

 

ดังนั้น รัศมีท่ีเล็กท่ีสุดของเพลาหาได้จาก 
 

 3

254.65N.m
r

 = 6 2150×10 N/m  

   r   = 0.01193 m  = 11.93 mm        ตอบ 
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ตัวอย่างที่ 9.3 

 เพลาตันดังแสดงในรูป มีรัศมี 0.5 cm และทำจากเหล็กมีหน่วยแรงครากเท่ากับ 360 MPa  จง
ตรวจสอบว่าแรงกระทำจนเพลาเกิดการแตกหักเนื่องจากทฤษฎีหน่วยแรงเฉือนท่ีมีค่ามากท่ีสุดและ
ทฤษฎีพลังงานท่ีเกิดจากการบิดตัวที่มีค่ามากท่ีสุด 

 
 
 
 
 
 
 

รูปตัวอย่างท่ี 9.3 
 
วิธีทำ 

 สภาวะของหน่วยแรงในเพลาท่ีเกิด โดยแรงตามแนวแกนและโมเมนต์บิด จะได้ว่า 
 

 x   = 
A
P   = 2

15kN
π(0.5cm)

     
 

  = 219.10kN/cm−  = 191 MPa  
  
 xyT  = 

J
Tc  = 

4

3.25kN(0.5cm)
π (0.5cm)
2

     

  = 216.55kN/cm   = 165.5 MPa   
 
 หน่วยแรงท่ีกระทำบนช้ินส่วนของวัสดุท่ีจุด A ดังแสดงในรูป นอกจากการใช้วงกลมของโมห์   
หน่วยแรงหลักสามารถหาได้จากสมการการแปลงหน่วยแรง 
 

จากสมการ 1,2σ  = ( )
2

2x y x y
xy

σ +σ σ -σ
± + τ

2 2
 
 
 

 

 

(ข) 

(ก) 
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ดังนั้น  = 
2

2191 0 191 0 (165.5)
2 2

− + − −  + 
 

 
 

  = 95.5 191.1−   
 

 1σ    = 95.6MPa  
  

 2σ    = 286.6MPa−  
 
 ทฤษฎีหน่วยแรงเฉือนท่ีมีค่ามากท่ีสุด (maximum-shear-stress theory)  เนื่องจากหน่วย
แรงหลักมีเครื่องหมายตรงกันข้าม หน่วยแรงเฉือนมีค่ามากท่ีสุดอย่างสัมบูรณ์เกิดขึ้น ในระนาบ และ
ประยุกต์ใช้สมการท่ีสองของสมการท่ี 9-2 จะได้ว่า 
 

  1 2σ σ−  yσ  
 

   95.6 ( 286.6)− −  ? 360  
 

 382.2  > 360  
 
ดังนั้น  วัสดุจึงเกิดการแตกหักเมื่อคำนวณจากทฤษฎีนี้  
  
ทฤษฎีพลังงานท่ีเกิดจากการบิดท่ีมีค่ามากท่ีสุด (maximum-distortion-energy theory) ใช้ประยุกต์
สมการท่ี 9-5  จะได้ว่า 
 

 2 2
1 1 2 1(σ σ σ +σ )−  yσ  

 

 2 2(95.6) (95.6)( 286.6)+( 286.6)− − −  2? (360)  
 

          118677.9  129600  
 
โดยใช้ทฤษฎีพลังงานท่ีเกิดขึ้นจากการบิดนี้ จะไม่เกิดการแตกหักขึ้น 
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แบบฝึกหัดท้ายบทท่ี 9 
 

1) สภาวะท่ีเกิดขึ้นของหน่วยแรงท่ีตำแหน่งวิกฤตของช้ินส่วนจักรกล แสดงดังรูป จงหาค่า
หน่วยแรงท่ีจุดคลาก สำหรับใช้ทำช้ินส่วนนี้ โดยใช้ทฤษฎีหน่วยแรงเฉือนท่ีมีค่ามากท่ีสุด 

2) เหล็กสแตนเลสทรงกระบอกกลวงมีเส้นผ่านศูนย์กลางภายในเท่ากับ 100 mm และมีผนัง
หนา 2 mm ถ้ามีแรงดัน P = 550 kPa, แรงแนวแกน 2500 N และแรงบิด 100 N.m ดังรูป จงหา
หน่วยแรงท่ีจุดคลากโดยใช้ทฤษฎีพลังงานปิดท่ีมีค่ามากท่ีสุด เปรียบเทียบกับทฤษฎีหน่วยแรงเฉือนท่ีมี
ค่ามากท่ีสุด 

3) แท่งคอนกรีตทรงกระบอกมีเส้นผ่านศูนย์กลาง 50 mm ถูกกระทำด้วยแรงบิด 500 N.m 
และแรงอัด 2 kN จงหาว่าเกิดการแตกหักหรือไม่ โดยใช้ทฤษฎีหน่วยแรงต้ังฉากปกติท่ีมีค่ามากท่ีสุด   
ult =  28 MPa 

4) จงคำนวณหาองค์ประกอบย่อยของหน่วยแรงในระนาบท่ีจุดวิกฤตบนแผ่นเหล็กโครงสร้าง 
A-36 ดังแสดงในรูป จงคำนวณหาว่าเกิดการหักหรือการครากหรือไม่ โดยใช้ทฤษฏีหน่วยแรงเฉือนท่ี
มากท่ีสุด (Maximum Shear-Stress Theory) 

 

 

 

 

 

รูปแบบฝึกหัดข้อ 1) รูปแบบฝึกหัดข้อ 2) 

 

 

 

 
รูปแบบฝึกหัดข้อ 3) รูปแบบฝึกหัดข้อ 4) 
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5) จากโจทย์ข้อ 4 เมื่อใช้ทฤษฏีพลังงานท่ีเกิดการบิดท่ีมากท่ีสุด (Maximum-Distortion 
Energy Theory) จงอธิบายว่าเกิดการหักหรือการครากหรือไม่ 

6) หน่วยแรงในระนาบหลักท่ีกระทำบนช้ินส่วนเล็กๆ ดังแสดงในรูป ถ้าวัสดุทำจากเหล็ก
เครื่องมือท่ีมีหน่วยแรงคราก y = 700 MPa จงคำนวณหาแฟกเตอร์ความปลอดภัยเมื่อเทียบกับการ
ครากเมื่อใช้ทฤษฏีพลังงานท่ีเกิดการบิดท่ีมากท่ีสุดในการคราก 

7) ระหว่างการชน สภาวะของหน่วยแรงท่ีกระทำท่ีจุดๆ หนึ่ง จงคำนวณหาหน่วยแรงครากของ
โลหะท่ีมีค่าน้อยท่ีสุดซึ่งจะถูกนำไปใช้เป็นข้อมูลในการเลือกชนิดของวัสดุโดยใช้ทฤษฏีหน่วยแรงเฉือนท่ี
มากท่ีสุด 

8) น้ำหนักกระทำภายในท่ีภาคตัดวิกฤติตามเพลาขับเคล่ือนเหล็กของเรือถูกกระทำด้วยแรง
กระทำในรูป ถ้าหน่วยแรงครากสำหรับการดึงและเฉือนคือ y = 100 ksi และ y = 50 ksi    
ตามลำดับ จงคำนวณหาเส้นผ่านศูนย์กลางท่ีต้องการของเพลา โดยใช้ทฤษฎีพลังงานท่ีเกิดการบิดท่ีมาก
ท่ีสุด 

 
 

 

  

รูปแบบฝึกหัดข้อ 5) รูปแบบฝึกหัดข้อ 7) 

 

 

 

 

 

รูปแบบฝึกหัดข้อ 6) รูปแบบฝึกหัดข้อ 8) 

 
 



260 
    

กลศาสตร์ของวัสดุ II 

ภาคผนวก 
คุณสมบัติของหน้าตัดเหล็กรูปพรรณ 
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