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ค ำน ำ 
 

  สถิติทางวิศวกรรม(Engineering Statistics) เป็นวชิาท่ีเก่ียวขอ้งกบัการค านวณ
ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ต่าง ๆ โดยใช ้ Tree Diagram, Venn Diagram และ Bayes' 
Theorem การใชฟั้งคช์ัน่การแจกแจงความน่าจะเป็นแบบต่าง ๆ อธิบายความน่าจะเป็นของ
ตวัแปรสุ่ม และการวิเคราะห์ทางสถิติ เช่น วธีิการสุ่มตวัอยา่ง การประมาณค่า การทดสอบ
สมมติฐาน การวเิคราะห์ความแปรปรวน และรวมถึงการวิเคราะห์การถดถอยและ
สหสมัพนัธ์ ซ่ึงถือวา่เป็นพ้ืนฐานท่ีส าคญัของวศิวกรรมศาสตร์ทุกสาขาวชิา 
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เป็นและสถิติประยกุตส์ าหรับวิศวกรกวา่ 7 ปี โดยพยายามเขียนทฤษฎีความน่าจะเป็นและ
หลกัการวเิคราะห์ทางสถิติใหล้ะเอียดมากเท่าท่ีจะเขียนได ้ และพยายามยกตวัอยา่งเพ่ือให้
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บทที ่1 
ทฤษฎคีวามน่าจะเป็นและสถติิเบือ้งต้น  (Basic  Statistics and Probability Theory) 

 
1.1 ค าน า 
 
 สถิติ (Statistics) คือ วิชาท่ีเก่ียวกบัการทดลองหรือการสุ่มตวัอยา่ง (Experiment or 
Sampling) แลว้น าผลจากการทดลองหรือการสุ่มตวัอยา่งมาหาขอ้สรุปเก่ียวกบัประชากร (Population) 
โดยใชท้ฤษฎีความน่าจะเป็น (Probability) เพื่อน าไปใชป้ระโยชน์เก่ียวกบัการตดัสินใจท่ีส าคญั ดงัรูปท่ี 
1.1 เช่น การพฒันาคุณภาพการผลิตในอุตสาหกรรมต่าง ๆ ในการเกษตรและอ่ืน ๆ 
 

 
 

รูปที ่1.1  แนวความคดิเกีย่วกบัวชิาสถิติ 
 
1.2 การทดลองทางสถติิ  (Statistical Experiment) 
 
 การทดลองทางสถิติ คือ กระบวนการท่ีท าใหไ้ดม้าซ่ึงชุดขอ้มูล (Set of Data) ท่ีเรียกวา่
ตวัอยา่ง (Sample) จากประชากร เช่นการท าโพล (Poll) สุ่มตวัอยา่งความคิดเห็นประชาชนเก่ียวกบัการ
บริหารงานของรัฐบาล วา่เห็นดว้ย หรือไม่เห็นดว้ย แสดงใหเ้ห็นถึงการสุ่มตวัอยา่งและกระบวนการทาง
สถิติ  รูปท่ี 1.2 
 
 ตวัอยา่งการทดลองทางสถิติและประโยชนข์องการเรียนวชิาสถิติ คือ 

(1) ทราบความคิดเห็นประชาชนเก่ียวกบัการบริหารงานของรัฐบาล ซ่ึงอนุมานจาก
โพล  ถ้าประชาชนส่วนใหญ่ไม่เห็นด้วย รัฐบาลควรพจิารณาการปรับปรุงการ
บริหารงาน 

(2) ทราบสดัส่วนอุปกรณ์ท่ีผลิตจากโรงงานท่ีไม่มาตราฐาน ถ้าสัดส่วนที่ไม่
มาตราฐานสูงกว่าเกณฑ์ทีโ่รงงานก าหนด ควรมีการปรับปรุงคณุภาพการผลติ 

(3) ทราบ Probability ของฝนรายปีท่ีตกในเขต กพส. ท่ีมีค่าต ่ากวา่ 1,000 มม. ถ้า 
Probability ของฝนดังกล่าวมีค่าสูง การเพาะปลกูโดยอาศัยน ้าฝนเพยีงอย่างเดียว
อาจไม่พอ  ควรมีการพฒันาการชลประทาน จึงจะท าให้ การเพาะปลกูได้ผล
คุ้มค่า 
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 ในการทดลองทางสถิติ มีความจริงท่ีส าคญัคือ ผลของการทดลองซ ้าหลาย ๆ คร้ัง อาจ
ต่างกนั ผลของการทดลองจะข้ึนอยูก่บั  Chance/Probability เช่น การทดลองคร้ังท่ี 2 โดยมีขอ้ก าหนดต่าง ๆ 
เหมือนเดิม อาจใหผ้ลลพัธ์ต่างจากการทดลองคร้ังท่ี 1 เน่ืองจากความไม่แน่นอนต่าง ๆ (Uncertainty) ดงันั้น 
ทฤษฎีความน่าจะเป็นจึงมีความส าคญัในการอธิบายผลลพัธ์จากการทดลอง 
 
1.3 ตวัแปรสุ่มและความน่าจะเป็น (Random Variable and Probability) 

Random Variable (RV) = ตวัแปรสุ่มคือ ตวัแปรท่ีแสดงผลลพัธ์ของการทดลอง (ท่ีเรา 
ตอ้งการทราบซ่ึงเป็นเลขจ านวนจริง) ไม่สามารถบอกค่า
ล่วงหนา้ได ้แต่สามารถอธิบายค่าของ RV ไดด้ว้ยทฤษฎีการแจก
แจงความน่าจะเป็น (Probability Distribution Function) สัญญา
ลกัษณ์ของตวัแปรสุ่มปกติเขียนดว้ยตวัพมิพใ์หญ่ เช่น X 

  Probability  = ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์หาไดจ้ากการทดลอง 

    fA = 
nA
N  (Relative Frequency) 

   P(A) = lim   fA 
     N   
 

 
 

รูปที ่1.2  กระบวนการทางสถติิ 



บทท่ี  1 ทฤษฎีความน่าจะเป็นและสถิติเบ้ืองตน้   

เอกสารประกอบการสอนวิชา 207251                                                             สถิติทางวศิวกรรม (Engineering Statistics)                 

3 

1.4 เอกภพสัมพทัธ์(Sample Space, S) 
 
  Sample Space คือผลลพัธ์ท่ีเป็นไปไดท้ั้งหมดของการทดลอง (Set of All Possible 
Outcomes of a Statistical Experiment) ดงันั้น Sample Space จึงเก่ียวขอ้งกบักรทดลองอนัใดอนัหน่ึง
โดยเฉพาะ  ผลลพัธ์ของการทดลอง 1 คร้ังคือ 1 Sample Point ผลลพัธ์ของการทดลองหลาย ๆ คร้ังเรียกวา่
เซท (Set) หรือตวัอยา่ง (Sample) ดงัแสดงในรูปท่ี 1.3 
 

 
 

รูปที ่1.3  Sample Space 
 
  Sample Space  แบ่งออกไดเ้ป็น 2 แบบ 

- นบัได ้(Finite Number) หรือ Discrete Sample Space 
- นบัไม่ได ้ (Infinite Number) หรือ continuous Sample Space 

 
 1.4.1 กรณ ีSample Space เป็นจ านวนทีนั่บได้ (Discrete Sample Space) 
 
 การทดลองที ่1 : โยนเหรียญ 1 เหรียญ S = {H, T} 
  การทดลองที ่2 : โยนเหรียญ 2 เหรียญ S = {HH, HT, TH, TT} 
 การทดลองที ่3 : ทอดลูกเต๋า 1 ลูก S1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6} 

*  ถา้สนใจเฉพาะผลลพัธ์ท่ีเป็นเลขคู่-ค่ี 
      S2 = {คู่, ค่ี} 
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 การทดลองที ่4 : ทอดลูกเต๋า 2 ลูก 
   หา Sample Point ของ Sample Space โดยใช ้Tree Diagram  ไดด้งัน้ี 
     First   Second   Sample 
     Outcome  Outcome  Points 
     ลูกท่ี 1   ลูกท่ี 2   

 
 S  = {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),........,(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)} 
Tree diagram  คือ  เทคนิคการหา Sample Point ใน Sample Space และ Probability ของเหตุการณ์ใน S 
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 การทดลองที ่5 : โยนเหรียญ  ถา้ออก H ใหโ้ยนเหรียญต่ออีก 1 คร้ัง 
     ถา้ออก T  ใหท้อดลูกเต๋า 1 คร้ัง 
 ให ้X  คือเหตุการณ์ท่ีแสดงผลการโยนเหรียญ และ Y คือ เหตุการณ์ท่ีแสดงผลการทอดลูกเต๋า 
    First Outcome  Second Outcome    Sample Point    P(X,Y) 
    X;P(X)   Y;P(Y|X)      (X,Y) 
   

   
  S = {HH, HT, T1, T2, T3, T4, T5, T6} 
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   การทดลองที ่6 :   สุ่มตวัอยา่งผลิตภณัฑ ์3  ช้ิน ในการสุ่มแต่ละคร้ังไดผ้ล 2 แบบ คือ  
    D (defective), N = (Non-defective) 
  สุ่มคร้ังท่ี 1     สุ่มคร้ังท่ี 2            สุ่มคร้ังท่ี 3   Sample Point 

        
 
  S =  {DDD, DDN, DND, DNN, NDD, NDN, NND, NNN} 
 
หมายเหตุ ถา้ทราบ Sample Space จะสามารถหาค่าท่ีเป็นไปไดท้ั้งหมดของตวัแปรสุ่ม และการแจก
แจงความน่าจะเป็นของตวัแปรสุ่มนั้นได ้ เช่น จากการทดลองท่ี 6 ถา้ให ้ X คือตวัแปรสุ่มแสดงจ านวน
ผลิตภณัฑเ์สียและความน่าจะเป็นท่ีจะสุ่มไดผ้ลิตภณัฑเ์สียเท่ากบั ½ จะไดก้ารแจกแจงความน่าจะเป็น
ของ X น้ี 
 

x 0 1 2 3 
P(x) 

8

1  
8

3  
8

3  
8

1  

 
 1.4.2 กรณ ี Sample Space เป็นจ านวนทีนั่บไม่ได้  (Continuous Sample Space) 
 
  กรณีน้ีจะอธิบายดว้ย Statement  หรือ Rule เช่น  ผลลพัธ์ของการทดลองคือ 
   S =  {Set of cities ในโลกท่ีมีพลเมืองมากกวา่ 1 ลา้นคน} 
     =  {x such that x is a city with a population > 1 million} 
          หรือ S   =  {(x,y) | x2 + y2 < 4} 
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        =  {points x, y     ในวงกลมซ่ึงมี radius 2  และจุดศูนยก์ลางอยูท่ี่ origin}  
        (ดูรูปท่ี 1.4) 
  หรือ  S =  {t | t > 0} t  =  อายกุารใชง้านของอุปกรณ์เป็นปี 

 
 

รูปที ่1.4 Sample Space { (x,y) / 4}   2 y 2x   
 
1.5  เหตุการณ์ (Event) 
  เหตุการณ์คือ เซทยอ่ยของ Sample Space หรือเซทท่ีสนใจ ในการทดลอง เราไม่ไดส้นใจ 
Sample Point อนัใดอนัหน่ึงโดยเฉพาะ  โอกาสในการเกิด Sample Point อนัใดอนัหน่ึงมีค่านอ้ยมากใน 
Sample Space  ขนาดใหญ่ เช่น 
  ให ้ X = ฝนรายปี ท่ี กพส. เป็นตวัแปรสุ่ม 
    P (X = 1,000 มม/ปี)   0 
  แต่เราจะสนใจการเกิดเหตุการณ์ท่ีส าคญั เช่น 
    A = {X < 1,000 มม/ปี} 
    A = เหตุการณ์ท่ีฝนในปีใด ๆ นอ้ยกวา่หรือเท่ากบั 1,000 มม.  
      ซ่ึงถือวา่ฝนนอ้ย 
  ถา้ P(A) มีค่ามาก แสดงวา่การเกษตรน ้าฝนจะไม่ประสบผลตอ้งมีการชลประทานช่วย 
   หรือ B = {t | 0 < t < 5} 
   เม่ือ t = อายกุารใชง้านของอุปกรณ์ (ปี) 
    B = เหตุการณ์ท่ีอุปกรณ์จะเสียก่อนส้ินปีท่ี 5 
 
 1.5.1 Complement of A (A') 
 
   เหตุการณ์ท่ีไม่อยูใ่น A (Event that is not in A.) 
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 1.5.2 Intersection of A and B  (AB) 
 
  AB คือเหตุการณ์ซ่ึงทุกค่าอยูท่ ั้งใน A และ B  
  (Event containing all sample points that are common to A and B) 
  Mutually Exclusive เหตุการณ์ท่ีไม่เกิดร่วมกนั 
      (Events that have no elements in common) 
      AB  =    ถา้  A, B are mutually exclusive events 
 1.5.3 Union of A and B (AB) 
 
  AB = เหตุการณ์ท่ีทุกค่าอยูใ่น  A  หรือ B  หรือทั้ง A และ B 
  (Event containing all elements that belong to A or B or both.) 
 
1.6  สรุปกฎเกีย่วกบั Set 
 

 

ให ้X = ฝนรายปีในปีใดท่ี กพส. มีค่าอยูร่ะหวา่ง 0- 
S  = {0-} 
A = {ฝน <1,000 มม./ปี : ฝนนอ้ย} 
B = {ฝน 1,000-1,300 มม./ปี : ฝนปกติ} 
C = {ฝน >1,300 มม./ปี: ฝนมาก} 
D = {ฝน 1,000-1,600 มม./ปี : ฝนปกติ-ค่อนขา้งมาก} 
          

รูปที ่1.5  ไดอะแกรมแสดง Sample Space และเหตุการณ์ทีเ่กีย่วกบัการตกของฝนในปีใด 
   

ถา้  A, B, C เป็นเหตุการณ์ท่ีเราสนใจ (Event) 
(1) Union [U] 

AUB = {ฝน < 1,300 มม./ปี : ฝนนอ้ย-ปกติ} 
(2) Intersection () 

BD = B = {ฝน 1,000-1,300 มม./ปี} 
(3) Complement 

A  = S-A = {ฝน 1,000- มม./ปี} 
 (4) Mutually Exclusive  คือ เหตุการณ์ท่ีไม่เกิดร่วมกนั ถา้เกิดเหตุการณ์หน่ึงอีกเหตุการณ์
จะไม่เกิดเช่น A กบั A  
 (5) กฎการค านวณเก่ียวกบั Set ท่ีควรจ า 
  1. AUB  = BUA 
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      AB  = BA 
  2. (AUB) UC  = AU(BUC) 
      (AB) C = A(BC) 
  3. A(BC)  = (AB) (AC) 
      AU(BUC)  = (AUB)U(AUC) 
  4. AS  = A 
      AUS   = S 
  5. AA  =  (null set) 
      AUA  = S 
      A  =  
      AU  = A 
  6. S   =  
         = S 
      (A)  = A 
  7. (AB)   = AUB 
      (AUB)   = AB 
  8. (AB) U (AB) = A 
 
1.7   ไดอะแกรมต้นไม้  (Tree diagram)  คอื   เทคนิคในการหา Sample Points ใน Sample Space 

และหาค่าความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ท่ีซบัซอ้น 
   เช่น โยนเหรียญ 3 คร้ัง ให ้ H  =  ออกหวั, T = ออกกอ้ย 

 

 

 
S  =  {HHH, HHT, HTH, HTT,  
 THH, THT, TTH, TTT} 
 
 
 

P(ไม่ออกหวัเลย)  = 
1
8  

P(ออกหวั 2 คร้ัง)  = 
3
8  
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1.8 เวนน์ไดอะแกรม (Venn Diagram)  คอื เทคนิคในการอธิบายเร่ือง Set  หรือ Event โดยวิธี
กราฟฟิกแบบง่าย มีประโยชน์ต่อการค านวณหาค่าความน่าจะเป็นของ
เหตุการณ์ท่ีซบัซอ้น (Compound Event) ดงัรูปท่ี 1.6 

      

 

S      = (AUB) U (AUB)  
P(A) =   

S

A
     

S in Points Sample of No.

 Ain Points Sample of No.
  

P(AB) =  P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B) 

P(B|A)   =  
P(A B)

P(A)


 

P(A|B)   =  
P(A B)

P(B)


 

เม่ือ  P(B|A) คือ Conditional Probability  หรือ 
ความน่าจะเป็นแบบมีเง่ือนไขของเหตุการณ์ B  
ซ่ึงเกิดใน A 

 
รูปที ่1.6 Venn  Diagram 

 
1.9  กฎการนับจ านวนเหตุการณ์ (Counting Sample Point  หรือ Basic Counting Rule) 
 
 กฎการนบัจ านวนเหตุการณ์  คือวิธีการค านวณหา No. of Sample Points ใน Sample Space โดย
ไม่ตอ้งการทราบวา่แต่ละ Sample Point คืออะไร 
 
 1.9.1 Tree Diagram (ดูข้อ 1.8)/Venn Diagram (ดูข้อ 1.7) 
 1.9.2 Multiplicative Rule  
  เลือกของ k อยา่งจากของ k ชุด (sets) ซ่ึงแตกต่างกนั แต่ละชุดมีจ านวนเท่ากบั n1, n2,.......,nk ตามล าดบั 
  No. of Sample Points   = n1. n2........... nk เช่น 

(1) การทอดลูกเต๋า 2 ลูกพร้อมกนัจะไดผ้ลลพัธ์ก่ีแบบ 
   ลูกที ่1 : n1  = 6 
   ลูกที ่2 : n2  = 6 
   No. of Sample Points = n1 x n2 
      = 6 x 6 
      = 36 
  (2)   Soups  = 4 อยา่ง  (n1) 
   Sandwiches = 3 อยา่ง (n2) 
   Desserts  = 5 อยา่ง (n3) 
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   Drinks  = 4 อยา่ง (n4) 
   จดัชุดอาหารใหมี้ครบทุกชนิด ไดก่ี้แบบ 
   No. of Sample Points 
     = n1x n2 x n3 x n4 
     = 4 x 3 x 5 x 4 
     = 240 
 
 1.9.3 การจัดล าดับ (Permutation) 

- arrangement of all or part of a set of objects. 
(1) การจัดล าดับหรือการเลอืกของ r ส่ิงจากของทั้งหมด n ส่ิงซ่ึงแตกต่างกนั (Distinct 

Objects) โดยค านึงถึงล าดับ เช่น ABCD  DABC 

  nPr  = P(n,r)   = 
n !

n - r) !(  
 
  เช่น จบั Lottery 2 รางวลั (รางวลัท่ี 1 และ 2) จาก Lottery ทั้งหมด 20 ใบ จงหา No. of 
Sample Points 
   n = 20 
   r = 2 

   20P2 = P(20,2)   = 
20 !

20- 2) !
  =   

20 !

18 !(   = 20 x 19 
    = 880 
  *  เลือกรางวลัท่ี 1 จาก Lottery 20 ใบ รางวลัท่ี 2 จะเลือกจาก 19 ใบท่ีเหลือ 
 
  (2) การจัดล าดับของ n  ส่ิง จากของทั้งหมด n  ส่ิงซ่ึงต่างกนั 
   nPn  =  P(n,n) = n ! 
  เช่น มี  Soup   1 ท่ี 
   Sandwich 1 ท่ี 
   Dessert  1 ท่ี 
   Drink  1 ท่ี 
  สามารถจดัล าดบัไดก่ี้แบบ 
   n = 4,  r  =  n  = 4 
   4P4 = P(4,4)  =  4 !  = 4 x 3 x 2 x 1  =  24 
  * Permutation ต่างจาก Multiplicative Rule ตรงท่ีการทดลองแต่ละคร้ังไม่อิสระต่อกนั
เช่น ถา้คร้ังแรกเลือก Soup อาหารท่ีเหลือจะไม่มี Soup เป็นตน้ 
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  (3) Circular Permutation 
   การจดัล าดบัของ   n  ส่ิงซ่ึงต่างกนัเป็นวงกลม 
   CP (n,n)  = (n-1) ! 
   ในการจดัของ n  ส่ิงซ่ึงแตกต่างกนั (Distinct Object)  เป็นวงกลม ถา้จดัหมุน
ตามเขม็นาฬิกา 1 ต าแหน่ง การจดัล าดบัจะยงัคงเหมือนเดิม ดงันั้นวิธีคิดคือ Fixed ต าแหน่งของ 1 ส่ิงแลว้
จดัของท่ีเหลือ (n-1) ส่ิง 
   หรือพิจารณาวา่ Permutation จะลดลงเท่ากบัจ านวนคร้ังท่ีหมุนตามเขม็นาฬิกา
จนครบรอบ ซ่ึงเท่ากบั  n 
 ตวัอยา่ง   จดันกัเรียน 5 คน เขา้แถว 5 ท่ี 

   P(5,5)   = 5! = 120 
   ถา้จดัเป็นวงกลม 

    CP(5,5) = 4! = 24 
 
  (4) การจัดล าดับของ n  ส่ิงซ่ึงไม่ต่างกนัทั้งหมด 
   มีของชนิดท่ี 1 = n1 

   มีของชนิดท่ี 2 = n2 

         .  . 
   มีของชนิดท่ี k = nk 
   n = n1 + n2 + .............+nk 

  No. of Permutation = 
n !

n1 ! n2 ! .......nk !
 

  (จ านวนแบบของการจดัล าดบั) 
     =  n1, n2,....., nk

n
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  ตัวอย่างที ่1.1 จงหาวิธีการจดัเรียงตวัอกัษร  A, B, C (n=3) 

 

 
 
 
 
No. of Permutation    = 3! 
           = 3x2x1 = 6 

 
       
  ถา้  B = A จงหาวิธีการจดัเรียงตวัอกัษร A, A, C 
    (n=3; n1=2, n2=1)   
 

 

 
 
 
 
 
 
No. of Permutation 

          =  
n2! n1!

n!  

          =  
3!

2! 1!
  

          =   3 
จ านวนลดลงเป็นสดัส่วนกบัจ านวน 
Permutation ของท่ีเหมือนกนั กรณี 
น้ีเท่ากบั 2! 
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 1.9.4 การแบ่งกลุ่ม (Partitioning) 
  แบ่งของ n  ส่ิงเป็น r กลุ่ม 
  กลุ่มแรกมี n1 ส่ิง 
  กลุ่มสองมี n2 ส่ิง 
   . . . 
  กลุ่ม r มี nr ส่ิง 
  n1 + n2+............+nr = n 

   n1, n2,.....,  nr
n

 =     
r

n








 n !
n1 ! n2 ! .......nr ! 

 
 * สูตรเหมือนกรณี Permutation ของ n  ส่ิงซ่ึงไม่ต่างกนัทั้งหมด 
 
 1.9.5 การจัดหมู่ (Combinations) 
  จดัของ  r  ส่ิงจากของ n ส่ิงท่ีแตกต่างกนัโดยไม่ค านึงถึงล าดบั เช่น ABCD = DABC 

  nCr = C(n,r) =   
n !

(n - r) ! r !
 

 
 1.9.6 การสุ่มหรือการจัดล าดบักรณมีีข้อแม้เพิม่ 
  1.9.6.1 ใช้วธีิผสม  Combination + Multiplicative 
 
  ตัวอย่างที ่1.2 จากปัญหาขอ้ 1.9.2 (2) ใหจ้ดัชุดอาหารครบทุกชนิด ชนิดละ 2 อยา่ง  
    (แตกต่างกนั) สามารถจดัไดก่ี้แบบ (ไม่ค านึงถึงล าดบั) 

    จดั Soup ได ้  = C(4,2) = 
4!

2! 2!
 =  

4x3

2
  = 6 

    จดั Sandwiches ได ้ = C(3,2) = 
3!

1! 2!
  = 3 

    จดั Desserts ได ้  = C(5,2) = 
5!

3! 2!
 =  

5x4

2
 = 10 

    จดั Drinks  ได ้  = C(4,2) = 
4!

2! 2!
  = 6 

     จ านวนชุดอาหาร  = 6x3x10x6 
       = 1,080 
 
 
  ตัวอย่างที ่1.3 หลอดไฟ 10 ดวง เสีย 3 ดวง ถา้ตอ้งการเลือกหลอดไฟ 3 ดวงโดยไม่ค านึง 
    ถึงล าดบัจะเลือกไดก่ี้วิธี โดยมีขอ้แมด้งัน้ี 
     S =  {หลอดเสีย 0, หลอดเสีย 1, หลอดเสีย 2, หลอดเสีย 3} 
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   (1) ไม่มีขอ้แม ้

   จ านวนวิธี = C(10,3) = 
10!

7! 3!
 =  

10x9x8

3x2
 = 120 

(2) ไม่ไดห้ลอดเสียเลย (หลอดเสีย 0 หลอดดี 3) 
หยบิ 3 หลอดจากหลอดดีทั้งหมด 7 หลอด 

จ านวนวิธี = C(7,3)x C(3,0) 

  = 
7!

4! 3!
 x 1  =  

7x5x6

3x2
  =  35 

(3) ไดห้ลอดเสีย 1 (หลอดดี 2) 
หยบิ 1 หลอด จากหลอดเสีย 3 
หยบิ 2 หลอด จากหลอดดี   7 
 จ านวนวิธี = C(7,2) C(3,1) 

   = 
7!

5! 2!
 x 

3!

2! 1!
 = 21x3  =  63 

(4) ไดห้ลอดเสีย 2 (หลอดดี 1) 
จ านวนวิธี = C(7,1) C(3,2) 

  = 
7!

6! 1!
 x 

3!

2! 1!
 = 7x3  = 21 

(5) ไดห้ลอดเสีย < 2 
จ านวนวิธี = 35+63+21  = 119 

(6) ไดห้ลอดเสีย 3 
จ านวนวิธี = C(7,0) C(3,3) 

  = 
7!

7! 0!
 x 

3!

0! 3!
 = 1 

หรือ  = 120-119  = 1 
 
 ตัวอย่างที ่1.4 เลือกตวัอกัษร 4 ตวั จากค าวา่ EXPRESSION ไดก่ี้วิธี 
   E = 2; S = 2; X, P, R, I, O, N อยา่งละ 1 ตวั 
   S = {ตวัอกัษรเหมือนกนั 2 ตวั 2 คู่, เหมือน 2 ตวั ต่าง 2 ตวั, 
       ต่างกนัทั้ง 4 ตวั} 
 
  วธีิที่ 1 ตวัอกัษรเหมือนกนั 2 ตวั 2 คู่ 
   จ านวนวิธี = C(2,2) C(7,0) = 1 
  วธีิที่ 2 ตวัอกัษรเหมือนกนั 2 ตวั ต่าง 2 ตวั 

   จ านวนวิธี = C(2,1) C(7,2) = 2x
7x6

2
    42  

  วธีิที่ 3 ตวัอกัษรต่างกนัทั้งหมด (หยบิ E 2 ตวั หรือ S 2 ตวัไม่ได)้ 

   จ านวนวิธี = C(8,4) = 
8x7x6x5

4x3x2x1
  = 70 
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    จ านวนวธีิทั้งหมด   = 1+42+70  = 113 
 
 1.9.6.2  ใช้วธีิผสม Permutation + Multiplicative 

เช่น จากปัญหาขอ้ 1.9.3(3) จดันกัเรียน 5 คนเขา้แถว 5 ท่ี ถา้นกัเรียน 2 คน ตอ้งยนืชิดกนั 
(--)---   n = 4 
P(4,4)           = 4! 
(--)         n = 2 
P(2,2)           = 2! 
 จดัได ้        = 4! X 2!   =  48 แบบ 
ถา้ 2 คนไม่ยอมยนืชิดกนั  
จดัได ้   = 5! - 48 = 120-48  = 72 แบบ 

 
 1.9.6.3  ใช้วธีิผสม Combination + Permutation 

จากตวัอยา่งในหวัขอ้ 1.9.6.2 ใหห้าวิธีจดัล าดบั (Permutation) ตวัอกัษร 4 ตวัท่ีเลือกจาก
ค าวา่ EXPRESSION 
วธีิที่ 1 เหมือน 2 ตวั 2 คู่ 
 n = 4 ; n1 = 2 ; n2 = 2 

 No. of Permutation  =  
4!

2! 2!
  = 6 

   วธีิที่ 2 เหมือน 2 ต่าง 2 
    จ านวนวิธีเลือก (No. of Combination) = C(2,1) C(7,2) = 42 
    จ านวนวิธีจดัเรียงหลงัจากเลือก 4 ตวั (No. of Permutation) 

       =  
4!

2! 1! 1!
 = 12 

      จ านวนวธีิทั้งหมด =  42 x 21   = 504 
   วธีิที่ 3 ตวัอกัษรต่างกนัทั้งหมด 
    No. of Combination = C(8,4)  =  70 
    No. of Permutation = P(4,4)  =  4!  = 24 
     จ านวนวิธีทั้งหมด = 70 x 24 = 1,680 
    รวมจ านวนวิธีเลือกทุกวิธี = 6+504+1,680 
       = 2,190 
1.10  ความน่าจะเป็น (Probability) 
 0   <    P(A) < 1 
  P(S) = 1 
  P() = 0 
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1.10.1 Additive rule (Addition rule) 
  P(AUB) = P(A)+P(B)-P(AB) 
  P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)-P(AB)-P(AC) 
     -P(BC)+P(ABC) 
 จากรูป P(AUBUCUD) = ? 
 

 
 
 P(ABCD) = P(A)+P(B)+P(C)+P(D)-P(AB)-P(BC) 
     -P(CD)-P(DA)-P(AC)+P(ABC) 
     +P(ACD)+P(ABD)-P(ABCD) 
  * Mutually exclusive event 
  P(AB) =  if A and B are mutually exclusive 
  Thus P(AUB) = P(A)+P(B) 
 
 1.10.2 Multiplicative rule (Multiplication rule) 
 
  P(AB) = P(B)P(A|B) = P(A)P(B|A) 
  P(ABC) = P(A)P(B|A)P(C|AB) 
    = P(B)P(C|B)P(A|BC) 
    = P(C)P(A|B)P(B|CA) 
  * P(B|A) = P(B) if A and B are independent 
  Thus P(AB) = P(A)P(B) 
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  * Conditional Probability, P (B|A) 
  คือ ความน่าจะเป็นแบบมีเง่ือนไขของเหตุการณ์ B ท่ีเกิดใน A เช่น 
 

 
 
  ก าหนดให้ 
   P(A)  = 0.4 
   P(B)  = 0.3 
   P(AB) = P(BA) = 0.1 
   P(A'B) = P(BA') = 0.2 
 
  วธีิการค านวณ Probability แบบต่าง ๆ จาก Venn Diagram 
   P(A')  = 1-0.4  = 0.6 
   P(B')  = 1-0.3  = 0.7 

   P(B|A)  = 
P(A B)

P(A)


   = 

0.1

0.4
  =  0.25 

   P(A|B)  = 
P(A B)

P(B)


   = 

0.1

0.3
  =  0.333 

   P(B|A') = 
P(A' B)

P(A')


    = 

0.2

0.6
  =  0.333 

   P(A'|B) = 
P(A' B)

P(B)


    = 

0.2

0.3
  =  0.667 

   P(AB') = P(A) - P(BA) 
     = 0.4 - 0.1    =  0.3 
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   P(A'B') = P(A')-P(BA') 
     = 0.6 - 0.2   = 0.4 

   P(B'|A) = 
P(A B')

P(A)


   =  

0.3

0.4
  =  0.75 

   P(A|B') = 
P(A B')

P(B)


   = 

0.3

0.7
  =  0.4289 

   P(B'|A') = 
P(A' B')

P(A')


    = 

0.4

0.6
  =  0.667 

   P(A'|B') = 
P(A' B')

P(B')


    = 

0.4

0.7
  =  0.571 

 
 1.10.3 Total probability rule  
  For any two events A and B 
   P(B)  = P(BA)+P(BA) 
     = P(A)P(B|A)+P(A)P(B|A) 
 
1.11  ทฤษฎขีอง Bayes (Bayes’ Theorem) 
  ใชห้า Conditional Probability ของเหตุการณ์ 

 ก าหนดให ้P(A), P(B|A), P(B|A) 
  ถา้ A,A' เป็น Mutually Exclusive Event และ P(A) หรือ P(A’) ไม่เท่ากบั 0 
 

 
 

  P(A|B) = P(A B)
P(B)
  

   = 
P(A)P(B|A)

P(A)P(B|A) + P(A')P(B|A')
 

  เช่น ในการสร้างทางหลวงแห่งหน่ึงให ้
   A = เหตุการณ์ท่ีมีการสโตร๊ค ์
   B = เหตุการณ์ท่ีงานเสร็จตามก าหนด 

  P(A) = 0.6 ; P(B|A)  = 0.35 
  P(A') = 0.4 ; P(B|A') = 0.85 
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Venn Diagram 

 
 
   Tree Diagram 
 X  Y|X  X,Y  P(X,Y)  P(Y) 

 B (0.35) AB  0.21 
A        P(B)=0.55 

          (0.6)  B'(0.65) AB'  0.39 
   
    B (0.85) A'B  0.34 
  A'        P(B')=0.45 
         (0.4)  B'(0.15) A'B'  0.06 
 
  X  = เหตุการณ์แสดงสภาพของการสร้างทาง (A,A') 
  Y = เหตุการณ์แสดงผลของการสร้างทาง (B,B') 
 

 Y P(X) 
 B B' Marginal 

X A 0.21 0.39 0.6 
 A' 0.34 0.06 0.4 

P(Y) 
Marginal 

0.55 0.45 1.00 

 P(A|B)  = 
P(B)

B)P(A  

   = 
0.21

0.55
    = 0.38 

 P(A'|B) = 
0.34

0.55
 = 0.62 
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 ถา้ P(X).P(Y) = P(X,Y) แสดงวา่ X,Y independent 
 ถา้ P(X).P(Y)    P(X,Y)  แสดงวา่ X,Y ไม่ independent (Conditional) 

 
  ถา้ A1, A2, .......Ak เป็น  k  Mutually Exclusive Events และ  P(A;)  0 

  P(B)  = 
i=1

k
 P(Ai)P(B|Ai) 

  B)| rP(A  = 
P(B)

Ar)|P(B )
r

P(A

 



บทท่ี  1 ทฤษฎีความน่าจะเป็นและสถิติเบ้ืองตน้   

เอกสารประกอบการสอนวิชา 207251                                                             สถิติทางวศิวกรรม (Engineering Statistics)                 

22 

1.12 แบบฝึกหัด 
 
1. กล่องใบหน่ึงมีลูกบอล 8 ลูก สีแดง 3 สีเขียว 2 และสีขาว 3 จงค านวณหาวิธีการหยบิลูกบอลจาก

เง่ือนไขต่าง ๆ ดงัต่อไปน้ี พร้อมเขียน Tree Diagram หรือแสดงวิธีการเขียน Tree Diagram กรณีท่ี
จ านวนวิธีมาก 

 
เง่ือนไข เง่ือนไขลูกบอลท่ีหยบิ ค านึงถึงล าดบั ขอ้พิจารณาเก่ียวกบัลูกบอล 

1.1 3 ลูกใด ๆ ใช่ ทั้ง 8 ลูกต่างกนั 
1.2 3 ลูกใด ๆ ไม่ ทั้ง 8 ลูกต่างกนั 
1.3 3 ลูกใด ๆ ใช่ บอลสีเดียวกนัไม่ต่างกนั 
1.4 3 ลูกใด ๆ ไม่ บอลสีเดียวกนัไม่ต่างกนั 
1.5 3 ลูก สีละลูก ใช่ ทั้ง 8 ลูกต่างกนั 
1.6 3 ลูก สีละลูก ไม่ ทั้ง 8 ลูกต่างกนั 
1.7  6 ลูก สีละ 2 ลูก ใช่ ทั้ง 8 ลูกต่างกนั 
1.8 6 ลูก สีละ 2 ลูก ไม่ ทั้ง 8 ลูกต่างกนั 
1.9 8 ลูก ใช่ ทั้ง 8 ลูกต่างกนั 
1.10 8 ลูก ไม่ ทั้ง 8 ลูกต่างกนั 
1.11 8 ลูก ใช่ บอลสีเดียวกนัไม่ต่างกนั 

 
2. จงหา P(AUBUCUD) จาก Venn Diagram ดงัรูป 
 
 
 
 
 
 
 
      
       C      D 
 
 

 A               B 
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3. มีตู ้3 ตู ้(A, B, C) แต่ละตูมี้ล้ินชกั 2 อนั แต่ละล้ินชกัใส่เหรียญไว ้1 เหรียญ ดงัน้ี 
 

ตู ้ เหรียญ 
A 
B 
C 

2 เหรียญทอง 
2 เหรียญเงิน 

1 เหรียญทอง 1 เหรียญเงิน 
 
สุ่มเปิดล้ินชกัแบบไม่เจาะจง ถา้พบเหรียญเงิน  จงหาความน่าจะเป็นท่ีอีกล้ินชกัหน่ึงของตูน้ี้มีเหรียญเงิน
บรรจุอยู ่ (เขียน  Tree Diagram  ประกอบ) 
 
4. มีกล่อง 2 ใบ (A และ B) แต่ละใบบรรจุลูกบอล 9 ลูก ดงัน้ี 
 

กล่อง ลูกบอล 
A สีแดง 4 ลูก สีฟ้า 3 ลูก สีเขียว 2 ลูก 
B สีแดง 2 ลูก สีฟ้า 3 ลูก สีเขียว 4 ลูก 

 
ถา้หยบิลูกบอล 1 ลูกจากกล่อง A แลว้ใส่ลงในกล่อง B แลว้จึงหยบิลูกบอล 1 ลูกจากกล่อง B 
จงหา (ก) P (ลูกบอลท่ีหยบิจากกล่อง B เป็นสีแดง) 
 (ข) ถา้ลูกบอลท่ีหยบิจากกล่อง B เป็นสีแดง จงหา P (ลูกบอลท่ีหยบิจากกล่อง A เป็นสีแดง) 
เขียน Tree Diagram ประกอบการค านวณทั้งขอ้ ก และ ข. 
 
5. จงหาความน่าจะเป็นท่ีกระแสไฟฟ้าไหลผา่นวงจรไฟฟ้าดงัรูป ถา้ Ai คือเหตุการณ์ท่ีหน่วยไฟฟ้าท่ี i 

ท างานไดต้ามปกติ  P(Ai) = p และแต่ละหน่วยท างานเป็นอิสระต่อกนั 
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เขียน  Tree Diagram  ประกอบ  พร้อมเขียนเซทของเหตุการณ์ท่ีกระแสไฟฟ้าจะไหลผา่นวงจรได ้
 
6. จงหาความน่าจะเป็นท่ีกระแสไฟฟ้าไหลผา่นวงจรไฟฟ้าจากจุด A ไป B ได ้ถา้ก าหนดความน่าจะ

เป็นท่ีแต่ละหน่วยของวงจรท างานใหด้งัแสดงในรูป และสมมติวา่แต่ละหน่วยวงจรท างานอิสระต่อ
กนั 

7. จากการส ารวจพบวา่ 5 % ของประชากรในเมือง ๆ หน่ึง เป็นผูมี้ความดนัโลหิตสูง และพบวา่ในกลุ่ม
ประชากรท่ีมีความดนัโลหิตสูง 75 % เป็นผูด่ื้มสุรา และในกลุ่มประชากรท่ีไม่ไดเ้ป็นผูมี้ความดนั
โลหิตสูง 50 % เป็นผูด่ื้มสุรา  ถา้พบชายผูห้น่ึงเป็นผูมี้ความดนัโลหิตสูงจงหาความน่าจะเป็นท่ีชายผู ้
น้ีจะเป็นผูด่ื้มสุรา 

 
8. การแจกแจงความน่าจะเป็นของสปัดาห์ท่ีการนดัหยดุงานสามารถตกลงกนัได ้ของโรงงาน

อุตสาหกรรมประเภทหน่ึงแสดงดงัตาราง 
 

สปัดาห์ท่ีสามารถตกลงกนัได ้ 1 2 3 4 5 
ความน่าจะเป็น 0.63 0.23 0.09 0.04 0.02 

 
(ก) ถา้การนดัหยดุงานเพิ่งเร่ิมตน้ (สัปดาห์ท่ี 1) จงหาความน่าจะเป็นท่ีจะสามารถตกลงกนัไดใ้น 

สัปดาห์ 1 ? สามารถตกลงกนัไดใ้นสปัดาห์ท่ี 5  
(ข) ถา้การนดัหยดุงานเขา้สู่สปัดาห์ท่ี 2 จงหาความน่าจะเป็นท่ีจะสามารถตกลงกนัไดใ้นสปัดาห์น้ี 
(ค) จงค านวณหาความน่าจะเป็นท่ีการนดัหยดุงานตกลงกนัไม่ไดใ้นสปัดาห์ท่ี 1 และตกลงกนัไดใ้น 

สัปดาห์ท่ี 2 
(ง) ถา้การนดัหยดุงานเร่ิมเขา้สู่สปัดาห์ท่ี 3, 4 และ 5 จงหาความน่าจะเป็นท่ีการนดัหยดุงานจะตก 

ลงกนัไดใ้นสปัดาห์นั้น ถา้ก าหนดวา่ไม่สามารถตกลงกนัไดใ้นสปัดาห์ก่อนหนา้นั้น 
(จ) ถา้เวลา (สัปดาห์) ผา่นไป การตกลงจะง่ายหรือยากข้ึน 
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9. บริษทัผูผ้ลิตคอมพิวเตอร์ท าการตรวจสอบ  Memory Chip  ก่อนการประกอบโดยก าหนดให ้D คือ
ชิพท่ีไม่ไดม้าตราฐาน และ N คือชิพท่ีไดม้าตราฐาน และให ้A คือเหตุการณ์ท่ีชิพผา่นการตรวจสอบ
โดยวิศวกรบริษทั และ A คือเหตุการณ์ท่ีซิพไม่ผา่นการตรวจสอบ จากขอ้มูลของบริษทัพบวา่ 

P(D)  = 0.1 
P(A|D)  = 0.005 
P(A|N)  = 0.999 

 จงเขียน Tree Diagram อธิบายความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ต่าง ๆ และจงหาวา่ 
(ก) ความน่าจะเป็นท่ีซิพจะผา่นการตรวจสอบ 
(ข) ความน่าจะเป็นท่ีซิพไม่มาตราฐาน ถา้ซิพนั้นผา่นกาตรวจสอบ 

 
10. คน 9 คนก าลงัจะไปเท่ียวชายทะเลโดยใชร้ถยนต ์3 คนั ซ่ึงสามารถจุคนได ้2, 4 และ 5 คน ตามล าดบั 

จงหาวา่สามารถจดัคน 9 คนไปเท่ียวชายทะเลโดยใชร้ถยนตท์ั้ง 3 คนัไดก่ี้วิธี 
 
 
 
 
 
 



บทที ่2 
ตวัแปรสุ่มและการคาดคะเนทางคณิตศาสตร์ 

(Random Variable and Mathematical Expectation) 
 

2.1 ค าน า 
ตัวแปรสุ่ม คือ  ตวัแปรท่ีแสดงผลลพัธ์การทดลอง ที่เราต้องการทราบ เป็นเลขจ านวนจริง ไม่

สามารถบอกค่าล่วงหนา้ได ้แต่สามารถอธิบายค่าของตวัแปรสุ่มไดด้ว้ยฟังคช์ัน่การแจกแจงความน่า   จะ
เป็น ปกติเขียนแทนดว้ยตวัใหญ่ 

ให ้ X = ตวัแปรสุ่ม 
  f(x)   = ฟังคช์ัน่การแจกแจงความน่าจะเป็น  (Probability Distribution Function) 
    ของตวัแปรสุ่ม X ดงัแสดงในรูปท่ี 2.1 
 

  
 

รูปที ่2.1  ฟังคช์ัน่การแจกแจงความน่าจะเป็น f(x) 
 

เวลาพดูถึงตวัแปรสุ่ม X จะตอ้งรู้วา่ค่าของตวัแปรสุ่ม X  มีค่าเป็นอะไรไดบ้า้ง และ f(x) มีรูปร่าง
อยา่งไร 
 ค่าของตวัแปรสุ่มอาจเหมือนกบัเอกภพสัมพทัธ ์ (Sample Space) หรือเป็นค่าท่ีค  านวณจากเอกภพ
สัมพทัธก์ไ็ด ้เช่น 
 การทดลอง 1: การทอดลูกเต๋า 1 ลูก 
   S = {1, 2, 3, 4, 5, 6} 
  ให ้ X = ตวัแปรสุ่ม แสดงผลของการทอดลูกเต๋า 1 ลูก 
   x = 1, 2, 3, 4, 5, 6 เหมือน Sample Space 

   f(x) = 1

6  เม่ือ  x  = 1, 2, ............., 6 
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 การทดลอง 2 :  การทอดลูกเต๋า 2 ลูกพร้อมกนั 
 

       S    =      

(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6)

(2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6)

(3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6)

(4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6)

(5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (5,6)

(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)































 

 
 ให ้ X     =  ผลบวกของการทอดลูกเต๋า 2 ลูกพร้อมกนั ซ่ึงเป็นส่ิงท่ีเราตอ้งการทราบ 
 

X 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
f(x) 1

36 2
36 3

36 4
36 5

36 6
36 5

36 4
36 3

36 2
36 1

36 
 

 f(x) = 6 - |x -  7|

36  เม่ือ x  = 2, 3, ..............., 12 
 กรณีน้ี X  จะค านวณจากเอกภพสัมพทัธ์ของการทอดลูกเต๋า 2 ลูกพร้อมกนั 
  
 การทดลอง 3 :  สุ่มตวัอยา่งผลิตภณัฑ ์ 3 ช้ิน การสุ่มแต่ละคร้ังจะไดผ้ลคือ D (ผลิตภณัฑช์ ารุด, 
Defective) หรือ N (ผลิตภณัฑไ์ม่ช ารุด, Non-defective) การสุ่มแต่ละคร้ังเป็นอิสระต่อกนั หรือ P(D)และ 
P(N) มีค่าคงท่ี 
 ให ้  P(D) = p      

P(N) = 1-p 
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               Sample Point  Probability 

 

DDD 
 

DDN 
DND 

 
DNN 
NDD 

 
NDN 
NND 

 
NNN 

p3 
 
p2(1-p) 
p2(1-p) 
 
p(1-p)2 
p2(1-p) 
 
p(1-p)2 
p(1-p)2 

 
(1-p)3 

                       P(S)  =        1.00 
  

ถา้เราสนใจจ านวนผลิตภณัฑช์ ารุด (D) ท่ีสุ่มได ้
  X = ตวัแปรสุ่มแสดงจ านวนผลิตภณัฑช์ ารุดท่ีสุ่มไดจ้ากการสุ่มผลิตภณัฑ ์ 

3 ช้ิน  ซ่ึงเป็นตวัแปรสุ่มแบบทวินาม (Binomial ) ซ่ึงจะกล่าวถึง
รายละเอียดในบทท่ี 4 

n = 3  (จ านวนช้ินผลิตภณัฑท่ี์สุ่ม) 
x = 0, 1, 2, 3 

f(x) = 
n
x  p

x
  (1 p)

n x






 

  

 
x 0 1 2 3 

F(x) (1-p)3 3p(1-p)2 3p2(1-p) p3 

 
ตัวแปรสุ่มมี 2 ประเภทคอื 

(1) ตวัแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง (Discrete Random Variable) 
(2) ตวัแปรสุ่มต่อเน่ือง    (Continuous Random Variable) 
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2.2 ตวัแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง  (Discrete Random Variable)   
 
ตวัแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง คือตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าเป็นจ านวนนบัได ้ เช่น ผลบวกของการทอดลูกเต๋า 2 

ลูกพร้อมกนั จ านวนผลิตภณัฑช์ ารุดท่ีสุ่มไดจ้ากการสุ่มผลิตภณัฑ ์3 ช้ิน จ านวนคอมพิวเตอร์ท่ีผลิตไดใ้น
แต่ละเดือน เป็นตน้ 

 
คุณสมบัติส าคญัทีค่วรทราบเกีย่วกบัตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง 

(1) f(x)  0  for all x  
f(x) คือ   Probability Mass Function (pmf) หรือเรียกสั้น ๆ วา่  Probability Function 

(2) 
x
 f(x) = 1   

(3) P(X=x) = f(x) 

(4) F(x) = P(X  x) = f(t)
t x
       =   Cumulative Probability Distribution Function 

หรือเรียกสั้น ๆ วา่ Cumulative Distribution  
Function (cdf) ดงัแสดงในรูปท่ี 2.2 

           = Non-exceedence Probability 
(5) P(X>x)  =  1-P(X < x)    = Exceedence Probability 
(6) P(a  X  b) = F(b)-F(a)   

 

  
  
   รูปที ่2.2  กราฟแสดง pmf และ cdf 

ตัวอย่างที ่2.1  หลอดไฟ 10 ดวง เสีย 3 ดวง ถา้สุ่มเลือกหลอดไฟ 3 ดวง จงหาการแจกแจงความ
น่าจะเป็นของหลอดไฟท่ีเสีย 
 ให ้ X = ตวัแปรสุ่ม แสดงจ านวนหลอดไฟท่ีเสียจากการสุ่มเลือกหลอดไฟ  

3 ดวง (n = 3) 
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 x = 0, 1, 2, 3 
 k = จ านวนหลอดไฟเสีย = 3 

 f(x) = P(X = x)  =  

3
x   

7
n x

10
n








 




















   เม่ือ   x  = 0, 1,........., Min (n,k) 

x 0 1 2 3 
f(x) 35

120 63
120 21

120 1
120 

 
*   กรณีน้ีไม่ใช ้Binomial Trial เน่ืองจากความน่าจะเป็นท่ีจะไดห้ลอดเสียในการสุ่มแต่ละคร้ัง   

ต่างกนั (Not independent) เช่น  P(หลอดเสียในการหยบิคร้ังแรก) = 3

10  , P(หลอดเสียในการ

หยบิคร้ังท่ี 2) =  3

9  หรือ  2

9   ข้ึนอยูก่บัผลการหยบิคร้ังแรกไดห้ลอดท่ีดีหรือเสีย เป็นตน้ 
 
ตัวอย่างที ่2.2 ในการขนส่งคอมพิวเตอร์ 8 เคร่ือง โดยทางเรือปรากฏวา่มี 3 เคร่ืองช ารุด ถา้

โรงเรียนแห่งหน่ึงสัง่ซ้ือ 2 เคร่ือง โดยสุ่ม จงหาการแจกแจงความน่าจะเป็นของจ านวนเคร่ืองคอมพิวเตอร์
ช ารุดท่ีทางโรงเรียนจะไดรั้บ 
  

ให ้ X = ตวัแปรสุ่มแสดงจ านวนเคร่ืองคอมพิวเตอร์ช ารุดท่ีทางโรงเรียนจะ 
ไดรั้บ เม่ือสัง่ซ้ือ 2 เคร่ือง (n=2) 

  x = 0, 1, 2 
  k = จ านวนคอมพวิเตอร์ช ารุด   =   3 

  f(x) = P(X=x)    =    

3
x  

5
n-x

8
n




























  เม่ือ  x  =  0, 1, ............, Min (k,n) 
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x f(x) 
 
0 

3
0  

5
2

8
2



























  =  10

28  

 
1 

3
1  

5
1

8
2



























  =  15

28  

 
2 

3
2  

5
0

8
2



























  =  3

28  

 1.00 
 
 
 * ในตวัอยา่งท่ี 2.1 และ 2.2 ถา้จ านวนหลอดไฟทั้งหมด หรือจ านวนคอมพิวเตอร์ทั้งหมด (N) มีค่ามาก
เม่ือเทียบกบัค่า n    P(probability of success) จะมีค่าคงเกือบท่ีในการสุ่มแต่ละคร้ัง และสามารถใชท้ฤษฎี 
Binomial ค านวณหาการแจกแจงความน่าจะเป็นของ X  ได ้
 
 ตัวอย่างที ่2.3 ถา้ร้อยละ 50 ของรถยนตท่ี์จ าหน่ายโดยตวัแทนจ าหน่ายเป็นเคร่ืองยนตดี์เซล ถา้
ตวัแทนจ าหน่ายรถ 4 คนั จงหาการแจกแจงความน่าจะเป็นสะสมของรถยนตดี์เซลท่ีจ าหน่ายออกไป 
  ให ้ X = ตวัแปรสุ่มแสดงจ านวนรถยนตดี์เซลท่ีจ าหน่ายจากรถ 

ทั้งหมด 4 คนั เป็นตวัแปรสุ่มแบบ Binomial   ซ่ึงมี n=4 
   x = 0, 1, 2, 3, 4 

   p = 1

2  

   f(x) = 
n
x  p

x
  (1 p)

n x






 

   เม่ือ   x  =  0, 1, ............, 4 
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x f(x) F(x) 
0 4

0  
1

2

4
 =   

1

16
















  

1

16  

1 4
1  

1

2

4
 =   

4

16
















  

5

16  

2 4
2  

1

2

4
 =   

6

16
















  

11

16  

3 4
3  

1

2

4
 =   

4

16
















  

15

16  

4 4
4  

1

2

4
 =   

1

16
















  

1

16  

  1.00 
 

2.3 ตวัแปรสุ่มต่อเน่ือง (Continuous Random Variable)  
 ตวัแปรสุ่มต่อเน่ือง คือ ตวัแปรสุ่มซ่ึงมีค่าต่อเน่ือง จนไม่สามารถนบัจ านวนค่าของตวั
แปรท่ีอยูร่ะหวา่ง 2 ค่าใด ๆ ได ้ เช่นค่าความสูง น ้าหนกั อุณหภูมิ ระยะทาง หรืออายกุารใชง้านของ
อุปกรณ์ เป็นตน้ ความน่าจะเป็นของการเกิดค่าใดค่าหน่ึงของตวัแปรสุ่มต่อเน่ืองจะมีค่าเท่ากบั 0 หรือ 
P(X=x) = 0 

 คุณสมบัติส าคญัทีค่วรทราบเกีย่วกบัตัวแปรสุ่มต่อเน่ืองได้แก่ 

1. f(x)  0 for all x (Probability Density Function, pdf) 

2.  f(x) -

  dx = 1 

3. F(x) = P(X  x)  =   f(x) -
x
  dx =  Cumulative Probability Distribution Function (cdf) 

4. P(a  X  b) =  f(x)a
b
  dx  = F(b)-F(a) 

 

ตัวอย่างที ่2.4 ค่าความผดิพลาดของอุณหภูมิ (C) ในกระบวนการทางเคมีเป็นตวัแปรสุ่ม 
ต่อเน่ือง มี pdf ดงัน้ี 

   f(x) =     x
2

3    เม่ือ  -1 < x < 2 
(1) จงทดสอบวา่  f(x) เป็น pdf จริง 
(2) จงหา P(0 < X < 1) 
(3) จงหา F(x) 
(4) จงหา P(0 < X < 1) จาก F(x) 

  (1)   f(x)  = x
2

3  > 0  ส าหรับทุกค่าของ x 
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    f(x) -

 dx =  -1

2


x
2

3  dx 

     = x
3

9  | 
-1
2

    

     = 1

9  (8-(-1))  = 1 

   แสดงวา่  f(x) = x
2

3    เป็น   pdf ของ  x  จริง 
  (2) P(0 < X < 1) =  0

1
 f(x) dx 

     =  0
1


x
2

3  dx 

     = x
3

9  | 
0
1

  =   
1

9  (1-0)  =  
1

9  
  (3) F(x)  =  f(x) -

x
 dx 

     = dx
x
1-

 
3

2x
    

     = x
3

9  | 
-1
x  

     = 1

9  (x
3

+1) 
  (4) P(0 < X < 1) = F(1) - F(0) 

     = 2

9  - 
1

9   =   
1

9  

 
2.4 การแจกแจงความน่าจะเป็นของผลการทดลอง (Empirical Distributions) 
  ในหวัขอ้ท่ีแลว้ไดก้ล่าวถึง Probability Mass Function และ  Probability Density 
Function, f(x)  ซ่ึงเป็นคุณสมบติัการแจกแจงความน่าจะเป็นของประชากร (Population) ซ่ึงปกติจะไม่
ทราบ 
  การทดลองทางสถิติจะท าใหไ้ดข้อ้มูลเก่ียวกบัตวัแปรสุ่ม ซ่ึงสามารถน ามาวิเคราะห์การ
แจกแจงความถ่ีไดโ้ดยวิธีใดวิธีหน่ึงดงัต่อไปน้ี 

-  Stem and Leaf Plot 
-  Double Stem and Leaf Plot 
- ตารางการแจกแจงความถ่ีสัมพทัธ์ 
- กราฟการแจกแจงความถ่ีสัมพทัธ์  (Relative Frequency Histogram) 
- ตารางการแจกแจงความถ่ีสัมพทัธ์สะสม 
- กราฟการแจกแจงความถ่ีสัมพทัธ์สะสม 

 โดยการลาก  Smooth Curve  ผา่น Relative Frequency Histogram  จะไดรู้ปร่าง
โดยประมาณของ Probability Density Function, f(x) สามารถใชค้วามรู้ทางคณิตศาสตร์เพื่อหาสมการ
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ของ  f(x) ไดซ่ึ้งปกติสมการจะอยูใ่นรูปของสมการ Parabolas, Hyperbolas, Hypergeometric หรือ 
Exponential  และสุดทา้ยคือการหาพารามิเตอร์ของสมการจากขอ้มูลท่ีไดจ้ากการทดลอง 
 
 ตัวอย่างที ่ 2.5  ในการศึกษาอายกุารใชง้านของแบตเตอร่ีรถยนต ์ไดท้ าการสุ่มตวัอยา่งอายกุาร
ใชง้านของรถยนต ์จ านวน 40 ตวัอยา่ง ดงัตาราง 
 
  2.2 4.1 3.5 4.5 3.2 3.7 3.0 2.6 
  3.4 1.6 3.1 3.3 3.8 3.1 4.7 3.7 
  2.5 4.3 3.4 3.6 2.9 3.3 3.9 3.1 
  3.3 3.1 3.7 4.4 3.2 4.1 1.9 3.4 
  4.7 3.8 3.3 2.6 3.9 3.0 4.2 3.5 
 
 จดัท าตาราง  Stem and Leaf Plot ไดด้งัน้ี 
 

จ านวนเตม็ 
(Stem) 

ทศนิยม 
(Leaves) 

ความถ่ี 
(Frequency) 

1 
2 
3 
4 

69 
25696 
4318514723628297130097145 
71354172 

2 
5 
25 
8 

 
 
  จากตารางจะเห็นไดว้า่ Stem and Leaf Plot  ขา้งบนมีขอ้มูลไม่เพียงพอท่ีจะเห็นภาพของ
การแจกแจงชดัเจน  จึงตอ้งเพิ่มจ านวน Stem ใหม้ากข้ึน โดยแบ่ง Leaf ออกเป็น 2 พวก คือ 0, 1, 2, 3, 4 
และ 5, 6, 7, 8, 9 และสร้างตาราง Double-Stem and Leaf Plot ไดด้งัน้ี 
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จ านวนเตม็ 
(Stem) 

ทศนิยม 
(Leaves) 

ความถ่ี 
(Frequency) 

1 
2 
2 
3 
3 
4 
4 

69 
2 
5696 
431142322130014 
8576897975 
13412 
757 

2 
1 
4 
15 
10 
5 
3 

 
  จากตาราง  Double-Stem and Leaf Plot จะเห็นการแจกแจงความถ่ีไดช้ดัเจนข้ึน และ
สามารถสร้างเป็นตารางการแจกแจงความถ่ีสมัพทัธ์ไดด้งัน้ี 
 

อนัตรภาคชั้น 
(Class Interval) 

จุดก่ึงกลางชั้น 
(Class Midpoint) 

ความถ่ี 
(Frequency) 

ความถ่ีสัมพทัธ์ 
(Relative frequency) 

1.5 - 1.9 
2.0 - 2.4 
2.5 - 2.9 
3.0 - 3.4 
3.5 - 3.9 
4.0 - 4.4 
4.5 - 4.9 

1.7 
2.2 
2.7 
3.2 
3.7 
4.2 
4.7 

2 
1 
4 
15 
10 
5 
3 

0.050 
0.025 
0.100 
0.375 
0.250 
0.125 
0.075 

 
  จากตารางการแจกแจงความถ่ีสัมพทัธ์ สามารถสร้างกราฟการแจกแจงความถ่ีสัมพทัธ์ 
ไดด้งัรูปท่ี 2.3 
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รูปที ่2.3  กราฟการแจกแจงความถ่ีสัมพทัธ์ และ f(x) ของอายกุารใชง้านของแบตเตอร่ี 
 
  ท าการ  Smooth Curve  จะได ้ f(x) และสามารถสร้างกราฟการแจกแจงความถ่ีสัมพทัธ์
สะสมไดด้งัน้ี 
 

 
 ความรู้เกีย่วกบัการแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มจะช่วยตอบค าถาม 2 ข้อ คอื 

(1) ช่วยบอกความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ท่ีเราตอ้งการทราบ เช่น  
P (อายกุารใชง้านของแบตเตอร่ียีห่อ้หน่ึง > 2 ปี) =  x  
ค่า  x  จะมีประโยชน์ต่อผูใ้ชใ้นการเลือกซ้ือแบตเตอร่ี 

(2) ช่วยบอกค่าของเหตุการณ์ท่ีความน่าจะเป็นท่ีก าหนด เช่น 
P (อายกุารใชง้านของแบตเตอร่ียีห่อ้หน่ึง > y ปี) = 0.9   
ค่า  y  จะมีประโยชนต่์อผูผ้ลิตแบตเตอร่ีในการก าหนดอายปุระกนัการใชง้าน 
(Warrantee Period)  ของแบตเตอร่ี 

 

2.5  การแจกแจงความน่าจะเป็นร่วมกนั (Joint Probability Distribution) 
 ถา้ผลการทดลองข้ึนอยูก่บัตวัแปรสุ่มสองตวั  (X, Y) 
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 f(x, y)  =   Joint Probability Distribution ของ X และ Y  ซ่ึงกคื็อ P(X=x, Y=y) หรือ      P(XY)  
ส าหรับกรณีท่ี X, Y เป็นตวัแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง 
 
 2.5.1 Discrete Joint Probability Distributions 
 คุณสมบติัท่ีส าคญัท่ีควรทราบคือ 

(1) f(x, y)  0  ส าหรับทุกค่าของ  x, y 
(2) x  f(x, y)y   = 1 

(3) P(X = x,  Y = y) = f(x, y) 
(4) P[(X, Y) A] =  A   f(x, y) 

 
 ตัวอย่าง 2.6  ถุงใบหน่ึงบรรจุผลไม ้3 ชนิด คือ สม้ 3 ผล มะม่วง 2 ผล และมงัคุด 3 ผล สุ่ม
เลือกผลไม ้4 ผล ถา้ให ้X แทนจ านวนสม้ และ Y แทนจ านวนมะม่วงท่ีหยบิไดจ้งหา 

ก. การแจกแจงความน่าจะเป็นร่วมกนัของ X และ Y 
ข. P[(X, Y) A] เม่ือ  A = [(x,y) | x + y < 2] 
ค. 

x
f(x,y)

y
   

P(X=x, Y=y) = f(x,y) = 
x
3

 y
2

 4-x-y
3

4
8




































 

  เม่ือ x = 0, 1, 2, 3 
   y = 0, 1, 2 
  และ 0 < x + y < 4 
ก. ตาราง  f(x,y) 

 
x 

y 
0 1 2 3 รวม 

0 - 3/70 9/70 3/70 15/70 
1 2/70 18/70 18/70 2/70 40/70 
2 3/70 9/70 3/70 - 15/70 

รวม 5/70 30/70 30/70 5/70 1 
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ข. P[(X,YA] เม่ือ  A = [(x,y) | x + y < 2] 
= f(0,0) + f(0,1) + f(0,2) + f(1,0) + f(1,1) + f(2,0) 

= 0 + 
2

70

3

70

3

70

18

70

9

70     

= 1

2  

ค. 
x

f(x,y)
y

   = 3

70

9

30

3

70

2

70

18

70

18

70

2

70

3

70

9

70

3

70          

= 1 
 2.5.2 Continuous Joint Probability Distributions 
 คุณสมบติัส าคญัท่ีควรทราบคือ 

(1) f(x, y)  0  ส าหรับทุกค่าของ x,y   
(f(x,y) = Joint Probability Density Function) 

(2)  -

  -


  f(x, y) dx dy  = 1  

(3) P[(X, Y) A] = 
A
 f(x, y) dx  dy 

 
ตัวอย่าง 2.7 ก าหนด  Joint Probability Density Function  ของตวัแปรสุ่มต่อเน่ือง X,Y  คือ 

  f(x,y)  = 









 ๆมีคา่อ่ืนy  x, เม่ือ

เม่ือ

                  0

1y0 ; 1<x0    3y) +(2x  
5

2
  

 

ก. จงทดสอบวา่ f(x,y)  เป็นฟังกช์นัความน่าจะเป็นร่วมกนัของตวัแปรสุ่มต่อเน่ือง X,   
      Y จริง 
ข. จงหา  P(0 < X < 1/2, 1/4 < Y < 1/2) 

ก. f(x,y)  = 









 ๆมีคา่อ่ืนy  x, เม่ือ

เม่ือ

                 0

1y0 ;   1x0    3y) +(2x  
5

2    
 

     ทุกค่า x, y ท าให ้ f(x,y) > 0 

  -

   -


  f(x, y) dx dy   =   

0

1

0

1 2

5 (2x + 3y). dx. dy  

     = 
0

1 2x
2

5 +
6xy

5  |

0

1
 dy   

     = 
0

1 2

5 +
6y

5 ). dy  (  

     = 2y

5

3y
2

5 |

0

1
        

     = 1 
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  f(x,y) เป็นฟังกช์นัความน่าจะเป็นร่วมกนัของตวัแปรสุ่มต่อเน่ือง X,Y 
ข.  P(0 < X < 1/2, 1/4 < Y < 1/2) 

     =  1
4

1
2

0

1
2

   
2

5 (2x +  3y). dx. dy 

     = 1
4

1
2

1
2


2x

2

5 +
6xy

5  |

0

 dy  

     = 1
4

1
2

  (
1

10 +
3y

5 ) dy  

     = y

10

3y
2

10 |       
1
4

1
2  

     = 13

160  
 

2.6  Marginal Probability Distributions 
 Marginal Probability Distributions  คือ การแจกแจงความน่าจะเป็นของตวัแปรสุ่มตวัใดตวัหน่ึง 
เช่น X หรือ Y ซ่ึงค านวณจาก  Joint Probability  Distributions 
 
 คุณสมบัตขิอง  Marginal Probability Distributions ที่ควรทราบคอื 
 

 Marginal Distribution of  X Marginal Distribution of  Y 
(1) g(x) = y f(x, y) ....(Discrete) 

              =  y f(x, y) dy...(Continuous) 

h(y)  =  y f(x, y).......(Discrete) 

              =  x f(x, y) dx ...(Continuous) 

(2) x  f(x, y)y    = x g(x) = 1  

       -

   -


 f(x, y) dx dy  

       =   -

 g(x) dx = 1  

x  f(x, y)y   = y h(y) = 1 

 -

  -


 f(x, y) dx dy  

  =  -

 h(y) dy  = 1 

(3) f(x, y)  =  g(x) h(y)                                     ถา้ X และ Y  (Independent) 
(4) f(x, y)  =  g(x) f(y|x)                        ถา้ Y ข้ึนกบั X (Conditional) 
                  =  h(y) f(x|y)                         ถา้ X ข้ึนกบั Y (Conditional) 
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2.7  การแจกแจงแบบมีเงื่อนไข  (Conditional Probability Distributions) 
 
 กรณีท่ีตวัแปรสุ่ม  X และ Y ไม่เป็นอิสระต่อกนั การแจกแจงความน่าจะเป็นของตวัแปรสุ่มตวั
หน่ึงเช่น Y จะข้ึนอยูก่บัค่าของตวัแปรสุ่ม X วา่มีค่าเท่ากบัเท่าใด เช่น 

 P(Y = y| X = x) = 
P(X = x, Y = y)

P(X = x)  

คุณสมบติัท่ีส าคญัของ  Conditional Probability Distributions  ไดแ้ก่ 

 f(y|x)  = 
f(x, y)
g(x)   เม่ือ  g(x)  0 

 f(x|y)  = 
f(x, y)
h(y)   เม่ือ  h(y)  0 

 
 ตัวอย่าง 2.8  ก าหนดให ้X และ Y ตวัแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง มีการแจกแจงความน่าจะเป็นร่วมกนั
ดงัแสดงในตาราง จงหา 

ก. Marginal Probability Distributions ของ X และ Y 
ข. จงหา P(Y= 1|X = 2) 

 
x 

y 
1 2 3 

1 
2 
3 

0 
1/12 
1/4 

1/6 
1/9 
1/4 

1/12 
0 

1/18 
 
  ก.  Marginal Distribution Function g(x) และ h(y) 

 
x 

y 
1 2 3 h(y) 

1 
2 
3 

0 
1/12 
1/4 

1/6 
1/9 
1/4 

1/12 
0 

1/18 

9/36 
7/36 
20/36 

g(x) 12/36 19/36 5/36 1.00 
 



บทท่ี 2 ตวัแปรสุ่มและการคาดคะเนทางคณิตศาสตร์ 

เอกสารประกอบการสอนวิชา 207251                                                             สถิติทางวศิวกรรม (Engineering Statistics)                    
 

41 

  ข. P(Y = 1|X = 2] = f(2,1)

g(2)  
 

     = 
1

6
19

36

 

 

     = 36

6x19  =  
6

19  
 
 ตัวอย่าง 2.9 ถา้ X, Y เป็นตวัแปรสุ่มต่อเน่ือง ซ่ึงมีฟังกช์นัการแจกแจงความน่าจะเป็น
ร่วมกนัดงัน้ีคือ 

         f(x,y) = 




 

 ๆมีคา่อ่ืนy  x, เม่ือ
เม่ือ

      0

xy0   ;  1x08xy     

 
        y 
                y = x 
 
 
 
           
       x 

          0                       1 
 

 จงหา g(x), h(y), f(y|x), P(Y < 18  |X  =   
1

2 ) 
  g(x) = 

0
x  8xy. dy 

  g(x) = 4xy2 |
0

x
 

  g(x) = 





 

               ๆมีคา่อ่ืนx    เม่ือ
เม่ือ

          0

1x0       34x    

  h(y) = 
y
1 8xy. dx 

  h(y) = 4x2y |
y
1  

  h(y) = 





 

 ๆมีคา่อ่ืน   y  เม่ือ                        0
1    y   0    เม่ือ         )2y-(14y 
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  f(y|x) = f(x,y)

g(x)  

  f(y|x) = 8xy

4x
3  

 f(y|x)   = 
2y

x
2         0 y x

            
0

  เม่ือ

เม่ือ y   มีคา่อ่ืน ๆ              

 








 

P(Y < 18  |X  =   
1

2 ) = 
0

1

8

2
 

2y

(
1

2)

 dy .  

   = 
0

1

8
 8y. dy  

   = 1

16  
 

2.8 การเป็นอสิระของตวัแปรสุ่ม  (Independence) 
 X เป็นอิสระ (Independent) จาก Y ถา้  

 f(x|y)  = g(x) 
 หรือ  Y  เป็นอิสระจาก X ถา้ 
  f(y|x)  = h(y) 

จาก f(x|y)  = 
f(x, y)
h(y)  

และ f(y|x)  = f(x, y)

g(x)  
 จะไดว้า่ f(x, y)  = g(x). h(y)  ถา้ X และ Y เป็นอิสระต่อกนั 
 
 ตัวอย่าง 2.10  ก าหนดให ้X, Y มีการแจกแจงความน่าจะเป็นร่วมกนัดงัแสดงในตาราง 
 

x 
y 

2 4 

1 
2 
3 

0.10 
0.20 
0.10 

0.15 
0.30 
0.15 

 
   จงตรวจสอบวา่ X, Y เป็นตวัแปรสุ่มท่ีเป็นอิสระต่อกนั 
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x 

y 
2 4 h(y) 

1 0.1 0.15 0.25 
3 0.2 0.30 0.5 
5 0.1 0.15 0.25 

g(x) 0.4 0.6 1.00 
 
   f(x,y) = g(x) . h(y)  ทุกค่าของ x,y 
   ดงันั้น X, Y  เป็นตวัแปรสุ่มไม่ต่อเน่ืองซ่ึงเป็นอิสระต่อกนั 
 
 ตัวอย่าง 2.11 ก าหนดใหฟั้งกช์นัความน่าจะเป็นร่วมกนัของตวัแปรสุ่ม X และ Y 

  f(x,y) = 


 

                   0
1 x   0    ;x       y  0    เม่ือ8xy      

    
จงตรวจสอบวา่  X, Y  เป็นอิสระต่อกนั 

    
    g(x) = 

0
x  f(x, y) .d y 

     = 
0
x 8xy .  dy 

     = 4x3    
    h(y) = 

y
1 8xy . dx 

     = 4y (1-y2) 
   g(x) . h(y) = 4x3 [4y(1-y2)] 
   g(x) . h(y) = 16x3 y(1-y2) 
   f(x, y)   g(x) . h(y) 
  ดงันั้นตวัแปรสุ่มต่อเน่ือง X, Y ไม่เป็นอิสระต่อกนั 
 

2.9 กรณตีวัแปรสุ่มมากกว่า 2 ตัว   
 ถา้ X1, X2,......,Xn เป็นตวัแปรสุ่มซ่ึงมีความน่าจะเป็นร่วมกนั (Joint Probability Distribution 
Function) เท่ากบั  f(x1, x2,........, xn ) 
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 f(x1, x2,........ xn)   =  f(x1). f(x2)......... f(xn)   ถา้ X1, X2,......... Xn   เป็นอิสระต่อกนั 
 
 ตัวอย่าง 2.12 ก าหนดใหฟั้งกช์นัความน่าจะเป็นของตวัแปรสุ่ม X, Y, Z มีค่าดงัน้ี 

  f(x, y, z) = 4xyz
2

9   เม่ือ 0 < x < 1 
        0 < y < 1 
       และ 0 < z < 3 
    =  0  เม่ือ  x, y, z มีค่าอ่ืน ๆ 
  จงตรวจสอบวา่ตวัแปรสุ่ม X, Y, Z เป็นอิสระต่อกนั 

   f1(x) = 
0

3

0

1
 

4xyz
2

9  dy . dz  

    = 4x

9   
y

2

2  z
2

 |
1

 dz
0

3


0
 

    = 2x

9  . 
z
3

3  |

0

3
 

    = 2x  เม่ือ  0 < x < 1 

   f2(y) = 
0

3

0

1
 

4xyz
2

9  dx . dz  

    = 4y

9   
x

2

2  z
2

 |
1

 dz
0

3


0
 

    = 2y  เม่ือ  0 < y < 1 

   f3(z) = 
0

1

0

1
 

4xyz
2

9  dx . dy  

    = 4z
2

9   
x

2
y

2   |
1

 dy
0

1


0
 

    = 2z
2

9 0

1
  y. dy  

    = z
2

9   เม่ือ  0 < z < 1 

 f1(x). f2(y). f3(z) = 2x. 2y. z
2

9  

    = 4xyz
2

9  
    = f(x, y, z) 

ดงันั้นตวัแปรสุ่ม X, Y, Z  เป็นอิสระต่อกนั 
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2.10 การคาดคะเนทางคณติศาสตร์ (Mathematical Expectation) 
การคาดคะเนทางคณิตศาสตร์คือวิธีการค านวณหาค่าพารามิเตอร์ของตวัแปรสุ่ม เช่น Mean, 

Variance และ Covariance โดยวิธีการค านวณหาค่าเฉล่ีย (Expected Value) ของตวัแปรสุ่มหรือฟังคช์ัน่ 
ของตวัแปรสุ่ม 
 

2.10.1 การหาค่าเฉลีย่ (Expected Value) ของตัวแปรสุ่มหรือฟังค์ช่ันของตัวแปรสุ่ม 
ให ้X เป็นตวัแปรสุ่ม มีฟังคช์ัน่การแจกแจงความน่าจะเป็นเท่ากบั f(x) 
ถ้า X เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง 
E(X) = 

x
 x. f(x)       .................................................... (2.1) 

 = Mean ของ X  หรือ  Mean ของฟังคช์ัน่การแจกแจงความน่าจะเป็นของ X 
= x  = Moment  ท่ี 1 รอบจุดศูนย ์
= เป็นพารามิเตอร์ท่ีแสดงจุดศนูยก์ลางของการแจกแจง 

ถ้า X  เป็นตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง 
E(X) = x x. f(x) dx    .................................................... (2.2) 

ถ้า Z = u(X)    =   ฟังค์ช่ันใด ๆ ของ X  
E(Z) = E(u(X))  = u(X) 

  = x  u(x) f(x)   ...................  (Discrete)...............   (2.3) 
  = x u(x). f(x) dx   ...............….(Continuous)...........   (2.4) 

 
 ตัวอย่างที ่2.13 ให ้X คือตวัแปรสุ่มแสดงผลของการทอดลูกเต๋า 1 ลูก จงหาค่าเฉล่ียของ X 
 

X 1 2 3 4 5 6  
f(x) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1.00 

x.f(x) 1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 6/6 21/6 
 

  E(x) = 
x=1

6
 x. f(x) 

   = 21

6  = 3.5 
 ตัวอย่างที ่2.14 ให ้X  เป็นตวัแปรสุ่มต่อเน่ือง มีฟังคช์ัน่ความน่าจะเป็นดงัน้ี 
  f(x) = 2(1-x)  เม่ือ 0 < x < 1 
  จงหา E(X) 
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  E(X) = 
0

1
  x f(x) dx 

   = 
0

1
   x. 2(1-x) dx 

   = 2
0

1
  (x-x2) dx 

   = 2 [ x
2

2  -  
x

3

3 ] |
0

1
 

   = 2  (
1

2  - 
1

3)  =  
1

3    =   x 

 
ตัวอย่างที ่2.15 ในการขบัรถแข่งคร้ังหน่ึง นกัขบัรถแข่งประกนัรถในวงเงิน 200,000 บาท 

บริษทัประกนัประมาณวา่ความน่าจะเป็นท่ีจะตอ้งจ่ายค่าประกนัระดบัต่าง ๆ มี
ดงัน้ี 

   X = ค่าประกนัท่ีบริษทัตอ้งจ่าย (บาท) 
 

x (บาท) 200,000 100,000 50,000 
f(x) 0.002 0.01 0.1 

 
  ถา้บริษทัตอ้งการก าไร 2,000 บาท จะคิดค่าประกนัเท่าใด 
 

x (บาท) 200,000 100,000 50,000 0  
f(x) 0.002 0.01 0.1 0.888 1.00 

x. f(x) 400 1,000 5,000 0 6,400 
 
  E(X) = x  x. f(x) 

   = 6,400   บาท   =   x 
  บริษทัตอ้งคิดค่าประกนั = 6,400 + 2,000 บาท 
     = 8,400   บาท 
 
 

ตัวอย่างที ่2.16 ให ้ X  คือจ านวนรถท่ีผา่นเขา้ไปในสถานีบริการในระหวา่งเวลา  
16.00-17.00  ของเยน็วนัศุกร์ ดว้ยความน่าจะเป็นดงัน้ี 
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X 4 5 6 7 8 9 
f(x) 1

12  1

12  1

4  1

4  1

6  1

6  
 
  ถา้ให ้Z = จ านวนเงินท่ีรถคนัหน่ึงตอ้งจ่ายเป็นค่าบริการ 
   = u(X) = 100 (2x-1) 
  จงหา E(Z) 
 

x 4 5 6 7 8 9  
f(x) 1

12  1

12  1

4  1

4  1

6  1

6  1.00 

x. f(x) 4

12  5

12  6

4  7

4  8

6  9

6  82

12  
z 700 900 1,100 1,300 1,500 1,700  

z. f(x) 700

12  900

12  1,100

4  1,300

4  1,500

6  1,700

6  15,200

12  
 

  E(Z) = x  z. f(x)  = 15,200

12   =  1,267 บาท 
   = x  100 (2x-1) f(x) 
   = 100 [2 x . x f(x) - x  f(x)] 

   = 100 [2 x 82

12  - 1] =   1,267 บาท 
2.10.2 กฎเกีย่วกบั Expected Value 

(1)  E(c)  = c   ....................…………. (2.5) 
(2)  E(c. u(X)) = c E(u(X))  ....................…………. (2.6) 

(3)  E( u i (X)
i=1
k
 ) =  E(u ii 1

k
( ))X


    ......................……….    (2.7) 

(4)  E((aX+b)n) = )
i-n

E(X 
i

b 
i-n

a  
n

0i i

n












 …........……...    (2.8) 

         E((aX+b)2) = a2 E(X2)+2ab E(X)+b2 
 
 ตัวอย่างที ่2.17 ให ้X เป็นตวัแปรสุ่มไม่ต่อเน่ืองซ่ึงมีการแจกแจงความน่าจะเป็นดงัตาราง 

X -3 6 9 
f(x) 1

6  1

2  1

3  
 
  จงหา E(X), E(X2), E(2X+1)2, E[X-E(X)]2 
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X -3 6 9  

f(x) 1

6  1

2  1

3  1.00 

x. f(x) - 1

2  3 3 5.5 

x2 9 36 81  
x2. f(x) 9

6  18 27 46.5 

 
  E(X)  = 5.5 
  E(X2)  = 46.5 
  E(2X+1)2 = E(4X2+4X+1) 
    = 4E(X2)+4E(X)+1 
    = 4 x 46.5 + 4 x 5.5 + 1 
    = 209 
  E[X-E(X)]2 = E[X2-2E(X).X+(E(X))2] 
    = E(X2)-2E(X).E(X)+(E(X))2) 
    = E(X2)-(E(X))2 
    = 46.5-(5.5)2 = 16.25 (Variance ของ X) 
 

2.10.3  การหาค่าเฉลีย่  (Expected Value) ของตัวแปรสุ่มทีเ่ป็นฟังค์ช่ันของตัวแปรสุ่มร่วมกนั  
2 ตัว 
 ให ้X, Y เป็นตวัแปรสุ่ม มีฟังคช์ัน่ความน่าจะเป็นร่วมกนัเท่ากบั f(x,y) 

ให ้Z = u(X,Y)  = ฟังคช์ัน่ใด ๆ ของ X, Y 
E(Z) = E(u(X,Y)) = z  =  u(X,Y) 

= y    x  u(x,y). f(x,y)  ................... (Discrete).......   (2.9) 

 = y  x   u(x,y). f(x,y) dxdy  .................... (Continuous)… (2.10) 

E(X) = x = y   xx f(x,y) .................... (Discrete)....... (2.11) 

= x  x. g(x)     ........................................... (Discrete)....... (2.12) 

  = y  x  x f(x,y) dx dy  .................... (Continuous)... (2.13) 

  = 
x
 x. g(x) dx   .................... (Continuous)... (2.14) 
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 E(Y) = y = y   xy f(x,y) .................... (Discrete)....... (2.15) 

 
= y   y. h(y)                    .............................. (Discrete)....... (2.16)  

= y  x  y f(x,y) dx dy       .............................. (Continuous)... (2.17) 

= 
y
 y. h(y) dy        .............................. (Continuous)... (2.18) 

 ถา้ Z = XY 
 E(Z) = E(XY)  

= y    x   xy. f(x,y)       .............................. (Discrete)...... (2.19) 

= y  x  xy. f(x,y) dx dy       .............................. (Continuous)... (2.20) 

 ถา้ X, Y    เป็นอิสระต่อกนั  (Independent) 
 f(x,y) = g(x). h(y) 
 E(XY) = E(X). E(Y)         ........................................................ (2.21) 
 

2.10.4 การหาค่าเฉลีย่ของตวัแปรสุ่มซ่ึงเป็นฟังค์ช่ันของตัวแปรสุ่มร่วมกนั n ตัว  
 
ให ้ X1, X2,................,Xn เป็นตวัแปรสุ่ม  n  ตวั 
ซ่ึงมีฟังคช์ัน่ความน่าจะเป็นร่วมกนัคือ  f(x1, x2,...........,xn) 

  ให ้ Z = u(X1, X2,.............., Xn) 
  2.10.4.1 กรณีที ่X1, X2,.............., Xn  เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง 

 E(Z) = 
x1 x2 xn
  ............... u(x1,x2,.......,xn) f(x1,x2,......,xn)………..(2.22) 

 E(X1) = 
x1 x2 xn
  ............... x1. f(x1,x2,...,xn)        ...................……..(2.23) 

 E(Xi) = 
x1 x2 xn
  ............... xi. f(x1,x2,....,xn) เม่ือ i = 1,...., n    ...….(2.24) 

  2.10.4.2 กรณีที ่X1, X2,.............., Xn  เป็นตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง 

E(Z) =  
x1 x2 xn
  ............ u(x1,x2,...,xn) f(x1,x2,...,xn) dxn dxn-1...dx1     …(2.25) 

 E(X1) =  
x1 x2 xn
  ............ x1 f(x1,x2,..,xn) dxn dxn-1.......dx1   ………….…(2.26) 

 E(Xi) =  
x1 x2 xn
  ............ xi f(x1,x2,...,xn) dxn dxn-1.......dx1      

     เม่ือ i =1,....., n              ...………….(2.27) 
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 ตัวอย่างที ่2.18 X และ Y  เป็นตวัแปรสุ่มไม่ต่อเน่ืองมีการแจกแจงความน่าจะเป็นร่วมกนั 

ดงัตาราง 
 

 f(x,y) 
x 

y 
0 1 

-1 
  0 
  1 

0.3 
- 

0.4 

- 
0.2 
0.1 

  จงหา  E(XY) 
  E(XY)  = y   x  x.y.f(x,y) 

x 0 0 0 1 1 1  
y -1 0 1 -1 0 1  

f(x,y) 0.3 - 0.4 - 0.2 0.1 1.00 
xy.f(x,y) 0 0 0 0 0 0.1 0.1 

 
   E(XY) = 0.1 
 
 ตัวอย่างที ่2.19 X และ Y เป็นตวัแปรสุ่มต่อเน่ืองมีฟังคช์ัน่การแจกแจงความน่าจะเป็นร่วมกนั 

ดงัน้ี 

  f(x,y) = x(1+3y
2

)

4  เม่ือ 0 < x < 2 และ 0 < y < 1 

  จงหา    E(
Y

X)  

  E(
Y

X)  = 
0

1

0

2
 
y
x  [

x(1+3y
2

)

4 ] dx dy   
 

   = 
0

1

0

2
 
1

4 y (1+3y
2

) dx dy   
 

   = 
0

1
 
1

4 y (1+3y
2

) x|

0

2
 dy  
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   = 
0

1
 
1

2 y (1+3y
2

)  dy  

   = 1

2  (
y

2

2 +
3y

4

4 )  |

0

1
  

   = 1

2  (
1

2 +
3

4)  =   
5

8   
 
 ตัวอย่างที ่2.20 X, Y เป็นตวัแปรสุ่มต่อเน่ืองมี 
   f(x,y)  = x + y เม่ือ 0 < x < 1 และ  0 < y < 1 
   จงพิสูจนว์า่ X  และ  Y เป็นอิสระต่อกนั 
   E(XY)  = E(X) E(Y) 

   E(X)  = 
0

1
 

0

1
  x f(x,y) dx dy 

     = 
0

1
 

0

1
  x (x+y) dx dy 

     = 
0

1
  (

x
3

3

x
2

2 y) |
0

1
 dy  

     = 
0

1
  (

1

3

1

2 y)  dy  

     = (
1

3y+
1

2  
y

2

2 ) 
0

1  

     = 1

3 +
1

4   =    
7

12  

   E(Y)  = 
0

1
 

0

1
  y f(x,y) dx dy 

     = 
0

1
 

0

1
  y (x+y) dx dy 

     = 
0

1
  (y

x
2

2 y
2

x) |

0

1
 dy  

     = 
0

1
  (

y

2 y
2

)  dy  

     = (
y

2

4 +
y

3

3 ) 
0

1  

     = (
1

4 +
1

3)  =    
7

12  

   E(XY)  = 
0

1
 

0

1
  xy f(x,y) dx dy 

     = 
0

1
 

0

1
  xy (x+y) dx dy 

     = 
0

1
  (y

x
3

3 y
2 x

2

2 ) 

0

1
 dy  

     = 
0

1
  (

y

3

y
2

2 )  dy  

     = (
y

2

6 +
y

3

6 ) 
0

1  
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     = 1

6 +
1

6   =    
1

3  
 
   E(X Y)  E(X). E(Y) 
   แสดงวา่ X, Y  ไม่เป็นอิสระต่อกนั 
 

2.10.5 การหาความแปรปรวน (Variance) ของตัวแปรสุ่มและฟังค์ช่ันของตัวแปรสุ่ม 
 
ความแปรปรวน (Variance) คือพารามิเตอร์ของตวัแปรสุ่ม (X) หรือของฟังคช์ัน่การแจกแจง

ความน่าจะเป็น (f(x)) ซ่ึงแสดงรูปร่างของการแจกแจงความน่าจะเป็น สามารถค านวณหาไดโ้ดยใช ้
Expected Value  

ให ้Var (X) = 2   =   ความแปรปรวนของ  X 
Var (X)     =   2 = E(X-)2 

   = x  (x-)2 . f(x)            ........... Discrete 

   = x  (x-)2 . f(x) dx ........... Continuous......(2.28) 

   = Moment ท่ี 2 รอบ  
 คือ ส่วนเบ่ียงเบนมาตราฐาน (Standard Deviation)  ของ  X 
ถา้ Z  = u(X) = ฟังคช์ัน่ใด ๆ ของ  X 
Var (Z) = Var (u(X))  =  2

u(x) 
   = E(u(X)-U(X))2 

 สมมติ X1  มีการแจกแจงตามฟังคช์ัน่ f(x1) มีค่าเฉล่ีย x1  และความแปรปรวน  x1
2 

  X2  มีการแจกแจงตามฟังคช์ัน่ f(x2) มีค่าเฉล่ีย x2  และความแปรปรวน  x2
2 

  ถา้  x1  =    x2   และ x1
2 > x2

2        ความแปรปรวนจะมีผลต่อการแจกแจงดงัรูปท่ี 
2.4 
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รูปที ่2.4  ผลของค่าความแปรปรวนต่อรูปร่างของการแจกแจงความน่าจะเป็น 
 
ตัวอย่างที ่2.21 ใหต้วัแปรสุ่ม X เป็นจ านวนของผลิตภณัฑช์ ารุดท่ีตรวจสอบพบจากการสุ่มตวัอยา่ง

ผลิตภณัฑ ์3 ช้ิน จากสายการผลิต และมีการแจกแจงความน่าจะเป็น  ดงัน้ี 
 

x 0 1 2 3 
f(x) 0.51 0.38 0.10 0.01 

 
  จงค านวณหาค่าความแปรปรวนของตวัแปรสุ่ม  X 
 

X 0 1 2 3  
f(x) 0.51 0.38 0.10 0.01 1.00 

x.f(x) 0 0.38 0.2 0.03 0.61 = x 

x2.f(x) 0 0.38 0.4 0.09 0.87 = E(X2) 
 

   2 = E(X2)- x2 
    = 0.87 -(0.61)2 
    = 0.4979 
 
 ตัวอย่างที ่2.22 ใหฟั้งคช์ัน่การแจกแจงความน่าจะเป็นของตวัแปรสุ่มต่อเน่ือง X คือ 

   f(x) = 2x2 + 1

3   เม่ือ 0 < x < 1 
  จงหาค่าเฉล่ียและค่าความแปรปรวนของ X 

   = E(X) = 
0

1
  x(2x2+ 1

3 ) dx 
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   = (
x
4

2 +
x
2

6 ) |
0

1  

   = 2

3  

  E(X2) = 
0

1
  x2(2x2+ 1

3 ). Dx 

   = 23

45  
  2 = E(X2)- 2 

   = 23

45 -
2

3

2







  

   = 1

15  
 
ตัวอย่างที ่2.23 ให ้u(X) = 2X+3 เม่ือ X เป็นตวัแปรสุ่ม ซ่ึงมีการแจกแจงความน่าจะเป็น 

  ดงัน้ี 
 

x 0 1 2 3 
f(x) 1

4  1

8  1

2  1

8  
 
  จงหาความแปรปรวนของ u(X) 
 

X 0 1 2 3  
f(x) 1

4  1

8  1

2  1

8  1.00 

x.f(x) 0 1

8  1 3

8  1.5 = x 

x2.f(x) 0 1

8  2 9

8  
8

26 =E(X2) 

U(x)=2x+3 3 5 7 9  
u(x).f(x) 3

4  5

8  7

2  9

8  6 = u(x) 

(u(x)- u(x))2 9 1 1 9  

(u(x)- u(x))2f(x) 9

4  1

8  1

2  9

8  4 = 
u(x)

2  

 
 หรือ Var (u(X)) = E [(2X+3)-6]2 

    = E (2X-3)2 
    = E (4X2-12X+9) 
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    = 4E(X2)-12E(X)+9 

    = 4 x 26

8 -12 x 1.5 + 9 
    = 13 - 18 + 9   =   4 
 ตัวอย่างที ่2.24  ให ้X เป็นตวัแปรสุ่มท่ีมีการแจกแจงความน่าจะเป็นดงัน้ี 

  f(x)  = x
2

3  เม่ือ -1< x < 2 
  จงหาค่าความแปรปรวนของ  u(x) = 4x + 3 

  E(4X+3) = 
-1

2
  (4x+3) ( x

2

3 ) dx 

    = 1

3 -1

2
  (4x3+3x2) dx 

    = 8 
 2

(4x+3) = E [(4X+3)- (4x+3)]2 
    =  E [(4X+3-8]2  

    = 
-1

2
  (4x-5)2 . x

2

3 . dx 

    = 1

3 -1

2
  (16x4 -40x3+25x2). dx 

    = 10
1

5  
 

2.10.6  กฎเกีย่วกบั  Variance 
 
(1)  Z = aX+b 

2
z = 2

ax+b   =  a2 2      ..................... (2.29) 
(2) Z = aX+bY    เม่ือ X, Y คือตวัแปรสุ่ม 2 ตวั 
 2

z = a2 2
x + b2 2

y+2abxy     ..................... (2.30) 
       เม่ือ xy = Covariance  ของ  X และ Y 
(3) Z = a1 X1+a2 X2 +..........+anXn  เม่ือ X1, X2,....Xn คือตวัแปรสุ่ม 

  2
z = a1

2 2
x1 +a2

2 
2
x2 + .......+ an

2 2
xn ........... (2.31) 

   ถา้  X1  X2 ,.........., Xn  independent  
   Covariance  จะมีค่าเป็น 0  

 

ตัวอย่างที ่2.25  ให ้X  และ Y เป็นตวัแปรสุ่มท่ีเป็นอิสระต่อกนัมี 2
X = 5, 2

Y = 3 
     จงหาค่า 2

Z  เม่ือ  Z = X + 4Y - 3 
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  Z = X + 4Y - 3 
  2

Z = 2
X+ 162

Y+0 
   = 5 + 48 
   = 53 
 

ตัวอย่างที ่2.26  ให ้X และ Y เป็นตวัแปรสุ่มท่ีไม่เป็นอิสระต่อกนัมี 2
X = 5, 2

Y = 3 
     และ XY  =  1  จงหา  2

Z  เม่ือ   Z = 2X - 3Y + 5 
  Z = 2X - 3Y + 5 
  2

Z = 42
X + 92

Y - (2x2x3) XY 
   = 20 + 27 - 12 
   = 35 

 
2.10.7  ความแปรปรวนร่วมกนัของตัวแปรสุ่ม (Covariance) 

ให ้X และ Y เป็นตวัแปรสุ่มมีฟังคช์ัน่ความน่าจะเป็นร่วมกนัเท่ากบั f(x,y) และมี
ค่าเฉล่ียเท่ากบั X และ Y  ตามล าดบั 
ให ้ Cov (X,Y) =  XY = ความแปรปรวนร่วมกนัของตวัแปรสุ่ม X และ Y 

               Cov (X,Y) =  XY = E [(X-X) (Y-Y )] 
   = y   x  (x-X) (y-Y ) f(x,y) ……….......Discrete 

   = y  x  (x-X) (y-Y ) f(x,y) dx dy ....Continuous...(2.32) 

หรือ E [(X-X) (Y-Y )] = E(XY)- X.Y                      ...................………...(2.33) 
ถา้ X, Y   =   independent 
E(XY)  = E(X) E(Y) = X. Y 
 XY = 0 

 
ตัวอย่างที ่2.27   ถา้จ านวนลูกบอลในกล่องมีจ านวน 8 ลูก เป็นสีด า 3 ลูก สีแดง 2 ลูก และสีเขียว 

3 ลูกถา้หยบิลูกบอลอยา่งสุ่ม 2 ลูก ให ้X, Y เป็นตวัแปรสุ่มซ่ึงแสดงถึงจ านวน
ลูกบอลสีด าและสีแดงท่ีหยบิข้ึนมา ซ่ึงมีความน่าจะเป็นร่วมกนัดงัน้ี 
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f(x,y)  
 X h(y) 
 0 1 2  

 0 3

28  9

28  3

28  15

28  
Y 1 3

14  3

14  - 3

7  
 2 1

28  - - 1

28  
g(x) 5

14  15

28  3

28  1 

 
 จงหาค่าความแปรปรวนร่วมกนัของตวัแปรสุ่ม X, Y 
 

X 0 0 0 1 1 1 2 2 2  
Y 0 1 2 0 1 2 0 1 2  

f(x,y) 3

28  3

14  1

28  9

28  3

14  - 3

28  - - 1.00 

xy.f(x,y) 0 0 0 0 3

14  - - - - 3

14 =E(XY) 
 

x 0 1 2  
g(x) 5

14  15

28  3

28  1.00 

x.g(x) 0 15

28  6

28  3

4  = E(X) 
 

y 0 1 2  
h(y) 15

28  3

7  1

28  1.00 

y.h(y) 0 3

7  2

28  1

2  = E(Y) 
 

 Cov (XY) =   XY  = E (XY)-E(X) E(Y) 

    = 3

14

3

4 x
1

2    =   -
9

56  
 
ตัวอย่างที ่2.28 ใหต้วัแปรสุ่ม X, Y มีฟังคช์ัน่การแจกแจงความน่าจะเป็นร่วมกนัคือ 
 f(x,y) = 8xy เม่ือ 0 < x < 1 
 จงหาค่าความแปรปรวนร่วมกนัของ X และ Y 
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 g(x) = 
0

x
  8xy . dy 

   = 4xy
2

  |
0

x  
   = 4xy3 เม่ือ 0 < x < 1 
 h(y) = 

y
 

1
 8xy . dx 

   = 4x
2

y  |
y

1  

   = 4y(1-y2) เม่ือ 0 < y < 1 

X =  E(X) =  
0

1
  x. 4x3 . dx   = 4

5  

Y  = E(Y) = 
0

1
  y. 4y(1-y2). Dy  = 8

15   

 E(XY) = 
0

1
  y

 
1
 xy. 8xy. dx. Dy = 4

9  

 xy = E(XY) - E(X). E(Y) 

   = 4

9 (
4

5 x
8

15)    = 4

225  
 

2.10.8 ทฤษฎ ี  Chebyshev 
  

นกัคณิตศาสตร์ชาวรัสเซียช่ือ P.L. Chebyshev  พบวา่ 
 

 
 

 P(-k<X< +k)  1- 1

k
2  

พสูิจน์ 

 2 = E (X-)2 

  = 




  (x-)2 f(x) dx 
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  = 





 k

 (x-)2 f(x) dx + 
 

 

-k

k

 



  (x-)2 f(x) dx 

   + 
 +k

 



 (x-)2 f(x) dx 

 2  





 k

  (x-)2 f(x) dx + 
 +k

 



  (x-)2 f(x) dx 

 ถา้ |x-| = k 
  (x-)2  = k22 

 2  





 k

 k22 f(x) dx + 
 +k

 



  k22 f(x) dx 

 





 k

 f(x) dx + 
 +k

 



 f(x) dx      1

k
2  

 เน่ืองจาก 




  f(x) dx = 1 

 

 
 

 

-k

k

 



 f(x) dx = 1 -





 k

 f(x) dx -
 +k

 



 f(x) dx 

 1- 1

k
2  

 P(-k<X< +k)   1- 1

k
2  

ถ้า  k  = 2 

 P(X-2<X< +2)    1- 1

2
2  

     3

4  
 
ตัวอย่างที ่2.29 ให ้X  เป็นตวัแปรสุ่มมี  =  8   และ 2 = 9 ไม่ทราบการแจกแจง 
จงหา 

(ก) P(-4 < X < 20) 
(ข) P(|X-8| > 6) 

 (ก) P(-4 < X < 20) 
  = P [(8-4x3) < X < (8+4x3)] 

  k = 4 

  P(-4 < X < 20)    1- 1

k
2  

 1- 1

4
2  

 1- 1

16   (=
15

16) 
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(ข) P(|X-8| > 6) 
   = P(|X-8| > 2x3) 
   = 1 - P[(8-2x3) < X < (8+2x3)] 

  P(|X-8| > 6)   1-(1- 1

k
2 ) 

      1

k
2  

 
1

2
2  

 
1
4  
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2.11 แบบฝึกหัด 
 
1. ในการทดลองโยนลูกเต๋า 2 ลูก ให ้X คือตวัแปรสุ่มแสดงค่า Absolute  Value  ของผลต่างของแตม้

ลูกเต๋า 2 ลูก จงหาตารางการแจกแจงความน่าจะเป็นของ X พร้อมเขียนกราฟ และหาสมการ 
Probability  Mass Function, f(x) 

 
2. ในการทดลองโยนลูกบอล 5 ลูก ลงกล่อง 4 กล่อง ก าหนดวา่ความน่าจะเป็นท่ีลูกบอลจะลงในกล่อง

ใดกล่องหน่ึงมีค่าเท่ากนั ให ้X คือจ านวนลูกบอลท่ีตกลงในกล่อง 3 จงหา 
(ก) X คือตวัแปรสุ่มแบบไหน 
(ข) การแจกแจงความน่าจะเป็นของ X  (เขียน Tree Diagram ประกอบ) 
(ค) ความน่าจะเป็นท่ีบอลจะตกลงในกล่อง 3 ทั้ง 5 ลูก 
 

3. กล่องใบหน่ึงบรรจุลูกบอล 10 ลูก เป็นสีด า 3 ลูก สีขาว 2 ลูก และสีแดง 5 ลูก สุ่มหยบิลูกบอลทีละลูก 
2 คร้ัง 

(ก) ให ้X คือจ านวนลูกบอลสีขาวท่ีหยบิได ้ 
จงหาการแจกแจงความน่าจะเป็นของ X 

(ข) ให ้X คือจ านวนลูกบอลสีขาวท่ีหยบิได ้Y คือจ านวนลูกบอลสีด าท่ีหยบิได ้ 
จงหาการแจกแจงความน่าจะเป็นร่วมของ X และ Y 

(ค) จากขอ้ (ข) ถา้ให ้ Z คือจ านวนลูกบอลสีแดงท่ีหยบิได ้  
จงหาความน่าจะเป็นท่ีจะหยบิไดลู้กบอลสีแดงทั้ง 2 ลูก  

 เขียน Tree Diagram  เปรียบเทียบเหตุการณ์ในขอ้ (ก), (ข) และ (ค) 
 
4. ในการทดลองโยนเหรียญอนัหน่ึง 3 คร้ัง ถา้ก าหนดให ้

X = จ านวนคร้ังของการเกิดหวัในการโยนเหรียญคร้ังแรก 
Y = จ านวนคร้ังของการเกิดหวัในการโยนเหรียญ 3 คร้ัง 
จงหา 

(ก) Marginal Distribution ของ X และฟังคช์ัน่ของ g(x) 
(ข) Marginal Distribution ของ Y และฟังคช์ัน่ของ h(y) 
(ค) การแจกแจงความน่าจะเป็นร่วมของ X และ Y และฟังคช์ัน่ของ f(x,y) 
(ง) Conditional Distribution ของ Y|X และฟังคช์ัน่ของ f(y|x) 
(จ) Conditional Distribution ของ X|Y และฟังคช์ัน่ของ f(x|y) 
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5. ก าหนดใหต้วัแปรสุ่ม X ซ่ึงมีฟังคช์ัน่การแจกแจงความน่าจะเป็นดงัน้ี 
f(x) = kx2 เม่ือ | x |  <  k 

 จงหา 
(ก) ค่าของ k 
(ข) P (0 <  X < 0.5 )  

 
6. ก าหนดใหฟั้งคช์ัน่การแจกแจงความน่าจะเป็นร่วมของ X และ Y คือ 

f(x,y) = 8 xy เม่ือ 0 < x < y < 2 
 จงหา 

(ก) Marginal Distribution ของ X และ Y 
(ข) ตรวจสอบวา่ X และ Y เป็นอิสระต่อกนั 

(ค) P (
4

1  <  X < 1 | Y =  
2

3 ) 

 
7. เคร่ืองบินท้ิงระเบิดล าหน่ึงมีภาระกิจเพื่อไปท้ิงระเบิดท าลายรางรถไฟแห่งหน่ึง ถา้เคร่ืองบินล าน้ีท้ิง

ระเบิดลูกใหญ่ขณะท่ีบินสูง 40 เมตร เหนือรางรถไฟ หรือท้ิงระเบิดลูกเลก็ ขณะท่ีบินสูง 15 เมตร 
เหนือรางรถไฟ จะสามารถท าสายรางรถไฟได ้

ถา้ให ้ X = ระยะความสูงของเคร่ืองบินเหนือรางรถไฟขณะท้ิงระเบิด 

 f(x) = 
5,000

x-100   เม่ือ 0 < x < 100 

 จงหา 
(ก) ความน่าจะเป็นท่ีจะสามารถท าลายรางรถไฟไดถ้า้ท้ิงระเบิดลูกใหญ่ 1 ลูก 
(ข) ความน่าจะเป็นท่ีจะสามารถท าลายรางรถไฟไดถ้า้ท้ิงระเบิดลูกเลก็ 1 ลูก 
(ค) ความน่าจะเป็นท่ีจะสามารถท าลายรางรถไฟไดถ้า้ท้ิงระเบิดลูกใหญ่ 5 ลูก และลูก 
      เลก็ 5 ลูก 

 
8. ในการทดลองสุ่มหยบิผลไม ้ 400 ผล จากถุงซ่ึงบรรจุผลไม ้ 3 ชนิด คือ ส้ม 4 ผล มะม่วง 2 ผล และ

มงัคุด 3 ผล ถา้ให ้
X = จ านวนส้มท่ีหยบิได ้
Y = จ านวนมะม่วงท่ีหยบิได ้

 จงหา      (ก) การแจกแจงความน่าจะเป็นร่วมของ X และ Y 
(ข) P [(X, Y)  A] เม่ือ   A = { (x, y) | x-y | < 1 } 
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9. คะแนนสอบไล่ของวิชาความน่าจะเป็นและสถิติประยกุตส์ าหรับวิศวกร ซ่ึงมีนิสิต 60 คน มีค่าดงั   

ตาราง 
 

23 60 79 32 57 74 52 70 82 36 
80 77 81 95 41 65 92 85 55 76 
52 10 64 75 78 25 80 98 81 67 
41 71 83 54 64 72 88 62 74 43 
60 78 89 76 84 48 84 90 15 79 
34 67 17 82 69 74 63 80 85 61 

 
(ก) จงสร้าง Stem and Leaf ของคะแนนสอบไล่ดงักล่าว 
(ข) จงหาการแจกแจงความถ่ีสัมพทัธ์ 
(ค) สร้างกราฟแจกแจงความถ่ีสัมพทัธ์ (Relative Frequency Histogram) พร้อมลากเสน้   
      ประมาณของ  f(x) และบอกวา่กราฟบิดเบ้ียวอยา่งไร 
(ง) สร้างกราฟการแจกแจงความถ่ีสัมพทัธ์สะสม พร้อมลากเสน้ประมาณของ F(x) 
(จ) จงหา  First Quartile และ Seventh Decile 

 
10. ก าหนดฟังคช์ัน่การแจกแจงความน่าจะเป็นร่วมกนัของ X และ Y คือ 

f(x, y) = 
30

 yx    เม่ือ x   =   0, 1, 2, 3 

    และ y   =   0, 1, 2 
 จงหา 

(ก) P( X < 2, Y = 1) 
(ข) P( X > 2, Y < 1) 
(ค) P( X > Y) 
(ง) P( X+Y = 4) 

11. ในการทดลองทอดลูกเต๋า 1 ลูก ถา้ก าหนดให ้ X  =  แตม้ลูกเต๋าท่ีทอดได ้
 จงหา 

(ก) (X)  และ VAR (X) 
(ข)  E (Y)  เม่ือ Y = 3X2 +6 
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(ค)  VAR (Z)  เม่ือ  Z = 2X –5 
 
12. ให ้X และ Y เป็นตวัแปรสุ่มซ่ึงมีฟังคช์ัน่ความน่าจะเป็นคือ 

 f(x)  = 
3

x      เม่ือ     x =  1, 2 

 และ f(y|x)   = 
0.5x

y

x







  เม่ือ   y =  0, 1, ……., x 

       x = 1, 2 
 จงหา 

(ก) E (X)  และ  VAR  (X) 
(ข) E (Y) และ E (XY) 

 
13. ตวัแปรสุ่ม X และ  Y  เป็นอิสระต่อกนั  
 ถา้ E(X)  = E (Y) = 10 แต่  x  y 
 ก าหนดให ้ Z = aX + (1-a)Y    เม่ือ   0 <  a   < 1 
 จงหา 

(ก) E (Z) 
(ข) ค่า  a  ในเทอมของ  2

x  และ  2
y   ซ่ึงท าให ้VAR (Z) มีค่าต ่าท่ีสุด 

 
14. ในการท าฟาร์มไก่ สมมติใหไ้ก่แต่ละตวัท่ีเกิดมาสามารถท าก าไรใหเ้จา้ของฟาร์มไดต้วัละ X บาท  

ถา้ X คือตวัแปรสุ่มต่อเน่ืองซ่ึงมีฟังคช์ัน่ความน่าจะเป็นคือ 

 f(x) = 
9

2 (x+1) เม่ือ –1 < x < 2 

 จงหา 
(ก) ก าไรเฉล่ียต่อลูกไก่ 1 ตวั 
(ข) ความแปรปรวนของผลก าไรต่อลูกไก่ 1 ตวั 

 
15. โรงงานท าธงชาติแห่งหน่ึง ท าการตดัผา้สีแดง สีขาว และสีน ้าเงินเพื่อเยบ็ธงชาติ 
 ก าหนดให ้ X  = ความกวา้งของผา้สีแดงท่ีตดัไดมี้ x = 10 ซม. และ x = 1.25 ซม. 
   Y  =  ความกวา้งของผา้สีขาวท่ีตดัไดมี้ y = 10 ซม. และ y = 0.75 ซม. 
   Z  =  ความกวา้งของผา้สีน ้ าเงินท่ีตดัไดมี้ z = 15 ซม. และ z = 1 ซม. 
 ถา้ก าหนดให ้ W คือความกวา้งของธงชาติซ่ึงเท่ากบั  2X+2Y-Z 
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 จงหา  E(W)  และ  Var (W) 
 
16. เกมดึงไพอ่อกจากส ารับ  1 ใบ แบบใส่คืนมีกติกาดงัน้ี 
 

ไดไ้พ ่ ไดรั้บเงิน (บาท) 
J 
Q 

K หรือ A 
2-9 

10 
20 
50 
- 

 
 ถา้ในการเล่นแต่ละคร้ังผูเ้ล่นตอ้งจ่ายเงินคร้ังละ 10 บาท ถามวา่เกมน้ียติุธรรมหรือไม่ 
 
17. ให ้COV (X, Y)  คือ  Covariance ของ X และ Y  
 จงพิสูจนว์า่  Cov (aX, bY)  =  ab Cov (X, Y) 
 
18. ให ้X และ Y คือตวัแปรสุ่ม 2 ตวั และ 
 Z = aX + bY 

 จงพิสูจนว์า่  2
z   =   xy2ab 

2
y 2b 

2
x 2a     

และถา้ X และ Y เป็นอิสระต่อกนั จงพิสูจนว์า่ 2
y

 2b  2
x

 2a    2  
z

 

 
19. ก าหนดวา่ตวัแปรสุ่ม X คือ อายกุารใชง้าน (ชม.) ของ Compressor  ซ่ึงมี Density Function คือ 

 f(x) = x/900-e 
900

1   เม่ือ  x > 0 

 จงหา 
(ก) อายกุารใชง้านเฉล่ียของ  Compressor 
(ข) ค่าความแปรปรวนของ X 
(ค) E (X+5)2 

 
20. ให ้ X  คือค่าท่ีไดจ้ากการทอดลูกเต๋าสีเขียว 
  Y  คือค่าท่ีไดจ้ากการทอดลูกเต๋าสีแดง 

จงหาค่าความแปรปรวนของ 
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(ก) 2X-Y 
(ข) X+3Y-5 

 
21. บริษทัผลิตสายโทรศพัทแ์ห่งหน่ึงก าหนดวา่ค่าเฉล่ียของสายโทรศพัทย์าว 130 ซม. และมีส่วนเบ่ียง 
     เบนมาตราฐานเท่ากบั 15 ซม. จงค านวณหาวา่มีสายโทรศพัทก่ี์เปอร์เซ็นตท่ี์ยาวกวา่ 175 ซม. 



บทท่ี 3 การแจกแจงความน่าจะเป็น 

เอกสารประกอบการสอนวิชา 207251                                                             สถิติทางวศิวกรรม(Engineering Statistics) 

บทที ่3 
การแจกแจงความน่าจะเป็น 
(Probability Distributions) 

 

3.1 ค าน า 
 
  ตวัแปรสุ่มคือ ตวัแปรท่ีแสดงผลลพัธ์ของการทดลองท่ีเราตอ้งการทราบ มีค่าเป็นตวัเลข 
ความรู้เก่ียวกบัการแจกแจงความน่าจะเป็นของตวัแปรสุ่มจะบอกใหเ้ราทราบวา่ 

 ตวัแปรสุ่ม X มีค่าเป็นอะไรไดบ้า้ง 
 f(x) และ F(x) มีลกัษณะอยา่งไร มีพารามิเตอร์อะไรบา้ง และหาไดอ้ยา่งไร 
 พารามิเตอร์ของ X  เช่น   และ 2 มีค่าเท่าไร 
 P(X < x) มีค่าเท่าไร ถา้ทราบค่า x 
 x  มีค่าเท่าไร ถา้ทราบค่า P(X < x) 
 
ตวัแปรสุ่มแบ่งออกไดเ้ป็น 2 ประเภทคือ ตวัแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง (Discrete Random 

Variable) และตวัแปรสุ่มต่อเน่ือง (Continuous Random Variable)  ในบทน้ีจะกล่าวถึงการแจกแจงความ
น่าจะเป็นของทั้งตวัแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง และตวัแปรสุ่มต่อเน่ือง 

 
3.2  ตวัแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง 
 
  ตวัแปรสุ่มไม่ต่อเน่ืองไดแ้ก่ตวัแปรสุ่มท่ีแสดงค่าเป็นเลขจ านวนเตม็ เช่น จ านวนคน 
จ านวนเคร่ืองคอมพิวเตอร์ จ านวนรถยนต ์จ านวนช้ินส่วน เคร่ืองจกัร เคร่ืองมือต่าง ๆ เป็นตน้ ในบทน้ีจะ
กล่าวถึงการแจกแจงความน่าจะเป็นของตวัแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง 6 ชนิดคือ 

(1) การแจกแจงแบบเอกรูป หรือแบบสม ่าเสมอ (Uniform Distribution) 
(2) การแจกแจงแบบทวินาม (Binomial Distribution) 
(3) การแจกแจงแบบพหุนาม (Multinomial Distribution) 
(4) การแจกแจงแบบไฮเปอร์จีออเมตริก (Hypergeometric Distribution) 
(5) การแจกแจงแบบปัวซอง (Poisson Distribution) 
(6) การแจกแจงแบบทวินามลบและการแจกแจงแบบเรขาคณิต (Negative Binomial 

and Geometric Distribution) 
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 3.2.1 การแจกแจงแบบเอกรูปหรือแบบสม า่เสมอ (Uniform Distribution) 
 
 การแจกแจงแบบเอกรูปหรือสม ่าเสมอ เก่ียวขอ้งกบัการทดลองซ่ึงโอกาสการเกิดผลลพัธ์
ใด ๆ มีค่าเท่ากนั เช่น การทอดลูกเต๋า การหยบิไพ ่การจบัสลากล๊อตเตอร่ี เป็นตน้ 
 
  ให ้X = ตวัแปรสุ่มแบบเอกรูป 

 f(x) = u(x;k) = 1

k   เม่ือ  x = x1, x2,....,xi,.....,xk      ...............(3.1) 

 F(xi) = 
j=1

i
 f(xj) = 

j=1

i


1

k  = i

k        ........................(3.2) 

  เม่ือ  k  คือ พารามิเตอร์ของการแจกแจงแบบเอกรูป 
 

  
 

รูปที ่3.1   กราฟการแจกแจงความน่าจะเป็นแบบเอกรูป 
 

  = 
i=1

k
 xi f(xi) 

   = 1

k i=1

k
 xi   ...............................................(3.3) 

 2 = 
i=1

k
 (xi-)2 f(xi) 

   = 1

k i=1

k
 (xi-)2   ...............................................(3.4) 

 หรือ 2 = 1

k i=1

k
 xi

2-2   ...............................................(3.5) 

 
 ตัวอย่างที ่ 3.1    ให ้X เป็นตวัแปรสุ่มแบบเอกรูปแสดงผลของการทอดลูกเต๋า จงหา f(x), F(x), 
 และ 2 

 f(x) = 1

6         เม่ือ  x = 1, 2, ........, 6 
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 F(x) =  f(t)   =   
x

6t=1

x
  เม่ือ x = 1, 2,........., 6 

  = 1

6 i=1

6
 xi 

   = 1+2+3+4+5+6

6   =   
21

6    = 3.5 

 2 = 1

6 i=1

6
  xi

2 - (21

6 )

2
 

   = 1

6  (1+4+9+16+25+36) - (21

6 )

2
 

   = 91

6

21

6

2

 =  
105

36  =  2.92








  

 
 3.2.2 การแจกแจงแบบทวินาม  (Binomial Distribution) 
 
 การทดลองแบบทวินาม (Binomial Process) มีคุณสมบติัท่ีส าคญัคือ 

- เก่ียวขอ้งกบัการทดลอง n คร้ัง 
- ผลลพัธ์การทดลองแต่ละคร้ังมี 2 แบบ คือ 

- ความส าเร็จ (Success) หรือความลม้เหลว (Failure) 
- ถูกหรือผดิ 
- ดีหรือเสีย 
- สีแดงหรือไม่ใช่สีแดง เป็นตน้ 

- การทดลองแต่ละคร้ังเป็นอิสระต่อกนั 
- ความน่าจะเป็นท่ีผลการทดลองแต่ละคร้ังเป็น "ความส าเร็จ" เท่ากบั 

  p และ "ความลม้เหลว" เท่ากบั q (=1-p) และมีค่าคงท่ี 
 ให ้X    = ตวัแปรสุ่มแบบทวินามแสดงจ านวนคร้ังของความส าเร็จในการทดลอง n คร้ัง 

 f(x)    = b(x; n,p)  = x-n
p)-(1 

x
p 

x

n








  

      เม่ือ x = 0, 1, 2, ....., n     ….......…..(3.6) 
 F(r)     = P(X < r)  = B(r; n,p) 

     = 
x=0

r
 b(x; n,p) = 

x=0

r
 x-n

q 
x

p
x

n








  

 = r-n
q

r
p  .........

2-n
q

2
p +

1-n
pq +

n
q 

0

n

r

n

2

n

1

n
































  …..…….(3.7) 

 
ตาราง Binomial Sum B(r; n,p) ส าหรับค่า r, n, p ต่าง ๆ แสดงอยูใ่นตารางท่ี A1 ทา้ยเล่ม 
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ถ้า x = n 

 F(n) =  b(x; n,p)
x=0

n
  

   = (p+q)n   = 1.00 

   = x-n
q 

x
p 

n

0=x
 x 

x

n
 







  

   =   x 
n!

(n-x) ! x!x=0

n
  p

x
 q

n-x  

   = np    
(n-1) !

(n-x) ! (x-1) !x=1

n
   p

x-1
 q

n-x  

 ให ้ y  = x-1 
 ถา้  x = 1  ;   y = 0 
  x = n  ;   y = n-1 
 

   = np    
(n-1) !

(n-1-y) ! y !y=0

n-1
   p

y
 q

n-1-y  

   = np y-1-n
q 

y
p   

1-n

0=y
   

y  

1-n
 







  

   = np (p+q)n-1 =    np  .....................................(3.8) 
 E(X2) =   x

2

x=0

n
  b(x; n,p) 

   =   
x=0

n
 {x+x(x-1)} b(x; n,p) 

   =  +   
x=0

n
 x(x-1) n !

(n-x) ! x !  p
x

 q
n-x 

   =  + n(n-1) p2
  

x=2

n (n-2) !

(n-x) ! (x-2) !  p
x-2

 q
n-x  

 ให ้ y  = x-2 
 ถา้  x = 2  ;   y = 0 
  x = n  ;   y = n-2 

 E(X2) =  + n(n-1) p2
  

y=0

n-2 (n-2) !

(n-2-y) ! y !  p
y

 q
n-2-y  

   =  + n(n-1) p2  (p+q)n-2 

   = np + n(n-1) p2 

 2 = E(X2)- 2 
   = np + n(n-1) p2 - (np)2 

   = np + (np)2-np2-(np)2 

   = np (1-p)  = npq   .......................................(3.9) 
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 ตัวอย่างที ่3.2    ในการทดลองสุ่มผลิตภณัฑ ์3 ช้ิน จากขบวนการผลิต และความน่าจะเป็นท่ีจะ

สุ่มไดผ้ลิตภณัฑเ์สียเท่ากบั 1

4   จงหา 
(1) P(X = 2)  และ  P(X < 2) 
(2) , 2 
(3) จงเขียน Tree Diagram แสดงผลลพัธ์ท่ีเป็นไปไดข้องการทดลอง และความน่าจะ

เป็นของผลลพัธ์ 
 วธีิท า  
  n  = 3 
  X  = ตวัแปรสุ่มแบบทวินาม มีค่า 0, 1, 2, 3 
 (1)  P(X=2) = f(2) 

     = 3 !

(3-2) ! 2 !  
1

4

2

 
3

4















 

     = 3 
1

4

2

 
3

4    =   
9

64















  

   P(X < 2) = F(2) 

     = 
x 0

2 3 !

(3-x) ! x !  
1

4

x

 
3

4

3 x





















  

     = 3

4

3

+3 
1

4  
3

4

2

3 
1

4

2

 
3

4
























 
















 

     = 27

64

27

64

9

64    =   
63

64   
 หรือ  P(X < 2) = 1-P (X = 3) 
     = 1-f(3) 

     = 1-
1

4

3

  =  1-
1

64   =   
63

64







  

 (2)  = np 

    = 3x
1

4   =   
3

4  
  2 = npq 

    = 3 x 
1

4  x 
3

4    =   
9

16  
 (3) Tree Diagram 

 ให ้ S = ผลิตภณัฑเ์สียท่ีสุ่มได ้และ P(S) = 1

4  
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4
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1

4
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 3 1

4
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1

4  
3

4
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1

4  
3

4

2















    

 
3

4

3







    

 
 ตัวอย่างที ่3.3    จากตวัอยา่งท่ี 2.6 ถุงใบหน่ึงบรรจุผลไม ้3 ชนิด คือ ส้ม 3 ผล มะม่วง 2 ผล และ
มงัคุด 3 ผล  ถา้ให ้X  คือ จ านวนสม้ท่ีหยบิไดจ้ากการสุ่มเลือกผลไม ้4 คร้ัง แบบใส่คืน จงหา f(x) 
 วธีิท า 
  X = ตวัแปรสุ่มแบบทวินามแสดงจ านวนสม้ท่ีหยบิได ้
  n = 4 
  x = 0, 1, 2, 3, 4 

  p = 3

8  

  f(x) = 
x4

8

5
  

x

8

3
  

x

4

























  

 
x 0 1 2 3 4  

f(x) 625

4096  1500

4096  1350

4096  540

4096  81

4096  1.0 

 
 3.2.3 การแจกแจงแบบพหุนาม (Multinomial Distribution) 
 
 การทดลองแบบพหุนามคลา้ยกบัการทดลองแบบทวินาม คือ เก่ียวขอ้งกบัการทดลอง n 
คร้ัง การทดลองแต่ละคร้ังเป็นอิสระต่อกนัแต่ต่างกนัตรงท่ีผลลพัธ์ของการทดลองแต่ละคร้ังมี k แบบ (ทวิ
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นามมี 2 แบบ) ดงันั้นจึงอาจกล่าวไดว้า่การแจกแจงแบบทวินามเป็นกรณีพเิศษของการแจกแจงแบบพหุ
นามเม่ือ  k = 2 
 
 ให ้X1, X2,............, Xk   = คือเซทของตวัแปรสุ่มแบบพหุนามท่ีแสดงจ านวน 
      คร้ังของความส าเร็จในการทดลอง  n  คร้ัง 
 

Outcomes No.of Success Prob. of Success 
E1 x1 p1 
E2 x2 p2 
. . . 
. . . 

Ek xk pk 
 n 1.0 

 
สามารถเขียน Tree Diagram แสดงผลลพัธ์ของการทดลองแบบพหุนามไดด้งัน้ี 

f(x1, x2,...., xk ; p1, p2,......, pk, n)     =   n !

x
1
 ! x

2
 ! .....  x

k
 !  p

1

x1
 p

2

x2
p

k

xk
.....  

     เม่ือ 0 < xi < n     (i = 1,......., k) 

     และ  x
ii=1

k
  =  n       .............................(3.10) 

 ในท านองเดียวกบักรณีการแจกแจงแบบทวินาม จะหา  และ 2 ไดด้งัน้ี 
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ตวัแปรสุ่ม  2 
X1 np1 np1(1-p1) 
X2 np2 np2(1-p2) 
. . . 
. . . 

Xk npk npk(1-pk) 
 
 ตัวอย่างที ่3.4  จากตวัอยา่งท่ี 3.3 ถา้ให ้
  X1 = จ านวนส้มท่ีหยบิได ้
  X2 = จ านวนมะม่วงท่ีหยบิได ้
  X3 = จ านวนมงัคุดท่ีหยบิได ้
  จากการสุ่มหยบิผลไม ้4 คร้ัง แบบใส่คืน 
 จงหา 
  (1)  p1, p2, p3 

(2) P(X1=1, X2=1, X3= 2)  =  f (1, 1, 2) 
 วธีิท า 
  n = 4, k = 3 
 

Outcomes X P(E.) 
E1 (ส้ม) 0 < x1 < 4 p1= 3

8  
E2 (มะม่วง) 0 < x2 < 4 p2= 2

8  
E3 (มงัคุด) 0 < x3 < 4 p3= 3

8  

 4 1.0 
 
  P(X1=1, X2=1, X3= 2)  =  f (1, 1, 2) 

    = f (1, 1, 2; 3

8 , 2

8 , 3

8 , 4) 

    = 4 !

1 ! 1 ! 2 !  
3

8   
2

8   
3

8

2























  

    = 12 x 
3

8  x 
2

8  x 
9

64   =   
81

512  
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  3.2.4  การแจกแจงแบบไฮเปอร์จีออเมตริก  (Hypergeometric Distribution) 
 
  การทดลองแบบไฮเปอร์จีออเมตริก เก่ียวขอ้งกบัการทดลอง n คร้ัง คล้ายการทดลองแบบ
ทวินาม และพหุนาม แต่การทดลองแต่ละคร้ังไม่เป็นอิสระต่อกนั ความน่าจะเป็นของการเกิดเหตุการณ์
เดียวกนัในการทดลองแต่ละคร้ังต่างกนั ตวัอยา่งของการทดลองแบบไฮเปอร์จีออเมตริก ไดแ้ก่การหยบิ
ผลไมจ้ากถุงผลไมท่ี้ประกอบดว้ยส้ม 3 ลูก มะม่วง 2 ลูก และมงัคุด 3 ลูก แบบไม่ใส่คืน 
 
  การทดลองแบบไฮเปอร์จีออเมตริก แบ่งออกเป็น 2 กรณีคือ (1) กรณีผลลพัธ์มี 2 แบบ (2) 
กรณีผลลพัธ์มี k แบบ 
 
  3.2.4.1 กรณีผลลพัธ์มี 2 แบบ (Bivariate Hypergeometric) 
  กรณีน้ีจะคลา้ยการแจกแจงแบบทวินาม ซ่ึงผลลพัธ์มี 2 แบบ คือ "ความส าเร็จ" และ   
"ความลม้เหลว" 

  f(x) = h(x; N, n, k) = 


























n

N

x-n

k-N

x

k
 

 .........................(3.11) 

  x = จ านวนคร้ังท่ีประสบความส าเร็จ 
    = 0, 1, 2,................., Min (k, n) 
  n = จ านวนคร้ังของการทดลอง 
   N = จ านวนประชากรทั้งหมด 
  k = จ านวน "ความส าเร็จ" ใน N 
  N-k = จ านวน "ความลม้เหลว" ใน N 

   = n
k

N      ........................(3.12) 

  2 = N-n

N-1  n. 
k

N  (1-
k

N)    ........................(3.13) 

 ถ้า n << N มาก  N-n

N-1








  1 

  ความน่าจะเป็นท่ีผลลพัธ์คือ "ความส าเร็จ" (p) ในแต่ละคร้ังของการทดลองจะมีค่าเกือบ
คงท่ี กรณีน้ีจะสามารถใชก้ารแจกแจงแบบทวินามประมาณค่าการแจกแจงแบบไฮเปอร์จีออเมตริกได ้

  พสูิจน์ E(X) =    = 




























n

N

x-n

k-N

x

k
 

n

0=x

 x  
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     = 




















n

N

x-n

k-N
 

  
!  x! x)-(k

!k n

0=x

 x  

     = 




















n

N

x-n

k-N
 

  
! 1)-(x ! x)-(k

! 1)-(kn

1=x

  k  

     = 




























1-n

1-N

n

N

1)-(x - 1)-(n

1)-(k - 1)-(N
  

1-x

1-k
 

   
n

1=x

  k  

     = k
n

N   
x=1

n
 h(x-1 ; N-1, n-1, k-1) 

  ให ้  y  =   x-1 
  ถา้   x =  1 ;  y  = 0 
        x =  n ; y = n-1 

    E(X) = k
n

N   
y=0

n-1
 h (y: N-1, n-1, k-1) 

     = n
k

N    ...................................(3.14) 
 จาก E(X2) = E(X) + E(X(X-1)) 

 E(X(X-1)) =   
x=0

n
 x(x-1) 



























n

N

x-n

k-N

x

k
 

 

    =   
x=0

n
 x(x-1) 



















n

N

x-n

k-N
 

  
!  x! x)-(k

!k  

    = 




















n

N

x-n

k-N
 

  
! 2)-(x ! x)-(k

! 2)-(kn

0=x

   1)-(kk  

    = 

































n

N

x-n

k-N
 

  
2-k
2-x 

n

0=x

   1)-(kk  
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n

N







  = 








2-n

2-N
 

1)-(nn 

1)-(N N  

 








x-n

k-N  = 








2)-(x -  2)-(n

2)-(k -2)-(N  

 E(X(X-1)) = k(k-1) 




























2-n

2-N

2)-(x - 2)-(n

2)-(k - 2)-(N

   
n

2=x

 
1)-(N N

1)-(nn 

2-x

2-k  

    = k(k-1) n (n-1)

N (N-1)  

x = 2

n
 h(x-2 ; N-2, n-2, k-2) 

 ให ้      y = x-2 

 E(X(X-1)) = k(k-1) n (n-1)

N (N-1)  

y = 0

n-2
 h(y ; N-2, n-2, k-2) 

    = k(k-1) n (n-1)

N (N-1)   

   2 = E(X2)-2 

    =  + k(k-1) n (n-1)

N (N-1)  - 2 

    = k
n

N + k(k-1) n (n-1)

N (N-1)  - k2 n
2

N
2  

    = N-n

N-1  n. 
k

N  (1-
k

N)








   ........................(3.15) 

 
 ตัวอย่างที ่3.5   จากตวัอยา่งท่ี 3.3 ถา้ให ้X  คือ จ านวนสม้ท่ีหยบิไดจ้ากการสุ่มเลือกผลไม ้แบบ
ไม่ใส่คืน จงหา f(x), , 2 

 วธีิท า 
  X = ตวัแปรสุ่มแบบไฮเปอร์จีออเมตริกแสดงจ านวนสม้ท่ีหยบิได ้
  n = 4 
  N = 8 
  k = 3 
  x = 0, 1, 2, 3 

  f(x) = h(x ; 8, 4, 3) = 


























4

8

x-4

5   

x

3
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x 0 1 2 3  
f(x) 5

70  30

70  30

70  5

70  1.0 

 

   = n
k

N  =  4 x 3

8    =   3

2  

   2 = N-n

N-1  n. 
k

N  (1-
k

N)  

    = 8-4

8-1  4. 
3

8  (1-
3

8)








  

    = 4

7  x 4 x 
3

8  x 
5

8    =    
15

28  
 
 ตัวอย่างที ่3.6   บริษทัตอ้งการตรวจสอบสินคา้ส่งออก 50 ช้ิน โดยการสุ่ม 5 ช้ิน และตั้งเกณฑว์า่ 
ถา้พบสินคา้ช ารุด 1 ช้ิน หรือมากกวา่ผูซ้ื้อจะส่งคืนสินคา้ได ้บริษทัผูผ้ลิตยอมรับวา่มีสินคา้ช ารุด 20 % จง
หาความน่าจะเป็นท่ีสินคา้จะถูกส่งคืน 
 วธีิท า     กรณีน้ีเป็นการแจกแจงแบบไฮเปอร์จีออเมตริก 
  N = 50 
  n = 5 

  k = 20

100  x 50   =    10   (จ านวนสินคา้ช ารุดจากสินคา้ทั้งหมด 50 ช้ิน) 
  x > 1 
 P(X > 1) = 1-P (X = 0) 
 

 P(X = 0) =   =   

 

5 

50

0-5 

10-50

0

10



























 0.3106 

 P(X > 1) = 1-0.3106     = 0.6894 
 
 ตัวอย่างที ่3.7    ในการขนส่งยางรถยนต ์5,000 เส้น ไปยงัพอ่คา้ขายส่ง มียาวช ารุด 1,000 เส้น 
ถา้ลูกคา้ซ้ือยาง 10 เส้น จากพอ่คา้ขายส่ง จงหาความน่าจะเป็นท่ีจะพบยางช ารุด 3 เส้น 
 วธีิท า    
  N = 5,000 
   k = 1,000 
   n = 10 
   x = 3 
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   h(3 ; 5,000, 10, 1,000) = 


























10  

000,5

3-10     

1,000-5,000

3  

000,1
 

 

       = 0.2015 
 
 เน่ืองจาก  n << N มาก 
  สามารถใชก้ารแจกแจงแบบทวิมานประมาณค่าไดด้งัน้ี 

    p = k

N   =   
1,000

5,000   = 0.2 

  b(3 ; 10, 0.2) = 10 !

7 ! 3 !  (0.2)3 (0.8)7 

     = 0.2013 
 
  3.2.4.2 กรณีผลลพัธ์มี k  แบบ (Multivariate Hypergeometric) 
  กรณีน้ีจะคลา้ยการแจกแจงแบบพหุนาม 
 ให ้X1, X2,....., Xk คือ  จ านวนคร้ังท่ีผลลพัธ์เป็น E1, E2,......, Ek ตามล าดบัในการ
ทดลอง  n  คร้ัง และ a1, a2,.........., ak  คือ จ านวนสมาชิกของประชากรใน E1, E2,........, Ek ตามล าดบั 
 

Outcomes No. of Success ใน N No. of Success ใน n 
E1 a1 x1 
E2 a2 x2 
. . . 
. . . 

Ek ak xk 

 N n 
 
 f(x1, x2,.........., xk ; a1, a2,.........., ak, N, n) 

   = 



















































n

N

k
x

k
a

....... 

2
x

2
a

  

1
x

1
a

  .....................................(3.16) 

 เม่ือ x = 0, 1,.........., Min (ai, n) เม่ือ i = 1, 2,........., k 
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   = 
i 1

k
a
i

  = N 

   = 
i 1

k
x

i
  = n 

 
  และ 2 มีค่าดงัตาราง 
 

ตวัแปรสุ่ม  2 
X1 n. 

a
1

N  N-n

N-1  n. 
a
1

N  1-
a
1

N


















 

X2 n. 
a

2
N  N-n

N-1  n. 
a

2
N  1-

a
2

N


















 

. . . 

. . . 
Xk n. 

a
k

N  N-n

N-1  n. 
a

k
N  1-

a
k

N


















 

 
 ตัวอย่างที ่3.8   กลุ่มคน 10 คน ประกอบดว้ยคนเลือดกรุ๊ป O 3 คน A 4 คน และ B 3 คน ถา้สุ่ม
ตรวจเลือด 5 คน พบวา่ x มีค่าดงัตาราง จงหาความน่าจะเป็นท่ีจะสุ่มไดผ้ลลพัธ์ดงักล่าว 
 

กลุ่มเลือด ai xi 

O 
A 
B 

3 
4 
3 

1 
2 
2 

 N = 10 n = 5 
 
 f (1, 2, 2 ; 3, 4, 3, 10, 5) 

   = 
14

3
  =  

  

5

10

2

3

2

4

1

3
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 3.2.5 การแจกแจงแบบปัวซอง  (Poisson Distribution) 
 
 ปัวซองใชอ้ธิบายการแจกแจงจ านวนคร้ังของความส าเร็จในช่วงเวลาหน่ึง หรือต่อหน่ึง
หน่วยพื้นท่ี เช่น จ านวนคนท่ีเขา้หอ้งสมุดใน 1 วนั หรือจ านวนรถแทรกเตอร์ต่อพื้นท่ี 1 ไร่ เป็นตน้ 
 
 คุณสมบติัท่ีส าคญัของตวัแปรสุ่มปัวซองคือ จ านวนคร้ังของความส าเร็จในช่วงเวลาหน่ึง
เป็นอิสระต่อจ านวนคร้ังของความส าเร็จในช่วงเวลาอ่ืน 
 

 f(x) = p (x ; ) = e
-

 
x

x !


   เม่ือ  x = 0, 1, 2..........(3.17) 

 F(r) = P (X < r) = P (r ; ) 
      = 

x=0

r
 p (r ; ) .......................(3.18) 

 ค่า  cdf ของปัวซองแสดงอยูใ่นตารางท่ี A2 ของภาคผนวก 
 E(X) =   ...........................................…….............(3.19) 
 2 =   ............................................…................(3.20) 
 พสูิจน์ 

   E(X) = 
x = 0

 x
e
-

 
x

x !





  

    = 
x =1

  
e
-

 
x

(x-1) !





  

    = 
x =1

  
e
-

 
x-1

(x-1) !





  

 
 
 ให ้ y  =  x-1 

  E(X)  = 
y = 0

  
e
-

 
y

y !





   =   

  E(X(X-1)) = 
x = 0

 x(x-1) 
e
-

 
x

x !





  

    = 2 
x = 2

  
e
-

 
x-2

(x-2) !





  

 ให ้ y  =  x-2 

 E(X(X-1)) = 2 
y = 0

  
e
-

 
y

y !
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    = 2  
 2  = + E(X(X-1))- 2 
    =  +2-2   =   
 ถา้  n    และ  p   0   หรือ  p    1 
 และ      = np   มีค่าคงท่ี 
 สามารถใช ้p (x ; ) เป็นตวัประมาณค่าของ  b(x ; n, p) ได ้
 
 พสูิจน์   = np 
    p = 

n  

   b(x ; n, p) = x-n
q 

x
p 

x

n







  

     = n !

(n-x) ! x !  p
x

 q
n-x  

     = n (n-1)........(n-x+1)

x !   n

x
  1- n

n-x 

















  

     = n (n-1)........(n-x+1)

n
x   

x

x!   1- n

n
 1- n

-x  










 


 

 


  

 
 ถ้า  n    

 n
lim
    n (n-1)........(n-x+1)

n
x    

   = n
lim
   1(1-1 (1-

1
n).........(1-

x-1
n )  =    1     

 n
lim
 1- n

-x

  



 


 =  1 

 
 จากนิยามของ  e 

 n
lim
  1- n

n

  



 


  = n

lim
  {[1+

1
n ]

n

 }
-











 

     = e- 

 b(x ; n, p)  = e
-

 
x

x !


    เม่ือ  x = 0, 1, 2, ..................(3.20) 
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 ตัวอย่างที ่3.9     โดยเฉล่ียมีเรือบรรทุกน ้ามนัเล่นเขา้สู่ท่าเรือแห่งหน่ึง 10 ล าต่อวนั ถา้อุปกรณ์
ขนถ่ายน ้ามนัท่ีท่าเรือสามารถขนถ่ายน ้ามนัได ้ 15 ล าต่อวนั จงหาความน่าจะเป็นท่ีท่าเรือจะขนถ่ายน ้ามนั
ไม่ทนั 
 วธีิท า 
    X = จ านวนเรือบรรทุกน ้ามนัท่ีแล่นเขา้ท่าเรือต่อวนั 
    = 10 ล าต่อวนั 
 P(X > 15) = 1-P (X < 15) 

    = 1-
x=0

15
 p (x; 10) 

    = 1-0.9513 
    = 0.0487 
 
 ตัวอย่างที ่3.10     โรงงานผลิตแกว้ ผลิตแกว้เสีย 1 ใบ ในทุก ๆ 1,000 ใบ จงหาความน่าจะเป็นท่ี
โรงงานจะผลิตแกว้เสียนอ้ยกวา่ 7 ใบใน 8,000 ใบ 
  วธีิท า   X = จ านวนแกว้เสียในแกว้ท่ีผลิต 8,000 ใบ 
     n = 8,000  (n ) 

     p = 1

1,000   (p ) 

  P(X < 7)  = 
x=0

6
 b(x ; 8,000, 1

1,000 ) 

     = [ค านวณยาก] 
 ประมาณโดยใชัปัวซอง 

  = np  =   8,000 x 1

1,000   =  8 

 P(X < 7) = 
x=0

6
 p(x ; 8) 

    = 0.313 
 
 3.2.6   การแจกแจงแบบทวินามลบและแบบเรขาคณติ   
           (Negative Binomial and Geometric Distributions) 
 
  3.2.6.1 การแจกแจงแบบทวินามลบ 
 การแจกแจงแบบทวินามลบ นิยามค่าตวัแปรสุ่ม  X  ตรงกนัขา้มกบัการแจกแจงแบบทวิ
นาม โดยมีคุณสมบติัท่ีส าคญัซ่ึงแตกต่างกนัดงัตาราง 
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 Binomial Negative Binomial 
ตวัแปรสุ่ม X 

(No. of success in n trials) 
X 

(No. of trial with k successes) 
ค่าท่ีก าหนดให ้ n, p k, p 
ค่าของ  x 0, 1, 2,........, n k, k+1,.......... 

 

f(x)  =  b* (x ; k, p)  =  k-x
p)-(1 

k
p 

1-k

1-x







      เม่ือ  x = k, k+1,   …............(3.21) 

 
 เน่ืองทวินามลบ ก าหนดวา่ ความส าเร็จคร้ังท่ี k เกิดในการทดลองคร้ังท่ี x จึงท าใหคิ้ด 

จ านวนวิธี (Combination) เพียง    
1-k

1-x







 เท่านั้น 

  = k
p  

 2 = k (1-p)

p
2  

 
 ตัวอย่างที ่3.11 ในการโยนเหรียญ 3 อนั 5 คร้ัง จงหาความน่าจะเป็นท่ีออกหวั 3 อนั คร้ังท่ี 2 
  Sample Space {S} ของ โยนเหรียญ 3 อนั แต่ละคร้ัง 
 

 

{Sample Space}  = HHH, HHT, HTH, HTT 
   THH, THT, TTH, TTT 
ถา้เหตุการณ์ท่ีสนในคือ  HHH 
 
{Sample Space}    = {HHH, HHH'} 
 

p= P(S)= P(HHH)   =  1
2

3
 =  

1
8  = Prob. of Success 

q= P(F) = P(HHH') = 
7
8  = Prob. of Failure 
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 จ านวนเหตุการณ์โยนเหรียญ 3 อนั 5 คร้ัง   =  25 = 32 
 SSSSS        FSSSS 
  SSSSF        FSSSF 

SSSFS FSSFS 
SSSFF FSSFF++ 
SSFSS FSFSS 
SSFSF FSFSF++ 
SSFFS FSFFS++* 
SSFFF++ FSFFF 
SFSSS FFSSS 
SFSSF FFSSF++ 
SFSFS FFSFS++* 
SFSFF++ FFSFF 
SFFSS FFFSS++* 
SFFSF FFFSF 
SFFFS++* FFFFS 
SFFFF++ FFFFF 
           (16 เหตุการณ์)      (16 เหตุการณ์) 

 
 * คือ  Sample Points  ของทวินามลบ 
 ++ คือ Sample Points ของทวินาม 

 b (x ; n, p)  = b (2; 5, 
1
8 ) = 

3

8

7
2

8

1
 

2

5




































  

  = 5!

2!3!  
1

8

2
7

8

3















     = 10 1

8

2

 
7

8

3















    = 0.1047 

 b*(x ; k, p) = b* (5; 2, 
1
8 ) = 

3

8

7
 

2

8

1
 

12

15








































  

  = 
3

8

7
 

2

8

1
 

1!3!

4!















  = 
3

8

7
 

2

8

1
 4 















    =  0.0419 
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  3.2.6.2 การแจกแจงแบบเรขาคณิต 
 การแจกแจงแบบเรขาคณิต คือ ทวินามลบกรณีท่ี k=1 
 f(x) = b*(x ; 1, p) 

   = 1-x
p)-(1  

1
p 

1-1

1-x







   

   = p (1-p)x-1 
   = g (x ; p) เม่ือ  x = 1, 2, ...............................(3.22) 

  = 1
p  

 2 =  (1-p)

p
2  

 
 ตัวอย่างที ่3.11    ในการผลิต พบวา่มีผลิตภณัฑเ์สีย 1 ช้ิน ในทุก ๆ 100 ช้ิน จงหาความน่าจะเป็น
ในการตรวจสอบ 5 ช้ิน พบผลิตภณัฑเ์สียช้ินแรก 
 วธีิท า    

  x  =  5 ; p   =  1

100  

   g (x ; p)  = g (5 ; 1

100 ) 

     = ( 1

100 )  (1- 1

100 )4 

     = 0.096 
 
  3.2.7  สรุปคุณสมบัติทีส่ าคญัของการแจกแจงตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ืองแบบต่าง ๆ 
 
 คุณสมบติัท่ีส าคญัของการแจกแจงตวัแปรสุ่มไม่ต่อเน่ืองแบบต่าง ๆ       แสดงอยูใ่นตาราง
ท่ี 3.1 
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ตารางที ่3.1  ตารางสรุปคุณสมบติัท่ีส าคญัของการแจกแจงตวัแปรสุ่มไม่ต่อเน่ืองแบบต่าง ๆ 
แบบท่ี การแจกแจง ค่าของ X f(x)  2 

1 แบบเอกรูป
หรือ 
แบบ
สม ่าเสมอ 

(x1, x2,......,xk) u(x ; k)= 1

k
 1

k
 
i=1

k
x

i


 

1

k
 
i=1

k
x

i
2

-
2   

2 แบบทวินาม 0, 1, 2,.......,n b(x ; n, p) = 
x-n

p)-(1
x

p 
x

n







  

np npq 

3 แบบพหุนาม x1 = 0, 1, 2,...,n 
x2 = 0, 1, 2,...,n 
.      ........ 
xk = 0, 1, 2,...,n 

f(x1,x2,...,xk; p1, p2,....,pk,n) 


n!

x
1
!x

2
!...x

k
!  p

1
x1  p

2
x2...  p

k
xk 

 เม่ือ  x1+x2+.....+xk  = n 
        p1+p2+.....+pk  =  1.0 

np1 
np2 

. 
npk 

np1q1 
np2q2 

. 
npkqk 

4 แบบไฮเปอร์จี 
ออเมตริก  
กรณีผลลพัธ์มี  
2 แบบ 

0,1,2,..,Min(k,n) h(x ; N, n, k) 

 


























n

N

x-n

k-N

x

k

  =

 

 

 
n

k

N  
 

N-n

N-1 n.
k

N (1-
k

N)


 


  

5 แบบไฮเปอร์จี 
ออเมตริก 

x1 = 0,1,2,......, 
          Min(a1,n) 

f(x1,x2,.....,xk ; a1,a2,.....,ak, N,n) 
n

a
1

N  
N -n

N -1 n.
a
1

N (1-
a
1

N )


 


  

 กรณีผลลพัธ์  
k แบบ 

x2 = 0,1,2,......, 
          Min(a2,n) 
. 

= 



















































n

N

k
x

k
a

....... 

2
x

2
a

  

1
x

1
a

 
n

a
2

N  
. 

N-n

N-1 n.
a

2
N (1-

a
2

N )


 


  

. 

  xk = 0,1,2,......, 
          Min(ak,n) 

เม่ือ x1+x2+.....+xk  = n 
      a1+a2+.....+ak  =  N 

n
a

k
N  

N-n

N-1 n.

a
k

N (1-

a
k

N )


 


  

6 แบบปัวซอง 0,1,2,............... p(x ; )  = e
- x

x!


    

7 แบบทวินาม
ลบ 

k,k+1,.............. b*(x ; k, p) =  
k-x

p)-(1 
k

p 
1-k

1-x







  

k
p  k (1-p)

p
2  

8 แบบเรขาคณิต 1,2,.................. g(x ; p) = p (1-p)x-1 1
p  1-p

p
2  
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3.3 ตวัแปรสุ่มต่อเน่ือง 
 
  ตวัแปรสุ่มต่อเน่ืองไดแ้ก่ตวัแปรสุ่มท่ีแสดงค่าความสูง น ้ าหนกั อุณหภูมิ ระยะทางหรือ
อายกุารใชง้านของอุปกรณ์ ซ่ึงมีค่าต่อเน่ือง ส่ิงท่ีจ  าเป็นตอ้งรู้เก่ียวกบัตวัแปรสุ่มต่อเน่ืองคือ 
 

 ตวัแปรสุ่ม  X  มีค่าต ่าสุด-สูงสุดเท่าไร 
 f(x) และ F(x) มีลกัษณะการแจกแจงอยา่งไร มีพารามิเตอร์อะไรบา้ง และหาพารามิเตอร์

ไดอ้ยา่งไร 

f(x)   =  
dF
dx (x)   (Probability Density Function, pdf) 

F(x)  =  -
x
 f(t) dt  (Cumulative Distribution Function, cdf) 

 พารามิเตอร์ของ  X  เช่น  และ 2  มีค่าเท่าไร 
 
 เม่ือทราบคุณสมบติัเก่ียวกบัการแจกแจงของตวัแปรสุ่มต่อเน่ืองแลว้ จะสามารถน าไป
วิเคราะห์เพื่อตอบค าถามเก่ียวกบัความน่าจะเป็นท่ีตอ้งการได ้เช่น 

 ถา้ก าหนดค่า x ให ้จงหา P(X < x) หรือ P(X > x) 
 ถา้ก าหนดค่า P(X < x) = F(x) จงหาค่า x หรือหา Inverse Function ของ x, F-1(x) 

 
 การแจกแจงของตวัแปรสุ่มต่อเน่ืองท่ีจะกล่าวถึงในบทน้ีมี 6 ชนิดคือ 

(1) การแจกแจงแบบเอกรูป หรือแบบสม ่าเสมอ (Uniform Distribution) 
(2) การแจกแจงแบบปกติ  (Normal Distribution) 
(3) การแจกแจงแบบแกมม่า (Gamma Distribution) 
(4) การแจกแจงแบบเอกซ์โปเนนเชียล (Exponential Distribution) 
(5) การแจกแจงแบบไคสแควร์  (Chi-Squared Distribution, 2) 
(6) การแจกแจงแบบไวบูล  (Weibull Distribution) 

 
 การแจกแจงแบบเอกซ์โปเนนเชียลและไคสแควร์ เป็นกรณีพิเศษของการแจกแจงแบบ
แกมม่า ส่วนการแจกแจงแบบไวบูลจะคลา้ยกบัแกมม่าและเอกซ์โปเนนเชียล 

 ถา้ X คือตวัแปรสุ่มต่อเน่ือง ส่ิงส าคญัของตวัแปรสุ่มต่อเน่ืองท่ีแตกต่างจากตวัแปรสุ่ม
ไม่ต่อเน่ืองคือ  P(X = 100)  =  0 

    ดงันั้น  P(X < 100)  =  P(X < 100) 



บทท่ี 3 การแจกแจงความน่าจะเป็น 

เอกสารประกอบการสอนวิชา 207251                                                             สถิติทางวศิวกรรม(Engineering Statistics) 

89 

3.3.1 การแจกแจงแบบเอกรูปหรือแบบสม า่เสมอ (Uniform Distribution) 
 
  การแจกแจงตวัแปรสุ่มต่อเน่ืองแบบเอกรูปหรือสม ่าเสมอ จะเก่ียวขอ้งกบัการทดลองซ่ึง
โอกาสความน่าจะเป็นท่ีจะเกิดผลลพัธ์ใด ๆ มีค่าเท่ากนั แต่ปกติทัว่ไปตัวแปรสุ่มต่อเน่ืองมักมีการแจกแจง
แบบไม่สม ่าเสมอ เช่น 

 อุณหภูมิเฉล่ียประจ าวนัของอากาศท่ีก าแพงแสนมีค่าอยูร่ะหวา่ง 15-40C แต่ความน่าจะ
เป็นท่ีอุณหภูมิอยูร่ะหวา่ง 25-30C จะมากกวา่ความน่าจะเป็นท่ีอุณหภูมิอยูร่ะหวา่ง 15-
20C หรือ 35-40C แสดงวา่อุณหภูมิเฉล่ียประจ าวนัแจกแจงแบบไม่สม ่าเสมอ 

 นิสิตชายท่ีวิทยาเขตก าแพงแสนมีความสูงระหวา่ง 145-185 ม. แต่ความน่าจะเป็นท่ีความ
สูงนิสิตชายอยูร่ะหวา่ง 165-175 ม. จะมากกวา่ความน่าจะเป็นท่ีความสูงนิสิตชายอยู่
ระหวา่ง 145-155 ม. หรือ 175-185 ม. แสดงวา่ความสูงนิสิตชายของวิทยาเขต
ก าแพงแสนมีการแจกแจงแบบไม่สม ่าเสมอ 
ให ้X = ตวัแปรสุ่มต่อเน่ืองแบบเอกรูป 

f(x) = 1

(b a)     เม่ือ   a < x < b .......................................(3.23) 

F(x) = a

x 1

(b-a)
 dx  

 = x-a

b a
  เม่ือ a < x < b .......................................(3.24) 

 
กราฟ f(x) และ F(x) แสดงอยูใ่นรูปท่ี 3.2 

 
f(x)     F(x)          1.0 

 1

b-a       
 
 
       x           x 
   a      b   a     b 
 

รูปที ่3. 2  กราฟ f(x) และ F(x) ของการแจกแจงแบบเอกรูป 
 

   =  E(X)  =  x.  f(x) dx  =   
b2 - a2
2(b - a)   =   

1
2 (a + b)a

b
  ..............(3.25) 
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 2 = E(X2)- 2   =  x2 .f(x) dx -
1
4  (a + b)2

a
b
  

    = b
3

-a
3

3(b-a)
-  

1

4  (a +b)
2  

= b
2

+ab+a
2

3  -  
a
2

+2ab+b
2

4  

= b
2

-2ab+a
2

12   =   
(b-a)

2

12  .........................(3.26) 
 

 ตัวอย่างที ่3.12  ความดนัภายในท่อก๊าซจะเปล่ียนแปลงอยูใ่นช่วง 200-300 psi ถา้ความน่าจะเป็น
ของความดนัท่ีระดบัใด ๆ มีค่าคงท่ี และวิศวกรก าหนดวา่ความดนัในท่อจะอยูใ่นเกณฑป์ลอดภยัเม่ือมีค่า
ไม่เกิน 280 psi จงหา 

(ก) ความน่าจะเป็นท่ีความดนัภายในท่อจะอยูใ่นเกณฑป์ลอดภยั 
(ข) ความเส่ียงท่ีความดนัภายในท่อจะไม่ปลอดภยั 
(ค)  และ  
(ง) ความน่าจะเป็นท่ีความดนัจะอยูใ่นช่วง  
(จ) จงหาความดนั ถา้ความเส่ียงท่ีความดนัภายในท่อจะไม่ปลอดภยัเท่ากบั 0.1 

 
วธีิท า (ก)  X  =  ความดนัภายในท่อก๊าซ, psi 

f(x)  = 1

300-200   = 1

100  เม่ือ 200 < x < 300 

  P(X<280) =   
1

100  dx
200

280
  

    = 280 200

100  
   =  0.8  (ความน่าจะเป็นท่ีความดนัอยู ่

ในเกณฑป์ลอดภยั 
 (ข) P(X>280) = 1-P(X < 280) (ความเส่ียงท่ีความดนัจะไม่ปลอดภยั) 
    = 1-0.8  = 0.2 

 (ค)  =  1

2  (a+b) = 1

2  (200+300) 
    = 250 psi 

         2 = 1

12  (a-b)2 = 1

12 (300-200)2 

    = 1,000

12   =  833  psi2 
    = 28.9  psi 
 (ง) P(- < x < +) 
    = P(250-28.9 < X < 250+28.9) 
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    = P(221.1 < X < 278.9) 

    =   
1

100  dx
221.1

278.9
  

    = 278.9 221.1

100

  = 0.578 
 (จ) P(X > x) = 0.1 

  P(X < x) = 0.9  =    
1

100  dx
200

x
  

  x 200

100

   = 0.9 
  x  = 0.9 x 100 + 200  =  290  psi 
 

3.3.2 การแจกแจงแบบปกต ิ (Normal Distribution) 
 
  การแจกแจงแบบปกติ ถือเป็นการแจกแจงท่ีมีความส าคญัและใชม้ากท่ีสุดในวิชาสถิติ 
ลกัษณะส าคญัของการแจกแจงแบบปกติคือ โคง้จะสมมาตร (Symmetry) รอบจุดศูนยก์ลางดงัแสดงในรูป
ท่ี 5.2 การแจกแจงแบบปกติมีช่ือเรียกอีกอยา่งหน่ึงวา่ Gaussian Distribution 

f(x)  =  n (x ; , 2) =  
1

2
1
2

2




e-  (x- )    -   x       ..........(3.27) 

      =   พารามิเตอร์ท่ีแสดงต าแหน่งจุดศูนยก์ลาง (Location Parameter) =  E(X) 
2    =   พารามิเตอร์ท่ีแสดงมาตราส่วน (Scale Parameter)  

   หรือการกระจาย  =  E(X2)- 2 

P(Xx)  =  F(x) =    f(x) dx  =    
1

2 e
-12(x -

dx
-

x

-

x






) 2





  ................(3.28) 

P(x1 X  x2) = F(x2)-F(x1)  =  f(x) dx  =   e
-12

x -
dxx1

x2x2 1
2

2

1 




( )
x  ...........(3.29) 

 
  3.3.2.1 พืน้ทีใ่ต้โค้งปกติ 
  จากสมการท่ี 5.6 การอินทีเกรท (Integrate) หาค่า F(x) หรือการหา Inverse Function, F-

1(x), ท าไดค่้อนขา้งยากถา้ไม่มีเคร่ืองค านวณช่วย ดงันั้นเพื่อช่วยใหก้ารค านวณต่าง ๆ เก่ียวกบัการแจกแจง
ปกติท าไดง่้ายข้ึนจะแปลงตวัแปรสุ่มปกติ (X) เป็นตวัแปรสุ่มปกติมาตราฐาน (Standard Normal Variate) 
Z ซ่ึงมีวิธีการดงัน้ี 

 ถา้  X เป็นตวัแปรสุ่มปกติมี  ,  2 และ f(x) ดงัสมการท่ี 5.6 

  ให ้Z = 
X- 
             .................................................(3.30) 
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  Z = ตวัแปรสุ่มปกติมาตราฐานมี Z = 0 และ Z = 1 

พสูิจน์ E (Z) = E(X)- 
  

 z = 0 

 Var(Z) = Var (X)

2


 

 z
2 = 1 

 
 

รูปที ่3.3 โคง้ปกติ 

คุณสมบัตขิองโค้งปกต ิ

1. จุดท่ีโคง้สูงสุด (Mode) =  
2. Symmetry รอบ  
3. ท่ี x =     คือจุดเปล่ียนโคง้ 
4. พ.ท.ใตโ้คง้ = 1.00 
 

 
โคง้ปกติกรณีท่ี  และ  ต่างกนั แสดงอยูใ่นรูปท่ี 5.3 

 
 

(1) 1 < 2 

           1 = 2 

 
 

(2)   1 = 2  

          1 < 2 

 
 

(3) 1 < 2  

          1 < 2 

รูปที ่3.4  โคง้ปกติกรณีท่ี  และ  ต่างกนั 
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การหา f(z) 

 z = 
x - 
  

 dz = 
1
 dx  

 
dx
dz  =  

 
จากรูปที ่3.3 ที่  dx ใด ๆ 
 f(x) dx = f(z) dz 

 f(z) = f(x) 
dx
dz  

  = 
1
2

2




e

-12(x - )
 

  = 
1
2 e-12z2

 เม่ือ -   z   

  = n (Z ; 0, 1) 
 

 
 
 

 
 

รูปที ่3.5  กราฟเปรียบเทียบ f(x) และ f(z) 
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P(x1  X  x2)=  f(x) dx  =    f(z) dz =  P(z
1

 Z  z
2z1

z2

x1

x2
  )   ..............(3.31) 

 เม่ือ z1 = 
x1 - 
  

       z2 = 
x2 - 
  

 ตาราง F(z) = P(Z < z) เม่ือ –3.4  Z  3.4 แสดงอยูใ่นตารางท่ี A3 
 
ตัวอย่างที ่5.13  ให ้ X =  ตวัแปรสุ่มปกติ 

มี   =   18 
      = 2.5 

จงหา (ก) P(X < 15) 
 (ข) P(X > 15), P(X <-15), P(X >-15) 
 (ค) ค่าของ k ถา้ P(X < k) = 0.2578 
 (ง) P(17 < X < 21) 
 (จ) ค่าของ k ถา้  P(X > k)  = 0.1539 
วธีิท า  

 (ก) P(X < 15)  = P(z < 15-18

2.5   ) 
    = P(z < -1.2 )  = F(-1.2) 
    = 0.1151 
 (ข) P(X > 15)  = 1-P(X < 15) 
    = 1-0.1151 
    = 0.8849 
 P(X <-15) = P(X > 15) 
    = 0.8849 
 P(X >-15) = P(X < 15) 
    = 0.1151 
 (ค) P(X < k)  = 0.2578  = F(z) 
    = P(Z < -0.65) 
  z  = -0.65 

  x-18

2.5   = -0.65 
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  x  = -0.65 x 2.5 + 18 
    = 16.375  =  k 
 

 (ง)  P(17 < X < 21) = P (
17-18

2.5 )  Z <  
21-18

2.5 )  
    = P(-0.4 < Z < 1.2) 
    = F(1.2) - F(-0.4) 
    = 0.8849 - 0.3446 
    = 0.5403 
 (จ)  P(X > k)  = 0.1539 
                 P(X < k)  = 1-0.1539 
    = 0.8461 
    = P(Z < 1.02) 

  z = x-18

2.5  = 1.02 
  x  = 1.02 x 2.5 + 18 
    = 20.55   =  k 
ทฤษฎี Chebyshev 

 ถา้การแจกแจงเป็นแบบปกติ P(-2 < X < +2) > 1- 1

4  > 0.75 
 P(-2 < X < +2) = P(18 - 2 x 2.5 < X < 18 + 2 x 2.5) 
     = P(13 < X < 23) 

     = P (13-18

2.5  Z <  
23-18

2.5 )  
     = P(-2 < Z < 2) 
     = 0.9772 - 0.0228 
     = 0.9544 > 0.75 
 แสดงวา่ทฤษฎี Chebyshev  เป็นจริง 
 
 ตัวอย่างที ่3.14  ถา้คะแนนวิชาสถิติมีการแจกแจงปกติโดยมี   =  74  ;   = 7.9 

จงหา (ก) คะแนนต ่าสุดท่ีจะสอบผา่น ถา้ความน่าจะเป็นท่ีจะได ้ F  เท่ากบั 10% 
 (ข) คะแนนสูงสุดท่ีจะได ้B ถา้ความน่าจะเป็นท่ีจะได ้A เท่ากบั 5% 
วธีิท า ให ้X   =   ตวัแปรสุ่มแสดงคะแนนวิชาสถิติ 

(ก) ใหค้ะแนนต ่าสุดท่ีสอบไดผ้า่น = x1 
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ถา้ต ่าสุด 10% ได ้F 
P(F)  =  P(X < x1) = 0.1 
    = P(Z < -1.28) 
  z1  = -1.28 

  
x
1

-74

7.9   = -1.28 
  x1  = 63.88 คะแนน 

(ข) คะแนนสูงสุดท่ีจะได ้B = x2 
P(X > x2)  = 0.05 
P(X < x2)  = 1-0.05  =  0.95 
   = P(Z < 1.645) 
 z2  = 1.645 

x
2

-74

7.9   = 1.645 
   x2  = 1.645 * 7.9 + 74 

      = 86.99 คะแนน 
 ตัวอย่างที ่3.15  ตูก้ดน ้าอดัลมตั้ง เคร่ืองรินน ้าอดัลมแบบอตัโนมติั ใหใ้ส่น ้ าถว้ยละ 7 ออนซ์โดย
เฉล่ียโดยมี  = 0.5 ออนซ ์
 จงหา  (ก) ความน่าจะเป็นท่ีน ้ าอดัลมในถว้ยจะมีค่าอยูร่ะหวา่ง 6.7-7.3 ออนซ ์

(ค) ความน่าจะเป็นท่ีเคร่ืองจะรินลน้ถว้ย  ถา้ใชถ้ว้ยขนาด 8 ออนซ์  
วธีิท า 

(ก) P(6.7 < X < 7.3 ออนซ)์ 

= P( 6.7-7

0.5  Z <  
7.3-7

0.5 )  
= P(-0.6 < Z < 0.6) 
= 0.7257 - 0.2743  =  0.4514 

(ข)  P(X > 8) = P(Z > 8 7

0.5   
 ) 

  = P(Z > 2) 
  = 1-P(Z < 2) 
  = 1-0.9772 
 ความน่าจะเป็นท่ีเคร่ืองจะรินลน้ถว้ยขนาด 8 ออนซ์  
  = 0.0228 
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  3.3.2.2 การใช้การแจกแจงแบบปกติประมาณค่าความน่าจะเป็นของการแจกแจงแบบทวินาม 

            (Normal Approximation to Binomial) 

ให ้  X =  ตวัแปรสุ่มแบบทวินามซ่ึงมี      =  np  ;  2 =  npq 

b (x ; n, p) = x-nq xp 
x
n







   เม่ือ  x = 0, 1, 2,........n 

ตามท่ีกล่าวมาแลว้ในหวัขอ้ท่ี 4.6 (การแจกแจงแบบปัวซอง) 
ถา้   n   

  p  0 หรือ 1 

b (x ; n, p)   p (x ; )  =  
e-  x

x !
 

 เม่ือ    =  np 
การแจกแจงแบบปกติสามารถใชป้ระมาณค่าการแจกแจงแบบทวนิามได ้
เม่ือ p    0  หรือ  p    1  และจะประมาณค่าไดดี้เม่ือ  n     

หรือ   n  เลก็ p    
1
2  

หรือ   np  หรือ  nq    5 
สามารถใชก้ารแจกแจงแบบปกติประมาณค่าความน่าจะเป็นของตวัแปรสุ่มแบบทวินาม 

X ไดโ้ดยแปลง X เป็น Z ดงัน้ี 

ให ้  Z =  X-np

npq
    n (z ; 0, 1) 

 
ตัวอย่างที ่ 3.16   ให ้X เป็นตวัแปรสุ่มไม่ต่อเน่ืองแบบทวินามมี n = 20, p = 0.1 จงหาความ

ผดิพลาดในการประมาณค่า P(X< 4) หรือ 
x=0

4
 b(x;20, 0.1) โดยใชกัารแจกแจงแบบปกติ 

วธีิท า 

 P(X< 4) = 
x=0

4
 b(x;20, 0.1) = 0.9568 

 แปลง X (ตวัแปรสุ่มทวินาม) เป็น X' (ตวัแปรสุ่มปกติ) ดงัแสดงในรูปท่ี 5.5  
 P(X < 4)   = P(X'< 4.5) 

= P(Z < 4.5 -  20 x 0.1

20 x 0.1 x 0.9
) 

    = P(Z < 1.86) 
    = 0.9586 
  ความผดิพลาด = 0.9586 - 0.9568 
    = 0.0018 
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รูปที ่3.6   การใชก้ารแจกแจงแบบปกติประมาณค่าการแจกแจงแบบทวินาม 
 
หมายเหตุ 

ถา้  p < 1

2   โคง้จะเบไ้ปทางขวา  (Right Skewed หรือ Positive Skewed) 

 p > 1

2   โคง้จะเบไ้ปทางซา้ย  (Left Skewed หรือ Negative Skewed)  ดงัรูปท่ี 5.6 
 

  
 

รูปที ่3.7  การแจกแจงแบบไม่ปกติ 
 
ตัวอย่างที ่3.17 ในการจดันิสิตอยูห่อพกัอยา่งสุ่มตึกละ 180 คน ถา้ 1/6 ของนิสิตมาจาก

ต่างจงัหวดั จงหาความน่าจะเป็นท่ีนิสิตในหอพกัจะมีนิสิตต่างจงัหวดัอยา่งนอ้ย 1 ใน 5 
วธีิท า 
 ให ้ X = จ านวนนิสิตต่างจงัหวดัในจ านวนนิสิตในหอพกั 180 คน ซ่ึงเป็นตวั 

แปรสุ่มไม่ต่อเน่ืองแบบทวนิามมี n = 180, p = 1

6  

P(X > 1

5  x 180) = b(x ; 180, 
1

6)
x=36

180
  

ใหค้  านวณโดยใช ้Normal Approximation to Binomial 
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  = np  =  180 x 1

6     =  30 

  = 180 x 
1

6  x 
5

6    =   25     =  5 

P(X > 1

5  x 180) = P(X > 36) 
   = P(X' > 35.5) 

   = P(Z > 35.5-30

5 ) 
   = P(Z > 1.1) 
   = 0.1357 

  f(x)     การแปลงค่าของตวัแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง X 
     เป็นตวัแปรสุ่มต่อเน่ือง X' 

 
  
       35.5 (x')  

                 35        36      x 
ตัวอย่างที ่  3.18  บริษทัผลิตยาทราบวา่โดยเฉล่ียมียาท่ีใชไ้ม่ได ้5% จงหาความน่าจะเป็นท่ียาใช้

ไม่ไดน้อ้ยกวา่ 10 เมด็ใน 200 เมด็ 
วธีิท า 
 ให ้X  = จ านวนท่ีใชไ้ม่ไดใ้นยา 200 เมด็ เป็นตวัแปรสุ่มแบบทวนิาม 

 P(X < 10) = 
x=0

9
 b(x ; 200, 0.05) 

 ใหค้  านวณโดยใช ้Normal Approximation to Binomial 

  = 200 x 1

20     =  10 

  = 200 x 
1

20  x 
19

20        =  3.08 

P(X < 10) = P(Z < 9.5-10

3.08 ) 
   = P(Z < -0.1623) 
   = 0.4355 

f(x)  
      การแปลงค่าของตวัแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง X 
      เป็นตวัแปรสุ่มต่อเน่ือง X' 
         9.5 (x') 
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                 9      10     x 
   
 ตัวอย่างที ่3.19  ผูผ้ลิตยาอา้งวา่ยารักษาโรคได ้80% ถา้ท าการทดลองใชย้ากบัผูป่้วย 100 คน และ
ก าหนดวา่ตอ้งรักษาได ้75 รายหรือมากกวา่นั้น จึงจะยอมรับวา่ยามีสรรพคุณตามท่ีบริษทักล่าวอา้ง 
 วธีิท า 
  ให ้ X = จ านวนผูป่้วยท่ียารักษาไดจ้ากจ านวนผูป่้วยท่ีทดสอบ 100 คน เป็นตวั 

แปรสุ่มแบบทวินาม 
 
ใช ้ Normal Approximation to Binomial 
 p = 0.8,   n  = 100 

 = 100 x 0.8   = 80 
 = 100 x 0.8 x 0.2        =  4 

P(X > 75) = P(Z > 74.5 -  80

4 ) 
  = P(Z > -1.375) 
  = 1-P(Z < -1.375) 
  = 1-0.0846 
  = 0.9154 
3.3.3  การแจกแจงแบบแกมม่า (Gamma Distribution) 

 การแจกแจงแบบแกมม่ามกัจะบิดเบ้ียว (Skewed) ไม่สมมาตรรอบรจุดศูนยก์ลาง โดยค่า
ของตวัแปรสุ่มแบบแกมม่าจะมีค่าเป็นบวกเสมอ ถือเป็นการแจกแจงท่ีส าคญัและใชก้นัมากในทาง
วิศวกรรมโดยเฉพาะทางดา้นอุทกวิทยา 
 ถา้  X = ตวัแปรสุ่มแบบแกมม่า 

f(x)  =  
1

  
 

( )
 x -1 e-x /   เม่ือ    0   x    ................(3.32) 

          0 
          0 
 เม่ือ   = พารามิเตอร์แสดงรูปร่าง (Shape Parameter) 
   ถา้   เปล่ียนจะมีผลท าใหรู้ปร่างของการแจกแจงเปล่ียนดงัรูปท่ี 3.8 
     = พารามิเตอร์แสดงมาตราส่วน (Scale Parameter) ท าหนา้ท่ีเหมือน  ในการ 
   แจกแจงแบบปกติ 
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     รูปที ่3.8  กราฟการแจกแจงแบบแกมม่าเม่ือ   และ   มีค่าต่างกนั 

 =  x
-1

 e
-x

 dx  
0



 (Gamma Function) ....................................(3.33) 

  11
   1    
 1  1
 2  1

 
1
2   

 
 กราฟแสดงวา่    (2) แสดงอยูใ่นรูปท่ี 3.9 

 
รูปที ่3.9  Gamma  Function 

 
 ตารางค่า  () เม่ือ  1    2   แสดงอยูใ่นตารางท่ี 3.2   
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ตารางที่ 3.2    แกมม่าฟังคช์ัน่  (Gamma Function) 
  () =    x

-1
 e

-x
0


 dx  =  (-1) (-1) 

 
n (n) n (n) n (n) n (n) 

1.00 

1.01 

1.02 

1.03 

1.04 

 

1.05 

1.06 

1.07 

1.08 

1.09 

 

1.10 

1.11 

1.12 

1.13 

1.14 

 

1.15 

1.16 

1.17 

1.18 

1.19 

 

1.20 

1.21 

1.22 

1.23 

1.24 

1.00000 

.99433 

.98884 

.98355 

.97844 

 

.97350 

.96874 

.96415 

.95973 

.95546 

 

.95135 

.94739 

.94359 

.93993 

.93642 

 

.93304 

.92980 

.92670 

.92373 

.92088 

 

.91817 

.91558 

.91311 

.91075 

.90852 

1.25 

1.26 

1.27 

1.28 

1.29 

 

1.30 

1.31 

1.32 

1.33 

1.34 

 

1.35 

1.36 

1.37 

1.38 

1.39 

 

1.40 

1.41 

1.42 

1.43 

1.44 

 

1.45 

1.46 

1.47 

1.48 

1.49 

.90640 

.90440 

.90250 

.90072 

.89904 

 

.89747 

.89600 

.98464 

.89338 

.89222 

 

.89115 

.89018 

.88931 

.88854 

.88785 

 

.88726 

.88676 

.88636 

.88604 

.88580 

 

.88565 

.88560 

.88563 

.88575 

.88595 

1.50 

1.51 

1.52 

1.53 

1.54 

 

1.55 

1.56 

1.57 

1.58 

1.59 

 

1.60 

1.61 

1.62 

1.63 

1.64 

 

1.65 

1.66 

1.67 

1.68 

1.69 

 

1.70 

1.71 

1.72 

1.73 

1.74 

.88623 

.88659 

.88704 

.88757 

.88818 

 

.88887 

.88964 

.89049 

.89142 

.89243 

 

.89352 

.89468 

.89592 

.89724 

.89864 

 

.90012 

.90167 

.90330 

.90500 

.90678 

 

.90864 

.91057 

.91258 

.91466 

.91683 

1.75 

1.76 

1.77 

1.78 

1.79 

 

1.80 

1.81 

1.82 

1.83 

1.84 

 

1.85 

1.86 

1.87 

1.88 

1.89 

 

1.90 

1.91 

1.92 

1.93 

1.94 

 

1.95 

1.96 

1.97 

1.98 

1.99 

2.00 

.91906 

.91237 

.92376 

.92623 

.92877 

 

.93138 

.93408 

.93685 

.93969 

.94261 

 

.94561 

.94869 

.95184 

.95507 

.95838 

 

.96177 

.96523 

.96878 

.97240 

.97610 

 

.97988 

.98374 

.98768 

.99171 

.99581 

1.00000 

 
 * การแจกแจงแบบเอกซ์โปเนนเชียล (Exponential Distribution) คือการแจกแจงแบบแกมม่า 

เม่ือ    =  1 ; f(x)  =  
1


 e
- x

 เม่ือ   0  x    .........(3.34) 

* การแจกแจงแบบโคสแควร์ (Chi-Squared Distribution)  คือการแจกแจงแบบแกมม่า 
 เม่ือ    =  /2 ;    = 2   เม่ือ(nu) =  เลขจ านวนเตม็บวก 

f(x) =   
1

2 /2  ( / 2)
 x / 2 -1 e-x / 2

 



 เม่ือ  0  x   ...........(3.35) 
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 การหา  และ 2 ของตัวแปรสุ่มแกมม่า 

  =  E(X) =    x
1

( )0
 x

-1
 e

-x/
 dx






 




  

   = 1

( )
    

0
 x  e

-x/
 dx






 




  

 ให ้  y = x

  

        dx = dy 

   = 1

( )
    

0
 y  e

-y
 dy






 





  

   = 




( )
    

0
 y  e

-y
 dy


  

   = 








( +1)

( )
   =    .........................(3.36) 

  2 = E(X2)-2 

  E(X2) =    x
2 1

( )0
 x

-1
 e

-x/
 dx






 




  

   = 1

( )
    

0
 x

+1
 e

-x/
 dx






 




  

 ให ้ y = x

  

  dx = dy 

  E(X2) = 1

( )
    

0
 

+1
 y

+1
e
-y

 dy





 





  

   = 




2

( )
    

0
 y

+1
 e

-y
dy




  

   = 



2 ( +2)

( )
 




 

   = 2 (+1)  
  2 = 2 (+1) -22 
   = 22 + 2 - 22 

   = 2   .................................(3.37) 
ตัวอย่างที ่3.20   ให ้ X  =  ตวัแปรสุ่มซ่ึงมี pdf ดงัน้ี 

 f(x) = 1

4 x e
-x
2   เม่ือ  x > 0 

   จงหา  และ 2 
 วธีิท า   จาก pdf ท่ีก าหนดใหจ้ะสามารถเขียนในรูปของการแจกแจงแบบแกมม่าไดด้งัน้ี 

 f(x) = 1

2
2 

(2)
 x

2-1
 e

-
x

2 


 เม่ือ   x > 0 

  = 2 
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 = 2 
  =   =  4 
2 = 2  =  2x22  =  8 

ตัวอย่างที ่3.21   ปริมาณการใชน้ ้ าประจ าวนัของเมือง ๆ หน่ึงมีการแจกแจงแบบแกมม่าโดยมี  
=  2,   = 3  ถา้ระบบประปาของเมืองมีถงัประปาซ่ึงเกบ็น ้าไดว้นัละ 9 ลา้นลิตร จงหาความน่าจะเป็น 
(ความเส่ียง) ท่ีน ้ าไม่พอใช ้

วธีิท า ให ้ X = ปริมาณการใชน้ ้ าประจ าวนัของเมือง มีการแจกแจงแบบแกมม่า 
  =   =  2x3    =   6 
2 = 2  =  2x32  =  18 
P(X > 9) = 1-P(X < 9) 

  = 1-    
1

( )0

9
 x

-1
 e

-
x

 dx





 


  

  = 1-    
1

3
2

 (2)0

9
 x

2-1
 e

-
x

3 dx


  

  = 1- 1

9     -3x 
0

9
 e

-
x

3 d (-
x

3)  

  = 1+ 3

9     x d (
0

9
e
-
x

3)   

Integrate By-Part 

   = 1+
1

3[xe
-
x

3 | -    e
0

9
 
-x
3 dx]

0

9
  

   = 1+
1

3[9e
-3

 +     3d (e
0

9
 
-x
3) ]  

   = 1+
1

3[9e
-3

 + 3e
-3

- 3] 

   = 1+
1

3[12e
-3

 -  3 ] 
   = 0.1991   =  

-3 4e
 

 
3.3.4  การแจกแจงแบบเอกซ์โปเนนเชียล  (Exponential Distribution) 

 
 การแจกแจงแบบเอกซ์โปเนนเชียลคือ การแจกแจงแบบแกมม่า กรณีท่ี   = 1 ดงัรูปท่ี 

3.10  ปกติใชอ้ธิบายเก่ียวกบัตวัแปรสุ่มดงัต่อไปน้ี 
 ระยะเวลาของการรอคอย Arriral time หรือ Wating time หรือ Queueing ของ  Service 

Counter    
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 อายกุารใชง้านของอุปกรณ์ (ระยะเวลาท่ีอุปกรณ์จะเสีย)  
 ระยะเวลาท่ีฝนท้ิงช่วง 

  f(x) = 
1


 e-x/  เม่ือ 0  x   .......................(3.38) 

         0 
    =     

2  =  2 

 
รูปที ่3.10  การแจกแจงแบบเอกซ์โปเนนเชียล 

 
 การแจกแจงแบบเอกซ์โปเนนเชียลมีส่วนคลา้ยกบัการแจกแจงแบบปัวซองดงัตาราง 

 Exponential Poisson 
X Duration of time for  

one success/failure 
No. of success/unit time 

f(x) 1


 e-x/     0  x    x e-
x !   x = 0, 1,2,..... 

 ระยะเวลา  นาที (ชม.)/1 คร้ัง 1
  คร้ัง/นาที (ชม.) 

 
 

Probability 

P(X  t นาที) = 
0

t 1
e

-x/
 

 dx 

= -[e-x/ t ] 0 

= 1-e-t/  

P(X  1 คร้ัง/t นาที) 

  (* = 
t
  คร้ัง/t นาที *) 

P(X  1) = 1-P(X =0) 

= 1-
 0  e-

0 !  
= 1-  e-  

= 1- e-t/  
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 ตัวอย่างที ่3.22    ถา้นกัตกปลา ตกปลาไดเ้ฉล่ีย 1.8 ตวั/ชัว่โมง จงหาความน่าจะเป็นท่ีนกัตกปลา
จะตกปลาได ้1 ตวัใน 20 นาที 
 วธีิท า 
  ให ้ X = ตวัแปรสุ่มแบบเอกซ์โปเนนเชียล แสดงระยะเวลาการตกปลาเป็น 

ชัว่โมง/ปลา 1 ตวั 

 =   = 1

1.8  ชัว่โมง/ตวั 
P (ตกปลา 1 ตวัใน 20 นาที) 

 = P(X < 20

60   ชัว่โมง/ตวั) 

 = P(X < 1

3   ชัว่โมง/ตวั) 

 =   
1

 e
0

1

3  
- x

 dx
  

 =   1.8 e
0

1

3  
-1.8x

 dx  

 =  e 
-1.8x

 |
0

1

3
  =   -(e

-1.8x
1

3 1)  
 = 1-e-0.6        =   0.45 

ถา้ให ้   Y = ตวัแปรสุ่มแบบปัวซอง แสดงปลาท่ีตกไดใ้น 20 นาที 

 y = 1.8  ตวั/ชัว่โมง = 1.8

3   =  0.6  ตวั/20 นาที 
 P (ตกปลาได ้1 ตวัใน 20 นาที) 
  = P(Y > 1 ตวั/20 นาที) 
  = 1-P(Y = 0) 
  = 1-p(0 ; 0.6) 

  = 1- 
y

 e
-

y!  

  = 1- (0.6)
0
 e

-0.6

0!  
  = 1-e-0.6 

   = 0.45 
 
 ตัวอย่างที ่3.23    อายกุารใชง้านของหลอดไฟฟ้ามีการแจกแจงแบบเอกซ์โปเนนเชียลมี  เท่ากบั 
1 ถา้ท าการทดสอบหลอดไฟฟ้า 6 หลอด จงหาความน่าจะเป็นท่ีอยา่งมาก 2 หลอดยงัใชก้ารไดห้ลงั 2.3 ปี 
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 วธีิท า 
  t = อายกุารใชง้านของหลอดไฟฟ้า 
   = 1 

  P(t > 2.3 ปี) = 1-
0

2.3
(1)e

-t
 dt  

    = 1-[-e
-t

]
0

2.3  
    = 1+ [e-2.3-1] 
    = e-2.3    =  0.1 
  โอกาสท่ีแต่ละหลอดจะมีอายเุกิน  2.3 ปี เท่ากบั 0.1 
  ให ้  X  =   ตวัแปรสุ่มแบบทวินามแสดงจ านวนหลอดไฟฟ้าท่ีใชไ้ดห้ลงั 2.3 ปี 
   p = 0.1 
   n = 6 

  P(X < 2) = 
x=0

2
 b(x ; 6, 0.1) 

    = 0.9841 
 

3.3.5 การแจกแจงแบบไคสแควร์ (Chi-Squared (2) Distribution)  

  การแจกแจงแบบแกมม่าซ่ึงมี   = 

2  และ  = 2  เรียกวา่การแจกแจงแบบไคสแควร์ 

ดงัรูปท่ี 3.11 

 2   =  
(n -1) S2

2   =    
Sample Variance

Population Variance
 ................................................(3.39) 

 

 
รูปที ่3.11  การแจกแจงแบบไคสแควส์ 
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  นิยมใชใ้นการทดสอบสมมติฐานเก่ียวกบัความแปรปรวนของประชากรชุดเดียวและการ
ทดสอบสมมติฐานเก่ียวกบัการทดลองหรือการสุ่มตวัอยา่งต่าง ๆ ดงัน้ี 

 การทดสอบความเหมาะสมของการแจกแจง (Goodness of Fit) 
 การทดสอบความเป็นอิสระ (Independence) 
 การทดสอบสดัส่วน (Proportion) 
 การทดสอบความเหมือนกนัของประชากร (Homogenuity) 
รายละเอียดการทดสอบต่าง ๆ จะไดก้ล่าวถึงในบทท่ี 9 

f(x) =   
1

2
1

 


/2 2)

 x 2 -   e -x/2
( /

 เม่ือ  0  x     ...........(3.40) 

 เม่ือ  (nu) = องศาเสรี (Degree of Freedom)  = n-1 (เม่ือ n คือจ านวนขอ้มูล) 
 ถา้ นอ้ย   การแจกแจงจะเป็นแบบเบข้วา (+) 
 ถา้  มาก การแจกแจงจะเขา้ใกลก้ารแจกแจงแบบปกติ (Normal Distribution) 

 =    =  

2 2     =  

2 =  2  =  

2  (2)2   =   2 

ค่า 2  วิกฤตท่ีความน่าจะเป็นต่าง ๆ แสดงอยูใ่นตารางท่ี A4 ทา้ยเล่ม 
 

 ตัวอย่างที ่3.24    บริษทัผูผ้ลิตแวน่ตาสัง่ซ้ือกระจกเลนซ์ จากบริษทัผูผ้ลิตแห่งหน่ึงซ่ึงอา้งวา่มีการ
ควบคุมคุณภาพการผลิตท่ีดี ดชันีการหกัเหแสงของเลนซ์แต่ละอนัใกลเ้คียงกนั มี 2 เท่ากบั 1.26 x 10-4  ถา้
จากผลการสุ่มตวัอยา่งเลนซ์ 20 ช้ิน พบวา่ค่าความเบ่ียงเบนมาตราฐาน S2 เท่ากบั 2.0x10-4 จงค านวณหาค่า 
2 และความน่าจะเป็นท่ี 2 จะมากกวา่ค่าท่ีค  านวณได ้

 วธีิท า 2 = (n-1) S
2

   =    
(20-1)x2x10

-4

1.26x10
4

2   

    = 30.2 
 จากตารางท่ี  A4 
 P(2 > 30.144) = 0.05  เม่ือ   = 20-1 = 19 
    P(2 > 30.2)  <  0.05 
   แสดงวา่ถา้ค  ากล่าวอา้งของบริษทัผูผ้ลิตเลนซ์เป็นจริง (2 = 1.26 x 10-4) แลว้ มีความ
น่าจะเป็นเพยีงไม่ถึงกวา่ 5% ท่ีจะสุ่มตวัอยา่งได ้S2 > 2.0 x 10-4  ซ่ึงจะเห็นไดว้า่โอกาสนอ้ยมาก 
   ในทางกลบักนั ถา้ตั้งสมมติฐานวา่ 2 = 1.26 x 10-4 สุ่มตวัอยา่งได ้  S2 = 2.0 x 10-4 
สามารถน ามาทดสอบวา่ S2 ต่างจาก  2  อยา่งมีนยัส าคญัหรือไม่ โดยการก าหนดนยัส าคญัของการ
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ทดสอบ  () เช่น   = 0.05  ถา้ผลการค านวณ 2 พบวา่ค่าท่ีค  านวณไดต้กอยูใ่นช่วงวิกฤตดงัรูปท่ี 5.12 
จะปฏิเสธสมมติฐานวา่ดชันีหกัเหแสงของเลนซ์มี  2 = 1.26 x 10-4 ซ่ึงอาจท าใหบ้ริษทัผูผ้ลิตแวน่ตาไม่รับ
หรือส่งคืนกระจกเลนซ์ดงักล่าวเน่ืองจากคุณภาพการหกัเหแสงของเลนซ์แต่ละอนัต่างกนัมากเกินกวา่ท่ี
บริษทัก าหนดไว ้จากตวัอยา่ง 2  ท่ีค  านวณได ้(30.2) > 2  วิกฤต (30.144) 

 

 
 

รูปที ่3.12  การก าหนดช่วงวกิฤตในการทดสอบสมมติฐานดว้ย 2 

 
รายละเอียดการทดสอบสมมติฐานจะกล่าวถึงในบทท่ี 5 
 
3.3.6 การแจกแจงแบบไวบูล (Weibull Distribution) 

  การแจกแจงแบบไวบูล นิยมใชอ้ธิบายการแจกแจงความน่าจะเป็นของอายกุารใชง้าน
ของอุปกรณ์หรือระบบ  คลา้ยการแจกแจงแบบเอกซ์โปเนนเชียล และนิยมใชใ้นการวิเคราะห์ความเช่ือถือ
ได ้(Reliability) หรือความเส่ียง (Risk) ในการใชอุ้ปกรณ์นั้น ๆ 
  ให ้ X = ตวัแปรสุ่มแบบไวบูล 

 f(x) = x-1 e-  x


 เม่ือ  0 < x <     .................(3.41) 
         0 
         0 
   = พารามิเตอร์แสดงรูปร่างของการแจกแจง ถา้  เปล่ียนจะท าให ้

รูปร่างของการแจกแจงเปล่ียนดงัรูปท่ี 5.13 เหมือนพารามิเตอร์   
ของการแจกแจงแบบแกมม่า 
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รูปที ่3.12  การแจกแจงแบบไวบูลเม่ือ  ต่าง ๆ กนั และ  = 1 
 
 ถา้   = 1 ;  f(x)  =  e-x     =      (Exponential) 
 ถา้    1 ; Approximate Normal 

 =  
- 1

  (1+
1
 )     ....................................(3.42) 

2  =  
- 2

 { (1+
2

-( (1+
1

  ) )}2    ....................................(3.43) 
 
 ความน่าเช่ือถอืได้  (Reliability) 
 ให ้ X  =   เป็นตวัแปรสุ่มแสดงอายกุารใชง้านของอุปกรณ์ 
 ถา้อุปกรณ์ช้ินหน่ึงมีอายกุารใชง้านเท่ากบั t ปี 

 อุปกรณ์ช้ินนั้นจะมีความเช่ือถือไดสู้ง (Reliable) ถา้  P(X  t)มีค่ามาก  
 และอุปกรณ์ช้ินนั้นจะมีความเช่ือถือไดต้  ่า (Unreliable  หรือ  Risk) ถา้  P(X  t) มีค่า

มาก 
Reliability ของอุปกรณ์ท่ีมีอายกุารใชง้าน  t  ปี 

= R(t) =  P(Xt)  (ดูรูปท่ี 5.14) 
  = 1-P(Xt) 

 = 1- 
t dx f(x)    

0
 

 = 1-F(t)     .....................................(3.44) 
 

 ตามทฤษฎีของความน่าเช่ือถือ (Reliablity) ความน่าจะเป็นท่ีอุปกรณ์จะเสีย  (Fail)  
ในช่วงเวลา  t  t+t ใด ๆ หมายความวา่ช้ินส่วนนั้นใชง้านมาเป็นเวลา  t  แลว้ เป็นการแจกแจงแบบมี
เง่ือนไข (Conditional Probability)  หรือพดูอีกนยัหน่ึง P(X>t) หมายความวา่ ช้ินส่วนจะเสีย (Fail) หลงั
เวลา X=t  หรือ  เสียในช่วง  t  t +t 
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รูปที ่3.14  การก าหนดค่า Reliability 
 

ให ้ z(t)   =  lim
t  0 

  
F(t + t) - F(t)

t R(t)

 

1
 

=   
1

R(t)
d F(t)

dt   =   
F'(t)
R(t)   =  

f(t)
R(t).  

=   Failure Rate 
  R(t)    = 1-F(t) 

  dR(t)

dt
    = -

dF(t)

dt
  =  -f(t)  

  z(t)     = -
1

R(t)  
dR(t)

dt  

      = -
d
dt  ln [R(t)] 

 d ln [R(t)]  = -z(t) dt 

 ln [R(t)] |0
t   = -  z(t) dt0

t
  

 ln [R(t)]-ln [R(0)] = -  z(t) dt0
t
   ; {ln [R(0)]  = ln 1 = 0 } 

 ln [R(t)]   = -  z(t) dt0
t
  

      R(t)   = e-  z(t) dt 0t  
 

3.3.7 สรุปคุณสมบัติทีส่ าคญัของการแจกแจงตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง 
   

คุณสมบติัท่ีส าคญัของตวัแปรสุ่มต่อเน่ืองแบบต่าง ๆ แสดงอยูใ่นตารางท่ี 3.3 
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ตารางที่ 3.3  สรุปคุณสมบติัท่ีส าคญัของการแจกแจงตวัแปรสุ่มต่อเน่ืองแบบต่าง ๆ 
 

แบบที ่ การแจกแจง ค่าของ X f(x)  2 หมายเหตุ 

1 แบบเอกรูป
หรือ 
แบบสม ่าเสมอ 

a < x < b 1

b-a  1

2 (a+b) 1

12 (b-a)2  

2 แบบปกติ - < x < 1

2  
 e

-
1
2

(
x-

)
2

    
 


   2  

3 แบบปกติ 
มาตราฐาน 

- < z < 1

2 
 e

-
1
2

z2


 z=0 z

2=1  

4 แบบแกมม่า 0 < x <  1

)
 x

-1
 e

-
x






 
(

 

(เม่ือ  > 0,  > 0) 

 2  

5 แบบเอกซ์โป 
เนนเชียล 

0 < x <  1
 e

-
x


   (เม่ือ  > 0)  2 คือแกมม่า 

เม่ือ =1 
6 แบบไคส

แควร์ 
(2) 

0 < x <  1

2
/ 2 

( / 2)
 x 2

-1
 e

-
x
2







 

(เม่ือ  = n-1) 

 2 คือแกมม่า 
เม่ือ =2  
 = 2 

7 แบบไวบูล x > 0 x-1 e-x 

(เม่ือ  > 0,  > 0) 
 






1

(1
1

 )

 

 





 

2

{ (1
2

(1+
1

)}
2





)

 

ถา้ =1; 
ไวบูล=เอกซ์
โปเนนเชียล 
ถา้  > 1;  
ไวบูล  ปกติ 
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3.4 แบบฝึกหัด 
 
1. ระบบส่ือสารในเรือเดินสมุทรล าหน่ึง ประกอบดว้ยช้ินส่วนท่ีส าคญั 4 ช้ิน วิศวกรผูอ้อกแบบได้

ออกแบบใหร้ะบบส่ือสารดงักล่าวท างานไดต้ามปกติ ถา้มีช้ินส่วนอยา่งนอ้ย 2 ช้ินใน 4 ช้ินท างาน      
ช้ินส่วนแต่ละช้ินท างานเป็นอิสระต่อกนัโดยมีความน่าจะเป็นท่ีช้ินส่วนจะท างานไดต้ามปกติเท่ากบั 
0.6 จงหาความน่าจะเป็นท่ีระบบส่ือสารในเรือเดินสมุทรดงักล่าว จะท างานไดต้ามปกติ 

 
2. สายการบินแห่งหน่ึงพบวา่ 50% ของลูกคา้ท่ีส ารองท่ีนัง่ล่วงหนา้จะมาแสดงสิทธ์ิในการเดินทาง สาย

การบินมีนโยบายใหส้ ารองท่ีนัง่ได ้ 20 ท่ีนัง่ ส าหรับเท่ียวบินท่ีรับผูโ้ดยสารได ้ 15 ท่ีนัง่ จงหาความ
น่าจะเป็นท่ีผูม้าแสดงสิทธ์ิจะไดเ้ดินทาง 

 
3. เคร่ืองยนตข์องเคร่ืองบินแต่ละล าท างานเป็นอิสระต่อกนั เคร่ืองบินจะบินไดอ้ยา่งปลอดภยั ถา้อยา่ง

นอ้ยคร่ึงหน่ึงของเคร่ืองยนตท์ างานตามปกติ ถา้ความน่าจะเป็นท่ีเคร่ืองยนตท์ างานปกติเท่ากบั p จง
หาวา่ p ตอ้งมีค่าเท่าไร จึงจะท าใหเ้คร่ืองบิน 4 เคร่ืองยนตมี์ความปลอดภยัมากกวา่เคร่ืองบิน 2 
เคร่ืองยนต ์

 
4. ในการศึกษาการถ่ายทอดทางพนัธุกรรมของมนุษยซ่ึ์งข้ึนอยูก่บัยนีคู่หน่ึงก าหนดให ้ d คือยนีท่ีมี

ลกัษณะเด่น และ r คือยนีท่ีมีลกัษณะดอ้ย  
 ผูท่ี้มีลกัษณะเด่นสมบูรณ์ คือ ผูท่ี้มียนีคู่น้ีเป็น dd  
 ผูท่ี้มีลกัษณะดอ้ยสมบูรณ์ คือ ผูท่ี้มียนีคู่น้ีเป็น rr 
 ผูท่ี้มีลกัษณะเป็นลูกผสม คือ ผูท่ี้มียนีคู่น้ีเป็น  rd 
 ถา้สามีภรรยาคู่หน่ึงซ่ึงมีลกัษณะยนีคู่น้ีเป็น rd ทั้งคู่มีบุตร 4 คน จงหาความน่าจะเป็นท่ีสามีภรรยา 
 คู่น้ีจะมีลูก 3 คน ท่ีไดรั้บยนีท่ีมีลกัษณะเด่น 
 
5. จากสถิติจราจรของถนนสายหน่ึง พบวา่มีอตัราการเกิดอุบติัเหตุเฉล่ีย 3 คร้ังต่อวนั จงหาความน่าจะ

เป็นท่ีจะไม่มีอุบติัเหตุเกิดข้ึนในวนัน้ี 
 
6. สถิติคนงานท่ีประสบอุบติัเหตุจากเคร่ืองจกัร ในช่วง 9 ปี ของโรงงานแห่งหน่ึงพบวา่ความน่าจะเป็น

ท่ีเกิดอุบติัเหตุในช่วง 3 ปีใด ๆ มีค่าเท่าไร ถา้คนงานคนหน่ึงประสบอุบติัเหตุ 6 คร้ังในช่วง 9 ปี จงหา
ความน่าจะเป็นท่ีจะไม่เกิดอุบติัเหตุเกินกวา่ 2 คร้ัง ในช่วง 3 ปีใด ๆ 
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7. ในการผลิตอาหารกระป๋องชนิดหน่ึง สมมติวา่อาหารแต่ละกระป๋องจะตอ้งผา่นกระบวนการ
ตรวจสอบโดบใชเ้คร่ืองจกัร 3 ชนิด คือ A, B และ C ตามล าดบัทีละกระป๋อง  

 ถา้ ความน่าจะเป็นท่ีอาหารกระป๋องใด ๆ จะไม่ผา่นการตรวจสอบจากเคร่ืองจกัร A คือ  0.3  
  ความน่าจะเป็นท่ีอาหารกระป๋องใด ๆ จะไม่ผา่นการตรวจสอบจากเคร่ืองจกัร B เป็น 0.5  
 และ ความน่าจะเป็นท่ีอาหารกระป๋องใด ๆ จะไม่ผา่นการตรวจสอบจากเคร่ืองจกัร C เป็น 0.2  

อาหารกระป๋องท่ีตรงตามมาตรฐานตอ้งผา่นการตรวจสอบจากเคร่ืองจกัรทั้งสาม (คือตอ้งผา่น
การตรวจสอบจากเคร่ืองจกัร A, B และ C) จงหาความน่าจะเป็นท่ีจะไดอ้าหารกระป๋องส าเร็จรูปตรง
ตามมาตรฐาน 2 กระป๋อง นบัตั้งแต่เร่ิมเดินเคร่ืองจกัร และผลิตกระป๋องท่ี 3 ไม่ตรงตามมาตรฐาน 
และจงหาความน่าจะเป็นท่ีจะไดอ้าหารกระป๋องส าเร็จรูปตรงตามมาตรฐานเป็นกระป๋องท่ี 5 ในการ
ตรวจสอบคร้ังท่ี 8 

 
8. ชาย 3 คน ผลดักนัโยนเหรียญอนัหน่ึงคนละคร้ัง ถา้ผูใ้ดไดผ้ลลพัธ์จากการโยนเหรียญแตกต่างไปจาก

อีก 2 คน ผูน้ั้นจะตอ้งเป็นผูจ่้ายค่าอาหาร ถา้เหรียญข้ึนหนา้เดียวกนัทั้ง 3 คน กต็อ้งโยนใหม่อีก จงหา
ความน่าจะเป็นท่ีมีการโยนเหรียญทั้งหมดไม่เกิน 3 รอบ 

 
9. จ านวนรถยนตท่ี์ผา่นด่านเกบ็เงินแห่งหน่ึงระหวา่งเวลา 15.00-16.00 น. เฉล่ียแลว้เป็นจ านวน 300 คนั จง

หาความน่าจะเป็นท่ีจะมีรถยนตม์ากกวา่ 5 คนั ผา่นด่านเกบ็เงินในช่วงเวลาระหวา่ง 15.49-15.50 น. 
 
10. เมือง ๆ หน่ึงมีประชากร 10,000 คน ประมาณวา่มีคน 4,000 คน ไม่เห็นดว้ยกบัการเกบ็ภาษีแบบใหม่ ถา้

เลือกสุ่มผูอ้อกเสียงจ านวน 20 คน และถามความคิดเห็น จงหาความน่าจะเป็นท่ีอยา่งมาก 11 คน เห็นดว้ย
กบัการเกบ็ภาษีแบบใหม่น้ี 

 
11. ถา้ X เป็นตวัแปรสุ่มต่อเน่ืองแบบเอกรูป ซ่ึงมี Density Function คือ 

f(x) = 
a-b

1    เม่ือ a < x < b 

ถา้ a = 2   และ b = 7 จงค านวณหา 
(a) P(X > 4) 
(b) P(3 < X < 5.5) 

 
12. ถา้ X มีการแจงแจกแบบปกติ โดยมีค่าเฉล่ียเท่ากบั 20 และส่วนเบ่ียงเบนมาตราฐานเท่ากบั 4 จงหา 

ก. P(X < 10) 
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ข. P(X > 25) 
ค. P(10 < X < 25) 
ง. จงหาค่า k ถา้ P(X < k) =   0.20 
จ. จงหาค่า k ถา้ P(X > k) =   0.20 

 
13. ในการสอบวิชาคณิตศาสตร์ พบวา่นิสิตไดค้ะแนนเฉล่ีย 82 คะแนน ส่วนเบ่ียงเบนมาตราฐานเท่ากบั 5 

คะแนน นิสิตท่ีไดค้ะแนนระหวา่ง 88 ถึง 94 ไดเ้กรด B ถา้คะแนนผลการสอบมีการแจกแจงแบบปกติ 
และมีนิสิต 8 คนไดเ้กรด B ถามวา่มีนิสิตเขา้สอบวิชาน้ีก่ีคน 

 
14. ก าลงัในการรับแรงดึงของโลหะชนิดหน่ึงซ่ึงมีการแจกแจงแบบปกติ มีค่าเฉล่ียเท่ากบั 10,000 ksc มีค่า

ส่วนเบ่ียงเบนมาตราฐานเท่ากบั 100 ksc ถา้การวดัก าลงัรับแรงดึงของโลหะวดัไดล้ะเอียดถึง 50 ksc 
ก. จงหา % ของช้ินโลหะดงักล่าวซ่ึงสามารถรับแรงดึงไดม้ากกวา่ 10,150 ksc 
ข. ถา้มาตราฐานการใชง้านของโลหะดงักล่าวก าหนดวา่โลหะตอ้งรับแรงถึงไดร้ะหวา่ง  9,800 ถึง  
    10,200 ksc จงค านวณหาวา่มีช้ินโลหะดงักล่าวก่ี % ท่ีไม่เป็นไปตามมาตราฐานท่ีก าหนด 

 
15. บริษทัยาพบวา่ 5% ของยาคุมก าเนิดชนิดหน่ึงมีตวัยาซ่ึงต ่ากวา่มาตราฐาน และมีผลท าใหก้าร

คุมก าเนิดไม่ไดผ้ล จงค านวณหาความน่าจะเป็นท่ีมียาคุมก าเนิดนอ้ยกวา่ 10 ชุด ไม่ไดผ้ลจากผลการ
ทดสอบยา 200 ชุด 

 
16. จากสถิติต ารวจจราจรในเมือง ๆ หน่ึงพบวา่ โดยเฉล่ียผูข้บัข่ีรถยนตใ์นคืนวนัสุดสัปดาห์ 1 คนใน 10 

คน ด่ืมของมึนเมาขณะขบัรถ ถา้ท าการสุ่มตรวจผูข้บัรถในคืนวนัเสาร์ 400 คน จงหาความน่าจะเป็นท่ี
จ านวนผูด่ื้มของมึนเมาขณะขบัรถ 

ก. นอ้ยกวา่ 32 คน 
ข. มากกวา่ 49 คน 
ค. อยา่งนอ้ย 35 คนแต่นอ้ยกวา่ 47 คน 

 
 
17. ในเมือง ๆ หน่ึง ปริมาณการใชไ้ฟฟ้าประจ าวนัซ่ึงมีหน่วยเป็นลา้นกิโลวตัต-์ชัว่โมง เป็นตวัแปรสุ่ม

แบบแกมม่ามีค่าเฉล่ีย  = 6 และค่าความแปรปรวน 2 = 12 
ก. จงหา ,  
ข  ความน่าจะเป็นท่ีปริมาณการใชจ้ะมากกวา่ 12 ลา้นกิโลวตัต-์ชัว่โมง ต่อวนั 
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18. อายกุารใชง้านของอุปกรณ์ไฟฟ้าชนิดหน่ึงมีการแจกแจงแบบเอกซ์โปเนนเชียล (Exponential)  โดยมี

อายเุฉล่ีย          = 2 ปี ถา้มีการติดตั้งอุปกรณ์ไฟฟ้าดงักล่าวในโรงงานแห่งหน่ึงจ านวน 150 ชุด จงหา
ความน่าจะเป็นซ่ึงอุปกรณ์ไฟฟ้าดงักล่าวเสียในช่วงปีแรก อยา่งนอ้ย 45 ชุด 

 
19. ปริมาณการใชน้ ้ าประจ าวนั (ลา้นแกลลอน) ของเมืองๆ หน่ึง มีการแจกแจง แบบแกมมา   = 3 และ 

 = 1  ถา้ท่ีเกบ็น ้าส าหรับใชป้ระจ าวนับรรจุได ้4 ลา้นแกลลอน จงหาความน่าจะเป็นท่ี 
ก.   ในวนัหน่ึงจะมีน ้าไม่พอใช ้
ข. ปริมาณน ้าท่ีใชมี้ค่าอยูร่ะหวา่ง 2.5 ถึง 3.5 ลา้นแกลลอนต่อวนั 

 
20. บริษทัผลิตเคร่ืองคิดเลขยีห่อ้หน่ึงใหใ้บรับรอง (Warranty) คุณภาพสินคา้เป็นเวลา 1 ปี ถา้ภายในหน่ึง

ปีเคร่ืองคิดเลขเสียไม่วา่ดว้ยสาเหตุใดกต็าม บริษทัจะท าการทดแทนใหด้ว้ยเคร่ืองใหม่ ช่วงเวลาอายุ
การใชง้านของเคร่ืองคิดเลขรุ่นน้ีมีฟังกช์ัน่การแจกแจงแบบเอกซ์โปเนนเซียล 

f(x) = 0.125 e-0.125X  ; x > 0 
ก.   จงหาความน่าจะเป็นท่ีเคร่ืองคิดเลขน้ีจะเสียก่อนท่ีใบรับรองจะหมดอาย ุ
ข. ถา้ค่าใชจ่้ายในการผลิตเคร่ืองคิดเลขน้ีคิดเป็นเงิน 2,000 บาทต่อเคร่ือง และก าไรใน

การขายแต่ละคร้ังเท่ากบั 1,000 บาทต่อเคร่ือง ก าไรท่ีไดจ้ะเปล่ียนเป็นเท่าใดถา้ใช้
นโยบายเปล่ียนเคร่ืองใหม่ตามใบรับรองสินคา้ 

 
21.     ก.  ถา้ตวัแปรสุ่ม X  มีการแจกแจงแบบเอกซ์โปเนนเชียล และ  P[X > 1] = P[X < 1] จงหา 
  ค่าเฉล่ีย และค่าความแปรปรวนของ X 

ข.  ถา้ตวัแปรสุ่ม X มีการแจกแจงแบบไคสแควร์ มีค่าความแปรปรวนเท่ากบั 20 จงหาค่าองศา 
 เสรี 
ค. ถา้ตวัแปรสุ่ม X มีค่าความแปรปรวนเท่ากบั 1.8 และค่าเฉล่ียเท่ากบั 0.36  X มีการแจกแจง 
 แบบแกมมา จงเขียนฟังกช์ัน่การแจกแจงความน่าจะเป็นของ X 
ง.   ถา้ตวัแปรสุ่ม X มีการแจกแจงแบบปกติดว้ยค่าเฉล่ีย 15 และ P[X > 9] = 0.9595 จงหาค่าส่วน 
 เบ่ียงเบนมาตรฐานของตวัแปรสุ่ม X 
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บทที ่4 
การสุ่มตวัอย่างและการประมาณค่า (Random Sampling  and Estimation) 

 

4.1 ประชากร (Population)   
 
ประชากร คือ เซทซ่ึงประกอบดว้ยค่าสงัเกตทั้งหมด (Totality of the Observations)  ของส่ิงท่ี

ก าลงัศึกษาหรือทดลอง  ซ่ึงอาจจะเป็นเร่ืองเก่ียวกบัคน สตัว ์ พืช หรือส่ิงท่ีมนุษยส์ร้างข้ึนมา จ านวนค่า
สงัเกตทั้งหมดของประชากรจะบอกขนาดของประชากร เช่น ในการศึกษากลุ่มเลือดของนิสิตใน
มหาวิทยาลยั ซ่ึงมีนิสิต 3,000 คน ขนาดของประชากรคือ 3,000 ประชากรบางชุดเป็นแบบท่ีนบัจ านวนได ้
(Finite) เช่น กรณีกลุ่มเลือดนิสิต 3,000 คน หรืออายคุนในอ าเภอใดอ าเภอหน่ึง หรือความสูงของคนใน
จงัหวดัใดจงัหวดัหน่ึง แต่ประชากรบางชุดไม่สามารถนบัจ านวนได ้(Infinite) เช่นการโยนเหรียญแบบไม่
มีท่ีส้ินสุดหรือการวดัอุณหภูมิอากาศประจ าวนัซ่ึงจะตอ้งวดัต่อไปในอนาคตซ่ึงถือเป็นประชากรแบบนบั
จ านวนไม่ได ้

 
 ประชากรต่างจากเอกภพสมัพทัธ ์(Sample Space) ตรงท่ีประชากรหมายถึง เซทของค่าสงัเกตทุก
ค่า ซ่ึงแต่ละค่าจะเหมือนหรือไม่เหมือนกนักไ็ด ้ขณะท่ีเอกภพสัมพทัธ์คือ เซทซ่ึงแต่ละค่าแตกต่างกนั เช่น
กรณีกลุ่มเลือดนิสิต 3,000 คน ประชากรคือกลุ่มเลือดซ่ึงอาจเป็น A, A, B, AB, O, O,……..ทั้ง 3,000 ค่า 
ขณะท่ีเอกภพสัมพทัธข์องกลุ่มเลือดนิสิตคือ O, A, B, AB เท่านั้น 

 
ถ้าประชากรมขีนาดใหญ่มากหรือนับไม่ถ้วน  การศึกษาประชากรทั้งหมดเป็นเร่ืองท่ียากล าบาก 

เสียเวลา และค่าใชจ่้ายสูง จึงควรใชว้ิธีการสุ่มตวัอยา่ง(Random Sampling) ขนาดพอสมควรจากประชากร  
เพื่อศึกษาและหาขอ้สรุปเก่ียวกบัประชากรทั้งหมด โดยสุ่มจากค่าสังเกตทีเ่ป็นอิสระต่อกนั (Independent) 
สุ่มแบบไม่เจาะจง(Random) แลว้น ามาค านวณหาค่า สถติิ  เพื่อหาขอ้สรุปเก่ียวกบั  พารามิเตอร์  ของ
ประชากรต่อไป 

       
 
       Sample เป็น Subset ของ Population 
                    Sample  
       (Statistic)          (Parameter) 

Population 
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4.2 การส ารวจส ามะโนครัว (Census) 
 
คือ การส ารวจซ่ึงเขา้ถึงสมาชิกทุกตวัของประชากร (Every Member of Population) ซ่ึงเป็นการ

ส ารวจท่ีเสียเวลาและค่าใชจ่้ายสูงมาก 
 

4.3 วธีิการสุ่มตวัอย่าง (Random Sampling Techniques) 
 
วิธีการสุ่มตวัอยา่งมี 4 วิธี คือ 
4.3.1 การสุ่มตวัอย่างแบบธรรมดา  (Simple Random Sampling) 

  การสุ่มตวัอยา่งแบบธรรมดา คือการสุ่มตวัอยา่งซ่ึงสมาชิกของประชากรแต่ละตวัมี
โอกาสถูกเลือกเท่ากนั ดงัรูปท่ี 4.1 เช่นการสุ่มโดยวิธีลอ๊ตเตอร่ี   (Lottery)   หรือการจบัเบอร์  (Drawing)  
หรือใชต้ารางเลขสุ่ม (Table of Random Number) ดงัแสดงในตารางท่ี A5 ของภาคผนวก 
 
     X       X    
      

        X          X      
                          Population 

    
 รูปที ่4.1 การสุ่มตวัอยา่งแบบธรรมดา 

 
  ตัวอย่างการสุ่มโดยวธีิล๊อตเตอร่ี  ตอ้งการสุ่มตวัอยา่งนกัเรียน 5 คน จากชั้นเรียนซ่ึงมี
นกัเรียน 50 คน ท าไดโ้ดยการเขียนช่ือนกัเรียนทั้ง 50 คน ลงในแผน่กระดาษ 50 ช้ิน ใส่ลงในกระป๋อง เขยา่
ใหท้ัว่ แลว้สุ่มหยบิช่ือทีละแผน่ 5 คร้ัง จะไดต้วัอยา่งสุ่มแบบธรรมดา ซ่ึง  n = 5 
 
 ตัวอย่างการสุ่มโดยวธีิใช้ตารางเลขสุ่ม ตอ้งการสุ่มตวัอยา่งนิสิต 30 คน จากนิสิตทั้งหมด 
400 คน   โดยการจดัเรียงช่ือนิสิต 400 คน    ตามล าดบัตวัอกัษร แลว้ก าหนดหมายเลขจาก 001-400 
 
 หลบัตาเอาน้ิวจ่ิมตวัเลขในตารางเลขสุ่ม (เลขสุ่มเป็นตวัเลข 5 หลกั ซ่ึงถูกสร้างจาก 
Random Process) เช่น ถา้ตวัเลขเป็น 33362  จะไดนิ้สิตท่ีสุ่มคนแรกเบอร์ 333 (เลข 3 หลกัแรกของเลข
สุ่ม) เลือกตวัเลขสุ่มในแถวเดียวกนั ล าดบัถดัไป  (94904) ปรากฏวา่ไม่มีนิสิตหมายเลข 949 ใหเ้ลือก
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หมายเลขสุ่มล าดบัถดัไป (31273) จะไดนิ้สิตหมายเลข 312 เป็นคนท่ี 2 เลือกท านองเดียวกนัจนครบ 30 
คน ท่ีตอ้งการ ดูรูปท่ี 4.2 
 
51821 51259 77452 16308 60756 92144 49442 
52404 60268 89368 19885 55322 44819 01188 
33362 94904 31273 04146 18594 29852 71585 
46369 58586 23216 14513 83149 98736 23495 
33787 09998 42698 06691 76988 13602 51851 
 

รูปที ่4.2  การสุ่มโดยใชต้ารางเลขสุ่ม 
 
 4.3.2  การสุ่มตัวอย่างโดยการแบ่งเป็นพวก  (Stratified Random Sampling) 
   แบ่งประชากรออกเป็นกลุ่มยอ่ย (Subpopulation) หรือเป็นพวก (Strata) เช่นแบ่งตาม
ระดบัรายได ้เพศ วยั หรือระดบัการศึกษา ท าการสุ่มตวัอยา่งแบบธรรมดาในแต่ละกลุ่มยอ่ย    (แต่ละพวก) 
ดงัรูปท่ี 4.3 จะไดจ้  านวนตวัอยา่งตามจ านวนกลุ่มยอ่ย (เช่น 3 ตวัอยา่ง จาก 3 กลุ่มยอ่ย) เม่ือน ามารวมกนั
จะไดต้วัอยา่งท่ีตอ้งการซ่ึงเรียกวา่  Stratified Random Sample  ขนาดของตวัอยา่งท่ีเลือกจากแต่ละกลุ่ม
ยอ่ยจะแปรผนัตามขนาดของประชากรในกลุ่มยอ่ย 

 
A 

   X      X                  
       X 

B 
    X      X 
        X 

C 
    X     X 
        X 

รายได ้
ต ่า 

รายได ้
ปานกลาง 

รายได ้
สูง 

 
รูปที ่4.3   การสุ่มตวัอยา่งโดยการแบ่งเป็นพวก 

 
4.3.3  การสุ่มตัวอย่างแบบมีระบบ (Systematic Random Sampling) 

  กรณีท่ีประชากรใหญ่มาก อาจไม่สะดวกท่ีจะท าการสุ่มแบบธรรมดา เช่นตอ้งการสุ่ม 
150 ครัวเรือน จาก 45,000 ครัวเรือน จึงควรใชว้ิธีสุ่มแบบมีระบบ โดยการจดัเรียงรายช่ือตามล าดบั
ตวัอกัษร แลว้ก าหนดหมายเลขใหแ้ต่ละครัวเรือน เน่ืองจากอตัราส่วน  ประชากร/ตวัอยา่ง = 45,000/150 = 
300  จึงเลือกสุ่มค่าสงัเกตแรก จาก 300 ครัวเรือนแรก   โดยวิธีลอ๊ตเตอร่ี หรือใช ้ ตารางเลขสุ่ม สมมติว่า
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ไดค่้าสงัเกตแรก เบอร์ 210 จะเลือกค่าสงัเกตท่ี 2, 3, 4,........,150 แบบมีระบบจากครัวเรือนล าดบัท่ี 
210+300, 210+600, 210+900,.......,210+(150-1) x 300 (ดูรูปท่ี 4.4 ประกอบ) 
 

1 
X 

2 
X 

3 
X 

 
X 

 
X 

 
X 

 
X 

ประชากร  N  แบ่งเป็น n กลุ่ม ๆ ละ k (=N/n) 
ถา้สุ่มกลุ่มท่ี 1 ไดห้มายเลข i จะไดต้วัอยา่ง 

 
X 

 
X 

 
X 

 
X 

 
X 

 
X 

 
X 

สุ่มจ านวน n ค่าสงัเกตดงัน้ี 
{i, i+k, i+2k,......., i+(n-1)k} 

 
X 

 
X 

 
X 

 
X 
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X 
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X 
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X 

 
X 

 
X 

(n-1) 
 
X 

n 
X 

 

 
รูปที ่4.4  การสุ่มตวัอยา่งแบบมีระบบ 

 
 4.3.4  การสุ่มตัวอย่างแบบแบ่งกลุ่ม (Cluster Sampling) 
  บางคร้ังประชากรกลุ่มเป้าหมาย กระจายตวัอยูใ่นพื้นท่ีต่าง ๆ จนยากต่อการเขา้สุ่ม
ตวัอยา่ง กรณีน้ีจะตอ้งแบ่งประชากรออกเป็นกลุ่มตามพื้นท่ี (Geographical Groups หรือ Clusters)  โดยให้
ทุก  Cluster  มีคณุสมบัติเหมือนกนั หรือเป็นตวัแทนของประชากร เลือกสุ่ม k Clusters  จาก  Clusters 
ทั้งหมดโดยวธีิ  Simple Random Sampling แลว้เลือกสุ่มสมาชิกจาก k Clusters ท่ีเลือก  ตามจ านวนท่ี
ก าหนด 
  เช่น ตอ้งการสุ่ม 1,000 ครัวเรือน จากจงัหวดันครปฐม โดยการแบ่งจงัหวดันครปฐม เป็น 
40 เขต (ต าบล) เลือกสุ่ม 5 เขต จาก 40 เขต โดยวิธีสุ่มแบบธรรมดาหลงัจากนั้นจึงเลือกสุ่ม 1,000 ครัวเรือน 
จาก 5 เขตท่ีเลือกไว ้

 
4.4 ค่าสถิตทิี่ส าคญั 
 
 หลงัจากสุ่มตวัอยา่งไดแ้ลว้ จะสามารถน ามาค านวณหาค่าสถิติจากตวัอยา่ง เพื่อน าไปอนุมานหรือ
หาขอ้สรุปเก่ียวกบัค่าพารามิเตอร์ของประชากร ค่าสถิติท่ีส าคญัไดแ้ก่ ค่าท่ีแสดงแนวโนม้เขา้สู่จุด
ศูนยก์ลางและค่าความแปรปรวน 
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   สถิติ (ตวัอยา่ง)  พารามิเตอร์ (ประชากร) 
 
 4.4.1 แนวโน้มเข้าสู่จุดศูนย์กลางของตัวอย่าง (Central Tendency) 
  ค่าสถิติท่ีแสดงแนวโนม้เขา้สู่จุดศูนยก์ลาง ไดแ้ก่ ค่าเฉล่ีย ค่ามธัยฐาน และค่าฐานนิยม 
  ให ้ ตวัอยา่ง   =  {x1, x2, .................., xn} ซ่ึง xI  แต่ละค่าเป็นอิสระต่อกนั 

 ค่าเฉล่ียจากตวัอยา่ง (Mean) 

   x   =    

x
ii=1

n

n    



    ………………………........(4.1) 
   x  = เป็นตวัประมาณค่าของ  (พารามิเตอร์ของประชากร) 

 ค่ามธัยฐาน  (Median) 
    x =  x n +1

2
   ถา้ n เป็นเลขค่ี เช่น n = 5 ..............................(4.2) 

   x =   

x n
2

+ x n 1
2

2


   ถา้ n  เป็นเลขคู่ เช่น n = 6  .............................(4.3) 

  หาโดยการจดัเรียงขอ้มูลจากนอ้ยไปมาก เช่น 
  ถา้ n = 5 ;   x = x 5+1

2
  =   x3 

  ถา้ n = 6 ;   x =   
x3 + x4

2  
 ค่าฐานนิยม (Mode)   

คือ ค่าสงัเกตของตวัอยา่งท่ีมีความถ่ีมากท่ีสุด (ค่าตวัแปรสุ่มท่ีมีความถ่ีมากท่ีสุด) 
 
 4.4.2 ความแปรปรวนของตวัอย่าง (Variability) 
   ค่าสถิติท่ีแสดงความแปรปรวนของตวัอยา่งไดแ้ก่ ค่าความแปรปรวน ค่าส่วนเบ่ียงเบน
มาตราฐาน และค่าพิสยัของตวัอยา่ง 

 ค่าความแปรปรวนของตวัอยา่ง (Sample variance)   

     S2  =  
(xi - x
n -1

)2
   เป็นตวัประมาณค่าของ   2  ........................................(4.4) 

 ค่าส่วนเบ่ียงเบนมาตราฐานของตวัอยา่ง (Sample standard deviation)  

    S  =  
(xi - x
n -1

)2
 เป็นตวัประมาณค่าของ   ………............................(4.5) 

 พิสัย (Range) = xmax-xmin    ........................................(4.6) 
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สูตรการค านวณหา  S2 

   S2 = 
(x

i
2

-2xx
i
+x

2
)

n-1



 

    = 
x i

2 - nx
n -1

2
 

    = 
xi

2 - n
xi

n
n -1











2

  

    = 
n x i

2 - ( x i
n(n -1)

)2
   .........................(4.7) 

 
 4.4.3 ตัวประมาณค่าทีไ่ม่ล าเลยีง (Unbiased Estimator) 
   ค่าสถิติตวัใดจะเป็นตวัประมาณค่าท่ีไม่ล าเลียงกต่็อเม่ือ Expected Value ของค่าสถิติตวั
นั้นมีค่าเท่ากบัค่าพารามิเตอร์ท่ีตอ้งการประมาณ หรือ 
 
   E(Statistics) = Parameter  
 
 เช่น 

 E (S2)  = E [
(x

i
-x

n-1

)2

] 

    = 
1

n -1  E [ {(xi-)-(x  - )}2 ] 

    = 
1

n -1  E [ {(xi-)2-2(x-)(xi-)+(x-)2} ] 

    = 
1

n -1  E [ (xi-)2-2(x-) (xi-)+ (x -)2 ] 

    = 
1

n -1  E [ (xi-)2-2(x-) (xi-n)+n (x -)2 ] 

    = 
1

n -1  E [ (xi-)2-2n(x-)2+n(x-)2 ] 

    = 
1

n -1  E [ (xi-)2-n (x-)2 ] 

    = 
1

n -1  [E (xi-)2-n E (x-)2 ]...........* 

    = 
1

n -1  [n.2-n.
 2

n ] 

    = 
1

n -1  [n. 2-2] 
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    = 
1

n -1 .2(n-1)  = 2  ....................................(4.8) 

 * E (x-)2  = E ( )
x

i
n - 

2  

    = 
1

n2  E (xi-n)2 

    = 
1

n2 E (x1+x2+.......+xn-n)2 

    = 
1

n2  E [(x1-)+(x2-)+.........+(xn-)]2 

ถา้   x1, x2, .........., xn  เป็นอิสระต่อกนั (Independent) 

 E (x-)2  = 
1

n2  [E (x1-)2+E(x2-)2+........+E (xn-)2 ] 

    = 
n.

n2   =   
2

n
 2

  ..................................(4.9) 

ดงันั้น   S
x
2  เป็นตวัประมาณค่าท่ีไม่ล าเลียงของ    

2

n


 

 

4.5  การแจกแจงของตวัอย่างสุ่ม (Sampling Distributions) 
   
  ค่าสถิติท่ีค  านวณจากตวัอยา่ง เช่น ค่าเฉล่ีย x  ค่าความแปรปรวน (S2) และค่าสดัส่วน 

(Proportion, p
^ ) จะมีค่าแตกต่างกนัไปตามตวัอยา่งท่ีสุ่มได ้ ถา้ตวัอยา่งท่ีสุ่มไดเ้ป็นตวัแทนท่ีดีของ

ประชากร ค่าสถิติท่ีค  านวณจากตวัอยา่งนั้นจะเป็นตวัประมาณค่าท่ีดีของพารามิเตอร์ 
 

  สุ่ม   สถิติ   พารามิเตอร์ 
 (Sampling)            (Statistics)  (Parameters) 
 ถา้  Sample  ดี       ;  Statistics  เป็นตวัประมาณค่าท่ีดีของ Parameter 
 ถา้  Sample  ไม่ดี  ; Statistics  เป็นตวัประมาณค่าท่ีไม่ดีของ Parameter 

    

           ถา้มีการสุ่มตวัอยา่งหลายคร้ัง เช่น n คร้ัง จะไดค่้าสถิติ x i, Si
2 และ p

^
i จ านวนอยา่งละ n ค่า 

ซ่ึงแตกต่างกนัไป ดงันั้นจึงอาจกล่าวไดว้า่สถิติคือตวัแปรสุ่ม (X) ตวัหน่ึง ท่ีมีการแจกแจงความน่าจะ
เป็นอยูร่อบ ๆ ค่าเฉล่ียของค่าสถิติตวันั้น การแจกแจงความน่าจะเป็นของค่าสถิติ เรียกวา่ การแจกแจงของ
ตัวอย่างสุ่ม (Sampling Distribution) มี f(x) ซ่ึงแตกต่างกนัไปตามขนาดของประชากร ขนาดตวัอยา่ง และ
วิธีการสุ่มตวัอยา่ง 
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   การแจกแจงของตวัอยา่งสุ่มท่ีจะกล่าวถึงในบทน้ีมี 7 แบบ ไดแ้ก่ 

(1) การแจกแจงของค่าเฉล่ียของตวัอยา่ง (X )      
           (Sampling Distribution of Mean) 

(2) การแจกแจงของผลต่างของค่าเฉล่ียของ 2 ตวัอยา่ง (X 1-X 2) 
           (Sampling Distribution of Difference of Means) 

(3) การแจกแจงของค่าเฉล่ียของผลต่างของค่าท่ีสุ่มเป็นคู่ ( D ) 
(Sampling Distribution of Mean of Difference of Paired Observation) 

(4) การแจกแจงของสดัส่วนของตวัอยา่ง P^  
(Sampling Distribution of Proportions) 

(5) การแจกแจงของผลต่างของสดัส่วนของ 2 ตวัอยา่ง (P
^

1-P
^

2) 
(Sampling Distribution of Difference of Proportions) 

(6) การแจกแจงของความแปรปรวนของตวัอยา่ง (S2) หรือ 2 
  (Sampling Distribution of  Variance or 2 Distribution) 

(7) การแจกแจงของสดัส่วนของความแปรปรวนของ 2 ตวัอยา่งหรือ  F  
( Sampling Distribution of Proportion of Variances or F Distribution) 

 
 4.5.1 การแจกแจงของค่าเฉลีย่ของตัวอย่าง (X )   

   (1) กรณีทราบการแจกแจงของประชากร (ทราบ 2) 

   X  n (x; ,)     
   สุ่มตวัอยา่งได ้  (x1, x2,........., xn)  x    X  เป็นตวัแปรสุ่ม 

      X   n (x  ; , 


n ) 

     และ z  =  
x -

n


 /   ......................................(4.10) 

   (2) กรณีไม่ทราบการแจกแจงของ    X (ไม่ทราบ 2) 

 ถ้า n  30    
      ตามทฤษฎี “Central limit theorem” ซ่ึงกล่าววา่ตวัแปรสุ่มท่ีเกิดจากค่าของตวัแปรสุ่ม
ตวัอ่ืนหลาย ๆ ค่ามารวมกนั จะมีการแจกแจงแบบปกติ 

    ไม่ทราบ 2 ใช ้S2 แทน 

    ดงันั้น X   n (x  ; , 
n

S ) 
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    และ   z  =  
n/

-x

S

    ..................................(4.11) 

ตัวอย่างที ่4.1    สุ่มตวัอยา่งจ านวน 16 ตวัอยา่งจากประชากรท่ีมีการแจกแจงแบบปกติ ซ่ึงมี     = 50 
และ  = 5 จงหา P(x-1.9 x   X  < x-0.4 x) 

 
 วธีิท า 
   n  =  16 ;    =  50 ;   = 5 
   P(x-1.9 x   X  < x-0.4x) 

   P(-1.9 


n   X  < -0.4


n ) 

   x   =  


n   = 5

16
   =   

5

4  

   P(50-1.9 x 5

4   X  < 50-0.4x 5

4 ) 
   =  P(47.63  X  < 49.5) 

   = P ( 47.63-50

5

4

  Z <  
49.5-50

5

4

 ) 

   = P(-1.9  Z < -0.4) 
   = 0.3446 - 0.0287 
   = 0.3159 
 

 ถ้า  n  < 30     
    X  จะมีการแจกแจงแบบ  t (t Distribution) 

    X  ~  t (x  ; ,  
n

S ) 

    t  =  
n/

-x

S

     ..................………............(4.12) 

 t มี Degree of Freedom เท่ากบั n-1 รายละเอียดเก่ียวกบัการแจกแจงแบบ t จะ
แสดงในหวัขอ้ถดัไป 

 
  4.5.2  การแจกแจงแบบ t   (t-Distributions) 
   ให ้ T = ตวัแปรสุ่มแบบ  t  ซ่ึงมีการแจกแจงแบบสมมาตรรอบจุดศูนยก์ลาง 
     มีค่าเฉล่ียเท่ากบัศูนย ์จึงมีลกัษณะคลา้ยการแจกแจงแบบปกติ 
     มาตราฐาน (Z) แต่ลกัษณะของการแจกแจงจะแตกต่างกนัไปตาม 
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     ค่าองศาเสรี (Degree of Freedom) ดงัรูปท่ี 4.5 

   f(t) = 




( )

( )
) ( )











 
1

2

2

1
2 (1 +

t 2
  เม่ือ  -   t   ....(4.13) 

  มีองศาเสรี (Degree of Freedom, ) เท่ากบั  n-1   
   t = 0        .............................. (4.14) 

   2
t = 


( - 2)   เม่ือ  3    ................................ (4.15) 

 
  ตารางการแจกแจงค่า t แสดงอยูใ่นตารางท่ี A6 ของภาคผนวกทา้ยเล่ม 

 
รูปที ่4.5  การแจกแจงของ t ท่ีองศาเสรีต่าง ๆ กนั 

 
  ความสัมพนัธ์ระหว่างตัวแปรสุ่ม  Z, T, 2 

   z = 
x

n
 

 /  

   2 = 
(n -1) S2

2
 

   t = 
x -

S
n

  =   
x -

S
n

n -1
n -1   =   

x -

n

. 
n -1

S n -1
  






.  

    = x-

n

 
1

S n-1

n-1

  =   
z

2

n-1

  =   
z

2





 



.    ....................(4.16) 
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   สามารถใช้ t อธิบายการแจกแจงความน่าจะเป็นของค่าเฉลีย่ของตัวอย่าง  (X )  กรณีไม่

ทราบ  2   และ  n  30 

   t = x-

S

n

  มี pdf  ดงัสมการท่ี 4.13   

 
  ตัวอย่างที ่4.2   จงหาค่า k ท่ีท าให ้
   P(k  T  -1.761) = 0.045   
   เม่ือ  n = 15   ซ่ึงสุ่มจากประชากรปกติ 
  วธีิท า  =  n-1   = 15-1 =  14 
   P(k  T  -1.761) = P[T  -1.761] - P(T k) 
      = 0.05 - P(T k) 
      = 0.045 
    P(T k) = 0.05-0.045  =  0.005 
     k = -2.977 
 
ตัวอย่างที ่4.3  อายกุารใชง้านของหลอดไฟฟ้ามีการแจกแจงแบบปกติ มี  = 1,410 ชัว่โมง ใหสุ่้มตวัอยา่ง

หลอดไฟฟ้า จ านวน 25 หลอด ค านวณหาค่าอายกุารใชง้านเฉล่ียและส่วนเบ่ียงเบน
มาตราฐานไดเ้ท่ากบั 1,360 และ 200 ชัว่โมงตามล าดบั จงค านวณหาความน่าจะเป็นท่ี
อายกุารใชง้านของหลอดไฟฟ้าจะมากกวา่ 1,360 ชัว่โมง 

  วธีิท า ให ้  X  = อายกุารใชง้านเฉล่ียของหลอดไฟฟ้าเป็นชัว่โมง 
   เน่ืองจาก n   30 และ   S  =  200  ชัว่โมง 

   P(X   1360 ชม) = P(T 1360-1410

200

25

) 

      = P(T -1.25) 
     =  n-1 =  25-1   =  24 
   จากตาราง  A5 
   P(T24  1.318) = 0.9 
   P(T24  0.685) = 0.75 
   P(T24  - 1.318) = 0.9 
   P(T24  - 0.685) = 0.75 
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   P(T24  - 1.25) = 0.9- (0.9-0.75) (1.318-1.25)

(1.318-0.685)  
     = 0.9-0.016 
     = 0.884 
 
 4.5.3 การแจกแจงของผลต่างของค่าเฉลีย่ของ 2 ตัวอย่าง (X 1-X 2) 

  (1) กรณีทราบประชากรทั้ง 2 ชุด (ทราบ 1
2 , 2

2) 
 
ประชากรทั้ง 2 ชุดเป็นอสิระต่อกนั 

 
ชุดท่ี ประชากร ตวัอยา่ง 

I X1  n(x1; 1,1) 
ทราบการแจกแจง 

(x1,1, x1,2,.............x1,n1) x 1 X 1 

X 1  n(x 1; 1,1/
  

1
n ) 

II X2  n(x2; 2,2) 
ทราบการแจกแจง 

(x2,1, x2,2,............. x2,n2) x 2X 2 

X 2  n(x 2; 2,2/
 

2
n ) 

 
   (X 1-X 2)  n ((x 1-x 2);  x x  x x1 2 1 2 , ) 

   x x1 2
 = E (X 1-X 2)    =  1-2 

   2 1 2x x  = Var (X 1-X 2)  = 2 x 1+ 2 x 2 

     = 
 1

2

n1
+ 2

2

n2
 

   x x1 2  = 
 1

2

n1
+ 2

2

n2
 

   z  = 
(x - x - ( 1 - 2

1
2

n1
+ 2

2

n2

1 2 ) ) 

 
  .........................(4.17) 

ตัวอย่างที ่4.4   สุ่มตวัอยา่งประชากร 2 ชุด อยา่งอิสระจากประชากรซ่ึงมีการแจกแจงปกติ โดยมีขอ้มูล
ดงัต่อไปน้ี 

   n1   =  5   , n2   =  4 
   1  =  50 , 2  = 40 
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   2
1 =  9 , 2

2 =  4     
   จงหา P[(X 1-X 2)  8.2] 
  วธีิท า 

   P[(X 1-X 2)  8.2] = P (

2
n

2
2

+

1
n

2
1

)
21

(-)X1X(



 
  8.2-(50-40)

9

5

4

4

) 

      = P(Z  ( 8.2-(50-40)

9

5

4

4

) 

      = P(Z  ( 8.2-10

36+20

20

) 

      = P(Z  - 1.8

2.8
)  =  P(Z  - 1.0757) 

      = 0.1401 
 
 (2) กรณีไม่ทราบประชากรทั้ง 2 ชุด (ไม่ทราบ 2

1, 2
2 ) แต่ทราบว่า  2

1= 2
2 

   t = 
( ) )x1-x -(

1

Sp
1

n1 n2

 
2 2

1

 



   ....................(4.18) 

   Sp
2 = 

(n1 -1)S1
2 + (n2 -1) S2

2

(n1 + n2 - 2)    ....................(6.19) 

 
ตัวอย่างที ่ 4.5  สุ่มทดสอบความแขง็โลหะ 2 ชนิด ซ่ึงมีค่าเฉล่ีย 1= 20.5 หน่วย และ 2= 19.5 หน่วย สุ่ม

เลือกโลหะชนิดท่ี 1 จ านวน 9 ช้ิน โลหะชนิดท่ี 2 จ านวน 7 ช้ิน ค  านวณค่าส่วนเบ่ียงเบน
มาตราฐานได ้ 1.2 และ 1.5 หน่วยตามล าดบั ถา้สมมติวา่ความแขง็โลหะทั้งสองชนิดมีการ
แจกแจงแบบปกติและค่าส่วนเบ่ียงเบนมาตราฐานเท่ากนั จงหาความน่าจะเป็นท่ีค่าเฉล่ีย
ของความแขง็ของโลหะชนิดแรกจะแขง็กวา่โลหะชนิดท่ี 2 มากกวา่ 1.9 หน่วย 

 
  วธีิท า 
   n1 = 9  n2 = 7 
   S1 = 1.2  S2 = 1.5 
   1 = 20.5  2 = 19.5 
  โลหะทั้ง 2 มีการแจกแจงแบบปกติ มี 2

1 = 2
2    แต่ไม่ทราบ  2

1 , 2
2 

   n1, n2    30 
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  เลือกใชก้ารแจกแจงแบบ T 

    Sp
2  = 

(n
1

-1) S
1
2

 + (n
2

-1) S
2
2

n
1

+n
2

-2  

      = (9-1) (1.2)
2

 + (7-1) (1.5)
2

9+7-2  
    Sp

2  = 1.337 ;  = 9+7-2  =  14 

   P(X 1-X 2 1.9) = P(T 1.9-  (20.5-19.5)

1.337 
1

9

1

7

) 

      = P(T 1.335) 
   จากตาราง A5  เม่ือ    = 14 
   P(T  1.345)  = 0.9   P(T1.345) = 0.1  
   P(T  0.692)  = 0.75 P(T0.692) = 0.25 

   P(T 1.335)  = 0.1+ (0.25-0.1) (1.345-1.335)

(1.345-0.692)   
      = 0.1+0.002 
      = 0.102 
 
 (3) กรณีประชากร 2 ชุด ไม่ทราบ 2

1, 2
2  แต่ทราบว่า  2

1  2
2 

   t = 
( ) ( )x -x -

2

S
1
2

n1 +
S

2
2

n2

 
1 2 1  

   ....................(4.20) 

    = 
( )

( )( ) ( )( )

S1
2

n1 +
S2

2
n2

S1
2

n1
1

n1-1
S2

2

n2 n2 -1

2

1


  ....................(4.21) 

 
ตัวอย่างที ่  4.6   บริษทัผูผ้ลิตอา้งวา่ค่าเฉล่ีย () เวลาออกฤทธ์ิของยากบัคนไขช้ายและหญิง เท่ากบั 4.8 

และ 4.4 นาที ตามล าดบั เพื่อทดสอบค ากล่าวอา้งดงักล่าวเป็นจริงหรือไม่ ไดท้  าการ
ทดลองใชย้ากบัคนใชช้าย 13 คน  หญิง 16 คน พบวา่ค่าส่วนเบ่ียงเบนมาตราฐานท่ี
ค านวณไดจ้ากตวัอยา่งเท่ากบั 0.8 และ 0.9 นาที ส าหรับชายและหญิงตามล าดบั ถา้
ระยะเวลาในการออกฤทธ์ิของยาดงักล่าวมีการแจกแจงแบบปกติ ไม่ทราบค่าส่วน
เบ่ียงเบนมาตราฐานท่ีแทจ้ริง แต่ทราบวา่ 2

1  2
2 จงหาความน่าจะเป็นท่ีค่าเฉล่ียของ

เวลาออกฤทธ์ิของชายจะมากกวา่หญิง มากกวา่ 0.94 นาที 
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  วธีิท า 
   n1 = 13  n2 = 16 
   1 = 4.8 นาที 2 = 4.4  นาที 
   S1 = 0.8 นาที S2 = 0.9   นาที 
 จงหา  P[(X 1-X 2) 0.94 นาที] 

  2
1  2

2   แต่ไม่ทราบค่า และ n1, n2   30 
 เลือกใชก้ารแจกแจงแบบ  T 

      = 

S
1
2

n
1

+
S

2
2

n
2

S
1
2

n
1

 (
1

n
1

-1) +  
S

2
2

n
2

 (
1

n
2

-1) 

 

      = (0.8)
2

/13 + (0.9)
2

/16

(
0.8

2

13 ) (
1

13-1) -  (
0.9

2

16 ) (
1

16-1)

 

      = 27 

   P[(X 1-X 2) 0.94] = P[T 0.94-(4.8-4.4)

0.64

13

0.81

16

] 

   P(T 1.708)    0.05 
 

4.5.4  การแจกแจงของค่าเฉลีย่ของผลต่างของค่าทีสุ่่มเป็นคู่ 
        กรณข้ีอมูลสุ่มจากประชากรชุดเดียวกนัแต่สุ่มเป็นคู่ (Paired Observation) 
   ให ้D  คือตวัแปรสุ่ม ซ่ึงเท่ากบัค่าเฉล่ียของผลต่างของค่าท่ีสุ่มเป็นคู่ กรณีน้ีค่าท่ีสุ่มแบบ
คู่จะไม่อิสระต่อกนั 

   t =  
S

-d

d

d    ...................................(4.22) 

  เม่ือ d = x1-x2 (ผลต่างของค่าท่ีสุ่มเป็นคู่) 

   d  = 
( )x1 - x2

n  

   d  = E(D ) =   E[
d

.n.
n

1
  =  E(D))

n
( 

n

1
  =  )

n

D
n

( 
  

    = d    ...................................(4.23) 

   S
d

2  = Var (D )  =  Var )
2

d
(nS 

2
n

1
  =  )

n

D
n

(
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d

S  = 
n

Sd     ...................................(4.24) 

 
ตัวอย่างที ่  4.7   โครงการควบคุมอาหารแบบใหม่ สามารถลดน ้าหนกัได ้10 กก. ใน 2 สปัดาห์ ถา้สุ่ม

ตวัอยา่งผูห้ญิงท่ีเขา้โครงการจ านวน 7 คน วดัน ้าหนกัก่อนและหลงัเขา้โครงการ 
ปรากฏวา่ค่าส่วนเบ่ียงเบนเป็นมาตราฐานเท่ากบั 5.4 กก. จงหาความน่าจะเป็นท่ี
ค่าเฉล่ียของน ้าหนกัท่ีลดลงมากกวา่ 14 กก. 

  วธีิท า ให ้ D  = ตวัแปรสุ่มแสดงค่าน ้าหนกัท่ีลดลงหลงัเขา้โครงการควบคุมอาหาร 
   d = 10 กก. ใน 2 สัปดาห์ 
   n = 7 
   Sd = 5.4 
  จงหา P(D   14 กก.) 

    = P(T 14-10

5.4 /  7
) 

    = P(T1.96) 
 0.05 

 

 4.5.5  การแจกแจงของสัดส่วนของตัวอย่าง (P
^ )  

   P
^    n (p

^  ; p, 
pq
n ) 

   z = p
^
-p

pq
n

    ........................................(4.25) 

  * ให้  X = ตัวแปรสุ่มทวนิาม มี pmf เท่ากบั b(x; n,p) 

   x = np    ........................................(4.26) 
   2

x = npq    ........................................(4.27) 

  ให ้p^    =  
x
n   เป็นตวัประมาณค่าของ p ซ่ึงเป็นพารามิเตอร์ของการแจกแจงทวินาม 

   ถา้พิจารณาวา่ P^  เป็นตวัแปรสุ่ม 

   E(P
^ ) = E( )

X
n   =   n  E(X) =  

np
n   =   p

1  

   Var (P
^ )= Var ( X

n ) = 1

n
2  Var (X) =  

npq

n
2   =   

pq
n  
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ตัวอย่างที ่4.8   จงหาความน่าจะเป็นของการโยนเหรียญ 120 คร้ัง แลว้ไดห้วั 
(ก) ระหวา่ง 40% ถึง 60% 

(ข) มากกวา่หรือเท่ากบั  58  ของจ านวนคร้ังท่ีโยน 
 ในการโยนเหรียญ ความน่าจะเป็นในการออกหวั = p  =  0.5 
              ความน่าจะเป็นในการออกกอ้ย = q  =  0.5 
 
  วธีิท า P(H) =   p  =  0.5 
   n = 120 

   p
^  =   p  =  0.5 

   p
^

 = pq
n    =   

0.5x0.5

120  = 0.04566 

ก. P(40%  P^  < 60%) 

    = P(0.4  P^  < 0.6) 

    = P[ 0.4-0.5

0.04566   Z <  
0.6-0.5

0.04566 ] 
    = P(-2.190 < Z < 2.190) 
    = 0.9714 

ข. P(X  5

8  * 120) 
    = P(X  75)  = P(X’  74.5)   

    = P(P
^   74.5

120   =  0.621) 

    = P(Z  0.621-0.5

0.04566 ) 
    = P(Z  2.651) 
    = 1-0.9960 
    = 0.0040 
 

 4.5.6  การแจกแจงของผลต่างของสัดส่วนของ 2 ตัวอย่าง (P
^

1-P
^

2) 

   )
n2

2
q

2
p

n1

1
q

1
p

 ),
2

p-
1

(p ; )
2

^

p-
1

^

p((n ~)
2

^

P-
1

^

P(   

   z = 
(p
^

1
-p
^

2
)-(p

1
-p

2
p
1
q
1

n1

p
2

q
2

n2

)



 (ประชากร 2 ชุด)  ...................(4.28) 
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ตัวอย่างที ่4.9   ผลการส ารวจความชอบแชมพยูีห่อ้หน่ึงปรากฏวา่ % ชาย : % หญิง = 35 : 30   ถา้
สัมภาษณ์ชาย 500  หญิง 500 จงหาความน่าจะเป็นท่ีชายชอบมากกวา่หญิงมากกวา่= 10% 

  วธีิท า 

  ให ้  P
^

1 คือตวัแปรสุ่มแสดง % ชายท่ีชอบ มี  p1 = 0.35 

   P
^

2 คือตวัแปรสุ่มแสดง % หญิงท่ีชอบ มี p2 = 0.30 

   p
^

1- p
^

2  = p1-p2  =  0.35-0.30 = 0.05 

   2
p
^

1-p
^

2  = 
p
1
q
1

n
1

+
p

2
q

2
n

2
 

     = ( 0.35x0.65

500 +
0.3x0.7

500 ) 

   p
^

1- p
^

2  = 0.000875   = 0.0296 

   P(P
^

1-P
^

2 > 0.1) = P[Z  0.1-0.05

0.0296 ] 
     = P[Z  1.689] 
     = 0.0455 
 
 4.5.7 การแจกแจงแบบไคสแควร์  (Chi-Squared distributions) 
   ตามท่ีไดก้ล่าวมาแลว้ในหวัขอ้ 3.3.5 ของบทท่ี 3  การแจกแจงแบบไคสแควร์ คือการ

แจกแจงแบบแกมม่า ซ่ึงมี  =  

2 ,  = 2 

   2 = (n-1) S
2

2  


   ……………………………(4.29) 

   มี pdf ดงัสมการท่ี 3.40 
   มีองศาเสรี () = n-1 
   ให ้ 2

,  คือค่า 2  ท่ีความน่าจะเป็นแบบมากกวา่ (Exceedence Probability) เท่ากบั 
 และองศาเสรีเท่ากบั  ดงัรูปท่ี 4.6 
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รูปที ่4.6  กราฟการแจกแจงไคสแควร์ 
    
  คุณสมบติัท่ีส าคญัของการแจกแจง  2  ท่ีควรทราบคือ (ดูรูปท่ี 4.10 ประกอบ) 
   P(22

,)  =    ........................(4.30) 
   P(22

,)  = 1- 
      = 1-P(22

,) 
      = P(22

1-,)  ........................(4.31) 
   P(22

1-,) =  
      = P(22

,)  ........................(4.32) 
 
 ตัวอย่างที ่4.10   จงหาค่า  2  ท่ีความน่าจะเป็นต่าง ๆ ดงัน้ี 
    (1) 2

0.01   เม่ือ     =  18 
    (2) 2

0.99   เม่ือ     =  18 
    (3) 2  ท่ีท าให ้P(22)  =  0.99  เม่ือ      =  4 
    (4) P(2

1-
22)  =  0.95   เม่ือ     =  15 

 วธีิท า P(22
0.01, 18)  = 0.01 

   จากตารางท่ี  A4 
    2

0.01, 18   = 34.805 

   (2)  2
0.99, 18   = 7.015 

   (3) P(22
, 4) = 0.99 

    P(22
, 4) = 1-.099  = 0.01 

    2
, 4   =   2

0.01, 4   = 13.277 
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   (4) P(2
1-, 15

22
, 15)  = 0.95 = (1-2) 

    P(22
, 15)-P(22

1-, 15) = 0.95 
    1-P(22

, 15)-P(22
, 15) = 0.95 

    1-2 P(22
, 15)  = 0.95 

    P(22
, 15)   = 0.025 

    2
, 15  =   2

0.025, 15 = 27.488 
    2

1-, 15 =   2
0.975, 15 = 6.262 

 
ตัวอย่างที ่4.11  สุ่มตวัอยา่งจ านวน 12 ตวัอยา่งจากประชากรท่ีมีการแจกแจงแบบปกติ มี 2 = 100   จงหา

ความน่าจะเป็นท่ีจะสุ่มตวัอยา่งได ้ S มากกวา่ 6.45 
  วธีิท า  P(S6.45) 

    = P[
100

2
(6.45) 1)-(12

>
2

2
(S) 1)-(n


] 

    = P(24.576)  =  
    องศาเสรี  =    =  n-1   =  12-1   =  11 
     P(24.576)  =     =  0.95 
 
 4.5.8  การแจกแจงแบบ  F  (F-distributions) 

   F  = 
 

 








1
2 / 1

2
2 / 2    =   

(n1 -1)
(n1 -1)  

S1
2

1
2

(n2 -1)
(n2 -1)   

S2
2

2
2

   =   
S1

2

S2
2  2

2

1
2    ...........(4.33) 

   มีองศาเสรี  
     = n1-1  
     = n2-1 

  h(f) = [   
( 1 ./2

f 
1

2 -1

( 12 + f} 
1 + 2

2



 

  






 




 

 2
2

1
2

22 1 1
2

)( )

) ( ){ .

] ......................(4.34) 
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         เม่ือ  0  f   
  กราฟการแจกแจงค่า F มีลกัษณะดงัรูปท่ี 4.7 ตารางค่า f มีค่าดงัตารางท่ี A7 ของภาคผนวก 

 
รูปที ่4.7   กราฟการแจกแจงแบบ F 

  คุณสมบติัท่ีส าคญัของการแจกแจงของ  F  ไดแ้ก่ (ดูรูปท่ี 4.11 ประกอบ) 
   P[F f ,(] =    ........................(4.35) 
   P(F f ] = 1-   ........................(4.36) 
   P[F f ,] = 1-P[F f ,] ........................(4.37) 
   P(F f1- ,] = 1-    
      = 1-P[F f ,] ........................(4.38) 
 
   เน่ืองจากตารางค่า f มีเฉพาะค่า f  เม่ือ   = 0.01 และ 0.05  เท่านั้น ค่า f1-  จะหาได้
จากสมการ 

   f1-, () = 
1

1f ,  ( 2
 , )    ........................(4.39) 

   เช่น  f0.95, ()    =   
)

1
,

2
(

0.05
f

1


 

      = 


 2
2 - 2      เม่ือ  2  >  2 ........................(4.40) 

     2 = 
2 2

2
1

2 2

  

  


(
( (

+ 2 - 2)
- 4) 1 - 2)2   เม่ือ  2 >  4 .....(4.41) 
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ตัวอย่างที ่4.12   จงหาค่า  f  และความน่าจะเป็นจากกรณีต่าง ๆ ดงัต่อไปน้ี 
   (1) f0.05  เม่ือ =   7, =  15 
   (2) f0.95  เม่ือ =   7, =  15 
   (3) จงหาค่า f ถา้ P(f1- Ff) =    0.9    เม่ือ =   20 และ =  30 

   (4) P (
1

2.62 F < 2.48)    เม่ือ =   12 , =  15 
  วธีิท า 
   (1) f0.05, (7, 15) = 2.71 

   (2) f0.95, (7, 15) = 1

f
0.05, (15, 7)

 

     = 
3.51

1   = 0.2849 

   (3)   P[f1-, (20,30) Ff,(20,30)]   = 0.9 (=1-2) 
  P[Ff,(20,30)] - P[Ff1-,(20,30)]  = 0.9 
  1-P[F f,(20,30)]- P[Ff,(20,30)] = 0.9 
  1-2P[F f,(20,30)]   = 0.9 
  P[F f,(20,30)]   = 0.05 
       = 0.05 
   f1-,(20,30)    = f0.95, (20,30) 

       = 1

f
0.05, (30,20)

 

       = 1

2.04  = 0.492 
    f,(20,30)    = f0.05, (20,30) 

       = 1.93 

   (4) P (
1

2.62 F < 2.48)  

     = P[ 1

f
0.05,(15,12)

F < f
0.05, (12, 15)

 ] 

     = P[f
0.95, (12,15)

 <  F <  f
0.05, (12, 15)

] 

     = 0.95 - 0.05   =  0.9 
 

4.6 สรุปการแจกแจงของตวัอย่างสุ่ม 
  การแจกแจงของตวัอยา่งสุ่มท่ีกล่าวถึงในบทน้ี สามารถสรุปไดด้งัตารางท่ี 4.1 
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4.7  แนวความคดิในการประมาณค่า  (Estimation Concept) 
 
 ในหวัขอ้ท่ีแลว้ไดก้ล่าวถึงเทคนิคของการสุ่มตวัอยา่ง การหาค่าสถิติท่ีส าคญัและการแจก
แจงของตวัอยา่งสุ่ม  ต่อไปจะไดก้ล่าวถึงการประมาณค่าพารามิเตอร์ และการหาขนาดตวัอยา่งท่ี
เหมาะสม และในบทท่ี 5 จะไดก้ล่าวถึงการทดสอบสมมติฐานของพารามิเตอร์ของประชากร (Hypothesis 
Testing) ซ่ึงอาศยัพื้นฐานจากทฤษฎีการแจกแจงของตวัอยา่งสุ่ม (Sampling Distributions) ท่ีกล่าวมาแลว้ 
โดยการประมาณค่าพารามิเตอร์จะเนน้การตอบค าถามท่ีวา่ "พารามิเตอร์ของประกรมีค่าเท่าใด" และการ
ทดสอบสมมติฐานในบทท่ี 5 จะเนน้การตอบค าถามท่ีวา่ "ประชากรมค่ีาพารามิเตอร์เท่าน้ันจริงหรือไม่"  
ความสมัพนัธ์ของเน้ือหาในบทท่ี 4 และ 5 แสดงอยูใ่นรูปท่ี 4.8  
  
 Sample       Population 
    Random Sampling 
       (บทท่ี 4) 
 
              Statistics          Parameters 
    Sampling Distributions             Estimation (บทท่ี 4) 
              (บทท่ี 4)       Hypothesis Testing (บทท่ี 5)  
  
 

รูปที ่4.8 แนวความคิดเก่ียวกบัการสุ่มตวัอยา่ง การประมาณค่าและการทดสอบสมมติฐาน 
ของพารามิเตอร์ของประชากร    

      
 หลกัการ วตัถุประสงค ์ และวิธีการในการประมาณค่าพารามิเตอร์ของประชากรท่ีจะ
กล่าวถึงในหวัขอ้ต่อไปน้ีสามารถน าไปเปรียบเทียบกบัการสุ่มตวัอยา่งในหวัขอ้ท่ี 4.3 ถึง 4.6 ไดด้งัตาราง
ท่ี 4.2 
 

4.8  วธีิการประมาณค่า 
 
 วิธีการประมาณค่ามี 2 วิธี คือ 

 การประมาณค่าเป็นจุด หรือค่าเดียว  (Point Estimate) 
 การประมาณช่วงค่า  (Interval Estimate) 
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 4.8.1 การประมาณค่าเป็นจุด หรือค่าเดี่ยว (Point Estimate) 
 
  ตวัอยา่งตวัประมาณค่า (Estimator)ท่ีส าคญัไดแ้ก่ 

x      เป็นตวัประมาณค่า (Estimator)   ของ    
 s2      เป็นตวัประมาณค่า (Estimator) ของ  2 

 p^        เป็นตวัประมาณค่า (Estimator) ของ  p 
 
 ตัวประมาณค่าทีไ่ม่ล าเอยีง (Unbiased Estimator) 

ถา้  Expected Value ของตวัประมาณค่ามีค่าเท่ากบัค่าของพารามิเตอร์ท่ีตอ้งการประมาณ แสดง
วา่ตวัประมาณค่าตวันั้นเป็นตวัประมาณค่าแบบไม่ล าเอียง ตามท่ีเคยกล่าวไวใ้นหวัขอ้ 6.4.2 เช่น 

 E(X) =  

 E (S2  =  
( )xi - x

n -1

2
) = 2 

 E (P
^ )  =  E p  =  

n

np
  =  E(X) 

n

1
 = )

n

X
(  

  

 ถ้า ^   เป็น Unbiased Estimator ของ   และ 

 Var (^ ) = 
1

2nE [(
  ln f(x)
 ) ]

 .......................................(4.42) 

    = มีค่านอ้ยท่ีสุด 
 แสดงวา่ตวัประมาณค่าท่ีไม่ล าเอียงมีความค่าความแปรปรวนนอ้ยท่ีสุด 

 ถา้ ^ 1 , 
^

2  เป็นตวัประมาณค่าท่ีไม่ล าเอียง ของ  และ 

  ถา้ Var (^ 1) <  Var (^ 2) 

  
^

1 จะเป็นตวัประมาณค่าท่ีไม่ล าเอียงท่ีดีกวา่ 
^

2 ซ่ึงสามารถวดัไดโ้ดยใช ้

 (RER) Relative Efficiency Ratio  = 
Var ( 2
Var ( 1





)
)  ..........................(4.43) 

  ถา้   RER < 1 แสดงวา่  ^ 2 ดีกวา่ 
^

1 

   RER > 1 แสดงวา่  ^ 1 ดีกวา่ 
^

2 
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ตารางที่ 4.2   เปรียบเทียบเน้ือของการสุ่มตวัอยา่งในบทท่ี 6 และการประมาณค่าในบทท่ี 7 
 บทท่ี 6 การสุ่มตวัอยา่ง บทท่ี 7 การประมาณค่า 

หลกัการ X ,(X1-X2), P
^ ,(P

^
1-P

^
2), 

D  S2  S1
2 / S2

2, ,   เป็นตวัแปรสุ่ม 
(Random Variable) มี pdf = f(x) 

x, (x1-x2)  (1-2) 

p
^
p, (p

^
1-p

^
2)  (p1-p2) 

dD    ,  s22  , 
s
1
2

s
2
2    




1
2

2
2   

วตัถุประสงค ์ รู้ค่าพารามิเตอร์ตวัท่ีตอ้งการประมาณ 
เช่น , 2 ตอ้งการหา 
(1) P(X a)       =    ? 
      P(X b)       =    ? 
      P(a  X < b) =    ? 
(2) ก าหนด Probability    
     หาค่า  a, b ของ X  

ไม่รู้ค่าพารามิเตอร์ตอ้งการหา 
(1) หาช่วงความเช่ือมัน่ (1-) ของ 

พารามิเตอร์จากตวัประมาณค่า          
(2) หาขนาดตวัอยา่ง (ค่า n) ซ่ึง Error ในการ

ประมาณค่าพารามิเตอร์ อยูใ่นเกณฑ ์
      ท่ียอมรับได ้ emax 
 

วิธีการ x , ( x 1- x 2)    Z, T 
^

p , (
^

p 1-
^

p 2)      Z 
         d         T 
          S2       2 

        
S1

2

S2
2       F 

 
 
 
 

 
x-  

n

 

2

z+x <   

n

 

2

z






   

 
 

n
 

2

z = |-x| =  e  Error 


  

ถา้  
2

 ]
e

2

z

[ n 



 ค่า Error < 
n

 

2


z  
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 ตัวอย่างเช่นถ้าสุ่มตัวอย่างขนาด (2n+1) 

 RER = Var (Mean,x

Var (Median, x)
~   =   

2

n+1)

4n

  =   
4n

(2n+1)

) (


 
2

2  

  ถา้    n    

  RER =     1<
2


แสดงวา่  x    ดีกวา่  x~  

4.8.2  การประมาณช่วงค่า (Interval Estimate) 

  วิธีการประมาณช่วงค่าของพารามิเตอร์ เช่น   แสดงอยูใ่นรูปท่ี 4.9 

รูปที ่4.9  การประมาณช่วงค่าของ  
ให ้1-= ระดบัความเช่ือมัน่ (Confidence Level) =  ความน่าจะเป็นท่ีท่ีพารามิเตอร์ 

    จะมีค่าอยูร่ะหวา่งช่วงค่าใด ๆ 
 1- = P (LL  < Parameter < UL)  [2 ทาง]  ..........................(4.44) 
 1- = P (- < Parameter < UL)  [ทางเดียวดา้นบน] ..........................(4.45) 
 1- = P (LL  < Parameter < )   [ทางเดียวดา้นล่าง]  .........................(4.46) 
 ช่วงความเช่ือมั่นของการแจกแจงแบบปกติ 

Confidence Level 
(1-) 100 % 

Confidence Limits 
z 

90 + 1.645 
95 + 1.960 
98 + 2.325 
99 + 2.575 
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4.9  ช่วงความเช่ือมั่นของค่าเฉลีย่ (Confidence Interval for Mean, ) 
 
  เม่ือพิจารณาวา่ค่าเฉล่ียของตวัอยา่ง (X) เป็นตวัแปรสุ่ม ซ่ึงค่า x จะแตกต่างกนัไปตาม

ตวัอยา่งขนาด n  ท่ีสุ่มได ้ X จะมีค่าเฉล่ียเท่ากบั   และความแปรปรวนเท่ากบั  
2

n  ถา้ทราบการแจกแจง
ของ  X และก าหนดระดบัความเช่ือมัน่ (1-) ซ่ึงกคื็อค่าความน่าจะเป็นท่ี X จะมีค่าอยูร่ะหวา่ง a และ b 
นัน่เอง 
  P(a  X  b) = 1-    ...........................(4.47) 
  เม่ือ   =  ระดบันยัส าคญั (Significant Level) 
 
  จากสมการท่ี 7.3-7.5 จะสามารถน าไปวิเคราะห์หาช่วงความเช่ือมัน่ (Confident Interval)
ของค่าพารามิเตอร์ () ของประชากรได ้
 
 4.9.1 กรณีทราบ  2  

 ประมาณช่วงความเช่ือมัน่ของ  โดยใชก้ารแจกแจงตวัอยา่งสุ่มแบบ  Z ดงัรูปท่ี 4.10 

  
n

 , ; x(n  ~ X


 ) 

  z = n  ~ 
n/

-x



 (z ; 0, 1) 

 

รูปที ่4.10  การใช ้z ประมาณช่วงความเช่ือมัน่ (1-)ของ   
 
 จากรูปการแจกแจงของ z จะเขียนเป็นสมการไดว้า่ 
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  P (-z

2

  Z <  z

2

)   =  1-       ...........................(4.48) 

 (1-)  คือความน่าจะเป็นท่ี Z จะมีค่าอยูร่ะหวา่งขีดจ ากดัล่าง (Lower Confidence Limit, -z
Z
 ) 

และขีดจ ากดับน (Upper Confidence Limit, z
Z
 ) 

  P (-z

2

  
X

n

 <  z

2

)   =  1-



  


 

  





 -1 =   )
n

 

2

z < -X  

n

.

2

(-z P   

  P (X+z

2

.
n

>   X -  z

2

.
n

)  =  1-


 


  

  P (X-z

2

.
n

 <  X + z

2

.
n

)  =  1-


 


   ...........................(4.49) 

  ท่ีระดบัความเช่ือมัน่ (1-)  จะสามารถหาช่วงความเช่ือมัน่ของ  (หรือเรียกสั้น ๆ วา่ 
ช่วงความเช่ือมัน่  (1-)  ของ ) ไดจ้ากสมการ 
  x-z

2
n

      x +z

2
n


 


. .    [2 ทาง]   ...........................(4.50) 

                   < x + z
n





.  [ทางเดียวดา้นบน] ...........................(4.51) 

x -z
n

                



.    [ทางเดียวดา้นล่าง] ...........................(4.52) 

 
ตัวอย่างที ่4.13  สุ่มตวัอยา่งลูกหน้ีของบริษทัแห่งหน่ึงจ านวน 100 ราย ปรากฏวา่ มีหน้ีสินเฉล่ีย (x) ราย

ละ 2,763 บาท และมีค่าส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน () 674 บาท จงหาช่วงความเช่ือมัน่ของ
หน้ีสินเฉล่ียของลูกหน้ีของบริษทั () ถา้ก าหนดระดบัความเช่ือมัน่ (1-) เท่ากบั 0.95 

 

วธีิท า กรณีน้ีทราบค่า  จะประมาณช่วงความเช่ือมัน่ของ  แบบ 2 ทาง โดยใช ้Z 
 P (X-z

2

 . 
n

   <  X +z

2

 . 
n

)


 


  = 0.95 

 ดงันั้นช่วงความเช่ือมัน่ท่ี 0.95 ของ   
  x-z

0.025
 

n
   <  x +z

0.025
 

n





  

 2,763 - 1.96 x 674

10    <  2,763 + 1.96 x 
674

10   
  2,630.90         <  2,895.10 
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สรุป หน้ีสินเฉล่ียของลูกหน้ีของบริษทัจะมีค่าอยูร่ะหวา่ง 2,630.90 บาท ถึง2,895.10 
บาทต่อราย ดว้ยระดบัความเช่ือมัน่เท่ากบั 0.95 

 

 4.9.2 กรณีไม่ทราบ  2 แต่ n>30  

  ประมาณช่วงความเช่ือมัน่ของ  โดยใช ้Z 
  และใช ้s2 แทน  2 
  ช่วงความเช่ือมัน่ (1-) ของ  จะหาไดจ้ากสมการ 
  x-z

2
n

      x+z

2
n

    . .
S S

   [2 ทาง]   ............(4.53) 

                   < x+z
n

         


.
S

 [ทางเดียวดา้นบน]  ............(4.54) 

x -z
n

           


.
S
    [ ทางเดียวดา้นล่าง]  ............(4.55) 

 
4.9.3 กรณีไม่ทราบ 2 แต่ n<30  

ประมาณช่วงความเช่ือมัน่ของ  โดยใช ้T 
ช่วงความเช่ือมัน่ (1-) ของ  จะหาไดจ้ากสมการ 

x - t
2 n       x + t

2 n  . .
S S

   [2 ทาง]   .............(4.56) 

n
.t+x               

S
  [ทางเดียวดา้นบน]  .............(4.57) 

x -  t n     


.
S

   [ทางเดียวดา้นล่าง]  .............(4.58) 

 
ตัวอย่างที ่4.14  สุ่มตวัอยา่งลิกไนตจ์ านวน 8 ตวัอยา่ง วเิคราะห์หา % ของก ามะถนัไดด้งัน้ี  

1.01, 0.97, 1.03, 1.04, 0.98, 0.99, 1.01 และ 1.03 จงหาช่วงความเช่ือมัน่ 99% ของ
ค่าเฉล่ีย % ก ามะถนั () ในแร่ลิกไนตจ์ากแหล่งแร่น้ี 

วธีิท า 
 x = 1.0075,    s   =    0.0255 
  = n-1 = 8-1  =  7 
 กรณีไม่ทราบ  และ  n < 30 ประมาณช่วงความเช่ือมัน่ของ  แบบ 2 ทางโดยใช ้T 
 ช่วงความเช่ือมัน่ 99% ของค่าเฉล่ีย % ของก ามะถนั () 
 x-t

2
n

      x+t

2
n  . .

S S
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 1.0075 - 3.499 x 
8

0.0255
 x 3.499 + 1.0075 <   

8

0.0255
  

0.9760 1.0390 <    
สรุป  สามารถเช่ือมัน่ได ้99% วา่ค่าเฉล่ีย % ก ามะถนัในแร่ลิกไนตจ์ากแหล่งแร่น้ีมีค่าอยู่

ระหวา่ง 0.9760% ถึง 1.0390% 
 

4.9.4 การหาขนาดตัวอย่างทีเ่หมาะสม (Appropriate Sample Size) 

ในการสุ่มตวัอยา่งจากประชากรท่ีมีค่าเฉล่ียเท่ากบั  สมมติไดค่้าเฉล่ียของตวัอยา่ง
เท่ากบั x ความผดิพลาดในการประมาณค่า  ดว้ย x คือค่าความผดิพลาด (Error) ดงัแสดงในรูป
ท่ี 4.11 

 Error = | x- |    .......................(4.59) 

รูปที ่4.11  ความผดิพลาดในการประมาณ  ด้วย x 
 

   ในการสุ่มตวัอยา่งถา้ก าหนดวา่ค่าความผดิพลาดตอ้งไม่เกิน 
n

 

2


z  ท่ีระดบัความเช่ือมัน่ (1-) 

  Error = e =  | x- |  = 
n2

z


    .......................(4.60) 

  n = 

z

2

 

e

2


















    .......................(4.61) 

  เม่ือ  n =  ขนาดตวัอยา่งท่ีท าใหค่้าความผดิพลาดไม่เกิน  e 
 



บทที่ 4 การสุ่มตัวอย่างและการประมาณค่า 

 

เอกสารประกอบการสอนวิชา 207251                                                             สถิติทางวศิวกรรม(Engineering Statistics) 

150 

   ค่าความผดิพลาดจะแปรผนัผกผนักบัขนาดตวัอยา่ง (n) ดงันั้นถา้ตอ้งการสุ่มตวัอยา่ง
โดยใหมี้ค่าความผดิพลาดนอ้ย  จะตอ้งสุ่มตวัอยา่งจ านวนมากข้ึน (n มาก)   ปกติก่อนการสุ่มตัวอย่างจะมี
การก าหนดระดับค่าความผิดพลาดไม่ให้เกนิ (e) ที่ยอมรับได้ ก าหนดระดับนัยส าคญั () แล้วค านวณหา
ขนาดตัวอย่าง (n) จากสมการ (7.20) 
 
ตัวอย่างที ่4.15 ในการประมาณค่าเฉล่ีย () ของการแจกแจงปกติ ซ่ึงทราบค่าส่วนเบ่ียงเบน 

มาตรฐาน () ตอ้งใชข้นาดของตวัอยา่ง (n) อยา่งนอ้ยเท่าใด จึงจะท าใหช่้วงความ
เช่ือมัน่ 99% ของ  มีความยาวไม่เกิน L 

วธีิท า   

  Error  L

2  

   n  

z

2

 

e

2


















 

 
z
0.005
2

 
2

(
L

2)
2


 

 (2.576)
2

 x 4 x (L)
2  

จ านวนตวัอยา่ง (n)  26.5431 (L)
2   ตวัอยา่ง 

 
ตัวอย่างที ่4.16 ถา้ส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของประชากร () เท่ากบั 0.05 จะตอ้งใชต้วัอยา่ง 

ขนาดเท่าใด เพื่อใหมี้ความเช่ือมัน่ 95% วา่ความผดิพลาดของค่าประมาณของค่าเฉล่ียจะ
ไม่เกิน  0.01 

วธีิท า 

 n  

z

2

 

e

2


















 

   
z
0.025

x 0.05

0.01

2







  

   1.96 x 0.05

0.01

2







  

 จะตอ้งใชต้วัอยา่งประมาณ 97 ตวัอยา่ง 
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4.10 ช่วงความเช่ือมั่นของผลต่างของค่าเฉลีย่ (1-2) 
 
กรณีท่ี X 1 และ  X 2 เป็นตวัแปรสุ่มซ่ึงค่า x1 และ x2 คือค่าเฉล่ียของตวัอยา่งขนาด n1 และ n2 ท่ี

สุ่มได ้ซ่ึงจะแตกต่างกนัไปในการสุ่มตวัอยา่งแต่ละคร้ัง 

4.10.1 ถ้าทราบ 1
2  และ 2

2  

ประมาณช่วงความเช่ือมัน่ (1-)  ของ (1-2) โดยใช ้ Z 
กรณี 2 ทาง 

 ( ) . ( ) .x -x -z

2
n
1

n
2

x x z

2
n
1

n
2

1 2 1
2

2
2

1 2 1 2 1
2

2
2



 
  

 
         ..............(4.62) 

ตัวอย่างที ่4.17 สุ่มตวัอยา่งหลอดไฟท่ีผลิตโดยโรงงาน A 100  หลอด และโรงงาน B 50 หลอด 
ตรวจสอบอายกุารใชง้านเฉล่ียของหลอดไฟจากโรงงานทั้งสองได ้(x1) 1,100 ชัว่โมง 
และ (x2) 1,000 ชัว่โมงตามล าดบั ถา้อายขุองหลอดไฟท่ีผลิตโดยโรงงาน A และโรงงาน 
B  มีการแจกแจงปกติดว้ยค่าความแปรปรวน (2

1)  200 ชัว่โมง2 และ (2
2) 100 ชัว่โมง2   

ตามล าดบั จงประมาณค่าผลต่างของอายเุฉล่ียของหลอดไฟจากโรงงานทั้งสองท่ีระดบั
ความเช่ือมัน่ 95% 

วธีิท า ประมาณค่าผลต่างของอายเุฉล่ียของหลอดไฟจาก 2 โรงงานท่ีสุ่มได ้  

(x1-x2) = 1,100-1,000   =  100  ชัว่โมง    

ทราบ 2
1 และ 2

2 ใช ้ Z แบบ 2 ทาง 
 ช่วงความเช่ือมัน่ 95%  ของ 1-2  คือ 

 (x1-x2)-z
/2

 
1
2

n
1

2
2

n
2

  
1

-
2

 <  (x x )+z
/ 2

1
2

n
1

2
2

n
2

 
 



 
   1 2  

 (1,100-1,000)-1.96 200

100

100

50   
1 2

 <  (1,100-1,000)+1.96
200

100

100

50      

 96.08  1-2 < 103.92 
 
สรุป ผลต่างของอายขุองหลอดไฟจากโรงงาน A และโรงงาน B อยูร่ะหวา่ง 96.08 ถึง 103.92 

ชัว่โมง ดว้ยระดบัความเช่ือมัน่ 95%  
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4.10.2 ถ้าไม่ทราบ 1
2 ,2

2 แต่  n1, n2 > 30  

 ประมาณช่วงความเช่ือมัน่ (1-)  ของ (1-2)  โดยใช ้Z  และใช ้S1
2  และ S2

2 แทน 
1

2  และ 2
2 ตามล าดบั 

 กรณี 2 ทาง 

 ( ) . ( ) .x -x -z

2
n
1

n
2

x x z

2
n
1

n
2

1 2 1
2

2
2

1 2 1 2 1
2

2
2

   

S S S S
         .......................(4.63) 

ตัวอย่างที ่4.18 ในการตรวจสอบความเหนียวของเสน้ดา้ย 2 ชนิด (A และ B) ไดมี้การสุ่มตวัอยา่ง
เส้นดา้ยชนิดละ 50 เส้น น ามาทดสอบโดยการดึงในสภาพเหมือนกนั ปรากฏวา่ A ทน
แรงดึงเฉล่ีย 78.3 กิโลกรัม ดว้ยส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน 5.6 กิโลกรัม และ B ทนแรงดึง
เฉล่ีย 87.2 กิโลกรัม ดว้ยส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน 6.3 กิโลกรัม จงหาช่วงความเช่ือมัน่ท่ี 
95% ของผลต่างของค่าเฉล่ียแรงดึงสูงสุดของเสน้ดา้ย 

วธีิท า ไม่ทราบ  1
2 และ 2

2 แต่  n1 และ  n2 > 30 ใช ้s1 และ  s2 แทน 1
 และ 2 ของประชากร 

และหาช่วงความเช่ือมัน่ 95% ของ (1-2) โดยใช ้Z แบบ 2 ทาง 

 ช่วงความเช่ือมัน่ 95% ของ  1-2  คือ 

  ( ) . ( ) .x -x -z

2
n
1

n
2

x x z

2
n
1

n
2

1 2 1
2

2
2

1 2 1 2 1
2

2
2

   

S S S S
        

  (87.2-78.3)-1.96.
6.3

2

50

5.6
2

50 1 2
(8.72 78.3) 1.96 

6.3
2

50

5.6
2

50         

  6.5636 
1 2

 11.2364     

สรุป ผลต่างค่าเฉล่ียแรงดึงในเสน้ดา้ย B และ A อยูร่ะหวา่ง 6.56 กิโลกรัม ถึง 11.24 กิโลกรัม 
ท่ีระดบัความเช่ือมัน่ 95% 

 4.10.3 ถ้าไม่ทราบ 1
2 ,2

2 แต่  n1,n2 < 30 และ 1
2= 2

2 = 2  

ประมาณช่วงความเช่ือมัน่ (1-)  ของ (1-2)   โดยใช ้ T  และใชค่้าความแปร ปรวน
รวมท่ีค านวณจากตวัอยา่ง (Sample Pooled Variance, Sp) 

 กรณี 2 ทาง 
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 ( ) ( )x - x - t
2

 Sp n1 n2
x x t

2
  Sp n1 n2

1 2
1 1

1 2 1 2
1 1

          ...(4.64) 

  เม่ือ Sp2 = 
(n1 -1) S1

2 + (n2 -1) S2
2

(n1 + n2 - 2)  .........................(4.65) 

  และ  = n1+n2-2    .........................(4.66) 

ตัวอย่างที ่4.19 ในการขดุเจาะส ารวจก๊าซธรรมชาติ 2 หลุด เพื่อวิเคราะห์หาเปอร์เซ็นตข์องก ามะถนั 
หลุมแรกสุ่ม 12 ตวัอยา่ง ไดค่้าเปอร์เซ็นตก์ ามะถนัเฉล่ียได ้ 3.11% และส่วนเบ่ียงเบน
มาตรฐาน 0.771% หลุมท่ีสองสุ่ม 10 ตวัอยา่ง ไดค่้าเปอร์เซ็นตก์ ามะถนัเฉล่ียได ้2.04% 
และส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน 0.448 % จงหาช่วงความเช่ือมัน่ 90% ของผลต่างของ
ค่าเฉล่ียเปอร์เซ็นตก์ ามะถนัในก๊าซธรรมชาติของทั้งสองหลุม ถา้เปอร์เซ็นตก์ ามะถนั
ของแหล่งแร่ดงักล่าวมีการแจกแจงปกติ และมีความแปรปรวนเท่ากนั 

วธีิท า ไม่ทราบ 1
2 และ 2

2  แต่การสุ่มตวัอยา่งจากทั้งสองหลุมซ่ึงมาจากแหล่งเดียวกนั  จึง
เช่ือวา่  1

2= 2
2       n1 และ n2 < 30   

ประมาณช่วงความเช่ือมัน่ 90% ของ  (1-2) โดยใช ้T แบบ 2 ทาง 

       (x1-x2) = 3.11-2.04 = 1.07% 

   Sp
2 = 

(n
1

-1) s
1
2

 + (n
2

-1) s
2
2

(n
1

+n
2

-2)  

   Sp
2 = 11x771

2
+9 x 0.448

2

(12+10-2)  

   Sp
2 = 0.417 

    = n1+n2-2 = 12+10-2 

    = 20 

  ช่วงความเช่ือมัน่ 90% ของ 1-2 คือ 

( ) . . ( )x -x -t

2

 s
p

1
n
1

1
n

2
x x t

2

 s
p
.

1
n
1

1
n

2
1 2 1 2 1 2           
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(3.11 2.04)-1.725x0.646
1

12

1

10 (3.11-2.04) 1.725x0646.
1

12

1

10       1 2  

  0.593 
1 2

 1.547     

สรุป ผลต่างของค่าเฉล่ียเปอร์เซ็นตก์ ามะถนัในก๊าซธรรมชาติของทั้งสองหลุมอยูร่ะหวา่ง 
0.593% ถึง 1.547% ดว้ยความเช่ือมัน่ 90% 

4.10.4 ถ้าไม่ทราบ 1
2 ,2

2 แต่  n1 และ n2 < 30 และ 1
2 2

2  

ประมาณช่วงความเช่ือมัน่ (1-)  ของ (1-2)  โดยใช ้T 
 กรณี 2 ทาง 

 ( ) . ( ) .x - x - t
2

n1 n2
x x t

2
n1 n2

1 2 1
2

2
2

1 2 1 2 1
2

2
2

   

S S S S
        .......(4.67) 

  เม่ือ  = 
( / / )

) ( ) ( ) ( )

S S
S

1
2

2
2 2

2 1 2
2 2 1

n1 + n2

(
S1

2

n1 n1 -1 n2 n2 -1

 ................(4.68) 

ตัวอย่างที ่4.20 จากตวัอยา่งท่ี 4.19 ถา้การขดุเจาะส ารวจก๊าซธรรมชาติของหลุมแรก และหลุมท่ีสอง
พบวา่เป็นก๊าซธรรมชาติคนละแหล่ง และแต่ละหลุมมีการแจกแจงเปอร์เซ็นตก์ ามะถนั
แบบปกติท่ีมีค่าความแปรปรวนไม่เท่ากนัและไม่ทราบค่า จงหาช่วงความเช่ือมัน่ 90% 
ของผลต่างของค่าเฉล่ียเปอร์เซ็นตก์ ามะถนัในก๊าซธรรมชาติจากสองหลุมดงักล่าว 

วธีิท า ไม่ทราบค่า 1
2 และ 2

2  และ 1
2 2

2 และ  n1 และ n2 < 30 ประมาณช่วงความเช่ือมัน่
ของ  (1-2) โดยใช ้T แบบ 2 ทาง 

 (x1-x2) = 3.11-2.04 = 1.07% 

    = 

s
1
2

n
1

s
2
2

n
2

2

(s
1
2

/ n
1
)
2

(n
1

-1)

(s
2
2

/ n
2

)
2

(n
2

-1)
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    = 
 0.771

2
/12 + 0.448

2
/10

2

(0.771
2

/12)
2

(11)

(0.448
2

/10)
2

(9)















 = 18 

  ช่วงความเช่ือมัน่ 90% ของ  1-2 คือ 

( ) . ( ) .x - x - t
2

n1 n2
x x t

2
n1 n2

1 2 1
2

2
2

1 2 1 2 1
2

2
2

   

S S S S
        

(3.11 2.04) 1.734.
0.771

2

12

0.448
2

10 3.11-2.04) 1.734.
0.771

2

12

0.448
2

10       1 2 (
 

0.6125  1.5275
1 2

     

 4.10.5 สรุปการหาช่วงความเช่ือม่ันของ  หรือของ (1-2) กรณีไม่ทราบ 2 

 ถ้า n > 30           

ช่วงความเช่ือมัน่ (1-) = Point Estimate + z
2

  S
^

e    ..............(4.69) 

  เม่ือ  S
^

e= ค่าความผดิพลาดมาตราฐาน (Standard Error)   
     ของ Point Estimate      

    = Var (X- )  =   Var (X )   .............(4.70) 

 ถ้า n < 30          

ช่วงความเช่ือมัน่ (1-) = Point Estimate + t
2

  S
^

e    .............(4.71) 

4.11 ช่วงความเช่ือมั่นของค่าเฉลีย่ของผลต่างของค่าทีสุ่่มเป็นคู่ (Paired Observation) 

การสุ่มตวัอยา่งเป็นคู่ (Paired Observation) จากประชากรชุดเดียวกนั เช่น สุ่มวดัน ้าหนกั   คน ๆ 
เดียวกนั ก่อนและหลงัเขา้โครงลดน ้าหนกั หรืออาการคนใชก่้อนและหลงัใชย้า ถือเป็นการสุ่มตวัอยา่งท่ี
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ไม่เป็นอิสระต่อกนั ซ่ึงต่างจากการสุ่มหาช่วงความเช่ือมัน่ของผลต่างของค่าเฉล่ียของประชากร  2 ชุดใน
หวัขอ้ 7.4 

ประมาณช่วงความเช่ือมัน่ (1-) ของค่าเฉล่ียของผลต่างของค่าท่ีสุ่มเป็นคู่โดยใช ้T  
 กรณี 2 ทาง 

d-t

2

 
S

d
n

    
d

 <  d+t

2

 
S

d
n      .........................(4.72) 

ตัวอย่างที ่ 4.21  ในการตรวจสอบสารอาหารชนิดหน่ึงในมะเขือเทศสด และมะเขือเทศแช่อ่ิม ไดท้  าการ
สุ่มตวัอยา่งมะเขือเทศสด ๆ ไปตรวจสอบสารอาหาร แลว้จึงน าไปท ามะเขือเทศแช่อ่ิม 
และตรวจสอบสารอาหารดงักล่าวอีกคร้ังหน่ึง สุ่มตวัอยา่งทั้งหมด 10 ตวัอยา่ง ไดผ้ล
ดงัน้ี 
 จงประมาณค่าเฉล่ียของผลต่างท่ีแทจ้ริงของสารอาหารดงักล่าว ก่อนและหลงัจากแช่อ่ิม
ท่ีระดบัความเช่ือมัน่ 98%  

ตวัอยา่งคู่ท่ี (i) ปริมาณสารอาหาร 
 มะเขือเทศสด มะเขือเทศแช่อ่ิม ผลต่าง (di) 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 

0.066 
0.079 
0.069 
0.076 
0.071 
0.089 
0.071 
0.073 
0.069 
0.062 

0.085 
0.088 
0.091 
0.096 
0.093 
0.095 
0.079 
0.078 
0.065 
0.068 

0.019 
0.009 
0.022 
0.020 
0.022 
0.006 
0.008 
0.005 
-0.004 
0.006 

  
d  0.0117 

วธีิท า หาช่วงความเช่ือมัน่ 98% ของ d จากค่า d  

 S
d

 = 
n 

i=1

n
d

i
2

 -  (  d
i
)
2

i=1

n

n (n-1)

 

 

  = 10 x 0.002003 - 0.117
2

10 x 9  
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  = 0.0084 
 =   0.02  และ   =   n-1  = 9 

ดงันั้น  t0.01,9    =   2.821 
ช่วงความเช่ือมัน่ 98% ของ d กรณี 2 ทางคือ 

 d-t

2

 
S

d
n

    
d

 <  d+t

2

 
S

d
n    

 0.0117-2.821 x 0.0084

10
    

d
 <  0.0117+2.821 

0.0084

10
   

 0.0042    
d

 <  0.0192   

 
สรุป ค่าเฉล่ียของผลต่างท่ีแทจ้ริง (ประชากร) ของสารอาหารในมะเขือเทศสดและแช่อ่ิม จะ

อยูร่ะหวา่ง 0.0042 ถึง 0.0192 ดว้ยความเช่ือมัน่ 98% 

4.12  ช่วงความเช่ือมั่นของสัดส่วน (Proportion , p)   
 

 สดัส่วน p คือค่าพารามิเตอร์ของการแจกแจงแบบทวินาม ซ่ึงค่าประมาณของ p คือ p^  =  
x
n  

 P
^   คือตวัแปรสุ่มท่ีแสดงค่าสดัส่วนซ่ึงค่าเฉล่ียเท่ากบั  p และความแปรปรวนเท่ากบั  pq

n  
 ถ้า n > 30 ประมาณช่วงความเช่ือมั่นของ p โดยใช้ Z 
 กรณี 2 ทาง 

  p
^

 -  z

2

 
pq
n   p <  p

^
+z

2

 
pq
n    ..................................(4.73) 

  ในการประมาณค่าจะไม่ทราบ p, q จึงใช ้p^, q
^  แทน 

  p
^

 -  z

2

 
pq
^^

n   p <  p
^
+z

2

 
pq
^^

n     ..................................(4.74) 

 
ตัวอย่างที ่ 4.22  ในการสุ่มตวัอยา่งครอบครัวใน กทม. 500 ครอบครัว พบวา่มีเคร่ืองซกัผา้จ านวน 340 

ครอบครัว จงประมาณค่าช่วงความเช่ือมัน่ 95% ของสดัส่วนท่ีแทจ้ริงของครอบครัวใน 
กทม. ท่ีมีเคร่ืองซกัผา้ (p) 

วธีิท า ตวัประมาณค่าแบบจุดของสดัส่วนท่ีแทจ้ริงของครอบครัวใน กทม. ท่ีมีเคร่ืองซกัผา้คือ  

p
^

 =  
x
n  =  

340

500   =   0.68  
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  กรณี n > 30 ประมาณช่วงความเช่ือมัน่ของ p  โดยใช ้z 
  ท่ีระดบัความเช่ือมัน่  95%, z.025  =  1.96 
  ช่วงความเช่ือมัน่ 95% ของ  p  กรณี 2 ทางคือ 

  p
^

 -  z

2

 
pq
^^

n   p <  p
^
+z

2

 
pq
^^

n   

  0.68-1.96 
0.68 x 0.32

500   p <  0.68+1.96
0.68 x 0.32

500

0.64  p <  0.72





 

 
 สรุป สดัส่วนของประชากรท่ีมีเคร่ืองซกัผา้อยูใ่นช่วง 0.64 ถึง 0.72 ดว้ยความเช่ือมัน่ 95% 
 

 การก าหนดขนาดของตัวอย่างทีเ่หมาะสม  (Appropriate Sample Size) 

ความผดิพลาดในการใช ้p^  ประมาณค่า p  ของประชากร (รูปท่ี 4.12) เท่ากบั 

 Error =  
n

^^
pq

 

2

z   | p - 
^
p |     .........................(4.75) 

 
     Error 

 

   p
^

 -  z

2

 
pq
n                 p    p

^   p
^
+z

2

 
pq
^^

n  

 
รูปที ่4.12  ความผดิพลาดในการประมาณค่า p 

 

ในท านองเดียวกบัสมการ (4.61) สามารถสรุปไดว้า่ ถา้ p
^  เป็นตวัประมาณค่าของ  p  ค่าความ

ผดิพลาดจะไม่เกินค่า e  ท่ีระดบัความเช่ือมัน่ได ้(1-) 100% 

   n  
z

2
2

 pq
^^

e
2

 /    .........................(4.76) 

 

 สมการท่ี 4.76  ใชค่้า p^  เพื่อหาขนาดของตวัอยา่ง n โดยหา p^   จากตวัอยา่ง ในกรณีท่ีไม่ทราบค่า 

p ของประชากร โดยอาจสุ่มตวัอยา่งขนาดมากกวา่ 30 ตวัอยา่งเพื่อหาค่า p^  แต่ถา้ทราบค่า p ของประชากร
ควรใชค่้า  p ของประชากร  ค่าของ n จะเป็นจ านวนเตม็และปัดเศษข้ึนเสมอ 
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ตัวอย่างที ่4.23  ถา้สุ่มตวัอยา่งมา 100 ช้ิน พบวา่มีผลิตภณัฑบ์กพร่อง 8 ช้ิน จะตอ้งใชข้นาดตวัอยา่ง (n) 

เท่าใดในการประมาณค่าสดัส่วนของผลิตภณัฑท่ี์มีขอ้บกพร่อง (p) ท่ีระดบัความเช่ือมัน่ 
98% ถา้ตอ้งการความผดิพลาดไม่เกิน 0.01 

 วธีิท า  p
^  = 8

100  ,  q
^     = 0.92 

   z0.01 = 2.325 

   n = 
z

2
2

 pq
^^

e
2

 /  

    = (2.325)
2

 x 0.08 x 0.92

0.01
2  

    = 39.78 
 ขนาดของตวัอยา่ง (n) = 40 ตวัอยา่ง 

4.13   ช่วงความเช่ือมั่นของผลต่างของสัดส่วน (p1-p2)    
 
 ถ้า  n > 30 ประมาณช่วงความเช่ือมั่นของ (p1-p2) โดยใช้ Z 

กรณี 2 ทาง 
 

(p
^

1
-p
^

2
 - z

2

 
p
^

1
q
^

1
n
1

+
p
^

2
q

2

^

n
2

 p
1

-p
2

< (p
^

1
-p
^

2
+z

2

 
p
^

1
q
^

1
n
1

+
p
^

2
q
^

2
n

2
 ) )  .......(4.77) 

 
ตัวอย่างที ่4.24  ก่อนท่ีบริษทัจดัโปรแกรมโฆษณาสินคา้ ไดท้  าการสุ่มตวัอยา่งลูกคา้ 100 คน พบวา่ 16 คน 

ชอบเคร่ืองด่ืมชนิดหน่ึง  ภายหลงัจากท่ีบริษทัจดัโปรแกรมโฆษณาสินคา้ไดสุ่้มตวัอยา่ง
ลูกคา้ 200 คน ปรากฏวา่ 80 คนชอบเคร่ืองด่ืมชนิดนั้น อยากทราบวา่โฆษณามีผลท าใหค้น
นิยมด่ืมเคร่ืองด่ืมชนิดนั้นหรือไม่ โดยพิจารณาจากช่วงความเช่ือมัน่ 95% ของความแตกต่าง
ระหวา่งสดัส่วนของผูท่ี้ชอบเคร่ืองด่ืมชนิดน้ีก่อน และหลงัโฆษณา 

วธีิท า 

 p
^

1 = 0.16  q
^

1 = 0.84 

 p
^

2 = 0.40  q
^

2 = 0.60 
 (1-) = 0.95  z0.025 = 1.96 
ช่วงความเช่ือมัน่ 95% ของ (p2-p1) คือ 
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(p
^

2
-p
^

1
 - z

2

 
p
2

^
q
^

2
n
2

+
p
^

1
q
1

^

n
1

 p
2

-p
1

< (p
^

2
-p
^

1
+z

2

 
p

2

^
q

2

^

n
2

+
p
^

1
q
^

1
n
1

 ) )   

(0.40-0.16)-1.96
0.4 x 0.6

200 +
0.16 x 84

100 p
2

-p
1

< (0.40-0.16)+1.96
0.4 x 0.6

200 +
0.16 x 84

100  

0.14114  (p
2

-p
1
) <  0.33886




 

  
 สรุป ค่าประมาณของ p2-p1 มากกวา่ศูนย ์หรือ p2>p1 แสดงวา่การโฆษณามีผลท าใหส้ดัส่วน 

ของผูท่ี้ชอบเคร่ืองด่ืมชนิดน้ีสูงข้ึน ดว้ยระดบัความเช่ือมัน่ 95% 

4.14  ช่วงความเช่ือมั่นของ 2  

 ประมาณช่วงความเช่ือมั่นของ 2 โดยใช้  2 

2 = (n-1) S
2

2


 มีการแจกแจงดงัรูปท่ี 4.13 

รูปที ่4.13  การแจกแจงของ 2 

 จากรูปการแจกแจงของ 2  จะสามารถหาช่วงความเช่ือมัน่ (1-) ของ  2 ไดด้งัน้ี 

 P ( 2    
(n -1) S2

<  2  ) =   1-     
 


1 2

2
2


, ,

 .......................(4.78) 

 P  
(n -1) S2

- 2

 >  2 (n -1) S2

2

)       =   1 -  (

, ,












1

2 2  .......................(4.79) 
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 P  
(n -1) S2

2

  2 (n -1) S2

- 2

 ]      =   1 -  [

, ,










2

1

2   .......................(4.80) 

 
(n -1) S2

2

  2 (n -1) S2

- 2

     








, ,

2

1

2     .......................(4.81) 

 
ตัวอย่างที ่4.25  สุ่มตวัอยา่งสินคา้จ านวน 10 หีบห่อท่ีผลิตไดใ้นวนัเดียวพบวา่น ้าหนกัของสินคา้ท่ีบรรจุ

อยูใ่นหีบห่อมีค่าเท่ากบั 46.4, 46.1, 45.8, 47.0, 46.1, 45.9, 45.8, 46.9, 45.2 และ 46.0 
ออนซ์ จงหาช่วงความเช่ือมัน่ 95% ของค่าความแปรปรวนของน ้าหนกัสินคา้ท่ีผลิตได้
ในวนันั้นทั้งหมด ถา้น ้ าหนกัมีการแจกแจงปกติ 

 วธีิท า 
   = 10-1 = 9 
 

  S2 = 
n  x

i
2

i=1

n
 - (  x

ii=1

n
)2

n (n-1)

 

 

 

   = 10 x 21,273.12 - (461.2)
2

10 x 9  
   = 0.286 
  ช่วงความเช่ือมัน่ 95% ของ  2 คือ 
 

  (n-1) S
2

2

  
2 (n-1) S

2

- 2

     







2

1

2   

   (10-1)x0.286

0.025, 9 

  
2 (10-1) x 0.286

0.975, 9

     





2 2   

 

   9 x 0.286

19.023   
2

 <  
9 x 0.286

2.700   
 
  0.135  2  0.953 
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 สรุป ค่าความแปรปรวน (2) ของน ้าหนกัสินคา้ท่ีผลิตไดใ้นวนันั้นทั้งหมดมีค่าอยูร่ะหวา่ง 
  0.135 ออนซ์ถึง 0.953 ออนซ์ ดว้ยความเช่ือมัน่ 95% 

4.15  ช่วงความเช่ือมั่นของอตัราส่วนของ 2
1/2

2  
 

 ประมาณช่วงความเช่ือมั่นของ 2
1/2

2  โดยใช้ F 

F = 
S
S

1
2

2
2

2
2

1
2.




 มีการแจกแจงดงัรูปท่ี 4.14 

รูปที ่4.14 การแจกแจงของ F 

จากรูปการแจกแจงของ  F จะสามารถหาช่วงความเช่ือมัน่ (1-) ของ 




1
2

2
2   ใหด้งัน้ี 

 P (f
- 2

 
S1

2

S2
2 . 2

2

1
2 < f

2

)  =  1 -
1



 
    .....................(4.82) 

 P (f
- 2

   
S2

2

S1
2

2
2

1
2 < f

2

.  
S2

2

S1
2 )  =  1-

1


 
  

 P ( 
S1

2

S2
2  

1
f
1- 2

1
2

2
2 .  

S1
2

S2
2   f

2

)  =  1 -
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 P ( 
S1

2

S2
2  

1
f

2 , 2

1
2

2
2 .  

S1
2

S2
2  

 
1

f
1 - 2

)  =  1 -


 



 
 



,( ) ,( , )1 1 2

   

  
S1

2

S2
2  

1
f

2

    1
2

2
2   <  

S1
2

S2
2 .  

f
,( 2 , 1 ) 

 


 




  

,( , )1 2

2  ..............(4.83) 

ตัวอย่างที ่4.26   ตอ้งการเปรียบเทียบก าลงัส่องสวา่งของหลอดไฟฟ้าชนิด 2 ชนิด โดยการทดสอบหลอด
ไฟฟ้าชนิดท่ี 1   16 คร้ังได ้ s1 = 2.7 แรงเทียน หลอดไฟฟ้าชนิดท่ี 2   21 คร้ัง ได ้   s2 
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 อตัราส่วน 2
2/2

1  อยูร่ะหวา่ง 0.7181 และ 7.477  ดว้ยความเช่ือมัน่ 98% 
 

4.16 สรุปการหาช่วงความเช่ือมั่น 
 
  สูตรการหาช่วงความเช่ือมัน่ท่ี (1-) ของพารามิเตอร์ของประชากรจากค่าสถิติท่ี
ค  านวณจากตวัอยา่ง ทั้งกรณีค านวณช่วงความเช่ือมัน่แบบ 2 ทาง ทางเดียวดา้นล่าง และทางเดียวดา้นบน 
สรุปไวใ้นตารางท่ี 4.3 
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ตารางที่ 4.3   สรุปสูตรของช่วงความเช่ือมัน่ท่ี  (1-) 
 

[กรณีประชากร 1 ชุด] 
พารามิเตอร์ เกณฑก์ารพิจารณาเลือกค่าสถิติ ช่วงความเช่ือมัน่ท่ี (1-) 
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[กรณีประชากร 2 ชุด] 
พารามิเตอร์ เกณฑก์ารพิจารณาเลือกค่าสถิติ ช่วงความเช่ือมัน่ท่ี (1-) 
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4.17   แบบฝึกหัด 
 
1. ในการสุ่มวดัอุณหภูมิอากาศเฉล่ียประจ าวนัของภูมิอากาศท่ีอ าเภอแห่งหน่ึง เป็นเวลา 15 วนั ในช่วง

ฤดูร้อน ถา้สมมติวา่ประชากรของอุณหภูมิอากาศเฉล่ียมีการแจกแจงแบบปกติโดยมีค่าเฉล่ีย 35C 
และส่วนเบ่ียงเบนมาตราฐาน 3C จงหาค่าความน่าจะเป็นท่ี 

(ก) ค่าเฉล่ียจากตวัอยา่งจะมีค่ามากกวา่ 40C 
(ข) ค่าส่วนเบ่ียงเบนมาตราฐานมีค่ามากกวา่ 5C 

 
2. มหาวิทยาลยัแห่งหน่ึงมีนิสิต 2,500 คน ถา้ความสูงของนิสิตในมหาวทิยาลยัมีการแจกแจงแบบปกติ 

โดยมีค่าเฉล่ีย 163 ซม. และส่วนเบ่ียงเบนมาตราฐาน 5 ซม. ถา้ท าการสุ่มตวัอยา่ง 60 ชุด ๆ ละ 30 คน 
จะมีตวัอยา่งก่ีชุดท่ีมีความสูงเฉล่ีย 

(ก) ระหวา่ง 160-170 ซม. 
(ข) นอ้ยกวา่ 155 ซม. 

 
3. ให ้(x1, x2,…………….,x10) และ (y1,y2,………,y8) คือตวัอยา่งท่ีสุ่มจากประชากรปกติ 2 ชุด ซ่ึงเป็น

อิสระต่อกนั และมีความแปรปรวนเท่ากบั 
  เม่ือ X คือตวัแปรสุ่มแสดงจ านวนช้ินงานท่ีผลิตไดจ้ากเคร่ืองจกัร A ในเวลา 1 ชัว่โมง 
  และ Y คือตวัแปรสุ่มแสดงจ านวนช้ินงานประเภทเดียวกนัท่ีผลิตไดจ้ากเคร่ืองจกัร B  
    ในเวลา 1 ชัว่โมง 
  ถา้ผลการสุ่มตวัอยา่งพบวา่ 

   x  = 10.5 และ 


10

1i

2
i

   x  = 1,165 

   y  = 9 และ 


8

1i

2
i

y    = 1,020 

   จงหาความน่าจะเป็นท่ีโดยเฉล่ียเคร่ืองจกัร A จะผลิตช้ินงานไดม้ากกวา่เคร่ืองจกัร B 
 
4. ถา้สุ่มตวัอยา่งจากประชากรชุดหน่ึงโดยใชข้นาดตวัอยา่ง 25 จะไดค่้าความคาดเคล่ือนมาตราฐาน 

(Standard Error หรือ Standard Deviation of Mean) เป็น 3 จงค านวณหาวา่จะตอ้งใชข้นาดตวัอยา่ง
เท่าไร จึงจะท าใหค่้าความคาดเคล่ือนมาตราฐานลดลงเหลือ 1.5 
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5. นกัวจิยัคนหน่ึงตอ้งการจะประมาณค่าเฉล่ียของประชากรชุดหน่ึงโดยการสุ่มตวัอยา่ง อยากทราบวา่
เขาจะตอ้งสุ่มตวัอยา่งขนาดเท่าใด จึงจะท าใหผ้ลต่างระหวา่งค่าเฉล่ียของตวัอยา่งและค่าเฉล่ียของ
ประชากรมีค่าไม่เกิน 25% ของค่าส่วนเบ่ียงเบนมาตราฐานของประชากรดว้ยความน่าจะเป็นเท่ากบั 
0.95 

 
6. ในการตรวจสอบผลิตภณัฑช์นิดหน่ึงมีการแจกแจงแบบปกติซ่ึงมีผลิตภณัฑบ์กพร่อง 3% จงหาความ

น่าจะเป็นท่ีในการสุ่มตรวจสอบผลิตภณัฑช์นิดน้ีจ านวน 500 ช้ิน จะพบวา่มีผลิตภณัฑบ์กพร่อง 
(ก) 4% หรือมากกวา่ 
(ข) 2% หรือนอ้ยกวา่ 

 
7. ถา้ U คือตวัแปรสุ่มท่ีมีการแจกแจงปกติ 
  V คือตวัแปรสุ่มท่ีมีการแจกแจงแบบไคสแควด์ว้ยองศาเสรี 9 
  W คือตวัแปรสุ่มท่ีมีการแจกแจงแบบไคสแควด์ว้ยองศาเสรี 11 

  และให ้ U, V และ W  เป็นตวัแปรสุ่มท่ีเป็นอิสระต่อกนั จงระบุวา่ตวัแปรสุ่มต่อไปน้ีมีการแจก
แจงแบบใด พร้อมค านวณพารามิเตอร์และองศาเสรี 

  (ก) X  = 
V

 U3  

  (ข) Y  =   
 W9

V 11  

 
8. จงหา   z, t, 2

, 2
1-, f  และ  f1-  ถา้ 

  (ก)  P(|Z| > z)   = 0.1164 
  (ข)  P(|T| > t)   = 0.05  เม่ือ  n = 20 
  (ค)  P(2

1- < 2 < 2
)   = 0.9 เม่ือ   = 17 

  (ง)  P(f1- < F < f)  = 0.9 เม่ือ  1 = 10  ; 2  = 15 
 
9. ในการสุ่มตรวจวดัการใหพ้ลงังานความร้อน (ลา้นแคลอร่ีต่อตนั) ของถ่านหินจากเหมืองถ่านหิน 2 

เหมืองไดผ้ลดงัน้ี 
 

เหมืองท่ี พลงังานความร้อน (ลา้นแคลอร่ีต่อตนั) 
1 8,260 8,130 8,350 8,070 8,340  
2 7,950 7,890 7,900 8,140 7,920 7,840 
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 อยากทราบวา่จะสามารถสรุปวา่ค่าความแปรปรวนของถ่านหินทั้ง 2 เหมืองมีค่าเท่ากนัไดห้รือไม่ 
 
10. ประชากร 2 ชุด มีค่าความแปรปรวน  1

2 และ  2
2  และทราบวา่  1

2 =  2
2  ท าการสุ่มตวัอยา่งจาก

ประชากรชุดท่ี 1 โดยก าหนด n1 = 10  ไดค่้าความแปรปรวน S1
2 และสุ่มตวัอยา่งจากประชากรชุดท่ี 2 

โดยก าหนด n2 = 25  ไดค่้าความแปรปรวน  S2
2 

  ถา้  P ( b  
2
2

S

2
1

S
 ) = 0.95  จงหาค่า b 

 
11. วิศวกรโยธาผูห้น่ึงตอ้งการวดัความสามารถรับแรงอดัของคอนกรีตสองชนิด โดยท าการสุ่มตวัอยา่ง

คอนกรีตชนิดละ 10 ตวัอยา่งมาท าการทดสอบ (หน่วยเป็น ksc) ไดข้อ้มูลดงัตาราง 
 

ความสามารถรับแรงอดัของคอนกรีต (ksc) 
ชนิดท่ี 1 ชนิดท่ี 2 
229 218 
230 219 
303 212 
224 216 
230 210 
232 220 
235 234 
247 226 
216 238 
220 213 

 
 ก าหนดใหต้วัอยา่งทั้งหมดสุ่มจากประชากรท่ีมีการแจกแจงปกติสองชุดท่ีค่าความ
แปรปรวนเท่ากนั จงหาค่าของ 

(ก) ค่าประมาณแบบจุดของค่าเฉล่ียและความแปรปรวนของความสามารถรับแรงอดั
ของคอนกรีตทั้งสองชนิด 

(ข) ช่วงความเช่ือมัน่ 95% ของผลต่างของค่าเฉล่ียของความสามารถรับแรงอดัของ
คอนกรีตทั้งสองชนิด (1-2) 
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(ค) ช่วงความเช่ือมัน่ 95% ของลิมิตล่างของค่าเฉล่ียของความสามารถรับแรงอดัของ
คอนกรีตทั้งสองชนิด 

(ง) ช่วงความเช่ือมัน่ 99% ของลิมิตบนของค่าเฉล่ียของความสามารถรับแรงอดัของ
คอนกรีตทั้งสองชนิด 

 
12. ก าหนดใหส้ญัญาณความถ่ีของการส่ือสารส่งจากเมือง A  ไปยงัเมือง B มีการแจกแจงปกติมีค่าเฉล่ีย  

 และความแปรปรวนเท่ากบั 4 ถา้ส่งสญัญาณชนิดน้ีจากเมือง A ไปยงัเมือง B 9 คร้ัง ผลการรับ
ความถ่ีของสญัญาณท่ีเมือง B ไดค่้าดงัน้ี 5, 8.5, 12, 15, 7, 9, 7.5, 6.5 และ 10.5 

(ก) จงสร้างช่วงความเช่ือมัน่ 95% ของค่าเฉล่ียของค่าความถ่ีของสญัญาณส่ือสารน้ี 
(ข) ถา้ตอ้งการใหค้วามผดิพลาดจากค่าเฉล่ียจากตวัอยา่งของค่าสญัญาณอยูใ่นช่วง

ความกวา้ง 0.1 ดว้ยความเช่ือมัน่ 99% อยากทราบวา่ จะตอ้งสุ่มตวัอยา่งขนาด
เท่าใด 

13. จากการศึกษาปริมาณความเขม้ขน้ของก๊าซคาร์บอนมอนนอกไซดบ์ริเวณศูนยก์ลางของเมือง ๆ หน่ึง 
โดยท าการเกบ็อากาศตวัอยา่งใส่ในถุงพิเศษ แลว้น าไปหาความเขม้ขน้ของก๊าซคาร์บอนมอนนอก
ไซด ์ โดยใชเ้คร่ืองสเปคโตรโฟโตมิเตอร์ (Spectrophotometer) ปริมาณความเขม้ขน้ท่ีวดัไดมี้หน่วย
เป็น ppm (part per million) ผลการเกบ็ตวัอยา่งในช่วง 1 ปี จ านวน 20 ถุงตวัอยา่ง วดัความเขม้ขน้ของ
ก๊าซไดผ้ลดงัน้ี 

 
104.1 101.1 102.2 100.4 98.6 88.2 78.8 83.0 84.7 94.8 
105.1 106.2 111.2 108.3 105.2 103.2 99.0 98.8 102.2 98.4 

 
จงสร้างช่วงความเช่ือมัน่ 95% ของค่าเฉล่ียจริงของความเขม้ขน้ของก๊าซคาร์บอนมอน

นอกไซดใ์นบริเวณศูนยก์ลางของเมืองดงักล่าว 
 
14. ในการทดลองผลการใชย้าลดน ้าหนกัชนิดหน่ึง ไดท้  าการสุ่มตวัอยา่งคนจ านวน 10 คน บนัทึก

น ้าหนกัก่อนใชย้าไว ้ และท าการบนัทึกอีกคร้ังหน่ึงแลว้จากใชย้าเป็นเวลา 3 เดือน ไดผ้ลลพัธ์ดงั
ตาราง (หน่วยเป็นกิโลกรัม) 
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คน ก่อนใชย้า หลงัใชย้า 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 

52 
51 
55 
54 
49 
57 
56 
60 
55 
52 

48 
50 
52 
60 
50 
53 
58 
50 
48 
55 

 
 จงสร้างช่วงความเช่ือมัน่ 99% ของค่าเฉล่ียของผลต่างของน ้าหนกัก่อนและหลงัใชย้า 

 
15. ในการผลิตสินคา้ชนิดหน่ึง โรงงานแห่งหน่ึงใชส้ายการผลิตสองสาย คือ สาย A และสาย B เพื่อ

ทดสอบค่าเฉล่ียของจ านวนสินคา้ท่ีผลิตไดใ้น 1 ชัว่โมงของสายการผลิตทั้งสองวา่มีความแตกต่างกนั
หรือไม่ วิศวกรผูห้น่ึงไดท้  าการสุ่มนบัจ านวนสินคา้ท่ีผลิตไดจ้ากแต่ละสายการผลิตไดข้อ้มูลจ านวน
ช้ินสินคา้ท่ีผลิตไดต่้อชัว่โมงดงัตาราง 

 
สายการผลิต A 86 87 56 93 84 93 75 79 
สายการผลิต B 80 79 58 91 77 82 74 66 

 
สมมติวา่ จ  านวนท่ีผลิตไดจ้ากสายการผลิตทั้งสองมีการแจกแจงแบบปกติดว้ยค่าความแปรปรวน
ของประชากรเท่ากนั จงสร้างช่วงความเช่ือมัน่ 95% ของผลต่างของค่าเฉล่ียของจ านวนสินคา้ท่ีผลิต
ไดจ้ากสายการผลิตทั้งสองในหน่ึงชัว่โมง 

 
16. คะแนนการสอบภาษาองักฤษของนกัศึกษากลุ่มหน่ึงจ านวน 600 คน ไดผ้ลสรุปดงัตารางต่อไปน้ี 

(ตวัเลขในตารางแสดงจ านวนนกัเรียน) 
 

 ผลการสอบคร้ังที ่1 
 A B C รวม 
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ผลการสอบ 
คร้ังท่ี 2 

A 
B 
C 

140 
20 
30 

60 
200 
60 

20 
20 
50 

220 
240 
140 

รวม 190 320 90 600 
 
 ก. ก าหนดให ้ p1 = สดัส่วนของนกัเรียนท่ีผลการสอบคร้ังท่ี 1 สูงกวา่คร้ังท่ี 2 
   p2 = สดัส่วนของนกัเรียนท่ีผลการสอบคร้ังท่ี 2 สูงกวา่คร้ังท่ี 1 
   p3 = สดัส่วนของนกัเรียนท่ีผลการสอบทั้งสองคร้ังเท่ากนั 

 จงหาค่าประมาณแบบจุดของ p1 , p2 และ  p3 
 ข. จงสร้างความเช่ือมัน่ 95% ของค่าสดัส่วนของนกัเรียนท่ีมีการพฒันาในผลการเรียน 

ค. จงสร้างช่วงความเช่ือมัน่ 95% ของผลต่างระหวา่งค่าสดัส่วนของนกัเรียนท่ีมีการพฒันาใน  
    ผลการเรียน และค่าสดัส่วนของนกัเรียกท่ีมีผลการเรียนแยล่ง 

 
17. วิศวกรผูห้น่ึงไดท้  าการศึกษาเคร่ืองมือท่ีใชใ้นการวดัผลจากกระบวนเคมี 2 แบบ และมีขอ้สงสยัวา่

เคร่ืองมือเดิม (เคร่ืองมือชนิดท่ี 1) มีค่าความแปรปรวนสูงกวา่เคร่ืองมือชนิดใหม่ (เคร่ืองมือชนิดท่ี 2) 
จึงท าการสุ่มตวัอยา่งเกบ็รวบรวมขอ้มูลโดยใชเ้คร่ืองมือชนิดท่ี 1 (ขนาด n1) และเคร่ืองมือชนิดท่ี 2 
(ขนาด n2)  ไดผ้ลดงัน้ี 

n1 = 12  2
1

S  = 14.5 

n2 = 10  2
2

S  = 10.8 

ก. จงสร้างช่วงความเช่ือมัน่ 98% ของ  2
2

 / 2
1

  

ข. จงสร้างช่วงความเช่ือมัน่ 95% ของลิมิตบนของ  1 / 2   
 
18. เคร่ืองจกัร 2 เคร่ืองใชใ้นการบรรจุน ้าด่ืมลงในขวดพลาสติกท่ีมีความจุ 16 ออนซ์ ถา้กระบวนการ

บรรจุน ้าด่ืมน้ีมีการแจกแจงปกติ ดว้ยค่าส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน เท่ากบั 0.015 และ 0.018 ออนซ์
ตามล าดบั วิศวกรควบคุมคุณภาพการผลิตคนหน่ึงสงสยัวา่เคร่ืองจกัรทั้งสองจะบรรจุน ้าด่ืมใน
ปริมาณท่ีเท่ากนัหรือไม่ จึงท าการสุ่มตวัอยา่งและรวบรวมขอ้มูลปริมาณน ้าด่ืมท่ีบรรจุขวดโดย
เคร่ืองจกัรทั้งสองไดค่้าดงัตาราง 

 
เคร่ืองจักร 1 เคร่ืองจักร 2 

16.03 16.01 16.02 15.99 
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16.04 
16.05 
16.05 
16.02 

15.96 
15.98 
16.02 
15.99 

15.97 
15.96 
16.01 
16.02 

16.03 
16.04 

 
 จงสร้างช่วงความเช่ือมัน่ 90% ของ  1-2 
 
19. บริษทัแทกซ่ีก าลงัอยูร่ะหวา่งการตดัสินใจวา่ซ้ือยางรถยนตย์ีห่อ้ A หรือ B ส าหรับแทกซ่ีของบริษทั 

จึงไดท้  าการทดสอบการใชง้านของยางทั้ง 2 ยีห่อ้ จ  านวนอยา่งละ 12 ชุด โดยการน ายางมาทดลองใช้
จนกระทัง่ยางหมดอายซ่ึุงผลการทดสอบมีดงัน้ี 

 
 ยาง A ยาง B 

x     (กม.) 36,300 38,100 
S     (กม.) 5,000 6,100 

 
 จงค านวณหาช่วงความเช่ือมัน่ 95% ของ 1-2 ถา้สมมติวา่ประชากรมีการแจกแจงปกติ 
 
20.  บริษทัผูผ้ลิตแบตเตอร่ีรถยนตโ์ฆษณาวา่แบตเตอร่ีของบริษทัมีอายกุารใชง้านเฉล่ีย 3 ปี มีค่าความ

แปรปรวน 1 ปี ถา้น าแบตเตอร่ีของบริษทัดงักล่าวจ านวน 5 ลูกมาทดสอบอายกุารใชง้านและไดผ้ล
การทดสอบดงัน้ี  1.9, 2.4, 3.0, 3.5, และ 4.2 ปี 

จงสร้างช่วงความเช่ือมัน่ 95% ของ 2  และสรุปวา่  2 เท่ากบั 1  จริงหรือไม่ ถา้สมมติวา่
อายกุารใชง้านของแบตเตอร่ีดงักล่าวมีการแจกแจงแบบปกติ 



บทที่ 5 การทดสอบสมมติฐาน 

 

เอกสารประกอบการสอนวิชา 207251                                                            สถิติทางวศิวกรรม (Engineering Statistics) 

บทที ่5 
การทดสอบสมมติฐาน (Hypothesis Testing) 

 

5.1  ค าน า 
 
  เน้ือหาในบทท่ี 4 เก่ียวขอ้งกบัการสุ่มตวัอยา่ง การค านวณค่าสถิติ การวิเคราะห์การแจก
แจงความน่าจะเป็นของค่าสถิติท่ีเรียกวา่การแจกแจงตวัอยา่งสุ่ม (Sampling Distribution) โดยมี
ขอ้ก าหนดต่าง ๆ กนัคือ  ในบทท่ี 4 ไดก้ล่าวถึงการสุ่มตวัอยา่งจากประชากรท่ีไม่ทราบค่าพารามิเตอร์  แต่
ตอ้งการค านวณหาช่วงความเช่ือมัน่ (Confidence Interval) ของค่าพารามิเตอร์ตวันั้น    ส่วนในบทน้ีเป็น
การตั้งสมมติฐานเก่ียวกบัค่าพารามิเตอร์ของประชากร แลว้ท าการทดสอบวา่พารามิเตอร์มีค่าตามท่ี
ตั้งสมมติฐานไวห้รือไม่ 
 
 เช่น (1) อายกุารใชง้านเฉล่ียของยางรถยนต ์ 30,000 กม.ตามท่ีบริษทัก าหนดไวห้รือไม่ 
        [Ho :   30,000] 
  (2) การเพิ่มอตัราการใชปุ๋้ยท าใหผ้ลผลิตขา้วต่อไร่เพิ่มหรือไม่ [Ho : 1  2] 
  (3) ร้อยละ 90 ของคนไข ้ใชย้าชนิดน้ีแลว้มีอาการดีข้ึนหรือไม่ [Ho : p  0.90] 
 

5.2  ขั้นตอนการทดสอบสมมติฐาน 
 
  การทดสอบสมมติฐานมีขั้นตอนดงัต่อไปน้ี 

(1) การตั้งสมมติฐานหลกั (Null Hypothesis) หรือ Ho และสมมติฐานรอง (Alternative 
Hypothesis) หรือ H1 

(2) ก าหนดระดบันยัส าคญัในการทดสอบ  (Significant level, ) หรือค่าความน่าจะ
เป็นของการปฏิเสธสมมติฐานท่ีเป็นจริง (Type I Error) ซ่ึงจะไดก้ล่าวถึง
รายละเอียดในหวัขอ้ 5.4 ปกติจะก าหนด  เท่ากบั 0.01 หรือ 0.05 หรือ 0.1 

(3) สุ่มตวัอยา่งและค านวณค่าสถิติ (z, t, 2 , f) 
(4) ค านวณหาช่วงวิกฤต  (Critical Region, CR) และช่วงการยอมรับ (Acceptance 

Region , AC) 
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(5) ทดสอบสมมติฐาน 
- ถา้ค่าสถิติอยูใ่นช่วงวิกฤต   ...........ปฏิเสธ (Reject) Ho 
- ถา้ค่าสถิติอยูน่อกช่วงวิกฤต ..........ยอมรับ (Accept) Ho 

 

5.3  วธีิการตั้งสมมตฐิาน 
 
(1) Ho (สมมติฐานหลกั,  Null Hypothesis) หรือ 

เช่น Ho :   30,000 กม. 
 Ho : 1 = 2 
 Ho : p = 0.90 

(2) H1 (สมมติฐานรอง, Alternative Hypothesis) หรือ 
เช่น H1 :  < 30,000  กม ................... (One tail  ดา้นล่าง) 
 H1 : 1  2   ................... (Two tails) 
 H1 : p  0.90  .................. (Two tails) 

  สมมติฐานรองคือเหตุการณ์ท่ีเป็น Complement ของสมมติฐานหลกั 
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การทดสอบแบบ Two Tails แสดงอยูใ่นรูปท่ี 5.1 
Ho :  = o  (ค่าคงท่ี) 
H1 :   o 

 
 

 
 

 
 
 

รูปที ่5.1  การทดสอบสมมติฐานแบบ Two tails 
  

2


 

AC = Acceptance Region 
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การทดสอบแบบ One tail ด้านล่าง แสดงอยูใ่นรูปท่ี 5.2 
 Ho :   o 
 H1 :  < o 
  

 
 

 
 

 
รูปที ่5.2  การทดสอบสมมติฐานแบบ One tail ดา้นล่าง 
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การทดสอบแบบ One tail ด้านบน  แสดงอยูใ่นรูปท่ี 5.3 
 Ho :   o 
 H1 :  > o 
 

 
 

 
 

 
รูปที ่5.3  การทดสอบสมมติฐานแบบ One tail ดา้นบน  

 

5.4 ความผดิพลาดในการทดสอบ (Types of Error) 
 

การทดสอบสมมติฐานอาจมีความผดิพลาดได ้2 แบบคือ ความผดิพลาดประเภท I (Type I Error) 
และความผดิพลาดประเภท II (Type II Error) 

(1) ความผดิพลาดประเภท I  หมายถึง  Reject Ho|Ho เป็นจริง 
    P(Type I Error) =  

(2) ความผดิพลาดประเภท II หมายถึง  Accept Ho|H1 เป็นจริง 
       P(Type II Error) =  

 

n
Zo 


 

 

o

 

x  

0 

  

 

  

α
Z- 
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 รูปท่ี 5.4  แสดงการเกิดความผดิพลาดประเภท I และความผดิพลาดประเภท II   ซ่ึง
สามารถสรุปความผดิพลาดในการทดสอบสมมติฐานไดด้งัตารางท่ี 5.1 

 
 
 

 
 
 

  = Significant Level  =  P(Type I Error) 
(1-)    = Acceptance Region (-Z

2
 to + Z

2
 กรณีท่ีตวัแปรสุ่มมีการแจกแจงแบบปกติ) 

   = P(Type II Error) 
        1-  = Power of The Test 
 

รูปที ่5.4 การเกิด Type I และ Type II Error 
 
ตารางที่ 5.1  ขอ้สรุปเก่ียวกบัการทดสอบสมมติฐาน 
 

ขอ้สรุปจากการทดสอบ ขอ้เทจ็จริง 
 Ho จริง H1 จริง 

ยอมรับ Ho ตดัสินใจถูกตอ้ง 
(1-) 

Type II Error 
 

ปฏิเสธ Ho Type I Error 
 

ตดัสินใจถูกตอ้ง 
(1-) 

Ho :   = o H1 = o 

o 1 

2
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ตัวอย่างที ่5.1  ในการทดสอบสมมติฐานวา่นกัเรียนท าขอ้สอบปรนยัชนิดถูกผดิดว้ยการเดาหรือไม่  ได ้
 ตั้งขอ้สมมติฐานไวด้งัน้ี 
   

H0 : p = 0.5  (นกัเรียนตอบค าถามโดยการเดา) 
  H1 : p  0.5 (นกัเรียนตอบค าถามโดยไม่ไดเ้ดา) 
 
 ท าการสุ่มตวัอยา่ง ค  าตอบขอ้สอบดงักล่าว 10 ขอ้ และตั้งเกณฑไ์วว้า่ถา้นกัเรียนตอบ
ถูกตอ้งตั้งแต่ 7 ขอ้ข้ึนไป แสดงวา่นกัเรียนไม่ไดเ้ดา แต่ถา้ถูกนอ้ยกวา่ 7 ขอ้ แสดงวา่นกัเรียนเดา 
 
  จากเกณฑด์งักล่าว จงหาความผดิพลาดประเภท I และความผดิพลาดประเภท II  ถา้
ความจริงความน่าจะเป็นท่ีจะตอบค าถามแต่ละขอ้ไดถู้กตอ้งเป็น 0.7 
 ความผดิพลาดประเภท I  =  
     = P [ปฏิเสธ H0 | H0  เป็นจริง] 
     = P [X  7 | p = 0.5] 
     = 1-P [X < 7 | p = 0.5] 

     = 1- 


6

0x
b (x ; 10, 0.5) 

     = 1-0.8281 
     = 0.1719 
 ความผดิพลาดประเภท II  =  
     = P [ยอมรับ H0 | H1  เป็นจริง] 
     = P [X < 7 |  p = 0.7] 

     = 


6

0x
b (x ; 10, 0.7) 

     = 0.3504 
 
ตัวอย่างที ่5.2  คาดวา่สดัส่วนของผูจ้บการศึกษาคือ p = 0.3 และเพื่อทดสอบความจริงน้ี  ไดมี้การ 

ตั้งสมมติฐาน  ดงัน้ี 
 
  H0 : p = 0.3 
  H1 : p  0.3 
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 ท าการสุ่มตวัอยา่งนิสิต 15 คน และตั้งเกณฑไ์วว้า่ถา้นิสิตเหล่าน้ีจบการศึกษา 2 ถึง 7 คน 
จะยอมรับสมมติฐาน H0 แต่ถา้ไดผ้ลอยา่งอ่ืนจะสรุปวา่ H1 เป็นจริง จงหาความน่าจะเป็นของการเกิดความ
ผดิพลาดประเภทท่ี I และ II เม่ือ p = 0.2 
 
 ความผดิพลาดประเภท I  =  
     = P [ปฏิเสธ H0 | H0  เป็นจริง] 
     = P [X < 2, X > 7 | p = 0.3 ] 

     = 1- 


7

2x
b (x ; 15, 0.3) 

     = 1-[ 


7

0x
b (x ; 15, 0.3)- 



1

0x
b (x ; 15, 0.3)] 

     = 1-[0.95 – 0.0353] 
     = 0.0853 
 ความผดิพลาดประเภท II   =  
     = P [ยอมรับ H0 | H1  เป็นจริง] 
     = P [2  X  7 | p = 0.2] 

     = 


7

2x
b (x ; 15, 0.2)- 



1

0x
b (x ; 15, 0.2) 

     = 0.9958-0.1671 
     = 0.8287 
 
คุณสมบัติเกีย่วกบัค่าความผดิพลาด (,) พอสรุปได้ดงันี ้

  (1) เพิ่ม Acceptance Region ของ H0 หรือเพิ่มค่า (1-) 
  จะลด    = P (Type I Error) 
  แต่จะเพิ่ม  = P (Type II Error) 
  ยิง่  H0 ใกล ้ H1 จะยิง่เพิ่ม  มากข้ึน 

 (2) เพิ่ม n จะท าให ้ และ    ลดลง 
 (3) ถา้ H1 เป็นจริง ค่า  จะลดลงเม่ือค่าจริงต่างจากค่าตาม Ho มาก 

  ดงันั้น ถา้ตอ้งการลดค่าความผดิพลาดจะท าไดโ้ดยการเพิ่มค่า n 
 
ตัวอย่างที ่5.3  เหมืองแร่แห่งหน่ึงอา้งวา่แร่เหลก็จากเหมืองแห่งน้ีมีเปอร์เซ็นตเ์หลก็ในเน้ือแร่เฉล่ียร้อยละ 

60 และมีส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน 10% เพื่อทดสอบขอ้อา้งน้ี จึงไดต้ั้งสมมติฐานวา่ 
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  H0 :   60% 
 แยง้กบั H1 :   60% 
 
  และไดมี้การสุ่มตวัอยา่งแร่เหลก็เพื่อทดสอบสมมติฐานดงักล่าวโดยตั้งเกณฑว์า่จะ
ยอมรับ H0 เม่ือค่าเฉล่ียของเปอร์เซ็นตเ์หลก็ในเน้ือแร่ ไม่เกินร้อยละ 62 มิฉะนั้น จะยอมรับ H1  
  
  จงหาความผดิพลาดประเภท I () และประเภท II () เม่ือแทจ้ริงแลว้ค่าเฉล่ียของ
เปอร์เซ็นตเ์หลก็ในเน้ือแร่เท่ากบั 65% 

ก. เม่ือท าการสุ่มตวัอยา่ง 25 ตวัอยา่ง 
ข. เม่ือท าการสุ่มตวัอยา่ง 100 ตวัอยา่ง 

 
ก.  = P [ปฏิเสธ H0 | H0  เป็นจริง] 
  = P ( X  > 62 | = 60%) 

  = P (Z > 
25 /10

60-62 ) 

  = 0.1587 
  = P [ยอมรับ  H0 | H1 เป็นจริง] 
  = P ( X  < 62 |  = 65%) 

  = P (Z < 
25 /10

60-62 ) 

  = 0.0668 

ข.  = P (Z > 
100 /10

60-62 ) 

  = 0.0228 

  = P (Z < 
100 /10

65-62 ) 

  = 0.0013 
 ดงันั้นจะเห็นไดว้า่เม่ือเพิ่มขนาดของตวัอยา่งท าใหค่้าความผดิพลาด   และ  ลดลงทั้งคู่ 
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5.5 การทดสอบสมมตฐิานของ  
 

5.5.1 กรณรู้ี  2 ใช้ z = 
x -

/ n



 

 
Ho H1 Critical Region 

 = o   o |z| = |
x - o

/ n



|  

2

z  

  o   o z  =  
x - o

/ n



  -z 

  o   o z  =  
x - o

/ n



   z 

  
ตัวอย่างที ่5.4  ขนมท่ีผลิตจากโรงงานแห่งหน่ึงมีน ้ าหนกัเฉล่ียกล่องละ 8 ออนซ์ และมีค่าส่วนเบ่ียงเบน

มาตรฐาน 0.16 ออนซ์ ในการทดสอบวา่ในวนัหน่ึง ๆ การผลิตเป็นไปตามทีก าหนดไว้
หรือไม่ ไดท้  าการสุ่มตวัอยา่งขนมท่ีผลิตในแต่ละวนัจ านวน 25 ช้ิน พบวา่มีน ้ าหนกัเฉล่ีย 
8.112 ออนซ์  เน่ืองจากโรงงานตอ้งเสียค่าใชจ่้ายเพิ่มข้ึนถา้น ้ าหนกัเกิน 8 ออนซ์ และลูกคา้
ตอ้งเสียเงินซ้ือขนมแพงข้ึน ถา้น ้ าหนกัไม่ถึง 8 ออนซ์ ดงันั้นจึึงก าหนดสมมติฐานรอง
คือ 8 ท่ีระดบันยั   = 0.01 จงทดสอบวา่การผลิตเป็นไปตามท่ีก าหนดหรือไม่ 

   Ho  :  = 8 
   แยง้กบั  H1 :   8 
   ระดบันยัส าคญั   = 0.01 
   ช่วงวกิฤต z > z0.005   หรือ z > 2.58 
    z < -z0.005 หรือ z <-2.58 
 
   ค่าสถิติจากการสุ่มตวัอยา่งขนาด 25 ตวัอยา่ง และ x  = 8.112  ออนซ ์
 

    z = 
n/

-x



  

    z = 
250.16/

8.0-8.112  

    z = 3.5 
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   สรุปผล  :  เน่ืองจาก z อยูใ่นบริเวณวิกฤต จึงปฏิเสธ Ho ซ่ึงหมายความวา่การผลิตไม่
เป็นไปตามท่ีก าหนดไว ้และตอ้งมีการปรับปรุงการผลิตใหม่ 
 
 

  5.5.2 กรณไีม่รู้ 2 แต่ n > 30 

  เหมือนกรณี 8.5.1 แต่ z = 
x - o

n


S /  

  5.5.3 กรณไีม่รู้ 2 แต่ n < 30 

  ใช ้ t  =  
x -

n  ;  =  n -1


S /  

 
Ho H1 Critical Region 

 = o   o |t| = |
x - o

n


S / |  t
2
 ,

 

 > o   o t  =  
x - o

n


S /   -t, 

 < o   o t  =  
x - o

n


S /     t, 

 
ตัวอย่างที ่5.5 สมมติวา่ผา้ท่ีผลิตจากโรงงานแห่งหน่ึง   สามารถทนต่อแรงดึงได ้185 ปอนด ์ในการ 

ทดสอบผา้ท่ีผลิตไดว้า่มีคุณสมบติัตามท่ีก าหนดหรือไม่ ไดสุ่้มตวัอยา่งผา้จ านวน 5 ช้ิน 
เพื่อทดสอบแรงดึง พบวา่ผา้สามารถทนแรงดึงเฉล่ีย 183.1 ปอนด ์ และมีค่าส่วน
เบ่ียงเบนมาตรฐาน 8.2 ปอนด ์จงทดสอบสมมติฐานดงักล่าวดว้ยระดบันยัส าคญั 0.05 

  Ho  :  = 185 
  แยง้กบั  H1 :  < 185 
  ระดบันยัส าคญั   = 0.05 
  ช่วงวกิฤต t < - t0.05,4     

t < -2.132 
  ค่าสถิติท่ีไดจ้ากการสุ่มตวัอยา่ง 5 ตวัอยา่ง และ x  = 183.1,  s = 8.2 

    T = 
58.2/

185-183.1  

    T = -0.49 
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  สรุปผล  :  เน่ืองจาก  t ไม่อยูใ่นช่วงวกิฤต ดงันั้นจึงไม่สามารถปฏิเสธ Ho ไดห้รือ
จ าเป็นตอ้งยอมรับวา่ผา้ท่ีผลิตจากโรงงานน้ีสามารถทนต่อแรงดึงได ้ 185 ปอนด ์ จริงท่ีระดบันยัส าคญั 
0.05 

 

5.6  การทดสอบสมมตฐิานของ 1-2 
 

5.6.1 กรณีทราบ 1
2 , 2

2 
 

ใช ้ z  =   
( ) )x - x - ( 1 - 2

n1
+ n2

1 2

1
2

2
2

 

 
 

 

Ho H1 Critical Region 

1 - 2= 0 1  2 |z|  
2

Z  

 1  2 z   -Z 

 1  2 z     Z 
 1 - 2 = d 1 - 2   d |z|  

2

Z  

 1 - 2   d z   -Z 

 1 - 2   d z     Z 
 

ตัวอย่างที่ 5.6 สารนิโคตินในบุหร่ี 2 ชนิด ซ่ึงมีค่าส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน 1 = 1.2 มิลลิกรัม และ 
2 = 1.4 มิลลิกรัม ผูผ้ลิตอา้งวา่สารนิโคตินในบุหร่ีชนิดแรกมากกวา่ชนิดท่ีสองอยู ่ 2 
มิลลิกรัม ในการทดสอบขอ้กล่าวอา้งดงักล่าว ไดท้  าการสุ่มตวัอยา่งบุหร่ีชนิดแรก 50 
มวน พบวา่มีค่าเฉล่ียของปริมาณสารนิโคติน 26.1 มิลลิกรัม และสุ่มตวัอยา่งบุหร่ีชนิดท่ี
สอง 40 มวน พบวา่มีค่าเฉล่ียของปริมาณสารนิโคติน 23.8 มิลลิกรัม จงทดสอบ
สมมติฐานวา่สารนิโคตินในบุหร่ีชนิดแรงมากกวา่ชนิดท่ีสองอยู ่ 2 มิลลิกรัมตามขอ้
กล่าวอา้งท่ีระดบันยัส าคญั 0.05 

 
   Ho : 1-2   = 2.0 
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  แยง้กบั   H1 : 1-2    2.0 
  ระดบันยัส าคญั   = 0.05 
  ช่วงวกิฤต z > z0.025 หรือ z > 1.96 
   z < -z0.025 หรือ z < -1.96 
  ค่าสถิติท่ีไดจ้ากการสุ่มตวัอยา่ง 
   n1 = 50  , x 1 = 26.1  มิลลิกรัม 
   n2 = 40  , x 2 = 23.8  มิลลิกรัม 
 

   z = 
40/21.4/5021.2

2.0-23.8)-(26.1



 

    = 1.08 
 
  สรุปผล  :  เน่ืองจาก z ไม่อยูใ่นวิกฤต จึงไม่สามารถปฏิเสธ Ho ไดท่ี้ระดบันยัส าคญั 0.05 
ดงันั้นจึงสรุปวา่  1-2 =  2.0 มิลลิกรัม 
 
  5.6.2 กรณีไม่ทราบ 1

2 , 2
2 แต่  n1, n2 > 30 

 เหมือนกรณี 5.6.1 แต่ z  =   
( ) )x1 - x - ( 1 - 2

n1
+ n2

2

1
2

2
2

 

S S
 

 
5.6.3  กรณีไม่ทราบ 1

2 , 2
2 และ  n1, n2 < 30 

       (1) กรณี 1
2 = 2

2  
 

  ใช ้ t   =     
( ) )x1 - x - ( 1 - 2

Sp
1

n1
+

1
n2

2  
 

 

  Sp = 
(n1 -1) S1

2 + (n2 -1) S2
2

n1 - n2 - 2  ;   =  n1 - n2 - 2  
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Ho H1 Critical Region 

1 - 2 = 0 1 - 2  0 |t|   t
2
 ,

 

 1 - 2  0 t   - t ,  

 1 - 2  0 t     t ,  

 1 - 2 = d 1 - 2  d |t|    t
2
 ,

 

 1 - 2  d t   - t ,  

 1 - 2  d t     t ,  

 
ตัวอย่างที ่5.7 ในการเปรียบเทียบสีทาบา้น 2 ชนิด ไดท้  าการสุ่มตวัอยา่งสีชนิดถงัละ 1 แกลลอน จากสี

ทั้งสองชนิด ชนิดละ 4 ถงั เพื่อทดสอบ  ปรากฏวา่ สีชนิดแรกทาไดเ้ฉล่ียถงัละ 512 ตาราง
ฟุต โดยมีส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน 31  ตารางฟุต และสีชนิดท่ีสองทาไดเ้ฉล่ียถงัละ 492 
ตารางฟุต โดยมีส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน 26 ตารางฟุต จงทดสอบสมมติฐานวา่สีทั้งสอง
ชนิดสามารถทาไดพ้ื้นท่ีเฉล่ียเท่ากนัท่ีระดบันยัส าคญั 0.05 ถา้ทราบวา่ค่าความ
แปรปรวนของพื้นท่ีของสีทั้งสองเท่ากนั 

  
    Ho : 1-2     

   แยง้กบั   H1 : 12   
  ระดบันยัส าคญั   =  0.05  

  =  4+4-2 = 6 
  ช่วงวกิฤต t > t/2   หรือ  t > 2.447 
    t < -t/2   หรือ t < -2.447 
  ค่าสถิติท่ีไดจ้ากการสุ่มตวัอยา่ง 
   n1 = 4 , x 1  = 512 , S1  =  31 
   n2 = 4 , x 2    =  492 , S2  =  26 
 

   t = 

4

1

4

1

6

23(26)23(31)

0-492)-(512




 = 0.9886 
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  สรุปผล  :  เน่ืองจาก t ไม่อยูใ่นช่วงวกิฤต ดงันั้นจึงไม่สามารถปฏิเสธ Ho ไดห้รือ
จ าเป็นตอ้งยอมรับวา่สีทั้งสองสามารถทาไดพ้ื้นท่ีเฉล่ียเท่ากนัท่ีระดบันยัส าคญั 0.05 
 
       (2) กรณี 1

2  2
2  

   เหมือนกรณี 5.6.3 (1) แต่ 

  t = 
( ) )x1 - x - ( 1 - 2

n1
+ n2

2

1
2

2
2

 

S S
 

 

   = 
)

1-2n
1(

2
)

2n

2
2S

()
1-1n

1(
2

)
1n

2
1S

(

2]2/n2
2S +1/n2

1[S



 

  
ตัวอย่างที ่5.8 ในการทดสอบวา่วสัดุชนิดท่ี 1 สามารถรับน ้าหนกัไดม้ากกวา่วสัดุชนิดท่ีสองหรือไม่ 

ไดมี้การสุ่มตวัอยา่งวสัดุชนิดท่ี 1 จ านวน 25 ช้ิน และวสัดุชนิดท่ี 2 จ านวน 16 ช้ิน เพื่อ
ทดสอบการรับน ้าหนกัปรากฏผลดงัน้ี 

 
วสัดุชนิดท่ี 1 วสัดุชนิดท่ี 2 

n1 = 25  ช้ิน n2 = 16 ช้ิน 
x 1 = 380 ปอนด ์  x 2 = 370 ปอนด ์

2
1

S  = 100 ปอนด ์  2
2

S  = 400 ปอนด ์

 
  จงทดสอบสมมติฐานท่ีวา่วสัดุชนิดท่ี 1 สามารถรับน ้าหนกัเฉล่ียไดม้ากกวา่วสัดุชนิดท่ี 2 
ท่ีระดบันยัส าคญั 0.05 สมมติวา่ค่าความแปรปรวนของการรับน ้าหนกัของวสัดุทั้งสองไม่เท่ากนั 
     Ho : 1 = 2     
  แยง้กบั   H1 : 1 > 2   
  ระดบันยัส าคญั   =  0.05  
  ช่วงวกิฤต t > t,    

     = 

15

2(400/16)

24

2)25/100(

2]16/40025/100[
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     = 19.86 
   หรือองศาเสรี = 20 
   ช่วงวกิฤต t > t0.05, 20  หรือ  t > 1.725 
  ค่าสถิติท่ีไดจ้ากการสุ่มตวัอยา่ง 
 

   t = 
400/16-100/25

0-370)-(380  

    = 1.857 
 
  สรุปผล  :  เน่ืองจาก t  อยูใ่นบริเวณวิกฤต ดงันั้นจึงปฏิเสธ Ho ท่ีระดบันยัส าคญั 0.05 หรือ
สรุปวา่วสัดุชนิดท่ี 1 สามารถทนน ้าหนกัไดม้ากกวา่วสัดุชนิดท่ี 2 
 

5.7  การทดสอบสมมตฐิานของ  d 

 
 ก าหนดให ้xI และ yI   เป็นค่าท่ีสุ่มเป็นคู่ 
  di = xi-yi 

    ใช ้   t = 1-n  =   , 
n/

d
S

d
-d




 

 
Ho H1 Critical Region 

d = do d  d0 |t|  t
2
 ,

 

 d  d0 t   - t ,  

 d  d0 t     t ,  

 

  t = 
n/

d
S

o
d-d

 

 
ตัวอย่างที ่5.9 ผูคิ้ดโปรแกรมคอมพิวเตอร์ในการค านวณโจทยค์ณิตศาสตร์  2 โปรแกรม ตอ้งการ

ทราบวา่โปรแกรมทั้งสองใชเ้วลาในการค านวณแตกต่างกนัหรือไม่ จึงไดมี้การสุ่ม
ตวัอยา่งโจทยจ์  านวน 10 ขอ้ และใชโ้ปรแกรมทั้งสองค านวณไดผ้ลดงัน้ี 
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โจทยข์อ้ท่ี 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

โปรแกรมเก่า 
(วินาที) 

8.05 24.74 28.33 8.45 9.19 25.10 14.05 20.33 4.82 8.54 

โปรแกรมใหม่ 
(วินาที) 

0.71 0.74 0.74 0.77 0.80 0.83 0.82 0.77 0.71 0.72 

 
  จงทดสอบสมมติฐานวา่โปรแกรมใหม่สามารถค านวณไดร้วดเร็วกวา่โปรแกรมเก่าท่ี
ระดบันยัส าคญั 0.0005 
 
   Ho : d = 0 
   H1 : d > 0   
  ระดบันยัส าคญั   =  0.0005   
  ช่วงวกิฤต t  >  t0.0005,9  หรือ t > 4.781 
  ค่าสถิติจากการสุ่มตวัอยา่งคู่จ านวน 10 คู่ ค  านวณหาค่า  d , Sd 
 

โจทยข์อ้ท่ี 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
d 

(วินาที) 
7.34 24.00 27.59 7.68 8.39 24.37 13.23 19.56 4.11 7.82 

 

   d  = 
10

10

1i i
d

   = 14.41 

   Sd = 8.65 

   t = 
10/65.8

041.14   

   t = 5.268 
 
   สรุปผล  :  เน่ืองจากค่า t อยูใ่นบริเวณวิกฤต ดงันั้นจึงปฏิเสธ Ho ท่ีระดบันยัส าคญั 
0.0005 และสรุปวา่การค านวณโดยใชโ้ปรแกรมใหม่จะใชเ้วลานอ้ยกวา่โปรแกรมเก่า 
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5.8 การทดสอบสมมตฐิานของ  p 
 

 ใช ้ z = 

n

pq

p-
^
p  

 
Ho H1 Critical Region 

p = po p  po |z|  Z
2
  

 p  po z   -Z  

 p  po z     Z  

  z = 

n

oqop

op-

^

p  

 
ตัวอย่างที ่5.10  ไดมี้การกล่าวอา้งวา่ประชาชนในเมืองเมืองหน่ึงมีความนิยมในตวันกัการเมืองผูห้น่ึง 

จ านวนร้อยละ 25 ในการทดสอบขอ้กล่าวอา้งน้ีไดท้  าการสุ่มตวัอยา่งประชากรในเมือง
นั้น ๆ จ านวน 100 คน เพื่อสมัภาษณ์และพบวา่ชอบนกัการเมืองผูน้ั้นจ านวน 20 คน จง
สรุปผลท่ีระดบันยัส าคญั 0.05 วา่ค ากล่าวอา้งนั้นถูกตอ้งหรือไม่ 

   Ho : p  = 0.25 
  แยง้กบั H1 : p   0.25 
  ระดบันยัส าคญั   = 0.05 
  ช่วงวกิฤต z > z/2  หรือ z > 1.96 
    z < - z/2 หรือ z < -1.96 
  ค่าสถิติ  

   z = 
n/oqop

opp

^


  =  1.15-   
)/100(0.25x0.75

25.0100/20


  

 
  6. สรุปผล  :  เน่ืองจาก  z  อยูน่อกบริเวณวกิฤต ดงันั้นจึงไม่สามารถปฏิเสธ Ho ไดท่ี้
ระดบันยัส าคญั 0.05 หรือสรุปไดว้า่ประชาชนในเมืองน้ีมีความนิยมนกัการเมืองผูน้ี้จ  านวนร้อยละ 25 
จริง 
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5.9  การทดสอบสมมตฐิานของ  p1-p2  กรณทีราบ p1 และ p2 
 

 ใช ้ z = 

2
n

2
q

2
p

+

1
n

1
q

1
p

)
2

p-
1

(p-)
2

^

p-
1

^

p(

 

 

Ho H1 Critical Region 
p1-p2 = 0 p1-p2   0 |z|   

2

z  

 p1-p2  0 z   - z  

 p1-p2  0 z     z  
 
 กรณีไม่ทราบ p1, p2 แต่ p1 = p2 และ n1, n2 > 30 

  
1

^
p   =  

x1
n1

 

  
2

^
p   =  

x2
n2

 

 ให ้ 
^
p   p1 = p2  และ 

^
q  q1=q2 

  
^
p    =  

x1 + x2
n1 + n2

 ; 
^
q  = 1-

^
p  

  z   =  
)

2
n

1

1
n

1
( 

^
q

^
p

2

^

p-
1

^

p



 

 
ตัวอย่างที ่5.11 ในการทดสอบน ้ายาซกัผา้สองชนิด  พบวา่น ้ายาซกัผา้ชนิดแรกสามารถขจดัความ 

สกปรกออกได ้63 คร้ัง ในการทดลอง 91 คร้ัง และชนิดท่ีสองสามารถขจดัความสกปรก
ออกได ้42 คร้ัง ในการทดลอง 79 คร้ัง จากผลการทดสอบดงักล่าวจะสรุปไดห้รือไม่วา่
น ้ ายาซกัผา้ทั้งสองมีประสิทธิภาพในการขจดัความสกปรกไดเ้ท่ากนั ท่ีระดบันยัส าคญั 
0.10 

    Ho : p1 = p2 
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   แยง้กบั  H1 : p1  p2 
  ระดบันยัส าคญั   = 0.10 
  ช่วงวกิฤต z > 1.645 
    z < -1.645 

  ค่าสถิติจากการสุ่มตวัอยา่ง n1  = 91 
91

63
    

1
p

^
  = 0.692 

      n2  = 79 
79

42
    

2
p

^
  = 0.532 

      
7991

4263
      p

^




     = 0.618 

        q

^
=  1-0.618   = 0.382 

 

   z = 
1/79)(1/91 0.382 x 0.618

532.0692.0



  

 
    = 2.166 
 
  สรุปผล  :  เน่ืองจากค่า z อยูใ่นช่วงวิกฤต ดงันั้นจึงปฏิเสธ Ho ท่ีระดบันยัส าคญั 0.10 และ
สรุปไดว้า่น ้ ายาซกัผา้ทั้งสองชนิดมีประสิทธิภาพไม่เท่ากนั 
 

5.10 การทดสอบสมมตฐิานของ 2 
 

  ใช ้ 2 = 
(n -1) S2

2    ,  = n -1


  

 
Ho H1 Critical Region 

2 = 0
2 2  0

2 2    



 

1

2

2

2

- 2

  และ 2

, ,
  

 2  0
2
 2   

 1
2
 ,  

 2   0
2
 2    

 ,
2  
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ตัวอย่างที ่5.12  ศาสตราจารยด์า้นจิตวิทยาผูห้น่ึงกล่าววา่ไอคิวของนกัศึกษามีค่าความแปรปรวนเท่ากบั 
100 คะแนน ในการทดสอบขอ้กล่าวอา้งดงักล่าวไดท้  าการสุ่มตวัอยา่งนกัศึกษาจ านวน 
23 คน เพือ่ทดสอบไอคิวและหาค่าความแปรปรวน พบวา่ค่าความแปรปรวนของ
นกัศึกษากลุ่มน้ีเท่ากบั 147.82 คะแนน จงทดสอบสมมติฐานท่ีวา่ความแปรปรวนของไอ
คิวนกัศึกษายงัคงเท่ากบั 100 คะแนนหรือไม่ ท่ีระดบันยัส าคญั 0.05 

   Ho : 2 = 100 
  แยง้กบั H1 : 2  100 
  ระดบันยัส าคญั  = 0.05 
  ช่วงวกิฤต 

22 0.025,
2     2    

    36.78      2   
   และ 

22 0.975,
2     2    

    10.98      2   
  ค่าสถิติจากการสุ่มตวัอยา่ง 

    
2

21)S-(n
     2


   

    
100

147.82 x 22
     2   

    2.523     2   
 
  สรุปผล  :  เน่ืองจากค่าสถิติท่ีค  านวณจากตวัอยา่ง อยูน่อกช่วงวกิฤต ดงันั้นจึงไม่สามารถ
ปฏิเสธ Ho ท่ีระดบันยัส าคญั 0.05  นัน่คือไอคิวของนกัศึกษา ยงัคงมีความแปรปรวนเท่ากบั 100 คะแนน 
 

5.11  การทดสอบสมมตฐิานของ  1
2 , 2

2 
 

  ใช ้ f = 
S1

2

S2
2   2

2

1
2.




  (1 = n1-1 ; 2 =  n2-1) 
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Ho H1 Critical Region 

1
2 = 2

2 1
2  2

2 f    

2
 ,

1
 ,

2
-1

f
 และ f 

2
,

1
,

2

f
  

 1
2  2

2
 f  f1-     , ,1 2  

 1
2   2

2
 f  f     , ,1 2

 

 
ตัวอย่างที ่5.13  ในการทดสอบเพื่อเปรียบเทียบค่าความแปรปรวนของ Tensile Strength ของเหลก็ 

โครงสร้าง 2 ชนิด ไดท้  าการสุ่มตวัอยา่งเหลก็โครงสร้างชนิดแรก 13 ตวัอยา่ง หาค่าความ
แปรปรวนได ้19.2 x 103 ปอนดต่์อตารางน้ิว และสุ่มตวัอยา่งเหลก็โครงสร้างชนิดท่ีสอง 
16 ตวัอยา่ง หาค่าความแปรปรวนได ้3.5 x 103 ปอนดต่์อตารางน้ิว จงทดสอบสมมติฐาน
วา่เหลก็โครงสร้างทั้งสองชนิดมีความแปรปรวนของ Tensile Strength เท่ากนัหรือไม่ ท่ี
ระดบันยัส าคญั 0.02 

   Ho : 2
2

    2
1

   

  แยง้กบั H1 : 2
2

    2
1

   

  ระดบันยัส าคญั   = 0.02 
  ช่วงวกิฤต f > f0.01(12, 15) 

    f > 3.67 
   และ f < f0.99 (12,15) 

f < 
12) (15, 0.01

f

1  

f < 
4.01

1  

f < 0.25 
ค่าสถิติจากการสุ่มตวัอยา่ง 

  f = 2
2

S/2
1

S  

  f = 
5.3

2.19  

  f = 5.49 
 สรุปผล  : เน่ืองจากค่าสถิติ f อยูใ่นช่วงวิกฤตดงันั้นจึงปฏิเสธ Ho ท่ีระดบันยัส าคญั 0.02 
นัน่คือค่าความแปรปรวนของ Tensile Strength ของเหลก็โครงสร้างทั้งสองชนิดไม่เท่ากนั 

5.12  การหาขนาดตวัอย่าง  n  ในการทดสอบ  เมื่อทราบ 2 
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 จากรูปท่ี 5.5  = P (Type I Error) 

และ  = P (Type II Error) 
ถา้ n   เพิ่ม จะท าให ้,  ลดลง 

 

 
 
 

 

รูปที ่5.5  ความผดิพลาดประเภท I และ II  ในการทดสอบ  
 
 ถา้ก าหนด   และ   จะหา  n ไดด้งัน้ี 

(1) กรณ ี One Tail ด้านบน 

  Ho :   o 
  H1 :   o หรือ  1  =  o+d 
   = P [Accept Ho | H1  เป็นจริง] 
   = P (Z  z |   =  o+d) 

   = P [  |z 
n/

o-x





   =  o+d] 

   = P [  
n/

d
  z 

n/

d)+o(-x







 ] 

 P(Z-z) = P [  
n/

d
  z 

n/

d)+o(-x







 ] 

  


z-  =  
n/

d
  z


   

o o+d 

 

d 

Z 

-Z 
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  n = 
2d

2 2)z+(z 
  

 
 (2) กรณี  One Tail ด้านล่าง 

  Ho :  = o 
  H1 :   o หรือ  1  =  o-d 

  n = 
2d

2 2)z+(z 
  

 
 (3) กรณี  Two Tails 

  Ho :  = o 
  H1 :   o  

  n = 
2d

2 2)z

2

(z 
 

 

  
ตัวอย่างที ่5.14 ในการทดสอบสมมติฐานวา่ค่าเฉล่ียของประชากรมีค่าเกินกวา่ 28 หรือไม่ ท่ีระดบันยั 

ส าคญั 0.05 ถา้ก าหนดอ านาจการทดสอบเป็น 0.99 และทราบวา่ค่าความแปรปรวนของ
ประชากรเท่ากบั 12 และค่าเฉล่ียท่ีแทจ้ริงของประชากรเท่ากบั 32 จงหาขนาดตวัอยา่งท่ี
เหมาะสม 

   Ho :  = 28 
  แยง้กบั H1 :  > 28 
     1 = 28+4, d = 4 

     n = 
2d

2 2)z(z 
 

 

     n = 
4 x 4

212 x 2)325.2645.1(   

     n = 141.85 
  ดงันั้นจะตอ้งใชต้วัอยา่งจ านวน 142 ตวัอยา่งในการท่ีจะปฏิเสธ Ho ท่ีระดบันยัส าคญั 
0.05 และยอมรับ H1 ดว้ยอ านาจการทดสอบ 0.99 โดยท่ีค่าเฉล่ียท่ีแทจ้ริงคือ 32 
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5.13 การหาขนาดตวัอย่าง  n  ในการทดสอบ 1, 2 กรณทีราบ 1
2, 2

2 
   

ให ้  n1 = n2  = n 
 (1) กรณ ีTwo Tails (ดูรูปท่ี 5.6) 
  Ho : 1 - 2  =  0 
  H1 : 1 - 2    0  หรือ  1 - 2   =  d 
 

 

 
 
 
 

 

รูปที ่5.6  ความผดิพลาดประเภท I และ II  ในการทดสอบ 1-2 
 
   = P [ Type II Error] 
   = P [Accept Ho | H1   เป็นจริง] 
   = P [ d

21
 | 

2

z<Z

2

z-  


] 

 

   = P [ d
21

 | 

2

z<

2
n

2

2+

1
n

2

1

0-)2x-1x(

2

z-  





] 

1
2 2

2 

1-2 = 0 1-2 = d 

2


  

Z 

-Z 
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   = P[ d
21

 | 

2

z<

2
n

2

2+

1
n

2

1

)2x-1x(
 




] 

 

 P(Z-z) = P[

2
n

2

2+

1
n

2

1

d
 

2

z<

2
n

2

2+

1
n

2

1

d-)2x-1x(






 ] 

 

  -Z


 = 

2
n

2

2+

1
n

2

1

d
 

2

z




  

  n = 
2d

)2
2

+2
1

( 2)z

2

(z 
 

 

 
 (2) กรณี  One Tail 

  n = 
2d

)2
2

+2
1

( 2)z(z 
 

 

 
ตัวอย่างที ่5.15  สมมติวา่ขนาดของตวัอยา่ง n    สุ่มจากประชากรปกติ 2 ชุด   ซ่ึงทราบค่าความ 

แปรปรวน 2
1

  = 12  และ  2
2

  = 15  เพื่อทดสอบสมมติฐานหลกั   
 
Ho  :  1 - 2  = 110 แยง้กบัขอ้สมมติฐานรอง  
H1 : 1 - 2   110  และถา้ 1 - 2  = 113  
ความน่าจะเป็นของการเกิดความผดิพลาดประเภท I และประเภท II ท่ีก าหนดใหเ้ท่ากบั 
0.01 จงหาขนาดของตวัอยา่งท่ีเหมาะสม 
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  n = 
2d

)2
2

+2
1

( 2)z
2/

(z 




 

  n = 
2)113110(

)2152(12 2)325.2575.2(



  

  n = 894.17 
 

  ดงันั้นจะตอ้งใชต้วัอยา่งจ านวน 895 ตวัอยา่งในการปฏิเสธ Ho  ท่ีระดบันยัส าคญั 0.01 
และยอมรับ H1 ดว้ยอ านาจการทดสอบ 0.99  และผลต่างของค่าเฉล่ียท่ีแทจ้ริงคือ 113 

 

5.14 การหาขนาดตวัอย่าง n ในการทดสอบ  กรณีไม่ทราบ 2 และ n<30 
 
  Ho  :    =   0   
  H1  :      0    (1 = 0 +  d) 

  Non-central t = 
x - ( o + d)

S / n


 

  หา n  โดยใชต้ารางภาคผนวกท่ี A8 เม่ือทราบ 

    = 
| - o|

     และ  ,  
 
    

  ใช ้ S  แทน   
 = o+d 

   = 
|  d |
S  

กรณี  Two Tails  ใช ้ 


2 ,  กรณี   One Tail ใช ้ ,  
  

5.15 การหาขนาดตวัอย่าง n ในการทดสอบ 1-2 กรณไีม่ทราบ  1
2, 2

2 และ n1, n2 < 30 
 
  Ho  : 1  -  2     =    0   
  H1  : 1  2         0   (1 - 0 =  d) 
  ถา้ 1

2 = 2
2 

  ให ้ S2  =  1
2 = 2

2    = 
( ) )n1 -1  S1

2 +  (n2 -1  S2
2

n1 + n2 - 2  
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   = 
|  d |
S  

  เหมือนขอ้ 5.14 แต่ใชต้ารางต่างกนั 
  

5.16 P-value (Probability Value) 
 
 หมายถึง โอกาสความน่าจะเป็นนอ้ยท่ีสุดท่ีสามารถปฏิเสธ Ho 
 ถา้  p-value   <           จะ Reject Ho ดงัรูปท่ี 5.7 
 

  
        0           Z         Z                                  0            Z 

 
รูปที ่5.7  การทดสอบสมมติฐานโดยใช ้p-value 

 

  zc = 
x -

/ n



  มีค่าทั้ง + และ – 

 p-value  = P (z | zc |)     .......................(One Tail) 
 p-value  = 2* P (z  | zc |)   ...................... (Two Tails) 
   = P (z  -zc และ z  zc) 
 

f(Z) f(Z) 

2

Z-   

 
2

Z  

Zc 2


 

Zc 
2


 

 

  



บทท่ี 5 การทดสอบสมมติฐาน  

เอกสารประกอบการสอนวิชา 207251                                                            สถิติทางวศิวกรรม (Engineering Statistics) 

201 

5.17 การใช้ 2  ในการทดสอบแบบจ าลอง  (Chi-Square Tests of Models) 
 

 ในหวัขอ้ท่ีแลว้ไดก้ล่าวถึงการใช ้2  ทดสอบความแปรปรวนของประชากร 1 ชุด และไดนิ้ยาม 
2  ไวด้งัน้ี 

2 = 
(n -1) S2

2  = 
S2
2 / 

 

 = k-1  (กรณีรู้พารามิเตอร์ของประชากร) 
 = k-1-m  (กรณีไม่รู้ค่าพารามิเตอร์ของประชากร แต่ตอ้งประมาณค่าพารา 

มิเตอร์ จ านวน m ตวั  จากตวัอยา่ง) 
ในบทน้ีจะไดก้ล่าวถึงการใช ้2  ในการทดสอบกรณีต่าง ๆ ดงัต่อไปน้ี 
- ทดสอบความเหมาะสมของการแจกแจงหรือแบบจ าลอง (Test of Goodness of Fit) 
- ทดสอบความเป็นอิสระของเหตุการณ์หรือ Random Variable (Test for Independence) 
- ทดสอบสดัส่วน, p (Test for Proportion)    
- ทดสอบความเหมือนกนัของประชากร   (Test for Homogeneity) 

 
5.17.1  การ Derive หาค่า 2 
ถา้ X มีการแจกแจงแบบ  Binomial มี b(x; n, p) และมีคุณสมบติัดงัตาราง 

 
Outcome No. of Success Prob. of Success 

Ei (Success) x1 p1 

E2 (Failure) x2 = n-x1 p2 =  1-p1 

Total = n = 1 
 
ถา้  n  มาก , X  Approximate Normal  ซ่ึงสามารถแปลงเป็น z ไดด้งัสมการ 

  z = 
x1 - np1
np1 (1 - p1 )  

  z2 = 
(x1 - np1
np1 (1 - p1

)
)

2
 

   = 
(x1 - np1

2

np1
 
(x1 - np1

2

n(1 - p1

) )
)  

ถา้ x1 – np1 = (n-x2)-n(1-p2) 
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  = -x2+np2 = -(x2-np2) 
(x1-np1)2 = (x2-np2)2 

  z2 = 
(x1 - np1

2

np1
 
(x2 - np2

2

np2

) )
  

 z2  =  2 =  
(xi - npi

npii=1
k-2 )2
    ……………………………..(5.1) 

  มี  = k-m-1 
 
ถา้ Xi มีการแจกแจงแบบ Multinomial มีผลลพัธ์ k แบบ มี  f(x1, x2,.......xk ; p1, p2,........pk, n) และมี
คุณสมบติัดงัตาราง 
 

Outcomes No. of Success Prob 
E1 x1 p1 

E2 x2 p2 

. . . 

. . . 

. . . 
Ek xk pk 

 n 1.00 
 
 ในท านองเดียวกบัสมการ 4.1 

 Qk-1 = z2 = 
i=1
k

  
(x i - np i

np i


)2
 ……………………………..(5.2) 

  ถา้ n  มีค่ามาก จนท าให ้ npi > 5 ส าหรับทุกค่า i 
  Qk-1  2  ซ่ึงมี   = k-1 
  ถา้ให ้   xi = observed frequency จากการทดลอง = Oi 

  และ    npi = expected frequency  ตามทฤษฎี     =  ei 

   2 = 
i=1
k

  
(Oi - ei

ei


)2
 ……………………………..(5.3) 

  ใชส้ าหรับการทดสอบวา่ผลการทดลอง (Oi) ต่างจากค่าตามทฤษฎี (ei) อยา่งมีนยัส าคญั
ทางสถิติหรือไม่ 
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  ถา้โมเดลตามทฤษฎีมีพารามิเตอร์ m ตวั ซ่ึงไม่ทราบค่า และตอ้งประมาณค่าจากสถิติ  2 
จะมี  Degree of Freedom () 
   = k-m-1    ……………………………..(5.4) 
 

5.17.2  การทดสอบความเหมาะสมของการแจกแจง (Test of Goodness of Fit) 
  คือการทดสอบวา่ขอ้มูลท่ีรวบรวมมามีการแจกแจงตามท่ีคาดไวห้รือไม่ เช่น มีการแจก
แจงแบบปกติจริงหรือไม่ หรือผลการทดลองเป็นไปตามโมเดล (ทฤษฎี) ท่ีตั้งไวห้รือไม่ 
 
  มีขั้นตอนดงัน้ี 

(1) ตั้งสมมติฐาน 
Ho : ขอ้มูลมีการแจกแจงตามท่ีคาดไว ้เช่น  X  N  (x; ,) 
 (ผลการทดลองเป็นไปตามโมเดล  (ทฤษฎี) ท่ีตั้งไว)้ 
H1  : ขอ้มูลไม่ไดมี้การแจกแจงตามท่ีคาดไว ้
 (ผลการทดลองไม่ไดเ้ป็นไปตามโมเดล (ทฤษฎี) ท่ีตั้งไว)้ 

(2) น าผลท่ีไดจ้ากการทดลองมาแจกแจงความถ่ี [Oi] 
(3) ค านวณความถ่ีท่ีคาดวา่จะเป็นตามทฤษฎี (ตาม Ho) [ei] 

ถา้ ei < 5  ใหร้วม  Class ใกลก้นัเขา้ดว้ยกนัเพื่อให ้ ei > 5 
(4) เลือก  เพื่อเปรียบเทียบความแตกต่างของขอ้มูล (Oi VS. ei) ดูรูปท่ี 5.8 

 

  
             
 

รูปที ่5.8  การเปรียบเทียบ Oi กบั ei 
 
 

xI-1   xi 
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  ค านวณ   2   = 
i=1
k

  
(Oi - ei

ei


)2
  =   

i=1
k

  
Oi
ei

- N
2

 

(5) ทดสอบดว้ย  2   (One tail ดา้นบนอยา่งเดียว) 
ถา้    2 > 2

, k-m-1  ให ้ Reject Ho     
ถา้    2 < 2

, k-m-1  ให ้ Accept Ho  
 
ตัวอย่างที ่5.16 สุ่มตวัอยา่งเลข 0-9 แบบใส่คืนจ านวน 51 คร้ังไดผ้ลดงัน้ี 
 

5 8 3 1 9 4 6 7 9 2 
6 3 0 8 7 5 1 3 6 2 
1 9 5 4 8 0 3 7 1 4 
6 0 4 3 8 2 1 3 9 8 
5 6 1 8 7 0 3 5 2 5 
2          

 
  จงทดสอบวา่ การสุ่มตวัอยา่งถูกตอ้งตามทฤษฎี หรือไม่ 
  ถา้การสุ่มตวัอยา่งถูกตอ้งตามทฤษฎี 

   P (ไดเ้ลขเดิม) = 
10

1  

   P (ไดเ้ลขติดต่อ) = 
10

2  

   P (ไดเ้ลขอ่ืน) = 
10

7  

   Ho : การสุ่มเลขเป็นไปตามทฤษฎี 
   H1 : การสุ่มไม่เป็นไปตามทฤษฎี 
    = 0.05 
    = k-m-1 = 3-0-1 = 2 
   2 = 2 0.05,2  =  5.991 
  



บทท่ี 5 การทดสอบสมมติฐาน  

เอกสารประกอบการสอนวิชา 207251                                                            สถิติทางวศิวกรรม (Engineering Statistics) 

205 

ผลลพัธ์ ความถ่ีจากการทดลอง (คร้ัง) 
Oi 

ความถ่ีตามทฤษฎี (คร้ัง) 
ei 

ไดเ้ลขเดิม 0 50 x 
10

1   =  5 

ไดเ้ลขติดกนั 8 50 x  
10

2  = 10 

ไดเ้ลขอ่ืน 42 50 x 
10

7  = 35 

รวม 50                50 
 
  ตรวจสอบวา่  ei    > 5  ทุกค่า 

  2 = 
35

2)3542(

10

2)108(

5

25)-(0 



   

   = 5+0.1+
35

2(7)
 = 8 

  2 > 2
0.05, 2 

  Reject Ho หรือสรุปวา่เลขสุ่มทั้ง 51 ตวัไม่เป็นไปตามทฤษฎีท่ีระดบันยัส าคญั 0.05 
 
ตัวอย่างที ่5.17 จงทดสอบวา่อตัราการไหลของของไหลชนิดหน่ึงมีการแจกแจงแบบปกติ ท่ีระดบั 

ความเช่ือมัน่ 95% จากขอ้มูลการวดัอตัราการไหล (x) 80 คร้ัง ซ่ึงมีการแจกแจง 
ดงัตาราง 

 
อตัราการไหล x (lps) 

ชั้น 1 2 3 4 5 6 
ขอบเขตชั้น 7.5-7.8 7.8-8.1 8.1-8.4 8.4-8.7 8.7-9.0 9.0-9.3 
ความถ่ี (คร้ัง) 5 21 35 15 3 1 
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การค านวณค่า  x   และ s 
 

ชั้น 
(i) 

ขอบเขตชั้น 
(lps) 

จุดก่ึงกลางชั้น 
xi 

ความถ่ี 
f 

f.xi f.xi
2 

1 7.5-7.8 7.65 5 35.25 292.61 
2 7.8-8.1 7.95 21 166.95 1327.25 
3 8.1-8.4 8.25 35 288.25 2382.19 
4 8.4-8.7 8.55 15 128.25 1096.54 
5 8.7-9.0 8.85 3 26.25 234.97 
6 9.0-9.3 8.16 1 9.15 83.72 
   80 657.60 5417.28 

  x  = 8.22      
80

657.6
        

6

1i

f 

6

1i i
 xf







  

  2s  = 
1)-n(n

2)
i

f.x ( - 2
i

f.xn  
 

   = 
79 x 80

2(657.6) - 5417.25 x 80  

  2s  = 0.1495 
  s = 0.3866 
  Ho = Q มีการแจกแจงปกติ 
  H1 = Q ไม่มีการแจกแจงปกติ 
   = 0.05 
การค านวณค่า  ei  

ชั้น(i) ขอบเขตชั้น zi ei=n*P(zi-1< z < zi) 
1 7.5-7.8 < -1.0864 80(0.1386)             = 11.09 
2 7.8-8.1 -0.3103 80(0.3771-0.1386) = 19.08 
3 8.1-8.4 0.4656 80(0.6792-0.3771) = 24.17 
4 8.4-8.7 1.2416 80(0.8927-0.6792) = 17.08 
5 8.7-9.0 2.0176 80(0.9782-0.8927) =  6.87 
6 9.0-9.3 >2.0176 80(1.-0.9782)         =  1.74 
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การค านวณค่า  2  
 

ชั้น(i) ขอบเขตชั้น Oi ei (Oi-eI)2 /ei 
1 7.5 - 7.8 5 11.09 3.34 
2 7.8 - 8.1 21 19.08 0.19 
3 8.1 - 8.4 35 24.17 4.85 
4 8.4 - 8.7 15 17.08 0.25 
5 

                    5  
6 

8.7 - 9.0 
 

9.0 - 9.3 

3 
                    4 

1 

6.84 
8.58 

1.74 

 
           2.44 

 80 80 11.07 
 
  m = 2    (ใช ้ x  ~  และใช ้ S ~ ) 
  2 , k-m-1 = 2 0.05, 5-2-1 = 5.99 
  2 (11.07) > 2 0.05, 2  (5.99) 

 Reject Ho  หรือสรุปไดว้า่  X  มีการแจกแจงแบบปกติท่ี   = 0.05 
 
ตัวอย่างที ่5.18 จงทดสอบวา่จ านวนสินคา้ช ารุดในแต่ละวนัมีการแจกแจงแบบ Poisson หรือไม่  

จากผลการตรวจสอบสินคา้ช ารุด 100 วนัดงัตาราง 
 
จ านวนสินคา้ช ารุด x (ช้ิน/วนั) 0 1 2 3 4 5 6 
จ านวนวนั f 28 43 10 5 5 2 7 

 
ก าหนดให ้  = 0.05 

 Ho = จ านวนผลิตภณัฑช์ ารุดในแต่ละวนัมีการแจกแจงแบบ Poisson 
 H1 = จ านวนผลิตภณัฑช์ ารุดในแต่ละวนัไม่เป็น Poisson 

Poisson distribution 

 P(x;)  = 
X!

x 
-

e 


 เม่ือ  x  =  0, 1, 2,…… 

 P(x<r)  = P(r;)  = 


r

0x
) ;P(x    
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ค านวณค่า   x  

 

  x  = 1.5      
100

150
        

6

0i

f 

6

0i i
fx 







  

 

 P (r ; 1.5) =   
x!

x1.5 1.5-e
     

r

0x



 

 
จ านวนผลิต 

ภณัฑช์ ารุด /วนั 
(x) 

 
Oi   

x!

x1.5 1.5-e
  

 1.5) ;(x  P 

 
 

ei i
e

2)
i

e-
i

(O
 

0 28 0.2231 22.31 1.451 
1 43 0.3347 33.47 2.714 
2 10 0.2510 25.1 9.084 
3 5 0.1255 12.55 4.542 
4 5 0.0471 4.71  
5 2         14 0.0141 1.41      6.47 8.764 
6 7 0.0035 0.35  
 100 0.999 99.9 26.55 

 
  2  = 26.55 
  2

,   = k-m-1  = 2
0.05, 5-1-1   = 2

0.05, 3 
    = 7.81 
  2 (26.55) > 2

0.05, 3 (7.81) 
Reject Ho หรือสรุปไดว้า่จ านวนสินคา้ช ารุดในแต่ละวนัไม่ไดมี้การแจกแจงแบบ  

Poisson ท่ี  = 0.05 
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ตัวอย่างที ่5.19 ผลการส ารวจครอบครัวท่ีมีบุตร 5 คน จ านวน 320 ครอบครัวไดผ้ลดงัตาราง 
 

จ านวนบุตร  เพศชาย/หญิง จ านวนครอบครัว 
5/0 
4/1 
3/2 
2/3 
1/4 
0/5 

18 
56 
110 
88 
40 
8 

 320 
 
  จงทดสอบวา่ขอ้มูลมีการแจกแจงแบบ Binomial และโอกาสการเกิดบุตรเพศชายและ
หญิงเท่ากนัท่ีระดบันยัส าคญัเท่ากบั 0.05 
 
การแจกแจงแบบ Binomial 

  b (x ; n, p) = x-1q xp 
n
x 






  เม่ือ x = 0, 1, 2,….., n 

    = x-1q xp   
! x)-(n x!

n!  

  Ho  = จ านวนบุตรชาย/หญิง มีการแจกแจงแบบ Binomial 
     และโอกาสการเกิดบุตรเพศชายและหญิงเท่ากบั (p= 0.5) 
  H1  = ไม่ใช่ Binomial และ  p  q  0.5 
 
จ านวนบุตรชาย/หญิง 

x/(n-x) 
จ านวนครอบครัว 

(Oi) 
 xnx-n0.5 x0.5 

n
x

i
e 








  

i
e

2)
i

e-
i

(O
 

5/0 18 (0.5)5(0.5)0x320     =  10 6.4 
4/1 56 5(0.5)4(0.5)x320    =  50 0.72 
3/2 110 10(0.5)3(0.5)2x320 = 100 1 
2/3 88 10(0.5)2(0.5)3x320 = 100 1.44 
1/4 40 5(0.5)1(0.5)4x320   =  50 2 
0/5 8 (0.5)0(0.5)5x320     =  10 0.4 
 320 320 11.96 
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 2

  = 11.96 
 2

,  k-m-1  = 2
0.05, 6-0-1  ;  (m=0 เน่ืองจากรู้ n และ p) 

   = 2
0.05, 5  =  11.07 

 2 (11.96)  > 2
0.05,5 (11.07) 

Reject  Ho   หรือสรุปวา่จ านวนบุตรชายหญิงมีการแจกแจงแบบ Binomial  
และ pq0.5 ท่ี  = 0.05 

 
ตัวอย่างที ่5.20 ในการหยบิไพ ่3 ใบ จากส าหรับไพ ่52 ใบ หยบิเสร็จจดไพโ่พธ์ิด าแลว้คืนท่ีเดิม ท าการ

ทดลองซ ้ากนั 64 คร้ังไดผ้ลดงัตาราง 
 

จ านวนไพโ่พธ์ิด าท่ีหยบิได ้(ใบ) 0 1 2 3 
จ านวนคร้ัง 16 36 12 0 

 
  จงทดสอบวา่ขอ้มูลมีการแจกแจงแบบ Binomial ท่ี  = 0.05 
 
  p = 0.25 
  Ho = จ านวนไพโ่พธ์ิด ามีการแจกแจงแบบ Binomial 
  H1 = จ านวนไพโ่พธ์ิด าไม่มีการแจกแจงแบบ  Binomial 
 
จ านวนโพธ์ิด า, x 

(ใบ) 
 

 
Oi   x-1q xp 

n
x

 (x;3,0.25) b

















 
 

ei = b (x;3,0.25) 
 

i
e

2)
i

e-
i

(O
 

0 16 0.4219 27 4.481 
1 36 0.4219 27 3 
2 12 0.1406 9  
3 0 0.0156 1            10 0.4 
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  2
  = 7.8815 

 2
,  k-m-1  = 2

0.05, 3-0-1   
= 2

0.05, 2    =  5.991 
 2 (7.8815) = 2

0.05, 2  (5.991) 
 Reject  Ho หรือสรุปวา่จ านวนโพธ์ิด ามีการแจกแจงแบบ Binomial ท่ี  = 0.05 

   
5.17.3 การทดสอบความเป็นอสิระ (Test for Independence) 

 ถา้ A และ B เป็นอิสระต่อกนั  ; P(AB) = P(A). P(B) 
 ถา้ A และ B ไม่เป็นอิสระต่อกนั  ; P(AB) = P(B).P(A/B) = P(A).P(B/A) 
 การทดสอบความเป็นอิสระ คือการทดสอบวา่คุณลกัษณะ/เหตุการณ์ 2 จ าพวก เป็นอิสระต่อกนั
หรือมีความสมัพนัธ์กนั เช่น 
 
 * การเลอืกคณะในการสอบเขา้มหาวิทยาลยั [B] ข้ึนอยูก่บัเพศ [A] หรือไม่ 

- ถ้าขึน้อยู่กบัเพศ  แสดงวา่ การเลือกคณะกบัเพศไม่เป็นอสิระต่อกนั (มี Condition) 
- ถ้าไม่ขึน้กบัเพศ  แสดงวา่ การเลือกคณะกบัเพศเป็นอสิระต่อกนั (ไม่มี Condition) 
 
* มะเร็งปอด [B] ข้ึนอยูก่บัการสูบบุหร่ี [A] หรือไม่ 
- ถ้าขึน้  แสดงวา่ มะเร็งปอดกบัการสูบบุหร่ีไม่เป็นอสิระต่อกนั (มี Condition) 
- ถ้าไม่ขึน้  แสดงวา่ มะเร็งปอดกบัการสูบบุหร่ีเป็นอสิระต่อกนั (ไม่มี Condition) 

 
ขั้นตอนการทดสอบ 

 
(1) ตั้งสมมติฐาน 

Ho  : คุณลกัษณะ/เหตุการณ์ทั้งคู่เป็นอสิระต่อกนั 
H1  : ไม่เป็นอิสระ (มีความสัมพนัธ์) 

(2) น าผลการส ารวจ/ทดลองจ านวน N มาแจกแจงความถ่ีใหอ้ยูใ่นรูปของตารางจร 
(Contingency Table) [Oij] ตารางแสดงความถ่ีของการเกิดเหตุการณ์ AB จากตวัอยา่ง 

(3) ค านวณความถ่ีท่ีคาดวา่จะเป็นตามทฤษฎี ถา้ขอ้มูลเป็นอิสระต่อกนัตาม Ho [eij] 
eij   1 และ  eij  5  ตอ้งไม่นอ้ยกวา่ 20% ของ rc 

(4) เลือก  เพื่อเปรียบเทียบวา่ 2 และ 3 ต่างกนัอยา่งมีนยัส าคญัหรือไม่  
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(5) ทดสอบดว้ย  2 =   
i=1
r

j=1
c Oij - eij )2

eij
  

(
ถา้  2 > 2

,   Reject Ho 

 
ตารางจร (Contingency Table) หรือ Joint Frequency ของคุณลกัษณะ/เหตุการณ์จากตัวอย่าง 2 จ าพวก 
  c =   จ านวนคุณลกัษณะ/เหตุการณ์ B ท่ีตอ้งการทดสอบวา่ข้ึนอยูก่บั A หรือไม่ 
   (Dependent/Independent) 
  r  = จ านวนลกัษณะ/เหตุการณ์ (A) ท่ีตอ้งการทดสอบวา่มีผลต่อ B หรือไม่ 
   (Independent) 
 

 B1 B2 . Bj . BC Marginal 
Frequency 

A1 O11 O12  O1j  O1c R1 

A2 O21 O22  O2j  O2c R2 

. . .  .  . . 

. . .  .  . . 
Aj Oi1 Oi2  Oij  Oic Ri 

. . .  .  . . 

. . .  .  . . 

. . .  .  . . 
Ar Or1 Or2  Orj  Orc Rr 

Marginal 
Frequency 

C1 C2 . Cj . CC N 

 
  Ho : A และ B เป็นอิสระต่อกนั (B ไม่ข้ึนกบั A) 
  H1 : A และ B ไม่อิสระต่อกนั   (B ข้ึนกบั  A) 
 
 ตามสมมติฐาน  H1 

  P(AiBj) = P(Bj) P (Ai/Bj) =  P(Ai) P (Bj/Ai) 
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 ตามสมมติฐาน Ho 

  P(AiBj) = P(Ai) P (Bj)  

    = 
Ri
N  . 

Cj
N  

  eij  = P(AiBj) N 

    = 
Ri
N  . 

Cj
N .  N  =  

Ri. Cj
N  

  2  = 
i=1
r

j=1
c Oij - eij )2

eij
  

(
 =  

i=1
r

j=1
c

 
O2ij
eij

- N   

  eij     1 
  eij      5  ตอ้งไม่เกิน 20% ของ rc 
  k =     rc 
  m = (c-1)+(r-1) = c+r-2  
   = k-m-1 
   = rc-c-r+2-1 
   = rc-c-r+1 
   = (r-1) (c-1) 
  วิธีการค านวณ 2 โดยตารางจร 
 

 B1 B2 . Bj . BC MF 
A1 O11 

e11 
O12 

e12 
 O1j 

e1j 
 O1c 

e1c 
R1 

A2 O21 

e21 

     R2 

.       . 
Ai Oi1 

ei1 
  Oij 

eij 
 Oic 

eic 

Ri 

.       . 
Ar Or1 

er1 
  Orj 

erj 

 Orc 
erc 

Rr 

MF C1 C2 . Cj . CC N 



บทท่ี 5 การทดสอบสมมติฐาน  

เอกสารประกอบการสอนวิชา 207251                                                            สถิติทางวศิวกรรม (Engineering Statistics) 

214 

ตัวอย่างที ่5.21 ในการทดสอบวา่การเลือกคณะในการสอบเขา้มหาวิทยาลยัข้ึนอยูก่บัเพศหรือไม่ ท่ี
ระดบัระดบันยัส าคญั () เท่ากบั 0.01 ไดท้ าการการสุ่มนิสิต 400 คน ไดผ้ล 
ดงัตาราง 

 
เพศ คณะ (B) รวม 
(A) บริหาร วิศวฯ อกัษร พยาบาล เภสชั  
ชาย 21 16 145 2 6 190 
หญิง 14 4 175 13 4 210 
รวม 35 20 320 15 10 400 

 
  Ho : การเลือกคณะไม่ข้ึนกบัเพศ (independent) 
  H1 : การเลือกคณะข้ึนกบัเพศ 
   = 0.01 
ค านวณ  

ij
e   ถา้  Ho  เป็นจริง 

  
ij

e  = 
N

j
C ,

i
R

 

 
เพศ คณะ  รวม 

  บริหาร วิศวฯ อกัษร พยาบาล เภสชั  
ชาย 

400

35
 x 190  

= 16.625 
400

20
 x 190  

= 9.50 
400

320
 x 190  

= 152 
400

15
 x 190  

= 7.125 
400

10
 x 190  

= 4.75 

190 

หญิง 
400

35
 x 210

= 18.375 
400

20
 x 210

= 10.50 
400

320
 x 210

= 168 
400

15
 x 210

= 7.875 
400

10
 x 210

= 5.250 

210 

รวม 35 20 320 15 10 N=400 
 

2 = 
ij

e

2)
ij

e-
ij

(O

  
5

1j

  
2

1i






 

 = 
5.25

25.25)-(4
 ....... 

9.50

29.50)-(16
  

625.16

2)625.1621(


  

 = 1.15 + 4.45 + 0.32 + 3.69 + 0.33 + 1.04 + 4.02 + 0.29 + 3.34 + 0.3 
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 = 18.93 
2

, (r-1) (c-1) = 2
0.01,4 = 13.28 

2(18.93) >  
2
0.01,4 (13.28) 

Reject Ho  หรือสามารถสรุปไดว้า่การเลือกคณะข้ึนอยูก่บัเพศท่ีระดบันยัส าคญั 0.01  
    (ไม่ Independent) 

 
ตัวอย่างที ่5.22 จงทดสอบวา่ความร้ายแรงของอุบติัเหตุทางรถยนตมี์ความสมัพนัธ์กบัการใช ้

อุปกรณ์นิรภยัหรือไม่ท่ีระดบันยัส าคญัเท่ากบั 0.01 ไดท้ าการสุ่มตวัอยา่งจากทะเบียน
ประวติัอุบติัเหตุ 1,000 ราย ไดผ้ลดงัตาราง 

 
ความร้ายแรง อุปกรณ์นิรภยั (A)  
ของอุบติัเหตุ  

(B) 
เขม็ขดั 

1 
เขม็ขดัและอ่ืน ๆ 

2 
ไม่ใช ้

3 
รวม 

1. ไม่บาดเจบ็ 75 60 65 200 
2. บาดเจบ็เลก็นอ้ย 160 115 175 450 
3. อาการหนกั 100 65 135 300 
4. ตาย 15 10 25 50 

รวม 350 250 400 1,000 
 
 Ho : ความร้ายแรงของอุบติัเหตุไม่มีความสมัพนัธ์กบัการใชอุ้ปกรณ์นิรภยั 
   (Independent) 
 H1 : ความร้ายแรงของอุบติัเหตุมีสมัพนัธ์กบัการใชอุ้ปกรณ์นิรภยั 
  = 0.01 

 
ij

e  = 
N

j
C ,

i
R

 

 
 เขม็ขดั เขม็ขดัและอ่ืน ๆ ไม่ใช ้ รวม 

ไม่บาดเจบ็ 
1000

350 x 200  

= 70 
1000

250 x 200  

= 50 
1000

400 x 200  

= 80 

200 

บาดเจบ็เลก็นอ้ย 157 112.5 180 450 
อาการหนกั 105 75 120 300 
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ตาย 17.5 12.5 20 50 
รวม 350 250 400 1,000 

2 = 
ij

e

2)
ij

e-
ij

(O

  
3

1j

  
4

1i






 

 = 
20

220)-(25
 ....... 

50

250)-(60
  

70

2)7075(


  

   = 10.96 
2

, (r-1) (c-1) = 2
0.1,(4-1) (3-1)   

 = 2
0.1,6  = 10.6 

2 (10.96) > 2
0.1,6  (10.6) 

Reject Ho หรือสรุปไดว้า่ความร้ายแรงของอุบติัเหตุมีความสมัพนัธ์กบัการใชอุ้ปกรณ์ 
  นิรภยั  (ไม่  Independent) 

 
5.17.4  การทดสอบความเหมือนกนัของประชากร (Test for Homogeneity) 
ในการทดสอบความเหมือนกนัของประชากรจะพจิารณาวา่ส าหรับคณะใด   ความเห็นของชาย/หญิง
ในการเลือกคณะเหมือนกนั (Homogeneity) หรือต่างกนั (Heterogeneity) 

 
      จากตารางจรในขอ้ 5.20  (Test for Independence)  เปล่ียนสญัญลกัษณ์จาก Oij เป็น nij 
 
 

 B1 B2  Bj  BC MF* 
A1 n11 n12  n1j  n1c n1. (ก าหนดล่วงหนา้) 
A2 n21 n22  n2j  n2c n2. (ก าหนดล่วงหนา้) 
. . .  .  . . 

Ai ni1 ni2  nij  nic ni. (ก าหนดล่วงหนา้) 
. . .  .  . . 

Ar nr1 nr2  nrj  nrc nr. (ก าหนดล่วงหนา้) 
MF n.1 n.2  n.j  n.c n (ก าหนดล่วงหนา้) 

 

 ให ้ pij = 
n ij
n i.

 = proportion   (เม่ือ i = 1, 2,.........,r และ j = 1, 2,..........., c) 
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หมายเหตุ ni.  (เม่ือ i = 1, 2, ..........., r) เป็นค่าท่ีก าหนดไวล่้วงหนา้ก่อนสุ่มตวัอยา่งซ่ึง 

ต่างจากการ  Test for Independence ค่า ni. ไม่ไดก้ าหนดไวล่้วงหนา้ 
 

ตารางจรขา้งบนจะเปล่ียนเป็น (เปล่ียน nij เป็น pij) 
 

 B1 B2 . Bj . BC รวม 
A1 p11  = 

n11
n1.

 p12  p1j  p1c 1 

A2 p21  = 
n 21
n 2.

 p22  p2j  p2c 1 

Ai pi1  = 
n i1
n i.

 
pi2  pij  pic 1 

Ar pr1  = 
n r1
n r.

 pr2  prj  prc 1 

 p.1  =  
n.1
n  p.2  =  

n.2
n  . 

p.j  =  
n. j
n  

. p.c  =  
n.c
n  1.00 

 
 ขั้นตอนการทดสอบ 
 1. ตั้งสมมติฐาน [Ho : ท่ี Bj ใด ๆ proportion ของ Bj/Ai (เม่ือ i = 1, 2, ......., r) เท่ากนั และเท่ากบั 
proportion ของ Bj   ดงันั้น P(Bj/Ai) = P(Bj) หรือ Bj independent จาก Ai] 

Ho : ส าหรับ Bj ใด p1j = p2j  = ....... =  pij = ........ = prj =  p.j  
เม่ือ j =  1,2,...., c (Homogeneity) 

H1       : ส าหรับ Bj ใด proportion  ไม่เท่ากนัทุกตวั หรืออยา่งนอ้ยคู่หน่ึง 
ไม่เท่ากนั เม่ือ j = 1,2,....., c (Heterogeneity) 

 2. น าผลการส ารวจ/ทดลองมาท าตารางจร (nij) 

 3. ค านวณหา  eij = ni x pij ตาม Ho  (pij = p.j ;  eij = ni. x p.j = 
n i.  x n. j

n ) 

4. ก าหนด   

 5. ทดสอบดว้ย  2 =  
i=1
r

j=1
c n ij - eij )2

eij
  

(
 

  ถา้ 2 > 2
, (r-1) (c-1)  Reject Ho 
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ความจริงวิธีการทดสอบ Homogeneity  เหมือนการทดสอบ Independence  ทุกประการ เพียงแต่ตอ้งการ
ทดสอบวา่ส าหรับ Bj ท่ีก าหนดใหใ้ด ๆ proportion ของ Bj/Ai (i=1, 2,....., r) เท่ากนัหรือไม่ ถา้ผลสรุปวา่
เท่ากนั จะสามารถค านวณหา proportion  ของ Bj/Ai ไดจ้าก proportion ของ Bj   [P (Bj/Ai) = P (Bj) แสดง
วา่ Bj และ Ai Independent]  

  pij  =  p.j  =  
n. j
n  เม่ือ i = 1, 2, ........, r  และ  j = 1, 2,........,c 

ตัวอย่างที ่5.23 จงทดสอบวา่สดัส่วนตน้ไมมี้ระดบัคลอโรฟินเท่ากนั ถึงแมว้า่ระดบั SO2 แตกต่าง 
กนั  จากผลการสุ่มตวัอยา่งดงัตาราง 

 
ระดบัของ ระดบัคลอโรฟิน (B) รวม 
SO2 (A) สูง กลาง ต ่า  
สูง 3 

5 
4 

8.33 
13 

6.67 
20 

กลาง 5 
5 

10 
8.33 

5 
6.67 

20 

ต ่า 7 
5 

11 
8.33 

2 
6.67 

20 

 15 25 20 60 
 

ij
e  = 5   

60

15 x 20
    

n

n.1 x n1.
  

 = 
31

e       
21

e   

12
e  = 8.33   

60

25 x 20
    

n

n.2 x n1.
  

 = 
32

e       
22

e   

13
e  = 6.67    

60

20 x 20
    

n

n.3 x n1.
  

  = 
33

e       
23

e   

 Ho : 3) 2, 1,  (j  
3j

p       
2j

p      
1j

p   

 H1 :  
3j

p       
2j

p      
1j

p   

  = 0.01 
2

, (r-1) (c-1) = 2
0.01,2x2    
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 = 2
0.01,4   

 = 13.3 

 2 = 
67.6

26.67)-(2

8.33

28.33)-(11
........

8.33

28.33)-(4

5

2)53(


  

   = 14.74 
   > 2

0.01,4 (13.3) 
 Reject Ho     หรือ  

3j
p       

2j
p      

1j
p   

  แสดงวา่จากการสุ่มตวัอยา่ง ระดบั  SO2  ในบรรยากาศรอบ ๆ ตน้พืชนั้นไม่เหมือนกนั 
(ไม่ Homogeneous)  จึงมีผลท าใหร้ะดบัคลอไรฟินในตน้ไมมี้ค่าต่างกนั    หรือ SO2 ในบรรยากาศรอบ ๆ 
ตน้พืชมีผลต่อคลอโรฟินในตน้ไม ้
 

5.17.5  การทดสอบสัดส่วน  (Test for Proportion) 
การทดสอบสดัส่วนเหมือนกบั Test for Homogeneity แต่ใชท้ดสอบ k Independent Binomial 
Samples หรือในกรณีท่ี  B มีผลลพัธ์ 2 แบบ (Binomial) (หรือ r=2) เท่านั้น เช่นสดัส่วนชาย/หญิง
ท่ีเลือกคณะวิศวกรรมศาสตร์ (หรือไม่วศิวกรรมศาสตร์) เท่ากนั 

 Ho  : สดัส่วนของชาย/หญิง ในการเลือกคณะวิศวกรรมศาสตร์เหมือนกนั  
(p11 = p21 หรือ p12 = p22) 

 H1   : สดัส่วนของชาย/หญิงในการเลือกคณะวิศวกรรมศาสตร์ไม่เท่ากนั  
(P11  P21 หรือ p12  p22) 

  2 = 
i=1
r

j=1
c n ij - eij )2

eij
  

(
 

 
 ถา้ผลการทดสอบยอมรับ Ho จะสรุปวา่สดัส่วนชาย/หญิงเท่ากนัในการเลือกคณะ
วิศวกรรมศาสตร์หรือไม่เลือกวิศวกรรมศาสตร์ 
 
ตัวอย่างที ่5.24 จงทดสอบวา่สดัส่วน (Proportion) ของผูมี้โลหิตเปล่ียนแปลงของประชากร 2  

กลุ่มเท่ากนั จากขอ้มูลผลการตรวจสอบโลหิตของประชากรท่ีอาศยัอยูใ่กลแ้หล่งท่ี 
มีสารกมัมนัตภาพรังสี 300 คน ไกลแหล่ง 320 คน ดงัตาราง 
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 โลหิตเปล่ียนแปลง 
(D) 

โลหิตไม่เปล่ียนแปลง 
(D') 

รวม 

ประชากรใกลแ้หล่ง (E) 52 248 300 
ประชากรไกลแหล่ง (E') 48 272 320 

รวม 100 520 620 
 
   

Ho : 
21

p       
11

p   
  H1 : 

21
p       

11
p   

   = 0.25 
  2

 = 2
, (r-1) (c-1) 

   = 2
0.25, (2-1) (2-1) 

   = 2
0.25,1     =   1.32 

 
 D D' รวม 

E 52 
48.39 

248 
251.61 

300 

E' 48 
51.62 

272 
268.39 

320 

 100 520 620 

 
11

e  =   
620

100 x 300
    

n

n.1 x n1.
  

  = 48.38 

 
21

e  =   51.62    
620

100 x 320
    

n

n.1 x n2.
  

 
12

e  =   
n

n.2 x n1.  

  = 251.61    
620

520 x 300
   

 
22

e  =    
n

n.2 x n2.  

  = 268.38    
620

520 x 320
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2
 = 

ij
e

2)
ij

e-
ij

(n

    
2c

1j

  
2r

1i








 

 = 
61.251

2251.61)-(248
  

48.39

248.39)-(52
  

 = 
39.268

2268.39)-(272
  

51.62

251.62)-(48
  

  = 0.62 
  < 2

0.25, 1   (1.32) 
Accept Ho : 

21
p    

12
p    หรือสรุปไดว้า่สดัส่วนผูมี้โลหิตเปล่ียนแปลงของประชากร 
ท่ีอยูใ่กลแ้หล่งท่ีมีสารกมัมนัตภาพรังสีและไกลแหล่งเท่ากนัท่ีระดบันยั 
ส าคญั 0.25 

 
จากตารางขนาด 2x2    
 

a b a+b 
c d c+d 

a+c b+d a+b+c+d 
 

สูตรอยา่งง่าย  2
 = 

d)d)(cc)(bb)(a(a

2bc)-(ad N


 

   N = a+b+c+d 
 ถา้  5  <  

ij
e  <  10   ตอ้งมีการปรับค่า (Adjustment) โดยวิธี Yate's Correction 

  2
corrected = 

d)d)(cc)(bb)(a(a

2N]
2

1
-|bc-ad[| N


 

 จากตวัอยา่งท่ี 9.9   

2
  = 0.62    

520 x 320 x 100 x 300

2248) x 48 - 272 x (52 620
  

 เน่ืองจาก 
ij

e  > 10  จึงไม่ตอ้งมี  Correction 
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5.18  แบบฝึกหัด 
 
1. ถุงใบหน่ึงมีลูกแกว้สีแดงและสีเขียว จงทดสอบสมมติฐานวา่มีลูกแกว้สองสีน้ีในอตัราส่วนเท่ากนั

โดยหยบิลูกแกว้จากถุงทีละลูก 30 คร้ัง แบบหยบิแลว้ใส่คืนก่อนหยบิคร้ังต่อไป และตั้งเกณฑว์า่จะ
ยอมรับสมมติฐานถา้หยบิไดลู้กแกว้สีเขียวตั้งแต่ 12 ถึง 18 ลูก 
ก. จงหาความน่าจะเป็นท่ีจะไม่ยอมรับสมมติฐาน เม่ือความจริงสมมติฐานนั้นถูกตอ้ง 
ข. จงหาอ านาจการทดสอบ เม่ือความจริงในถุงนั้นมีลูกแกว้สีแดงต่อสีเขียวในอตัราส่วน 2:3 

 
2. มหาวิทยาลยัแห่งหน่ึงอา้งวา่   มีนกัศึกษาซ่ึงมีสภาพวิทยาภณัฑเ์พียง 10%   เพื่อทดสอบค ากล่าว

ดงักล่าว  จึงตั้งเกณฑไ์วว้า่ ถา้จ านวนนกัศึกษามีสภาพวิทยาทณัฑม์ากกวา่ 3 คน จากจ านวน 15 คนท่ี
สุ่มมา  จะปฏิเสธค ากล่าวอา้ง 
ก. จงหาความน่าจะเป็นของความผดิพลาดประเภทท่ี 1 
ข. จงหาความน่าจะเป็นของความผดิพลาดประเภทท่ี 2 เม่ือความจริงแลว้นกัศึกษามีสภาพวิทยา

ทณัฑเ์ท่ากบั 20% 
ค. จงหาอ านาจการทดสอบเม่ือนกัศึกษามีสภาพทณัฑ ์ 30% เปรียบเทียบกบัอ านาจการทดสอบเม่ือ

นกัศึกษามีสภาพวิทยาทณัฑ ์20% (หาค่าความน่าจะเป็นท่ีแทจ้ริง) 
ง. เม่ือสุ่มนกัศึกษามา 600 คน พบวา่ 64 คน มีสภาพวิทยาทณัฑ ์   จะสรุปผลการทดสอบน้ีอยา่งไร 

ดว้ยระดบันยัส าคญั 0.05 
 
3. บริษทัผูผ้ลิตรถยนตไ์ดท้  าการคิดคน้ยางรถยนตช์นิดใหม่ชนิดหน่ึง โดยอา้งวา่ ระยะการใชง้านเฉล่ียมี

ค่าอยา่งนอ้ยเท่ากบั 40,000 กิโลเมตร เพื่อทดสอบค ากล่าวอา้งของบริษทัผูผ้ลิตน้ี วิศวกรผูห้น่ึงจึงท า
การสุ่มตวัอยา่งยางชนิดใหม่น้ีมา 10 เสน้ และท าการทดสอบไดข้อ้มูลดงัต่อไปน้ี 

 
ยางเสน้ท่ี 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

ระยะการใชง้าน  
(พนักิโลเมตร) 

36.1 40.2 33.8 38.5 42.0 35.8 37.0 41.0 36.8 37.2 

 จงทดสอบค ากล่าวอา้งของบริษทัผูผ้ลิต โดยใชร้ะดบันยัส าคญั 0.05  
 
4. ในการทดสอบสมมติฐานวา่ค่าเฉล่ียอายกุารใชง้านของหลอดไฟฟ้าท่ีผลิตจากโรงงานแห่งหน่ึงมีค่า

มากกวา่ 800 ชัว่โมงหรือไม่ ท่ีระดบันยัส าคญั 0.1 ถา้ตอ้งการอ านาจการทดสอบเป็น 95% และทราบ
วา่ค่าความแปรปรวนของอายกุารใชง้านของหลอดไฟน้ีเป็น 1,600 ชัว่โมง2 สมมติใหก้ารแจกแจง
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ของอายกุารใชง้านของหลอดไฟเป็นแบบปกติ และค่าเฉล่ียท่ีแทจ้ริงของอายกุารใชง้านของหลอดไฟ
น้ีมีค่าเป็น 835 ชัว่โมง จงหาขนาดตวัอยา่งท่ีเหมาะสม 

 
5. วิศวกรผูห้น่ึงตอ้งการตรวจปริมาณสารพิษ PCB ท่ีเจือปนอยูใ่นน ้า จึงไดท้  าการจบัปลา 10 ตวั โดยสุ่ม

แบบไม่เจาะจงจากทะเลสาบ A และท าการตรวจวดัระดบัความเขม้ขน้ของสาร PCB ดว้ยเคร่ืองมือ
หน่ึง ไดข้อ้มูลดงัน้ี (หน่วย ppm ; part per millon) 
ทะเลสาบ A : 11.5, 10.8, 11.6, 9.4, 12.4, 11.4, 12.2, 11, 10.6, 10.8 
นอกจากน้ีเขาไดท้  าการสุ่มจบัปลาอีก 8 ตวัจากทะเลสาบ B ซ่ึงอยูใ่กลเ้คียงกนั และท าการตรวจวดั
ระดบัความเขม้ขน้ของสารพิษ PCB ดว้ยเคร่ืองมืออีกชนิดหน่ึงซ่ึงแตกต่างจากท่ีใชก้บัการตรวจท่ี
ทะเลสาบ A ไดข้อ้มูลดงัต่อไปน้ี (หน่วย ppm) 
ทะเลสาบ B : 11.8, 12.6, 12.2, 11.7, 12.1, 10.4, 12.6 
จากขอ้มูลท่ีผา่นมาพบวา่ เคร่ืองมือท่ีใชใ้นการตรวจวดัท่ีทะเลสาบ A มีความแปรปรวนเท่ากบั 0.09 
ขณะท่ีเคร่ืองมือท่ีใชท่ี้ทะเลสาบ B มีความแปรปรวนเท่ากบั 0.16 จะสรุปไดห้รือไม่วา่ทะเลสาบทั้ง
สองแห่งน้ีมีปริมาณสารพิษ PCB ในระดบัความเขม้ขน้ท่ีแตกต่างกนั ใชร้ะดบันยัส าคญั 0.05 

 
6. มีการโตเ้ถียงกนัในเร่ืองความสามารถในการตา้นทานกระแสไฟฟ้าของลวด A วา่มีความตา้นทานสูง

กวา่ลวด B วิศวกรจึงท าการทดสอบลวดทั้งสองชนิดโดยสุ่มตวัอยา่งชนิดละ 6 เสน้ ไดข้อ้มูลดงัน้ี 
 

แรงตา้นทาน (โอห์ม) 
ลวด A ลวด B 
0.140 
0.138 
0.143 
0.142 
0.44 
0.137 

0.135 
0.140 
0.136 
0.142 
0.138 
0.140 

 
 ท่านจะท าการสรุปจากขอ้มูลน้ีไดอ้ยา่งไรเพื่อจะไดย้ติุขอ้โตเ้ถียงน้ี ใชร้ะดบันยัส าคญั 0.1 
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7. หญิงมีครรภ ์10 คน ไดถู้กสุ่มมาเพื่อท าการทดสอบโดยฉีดยาชนิดหน่ึงท่ีมีผลต่อการบีบตวัของมดลูก
ขณะคลอด โดยท่ีแพทยจ์ะท าการเกบ็รวบรวมขอ้มูลความดนัโลหิตก่อนและหลงัการฉีดยา และ
บนัทึกไวใ้นตารางต่อไปน้ี 

คนไขท่ี้ ก่อนฉีดยา หลงัฉีดยา คนไขท่ี้ ก่อนฉีดยา หลงัฉีดยา 
1 
2 
3 
4 
5 

134 
122 
132 
130 
128 

140 
130 
135 
126 
134 

6 
7 
8 
9 
10 

140 
118 
127 
125 
142 

138 
124 
126 
132 
144 

 
 จงทดสอบวา่ ฤทธ์ิของยาชนิดน้ีมีผลต่อค่าความดนัโลหิตของสตรีในขณะตั้งครรภห์รือไม่ ใช้
ระดบันยัส าคญั 0.05 
 
8. สมมติวา่สุ่มตวัอยา่งขนาด n1 = n2 = n จากประชากรปกติ 2 ชุด ซ่ึงมีค่าความแปรปรวน 2

1 = 101 
และ 2

2 = 94.7 เพื่อทดสอบสมมติฐานหลกั Ho : 1-2 = 3    แยง้กบัสมมติฐานหลกั        H1 : 1-
2 > 3  ก าหนดใหค้วามน่าจะเป็นของการเกิดความผดิพลาดประเภทท่ี 1 เท่ากบั 0.05 และอ านาจการ
ทดสอบ 99% จงหาค่าขนาดตวัอยา่งท่ีเหมาะสม 

 
9. กระบวนการเคมีหน่ึงสามารถใชต้วักระตุน้ปฏิกิริยาของกระบวนการได ้ 2 ชนิด ในการทดสอบวา่

ความแปรปรวนของผลท่ีไดจ้ากกระบวนการน้ีเม่ือใชต้วักระตุน้ปฏิกิริยาทั้งสองไม่แตกต่างกนันกั
เคมีผูห้น่ึงจึงไดท้  าการสุ่มตวัอยา่งขนาด n1 = 10 จากกระบวนการท่ีใชต้วักระตุน้ปฏิกิริยาชนิดท่ี 1 
และท าการสุ่มตวัอยา่งขนาด n2 = 12 จากกระบวนการท่ีใชต้วักระตุน้ปฏิกิริยาชนิดท่ี 2 จากตวัอยา่งทั้ง
สองชุดน้ีพบวา่ S2

1 = 0.14 หรือ  S2
2 = 0.28 อยากพบวา่ท่ีระดบันยัส าคญั 0.05 ท่านจะสรุปไดห้รือไม่

วา่ ความแปรปรวนของผลท่ีไดจ้ากกระบวนการน้ี เม่ือใชต้วักระตุน้ปฏิกิริยาชนิดท่ี 1 มีค่าต ่ากวา่ 
ความแปรปรวนของผลท่ีไดจ้ากกระบวนน้ี เม่ือใชต้วักระตุน้ปฏิกิริยาชนิดท่ี 2 

 
10. บริษทัผูผ้ลิต computer chip แห่งหน่ึงอา้งวา่ จ  านวน chip  ท่ีบกพร่องท่ีผลิตจากโรงงานมีจ านวนนอ้ย

กวา่ 2% ของจ านวน chip ท่ีผลิตทั้งหมด บริษทัผลิตเคร่ืองอิเลก็ทรอนิกส์แห่งหน่ึงตอ้งการท่ีจะซ้ือ 
chip เป็นจ านวนมาก จึงตอ้งการตรวจสอบค ากล่าวอา้งของบริษทัผูผ้ลิต computer chip รายน้ี โดยการ
สัง่ซ้ือ chip มาจ านวนหน่ึงและสุ่มตวัอยา่ง chip  300 ช้ิน เพื่อท าการทดสอบ ถา้พบ chip ท่ีบกพร่อง
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จ านวน 10 ช้ิน บริษทัผูผ้ลิตเคร่ืองอิเลก็ทรอนิกส์ควรจะสัง่ซ้ือ chip จากบริษทัผูผ้ลิต computer chip  
รายน้ีหรือไม่ ทดสอบท่ีระดบันยัส าคญั 0.01 

 
 
11. ทฤษฎีของเมนเดลช้ีใหเ้ห็นวา่ลกัษณะและสีของเมลด็ถัว่ต่าง ๆ สามารถแบ่งเป็นกลุ่มใหญ่ ได ้4 กลุ่ม 
คือ  

กลุ่มท่ี 1 : "เมลด็กลมและมีสีเหลือง"  
กลุ่มท่ี 2 : "เมลด็กลมและมีสีเขียว"  
กลุ่มท่ี 3 : "เมลด็หกังอและมีสีเหลือง"  
และกลุ่มท่ี 4 : "เมลด็หกังอและมีสีเขียว"  
ในอตัราส่วน 9:3:3:1 สุ่มตวัอยา่งเมลด็ถัว่มา 556 เมลด็ ท าการจ าแนกเมลด็พนัธ์ุตามกลุ่มต่าง ๆ 

ไดผ้ลดงัตาราง 
 

กลุ่มท่ี จ านวนท่ีสังเกตได ้(เมลด็) 
1 
2 
3 
4 

315 
108 
101 
32 

 
 ท่ีระดบันยัส าคญั 0.05 จงทดสอบวา่ขอ้มูลท่ีไดจ้ากตวัอยา่งดงักล่าวสอดคลอ้งกบัทฤษฏีของเมน
เดล 
 
12 ในการส ารวจความคิดเห็นทางการเมือง เพื่อตรวจสอบวา่ ผูมี้สิทธ์ิออกเสียงเลือกตั้งท่ีมีอายตุ  ่ากวา่ 25 

ปี มีความคิดเห็นท่ีแตกต่างไปจากผูมี้สิทธ์ิออกเสียงเลือกตั้งท่ีมีอายตุั้งแต่ 25 ปีข้ึนไป หรือไม่ จากการ
สมัภาษณ์ผูมี้สิทธ์ิออกเสียง 1,500  คน ท่ีมีอายตุั้งแต่ 25 ปีข้ึนไป และ 1,000 คน ท่ีมีอายตุ  ่ากวา่ 25 ปี  
ไดผ้ลความคิดเห็นดงัตาราง 

 
อาย ุ(ปี) ไม่เห็นดว้ย ไม่แน่ใจ เห็นดว้ย ทั้งหมด 

< 25 400 100 500 1,000 
ตั้งแต่ 25 ข้ึนไป 600 400 500 1,500 

ทั้งหมด 1,000 500 1,000 2,500 
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 จงทดสอบสมมติฐานวา่ ไม่มีเหตุผลเพียงพอท่ีจะกล่าวไดว้า่ผูมี้สิทธ์ิออกเสียงทั้งสองกลุ่มมีความ
คิดเห็นท่ีแตกต่างกนัทางการเมือง ท่ีระดบันยัส าคญั 0.01 
 
13. ในการส ารวจลกัษณะทางพนัธุกรรมเก่ียวกบัโรคตาบอดสีวา่เป็นไปตามทฤษฏีทางพนัธุกรรมดงั

ตารางท่ี 1 หรือไม่ (q = 1-p) นกัวิจยัไดท้  าการทดสอบคน 1,000 คน ไดผ้ลดงัตารางท่ี 2 
 
  ตารางที่ 1           ตารางที่ 2 

เพศ 
ลกัษณะ 

ชาย หญิง  เพศ 
ลกัษณะ 

ชาย หญิง 

ปกติ p/2 p2/2+pq  ปกติ 442 514 
ตาบอดสี q/2 q2/2  ตาบอดสี 38 6 

 
 ท่ีระดบันยัส าคญั 0.05 จงทดสอบวา่ลกัษณะทางพนัธุกรรมเก่ียวกบัโรคตาบอดสีจากตวัอยา่งชุด
น้ีวา่เป็นไปตามทฤษฏีพนัธุกรรมหรือไม่ (ทดสอบโดยใช ้p = 0.8) 
 
14. ในการทดสอบผลของการใชเ้ซรุ่มป้องกนัโรคหวดัชนิดหน่ึง ไดท้  าการทดลองใชเ้ซรุ่มน้ีกบัคน 500 

คน บนัทึกผลเป็นเวลา 1 ปี เพื่อเปรียบเทียบกบักลุ่มตวัอยา่งคนท่ีไม่ไดรั้บเซรุ่มชนิดน้ี500 คน ไดผ้ล
ดงัตารางต่อไปน้ี 

 ไม่เป็นหวดัเลย เป็นหวดั 1 คร้ัง เป็นหวดั > 1 คร้ัง 
ไดรั้บเซรุ่ม 252 145 103 
ไม่ไดรั้บเซรุ่ม 224 136 140 

 
     จงทดสอบท่ีระดบันยัส าคญั 0.05 วา่ การใชเ้ซรุ่มไม่มีผลต่อการป้องกนัหวดัชนิดน้ี 
 
15. นกัวิจยัผูห้น่ึงไดท้  าการจ าแนกนกัศึกษา 1,725 คนออกเป็นกลุ่ม ๆ  ตามความสามารถในการเรียน และ

ฐานะทางครอบครัว โดยไดผ้ลดงัตารางต่อไปน้ี 
 สมองทึบ ฉลาด ฉลาดมาก 

ฐานะดีมาก 81 322 233 
ฐานะดี 141 457 153 
ฐานะยากจน 127 163 78 
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       จงทดสอบท่ีระดบันยัส าคญั 0.01 วา่ความสามารถในการเรียนไม่ข้ึนกบัฐานะทางครอบครัว 
 
16. โรงงานแห่งหน่ึงใชเ้คร่ืองจกัรในกระบวนการผลิตสินคา้ชนิดหน่ึงพร้อมกนั 4 เคร่ือง และในแต่ละ

วนัมีการท างานทั้งหมด 3 ผลดั  พบวา่จ านวนคร้ังท่ีเคร่ืองจกัรช ารุด (Breakdown) ในช่วง 6 เดือนท่ี
ผา่นมามีขอ้มูลดงัตาราง 

 
เคร่ืองจกัร 

ผลดัท่ี 
A B C D ผลรวม/ผลดั 

1 
2 
3 

10 
10 
13 

12 
24 
20 

6 
9 
7 

7 
10 
10 

35 
53 
50 

ผลรวม/เคร่ืองจกัร 33 56 22 27 138 
 
 จงทดสอบท่ีระดบันยัส าคญั 0.05 วา่การช ารุดของเคร่ืองจกัรและผลดัของงานท่ีมีการช ารุด
เกิดข้ึนนั้นเป็นอิสระต่อกนั พร้อมทั้งระบุค่า p-value 
 
17. จากขอ้มูลในอดีตของเคร่ืองจกัรเคร่ืองหน่ึง ช้ีใหเ้ห็นวา่ สินคา้แต่ละช้ินท่ีท าการผลิตจากเคร่ืองจกัรน้ี

สามารถจ าแนกเป็นเกรดต่าง ๆ ดงัน้ี 
เกรด A  (คุณภาพดีมาก)  ดว้ยความน่าจะเป็น 0.40 
เกรด B (คุณภาพดี)  ดว้ยความน่าจะเป็น 0.30 
เกรด C (คุณภาพปานกลาง) ดว้ยความน่าจะเป็น 0.20 
เกรด D (คุณภาพต ่า)  ดว้ยความน่าจะเป็น 0.10 
ถา้โรงงานท าการซ้ือเคร่ืองจกัรใหม่เคร่ืองหน่ึง ซ่ึงน าไปใชใ้นการผลิตสินคา้ชนิดเดียวกบัเคร่ืองจกัร
เดิม ถา้เคร่ืองจกัรเคร่ืองใหม่น้ีท าการผลิตสินคา้ชนิดนั้น 500 ช้ิน ไดข้อ้มูลดงัตาราง 
 

เกรด A B C D 
จ านวนช้ิน 234 117 81 68 

 
อยากทราบวา่ เคร่ืองจกัรใหม่มีคุณภาพในการผลิตแตกต่างกนัจากเคร่ืองจกัรเดิมหรือไม่ ท่ีระดบั
นยัส าคญั 0.01 
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18. จากการตรวจสอบอายกุารใชง้านของท่อเคร่ืองดูดฝุ่ นยีห่อ้หน่ึง โดยการสุ่มตวัอยา่งท่อเคร่ืองดูดฝุ่ นน้ี 

100 อนั มาท าการทดสอบไดข้อ้มูลอายกุารใชง้านดงัตาราง 
 

อายกุารใชง้าน (ชัว่โมง) จ านวนท่อ 
< 30 

ระหวา่ง 30 ถึง 60 
ระหวา่ง 60 ถึง 90 

> 30 

41 
34 
13 
15 

 
 จงทดสอบท่ีระดบันยัส าคญั 0.05 วา่ขอ้มูลชุดน้ีสนบัสนุนค ากล่าวท่ีวา่ อายกุารใชง้านของท่อ
เคร่ืองดูดฝุ่ นยีห่อ้น้ีมีการแจกแจงแบบเอก็ซ์โปเนนเซียล ดว้ยค่าเฉล่ียอายกุารใชง้านเท่ากบั 50 ชัว่โมง 
พร้อมระบุค่า p-value 
 
19. ในการทดลองเพื่อศึกษาความสมัพนัธ์ระหวา่งความเครียดกบัการสูบบุหร่ีไดท้  าการเกบ็รวบรวม

ขอ้มูลดงัตาราง 
 ไม่สูบบุหร่ี สูบปานกลาง สูบหนกั 

ความเครียดสูง 
ไม่มีความเครียด 

20 
50 

38 
27 

28 
18 

 
 จากขอ้มูลดงักล่าว จงทดสอบสมมติฐานวา่ ความเครียดในแต่ละบุคคลไม่มีผลต่อปริมาณการสูบ
บุหร่ีของแต่ละบุคคลนั้น ทดสอบท่ีระดบันยัส าคญั 0.05 
 
20. ในการศึกษาพบวา่ จ านวนคร้ังของการเกิดไฟดบัในแต่ละวนัในเมือง ๆ หน่ึงเป็นตวัแปรสุ่มท่ีมีการ

แจกแจงแบบปัวซองดว้ยค่าเฉล่ีย 4.2 จงทดสอบวา่ขอ้มูลไฟฟ้าดบัท่ีเกบ็ในช่วงเวลา 150 วนัดงัตาราง 
มีความสอดคลอ้งกบัผลการศึกษาดงักล่าวขา้งตน้หรือไม่ ทดสอบท่ีระดบันยัส าคญั 0.05 

จ านวนคร้ังท่ี
ไฟดบั 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

จ านวนวนัท่ีเกิด 
เหตุการณ์นั้น 

0 5 22 23 32 22 19 13 6 4 4 0 
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บทที ่6 
การถดถอยเชิงเส้นและสหสัมพนัธ์ (Linear Regression and Correlation) 

 

6.1 แนวความคดิในการวเิคราะห์การถดถอย  (Regression Analysis) 
 
(1) ตอ้งการศึกษาวา่การขบัรถจาก มหาวิทยาลยัเกษตรศาสตร์ (บางเขน) ไปตามสถานท่ีต่าง ๆ ใน  

กทม. ใชเ้วลามากนอ้ยเท่าใด โดยการทดลองจบัเวลาและระยะทางในการขบัรถ 
ให ้ x = ระยะทาง (กม) 
 Y = เวลา  (ชม) 
(ผลการทดลอง) 

x  
(กม) 

Y 
(ชม) 

                    

x1 

x2 
x3 
. 
. 
. 

xn 

y1 
y2 
y3 
. 
. 
. 

yn 

 
ตวัแปรอิสระ/ตน้ 

Independent Variable 
ตวัแปรตาม 

Dependent Variable 
 

Not Random Variable Random Variable  
ปกต ิก าหนด/ควบคุม ได ้ ก าหนด/ควบคุมไม่ได ้

(ท่ี x ใด ๆ มี y ไดห้ลาย 
ค่า ซ่ึงไม่สามารถก าหนด 
หรือควบคุมได)้ 

* ตามปกต ิ ระยะทางมากกวา่จะใชเ้วลาใน 
   การขบัรถมากกวา่ตามสมการ 

 
  กรณีน้ี สามารถก าหนดกลบักนัได ้เช่น ให ้ y เป็นตวัแปรอิสระ  (Not Random 
Variable) และ  x เป็นตวัแปรตาม (Random Variable) ได ้
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  แต่ x    -
a
b +

1
b y 

(2) ตอ้งการศึกษาวา่อุณหภูมิของอากาศ มีผลในเชิงตวัเลขต่อปริมาณการใชน้ ้ าของพืชอยา่งไร 
x = อุณหภูมิอากาศC (วดัได/้ก าหนดหรือควบคุมไม่ได)้ 
Y = ปริมาณการใชน้ ้ าของพืช (มม/วนั) 

  (ผลการทดลอง) 
x(c) Y (มม./วนั)       

x1 

x2 
. 
. 
. 

xn 

y1 
y2 
. 
. 
. 

yn 

 
 

(3) ตอ้งการศึกษาวา่ปริมาณน ้าชลประทาน มีผลในเชิงตวัเลขต่อผลผลิตขา้วโพดอยา่งไร 
x = ปริมาณน ้าชลประทานท่ีให ้(มม.) (วดั/ก าหนด/ควบคุมได)้ 
Y = ผลผลิตขา้วโพด (กก./ไร่) 

  (ผลการทดลอง) 
x(มม.) Y (กก./ไร่)  

x1 

x2 
. 
. 
. 

xn 

y1 
y2 
. 
. 
. 

yn 
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(4) ตอ้งการศึกษาวา่ปริมาณน ้าชลประทาน และปุ๋ย มีผลในเชิงตวัเลขต่อผลผลิตขา้วโพดอยา่งไร 
x = ปริมาณน ้าชลประทานท่ีให ้(มม.) 
y = ปริมาณปุ๋ยเคมีท่ีให ้(กก./ไร่)       ก าหนด/ควบคุมได ้
Z = ผลผลิตขา้วโพด  (กก./ไร่) 

  (ผลการทดลอง) 
x (มม) y (กก./ไร่) Z (กก./ไร่) 

x1 y1 
y2 
. 

yn 

z11 
z12 
. 

z1n 

x2 y1 
y2 
. 

yn 

z21 
z22 
. 

z2n 

. . . 
xm y1 

y2 
. 

yn 

zm1 
zm2 
. 

zmn 

 
 
 
 

 

Response Surface 

(not linear) 
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6.2 Simple และ Multiple Regression 
(1) Simple (แบบง่าย) 

  Y   VS. x   เช่นกรณี  (1), (2) และ (3) ในหวัขอ้ 6.2 
(2) Multiple (พหุคูณ) 
 Z VS. x, y 
  หรือ Y VS. x1,  x2, ........,  xn 
(3) รูปแบบความสัมพนัธ์ระหว่าง y และ x 
 y  = a+bx (Linear/เชิงเส้น/เส้นตรง) 

 y  = a+
b
x  (Hypergeometric/Reciprocal)   

 y  = a+bx+cx2 (Polynomial)    
 y  = ea+bx (Exponential) (y=aebx)   
 y  = a xb  (Power)    

 y  =  
x

ax + b  (Hyperbolic)    
 (a, b, c  =  พารามิเตอร์ของสมการ)  

 
6.3  การถดถอยเชิงเส้นแบบง่าย (Simple Linear Regression)   

 
Y   =  a+bx 

 ให ้ Y  =  Dependent  Random Variable 
  x   = Independent Variable 
 ผลการทดลองหรือสุ่มตวัอยา่งได ้ (xi, yi)  เม่ือ  i = 1, 2,......., n 
  yi   Yi (ค่าของ Random Variable เม่ือ  x = xi) 
 หรือ     yi  Y|xi ซ่ึงมี  Mean = Y|xi   และ  Variance  =  2

Y|xi 
 ความสมัพนัธ์ระหวา่ง x และ y สามารถแสดงไวด้งัรูปท่ี 6.1 
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   รูปที ่6.1  ความสมัพนัธ์เชิงเสน้ระหวา่ง x และ y 
 
 ท่ี  xi  ใด ๆ 
  Y|xi = Y|xi + Ei 
   =  + xi + Ei 
  Ei = Random หรือ Model Error  ซ่ึงมี Ei  = 0  และ  Ei =  
   จาก Sample {(xi, yi) ; i = 1,2,......, n}  สามารถพลอ๊ต Scatter Diagram ไดด้งัรูปท่ี 10.2 

       
^
y   =   a+bx (^ =  estimate)  (Y|x = +x) 

 ท่ี xi ใด ๆ yi   = 
^
y i + ei  =  a+bxi+ei 

   ei    = residual  หรือ  error in fitted model 
 
 
 
 
 
 

Y|xi = Yi 

f(y|xi) = f(yi) 

Y|xi =  Yi 

 

Y|x  = +x (population equation) 

, = population parameters 

 

xi x x2 

Y|xi 

Y|x2 

Y|xi 

Y|x2 

Y 
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Ei 

รูปที ่6.2 Scatter Diagram 
 
6.3.1 Least Square Estimate 
 วิธีการหาค่าสมัประสิทธ์ิ a และ b ของสมการถดถอยเชิงเสน้แบบง่ายซ่ึงท าให ้
 SSE = sum of square of error (sum of square of  residual) 
  = มีค่านอ้ยท่ีสุด 

 SSE =  
n

1=i

2)i

^
y-

i
y( 

n

1=i
 =  2

i
e  

  =   y i - a - bxi
2

i=1
n

( )  

 


  SSE

 a  = 0   a1 + bxi     =    y            i...................................(6.1) 

 


  SSE

 b  = 0   axi + bxi
2  =   xiyi     ..................................(6.2) 

 
   สมการปกติ  (Normal Equation) 

 จาก (6.1) a = 
yi

n  -  b  
xi

n    =   y -  bx
 

  ……..(6.3) 

 แทนค่า a ลงใน (6.2) b = 
xiyi -  

( xi yi
n

xi
2 -  

( xi
n

)( )

)







2  

     = 
n xiyi -  ( xi  ( yi

n xi
2 -  ( xi

) )
)



 2   …(6.4) 

ei 

 

y|x  =  +x 

^
y     =  a+bx 

^
y  คือ estimator ของ Y|x 

a คือ estimator ของ   

b คือ estimator ของ  

 

Scatter Diagram 

xi 

yi 

E i 
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ตัวอย่างที ่6.1  จงหาความสมัพนัธ์ระหวา่ง y (การระเหยของสีเป็น % โดยน ้าหนกั) และ x (% ความช้ืน

สัมพนัธ์) จากขอ้มูลดงัตาราง  
 

i xi yi i xi yi i xi yi 

1 35.3 11.0 9 70.7 7.8 17 59.3 10.1 
2 29.7 11.1 10 57.5 9.1 18 70.0 8.1 
3 30.8 12.5 11 46.4 8.2 19 70.0 6.8 
4 58.8 8.4 12 28.9 12.2 20 74.4 8.9 
5 61.4 9.3 13 28.1 11.9 21 72.1 7.7 
6 71.3 8.7 14 39.1 9.6 22 58.1 8.5 
7 74.4 6.4 15 46.8 10.9 23 44.6 8.9 
8 76.7 8.5 16 48.5 9.6 24 33.4 10.4 
     n = 25 28.6 11.1 

 
  i

x   = 1,314.90   i
y  = 235.70 

 
2
i

x   = 76,308.53  
2
i

y  = 2,286.07 

 
i

y 
i

x = 11,824.88 

 
2(1,314.9) - )(76,308.53 25

(235.7) (1,314.9) - )(11,824.88 25
                  b   

  = -0.08 

 13.64   
25

(1,314.90)
  (0.08) - 

25

235.7
                  a   
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    a = 13.64 
                        

 การระเหยของสี (yi)                                                                      1 
 (% wt.)                                            b=-0.08 

           
 
 
 
                      0                                      ความช้ืนสมัพนัธ์ (xi) (%) 
 

ถา้ 
i

x  = 50%  จงหา   i

^
y  

  i

^
y  = 13.64-0.08 (50) 

   = 9.64 % โดยน ้าหนกั 
 

 6.3.2 คุณสมบัติของ  Residual หรือ Estimation Error 

  ei = yi- i

^
y    N(0,2)     ……………..…………….(6.5) 

 
 6.3.3 การแปลงเป็นสมการเชิงเส้น (Transformation to Linearization) 

  (1)  y   =   aebx   Exponential 
    ln y = ln a + bx  
     y* = a* + bx   Linear 

  (2) y   =   axb   Power 
    log  y = log a + b log x 
    y* = a* + bx*  Linear 

  (3) y   =   a + b ( )
1
x   Recipocal 

    y = a + bx*   Linear  

i

^
y   =  13.64 - 0.08 x1
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   (4) y = 
x

ax + b    Hyperbolic 

    
1
y  = 

ax +  b
x  

    
1
y  = a + b( )

1
x  

    y* = a + bx*   Linear 
  
ตัวอย่างที ่6.2 จากการตรวจวดัค่าความดนัแก๊ส (P) ท่ีปริมาตร (V) ต่าง ๆ ไดข้อ้มูลดงัตาราง 
 

V (cm3) 50 60 70 90 100 
P (kg/cm2) 64.7 51.3 40.5 25.9 7.8 

 
ตามกฎ Ideal Gas Law ค่า P และ V มีความสัมพนัธ์ดงัสมการ PV = C    จงหาค่าสมัประสิทธ์ิ C และ  

 จาก C    
i

V 
i

P 
   เม่ือ  i = 1,…….., 5 

  ln 
i

P   =  ln C- ln Vi 

 ผลการแปลงค่า  
i

P  และ  
i

V   ดว้ย ln แสดงอยูใ่นตาราง 

 

i
P  

i
V  ln 

i
P  ln 

i
V  ^

i
Pln  i

^
P  i

^
P-

i
P

i
e   

64.7 
51.3 
40.5 
25.9 
7.8 

50 
60 
70 
90 
100 

4.16976 
3.93769 
3.70130 
3.25424 
2.05412 

3.91202 
4.09434 
4.24850 
4.49981 
4.60517 

4.37853 
3.89474 
3.48571 
2.81885 
2.53928 

79.7 
49.1 
32.6 
16.8 
12.7 

-15.0 
2.2 
7.9 
9.1 
-4.9 

จากการวิเคราะห์ดว้ยสมการถดถอยเชิงเสน้แบบง่ายพบวา่ 
  ln C = 14.7589 
     C = 2,568,862.88 
      = 2.6535 
ดงันั้น  PV2.6535     =   2,568,862.88 
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 6.3.4 คุณสมบัติของ  Least Square Estimates 

  y|xi =  + xi 
  Y|xi =  + xi + Ei 

  i

^
y  = a + bxi 

  yi = a + bxi + ei 
  Ei = Independent Random Variable  (Ei  =  0 ; 2

Ei = 2) 
  [Y|xi = Y|xi + Ei ; E(Y|xi) = Y|xi ; Var (Y|xi)  =  Var (Ei) = 2] 
 a และ  b  หาจาก  Sample  (xi , yi  เม่ือ  i = 1, 2, ......., n) 
  

 ถา้ท าการทดลองใหม่โดยให ้ xi (i = 1, 2, .........., n) มีค่าเท่าเดิม จะได ้ 
yi (i = 1, 2, ......., n)  ใหม่ ซ่ึงต่างจาก  yi   เดิม  และท าให ้ a, b ท่ีค  านวณจากแต่ละ  Sample 
แตกต่างกนัออกไป   (a A ; b  B) 
  ดงันั้น A, B จึงเป็น Random Variable  ซ่ึงแปรผนัตาม Yi  ซ่ึงมี  Mean  Y|xi   

     และ  2
Y|xi  =  2 

  Yi = A + Bxi  (Yi, A  และ  B เป็น Random Variable) 
 

  B = 
n x i Yi -  ( x i  ( Yi )

n x i
2  -  ( x i )2

) 


 

 

P = 2,568,962.88 V -2.6535

R2 = 0.8156

0

20

40

60

80

100

50 60 70 80 90 100

P
(k

g
/c

m
2
)

V(cm3)
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  A = 
 Yi
n  -  B 

 xi
n

 
 

 Mean และ Variance  ของตวัแปรสุ่มในสมการถดถอยแสดงอยูใ่นตารางท่ี 6.1 
 
ตารางที่ 6.1  Mean และ Variance  ของตวัแปรสุ่มในสมการถดถอย 
 

Variable Mean Variance 
xi x  S2

x   =  
Sxx
n -1

= 
 (xi x

n -1
)2

 

Yi Y|xi 
2  ; [S2

y
 =  

Syy
n -1 =

 (yi y
n -1

)2
] 

 
A 

 
 2

A  =  
x i

2

n  .  
2

Sxx

 
 

 
B 

 
 

2
B  =  

2
Sxx


 

 
Ei 

 
0 

 
2

Ei   =  2 
ให ้S2  เป็น Estimator  ของ 2 

S2  =  
SSE
n - 2  =  

Syy -  b Sxy
n - 2 =

2-n

2)i

^
y

i
(y 

 

 

 6.3.5  คุณสมบัติของ  ที่ส าคญั 

  (1)   (xi- x)  = 0  …………….…(6.6) 
  (2)  (xi- x) (yi - y ) =  (xi- x) yi -  (xi- x) y  
      =  (xi- x) yi 

      =  xi yi - 
( ) ) xi  ( yi

n = xiyi-nx y  

      = xiyi-x y     =   Sxy  ……(6.7) 
 

  (3)  (xi- x)2 =  (xi- x) xi = x2
i - 

(xi )2

n  

     = x2
i-nx 2     =  x2

i-x 2   =  Sxx ..(6.8) 
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  (4)  (yi-y  )2 =  (yi-y  )y  =yi
2 - 

(yi )2

n  

     = yi
2-ny 2     = yi

2-y 2    =  Syy ..(6.9) 
 
 6.3.6  การ Derive หา Mean และ Variance ของสัมประสิทธ์ิ A และ B 

  B = 
sxx

sxy
  =  

2)x-
i

(x

)Y-
i

(Y )x-
i

(x




 

   = 
(x i - x  Yi
(x i - x

)
)



 2     ……………(6.10) 

 Take Expected Value 

 B =  E(B) = 
(x i - x  E(Yi

(x i - x
) )

)



 2  

   = 
(x i - x  
(x i - x  .   Y|xi

)
)



 2   

   = 
(x i - x  
(x i - x  (   +    xi)

)
)



 2    

      0        1 

   =   
(x i - x  
(x i - x  +     

(x i - x  x i
(x i - x

)
)

)

)








2 2  

  B = E (B)  =     ……………(6.11) 
 

B    =  Unbiased Estimate of   

 

 VAR (B) = 
VAR { (x i - x  Yi

(x i - x
) }

[ ) ]



 2 2  

   = 




VAR (x i - x  Yi
(x i - x

)

[ ) ]2 2  

   = 




(x i - x  VAR (Yi
(x i - x

) )

[ ) ]

2

2 2  
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   = 
 2

2 2
( ) )

[ ) ]





 (x i - x 2

(x i - x  

  2
B = 

 2
2(x i - x   =   

2
Sxx)

   ………………(6.12) 

 

  B    N (,
 2

2(x i - x)
)        N (,   

2
Sxx


) 

 
 จาก A = Y -  Bx 
  E(A) = E (Y  -  x E(B))  

   = 
E(Yi ) + E(Y2 +........+E(Yn

n  -  x
) )

 ......[E(Yi) = E(+xi+Ei)] 

   = 
( +  xi + ( +  x2 +........+( +  xn

n  -  x
     


) ) )

 

   =  + x  - x  =      (Unbiased Estimate) …………(6.13) 
 VAR (A) = VAR (Y -  Bx ) 
   = VAR Y +  x   VAR (B)2  

   = 
 2 2

n  +  x  VAR (B)  
 

   = 
 2 2

2n + x  {
2

(xi - x) }


 

 

   = 2 {
( )

)

x i -  x + nx

n (x i - x

2 2

2



} 

   = 2 {
x i

2 -  
( x i

n  + nx-2

n (x i - x

)

)

2

2





} 

   = 
x i

2

n (x i - x



 )2  2   ………………(6.14) 
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  A    N (,
x i

2

n (x i - x



 )2 
2)        N (, 

xi
2

n


 .   
2

Sxx


) 

 
  Ei = Yi-Y|xi  
  E (Ei) = E (Yi)- Y|xi  =  O  (Unbiased Estimate) 
         Var (Ei) = Var (Yi)+ O  =  2 
  ให ้S2  เป็นตวัประมาณค่าของ  2 

  S2 = 
SSE
n - 2  =  

(yi - yi
n - 2

)2
  (Model Error Variance) 

  SSE =  (yi-a-bxi)2 
   =  (yi-(y -bx)-bxi)2 
   =  [ (yi-y )-b(xi-x) ]2 
   =  [ (yi-y )2-2b (xi-x) (yi-y )+b2 (xi-x)2] 
   = Syy – 2b Sxy + b2 Sxx 
 

จาก  b = 
Sxy
Sxx   

 

  SSE = Syy – 2b Sxy + 
Sxy
Sxx  . b. Sxx 

   = Syy - b Sxy    ……………(6.15) 

S2  =   
Syy - b Sxy

n - 2    2
Ei (Degree of Freedom = n-2) …..…(6.16) 

 6.3.7  Inferences Concerning Regression Coefficient 
  การอนุมานเก่ียวกบัสมัประสิทธ์ิสมการถดถอยท าได ้2 แบบคือ 

- การทดสอบนยัส าคญั (Significance) 
  - การหาช่วงความเช่ือมัน่  (Confidence Interval) 

 

 N (A ; , 2
A  =   

x i
2

n  .  
2

Sxx
 

) 

          N (Yi :  Y|xi, 2) 

  N (B ; , 2
B   = 

 2
Sxx ) 
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(1) การทดสอบนัยส าคญัของ   

Standard Normal     Z =  

B

-B



  

      = 
B -
/ Sxx



 

  Student’s t    T = 
Z

2   =   
Z

2
n - 2





 

  Chi – Square    2 = 
(n - 2) S2

2  

 D.F. = n-2 =  n-m-1 = n-1-1 (m = 1 เน่ืองจากใช ้ b  เป็นตวัประมาณค่าของ B) 

     T = 
B -

Sxx  
(n - 2) S2

 (n - 2)




 2

 ……..(6.17) 

 

      = 
B -

S
Sxx


  

 
 (2) T  มีการแจกแจงแบบ  Students’t ที่ (n-2) degree of freedom 

   Y|x = +x 
  ทดสอบสมมติฐานวา่  Y|x  เปล่ียนตามค่า x หรือไม่ หรือ =0 หรือ   = o   
   Ho :  = o 
   Hi :  > o  (ทดสอบทางเดียวดา้นบน) 
  หรือ H1 :  < o  (ทดสอบทางเดียวดา้นล่าง) 
  หรือ H1 :   o (ทดสอบสองทาง) 

   t = 
b - o

S
Sxx


  (Statistic) 

 
 ตัวอย่างที ่6.3 จากตวัอยา่งท่ี 6.1 
  Y = อตัราการระเหยของสี 
  x = ค่าความช้ืนสมัพนัธ์ 
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^
y  = 13.64-0.08x 

 จงทดสอบนยัส าคญัของ  (b ~  ~-0.08) ท่ีระดบันยัส าคญั ()  = 1% และ 5% 
  Ho =   =  o   =   0 
  H1 =    o     0 (Two tails) 
  

  t = 

Sxx

S

0-b
     

Sxx

S

-b


  

  xxS  = 
25

21,314.9
 - 76,308.83    

n

2)
i

x(
 - 2

i
x 


 

   = 7,150.05 

  yyS  = 
25

2235.7
 - 2,286.07    

n

2)
i

y(
 - 2

i
y 


 

   = 63.89 

  xyS  = 
 

n

)
i

y)(
i

x(
  - 

i
y 

i
x  

   = 11,824.44 - 
25

235.7 x 9.314,1  

   = -572.44 
  SSE = yyS  - b xyS  
   = 63.89 - (-0.08) (-572.44) 
   = 18.09 

  2S  = 0.79    
2-25

18.09
    

2-n

SSE
  

  t = 7.61-    

05.150,7

79.0

008.0


  

จากตาราง Students't  (n-2)  =  2.3 
  

2-n ,
2

t  = 2.069    ( = 5%) 

  
2-n ,

2
t  = 2.807 ( = 1%) 

  
2n , 

2

  t   |7.61-  t  |


   

  Reject  Ho :  =  0 
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  Accept  H1 :   0 
      (0) 
 

         -7.61    -2.069              0          2.069         t 
 

 (3) การหาช่วงความเช่ือมั่นของ   

   P[-t
2

 t =   
b -

S
Sxx

 <  t

2
 





, ,
 ]  = 1-  

 

b-t
2

 .  
S
Sxx    <  b + t

2

.  
S
Sxx 


  …………………………(6.18) 

   

 Lower     Upper  
 Confidence Limit   Confidence Limit 
 [-t

2  n-2 ,
]    [+t

2  n-2 ,
] 

1- 

Confidence Interval /2 

/2 

 

f(t) 

0.025  

0.025 
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ตัวอย่างที ่6.4  จากตวัอยา่งท่ี 6.1 และ 6.3 จงหา Confidence Interval ของ  ท่ี Confidence Level 99%  
หรือ    =  1% 
  b = -0.08  ;  t0.005,23    =   2.807 
 

 -0.08 - -0.051   0.109 - 
7,150.05

0.79 2.807
  0.08-    

05.150,7

79.0807.2
   

 แสดงวา่      0      < 0 
  
 (4) การทดสอบนัยส าคญัของ  

  N (A : , 2
A  =  

xi
2

n  
2

Sxx


.


) 
  Standard Normal  Z 

   Z = 
A -

xi
2

n .
2

Sxx

  =   
A -

xi
2

n. Sxx








 

 …..………..(6.19) 

   T = 
Z

2   =   
Z

2
n - 2





 

    = 
A -

xi
2

n. Sxx  
(n - 2) S2

2 (n - 2)







 

    = 
A -

Sxx  
x i

2

n



S 
  …..………..(6.20) 

    = Students’t ท่ี (n-2) degree of freedom 
 

 การทดสอบสมมติฐาน 

  Null Hypothesis   [Ho :  = o] 
  Alternative Hypothesis  [H1  :   o] 

   t = 
a -

Sxx  
x i

2

n



S 
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ตัวอย่างที ่6.5  จากตวัอยา่งท่ี 6.1  
^
y   =  13.64-0.08x  จงทดสอบวา่   = 0  =  13  ท่ี     =  10%   

หรือ    = 0.1 
  Ho :   =  13   (a  = 13.64) 
  H1 :     13 

  t = 

25

53.308,76
 

05.150,7

79.0

1364.13   

   = 1.10 < 1.714     
23 0.05,

  t  
2-n ,

2

t   

 Accept     Ho   :     =  13  ท่ี  Confidence Level 90 % 
 
 (5)  การหา  Confidence Interval ของ   

  P [-t
2

   t  =  
a -  

S
Sxx  

xi
2

n

 t
2

  =  1 - 


 , ,

]


  

  a - t
2

 
S
Sxx  

x i
2

n   <  a + t
2

.  
S
Sxx  

x i
2

n  





    ………(6.21) 

 
ตัวอย่างที ่6.6  จากตวัอยา่งท่ี 6.1 จงหา Confidence Interval ของ   ท่ี  Confidence Level 90% ( = 
10%) 
  1.714     

23 0.05,
  t  

2-n ,
2

t   

 

    
25

76,308.53
 

5.150,7

79.0
714.164.13   

25

76,308.53
  

5.150,7

79.0
714.164.13   

   
  12.61 <  < 14.64 
 Accept   Ho  :     = 13 
 



บทท่ี 6 การถดถอยเชิงเส้นและสหสัมพนัธ์ 
 

เอกสารประกอบการสอนวิชา 207251                                                      สถิติทางวศิวกรรม (Engineering Statistics) 

248 

 6.3.8  การคาดคะเน   (Prediction) 
  ถา้   x  =  xo  ใด ๆ 

   o

^
y  = a + bxo 

  yo  คือค่าประเมิน (Estimator)  ของ  Y|xo  หรือ  Yo 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  ที่  x = xo 

   o
^
Y  = A + Bxo 

   E( o
^
Y ) = E(A)+xo E (B) 

    o
^
Y  =  + xo. 

    = Y|xo 

   o
^
Y  = A + Bxo 

    = Y - Bx + Bxo 

  VAR ( o
^
Y ) = VAR [Y + (xo - x) B]] 

    = VAR ( ) )Y + (xo - x  VAR (B)2  

    = 
 2

2
n + (xo - x   

2
Sxx)  

o

^
y  = a+bx 

f (yo) 

Confidence 

Interval 

x0 x x1 

 

 

Y|x0 

Y|x1 

y 

Yo =  Random Variable f (y1) 
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    = (
1 2

n +
(xo - x

Sxx  
)

) 2 

  N ( o
^
Y  : Y|xo , (

1
n +

(x o - x
Sxx

2
) 

)
/2 

  Standard Normal 

   Z = 

Sxx

2)x-o(x
+

n

1

xo|Y
-o

^
Y




 ………………………(6.22) 

   T = 






S
 . 

Sxx

2)x-o(x
+

n

1

xo|Y
-o

^
Y

 

    = 

Sxx

2)x-o(x
+

n

1

xo|Y
-o

^
Y

S


 ………………………(6.23) 

 

  Confidence  Interval  ของ  Y|xo 
 

-1 =  ]
,

2

 t

Sxx

2)x-o(x
+

n

1
 S 

xo|Y
-o

^
Y

 =  t   
,

2

[-t P




    

Sxx

2)x-o(x
+

n

1
 S .

2

t+o

^
Y 

xo|YSxx

2)x-o(x
+

n

1
 S .

2

t-o

^
Y    …………(6.24) 

 
ตัวอย่างที ่6.7  จากตวัอยา่งท่ี 6.1 

  i

^
y  = 13.64 - 0.08 xI 

  ถา้  xI = xo  =  50% 

  o

^
y  = 13.64 - 0.08 x 50 

   = 9.64 %  โดยน ้าหนกั 
 จงหา  Confidence Interval ของ  

Y/xo
  ท่ี   =  10 % 
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  1.714    
23 0.05,

  t  
2-n ,

2

t   

  2.5  n      , 7,150.05  Sxx       , 0.79     2S   

  52.596     
2.5

1,314.9
     

n

i
x

       x 


  

  
7,150.05

52.586)-(50
 

25

1
  0.79 1.714-9.64   

  
7,150.05

252.596)-(50
  

25

1
  0.791.714  9.64  

Y/xo
   

  0.3083  9.64  
xo|Y

   0.3083 - 9.64    
  .9489  

xo|Y
   9.332    

  
 
 
 
 
            Upper Confident Limit = 9.948% 

       o

^
y   =  9.64          

            
            Lower  Confident  CI แคบท่ีสุด  

  Limit = 9.332% 

               i

^
y   =  13.64-0.08xi 

        
 
 
   50%  o x 

i
x   % 52.596  x   

 
ตัวอย่างที ่ 6.8 ในการศึกษาอตัราการใชน้ ้ามนัของรถยนตท่ี์วิ่งนอกเมือง รถยนตจ์ากโรงงานท่ีผลิตในปี
เดียวกนัแต่ต่างรุ่น จ านวน 10 คนั มาทดสอบวิ่งในระยะทาง 1,000 กม. บนัทึกอตัราการใชน้ ้ ามนั เป็น 
กม./ลิตร (y) และน ้าหนกัรถยนตเ์ป็นตนั (x) ไดผ้ลดงัตาราง 
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i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
y 
x 

17.9 
1.35 

16.5 
1.9 

16.4 
1.7 

16.8 
1.8 

18.8 
1.3 

15.5 
2.05 

17.5 
1.6 

16.4 
1.8 

15.9 
1.85 

18.3 
1.40 

 
 จงหาช่วงความช่ือมัน่ของค่าพยากรณ์เฉล่ีย 

Y/xo
  

  n  =  10 ,   170      
i

y     ,   16.75        
i

x  

      2900.46      2
i

y  , 28.6375       2
i

x  
    282.408  

i
y

i
x   

  xxS  = 
n

2)
i

x(
  - 2

i
x


  

   = 28.6375 - 
10

2)75.16(  

   = 0.581 

  xyS  = 
10

2(170)
 - 2900.46    

n

2)
i

y(
  - 2

i
y 


  

   = 10.46 

  
xy

S  = 
n

)
i

y)(
i

x(
 - 

i
y

i
x

 
  

   = 282.405 - 
10

)170)(75.16(  

   = -2.345 

  i

^
y  = a + bxi 

  b = 4.03-    
0.581

2.345-
    

Sxx

Sxy
  

  a = xb - y  

   = )
10

16.75
( (-4.03) - 

10

170  

   = 23.75 

  i

^
y  = 23.75 - 4.03xi 

Confidence Interval ของ  และ    ท่ี (1-)  =  99 % 
 3.355     

8 0.005,
  t  

2-n ,
2

t   

  2S  = 
2-n

SSE
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  = 
2-n

Sxy b. -Syy  

  = 
8

)345.2)(03.4(46.10   

  = 0.126 

  
Sxx

S
 .

2

 t b     
Sxx

S
 .

2

 t- b


   

 
0.581

0.126
 3.3554.03-     

0.581

0.126
 3.355 - 4.03-    

 
2.47-     5.59 -          

1.564.03-      1.56 - 4.03







  

 ท่ี Confidence Level 99% 
สรุป     0  และ    < 0  ท่ี   = 1% 

n

2
i

x
  

Sxx

S
 . 

2

 t a      
n

2
i

x
  

Sxx

S
 .

2

 t- a






  

0.581

0.126
 3.355  23.75     

10

28.6375
  

0.581

0.126
  3.355 - 23.75   

23.75 - 2.63 <  < 23.75 + 2.63 
 21.12 <  < 26.38 

 สรุป    0  และ   > 0  ท่ี    = 1% 
 
ถ้า  xi = x0  = 1.7 ตัน 

  
0

^
y  = 23.75 - 4.03xo 

   = 23.75 - 4.03 (1.7) 
   = 16.899   กม./ลิตร 
 หา Confidence Limit ของ 

xo/Y
   ท่ี (1-)  =  90% 

  1.86     
8 0.05,

  t   
2-n ,

2

t   

  
Sxx

2)x
o

(x
  

n

1
 S .

2

t


  

  = 
0.581

216.75/10)-(1.7

10

1
  .12686.1   
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  = 0.2099 

 
17.109 

Y/xo
  16.689            

0.2099  16.899 
Y/xo

  0.2099 - 16.899








 

 
 6.3.9 Prediction  Interval (PI)  
  PI = Single Predicted Value + t

2
 variance of Yo from the true Yo    ซ่ึงต่างจาก    

                    CI = Single Predicted Value  +  t
2

 variance of the estimate Yo  from Y|xo     

  o
^
Y  = a + bxo   (Estimate) 

  Y|xo =  + xo  (Mean) 
  Yo =  + xo+Eo  (True Yo) 

 Random Error 

 o
^
Y  - yo = Error (Residual) 

 o
^
Y -Yo = Random Variable 

 o
^
Y -Yo = E ( o

^
Y -Yo) 

  = E ( o
^
Y ) – E (Yo) 

  = Y|xo - Y|xo =  0  ……………………….(6.25) 

VAR ( o
^
Y -Yo) = VAR ( o

^
Y ) + VAR (Yo) 

  = (
1
n +

(x o - x
Sxx

2
 

)
) 2+2 

  = 2 [1+
1
n +

(x o - x
Sxx

2
 

)
]  ……………………..(6.26) 

 N ( o
^
Y -Yo :  0, 2 [1+

1
n +

(x o - x
Sxx

2
 

)
] ) 

Standard Normal 

 Z = 

Sxx

2)x-o(x
+

n

1
+1

o
Y-

^

o
Y

-)
o

Y-o

^
Y(
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 T = 

Sxx

2)x-o(x
+

n

1
+1S

o
Y-

^

o
Y

-)
o

Y-o

^
Y( 

 

 T = 

Sxx

2)x-o(x
+

n

1
+1S

o
Y-

^

o
Y

  …………………….….(6.27) 

Prediction Interval of Yo at % 

-1 =  ]
,

2

 t

Sxx

2)x-o(x
+

n

1
+1 S 

o
y-o

^
Y

 =  t   
,

2

[-t P
   

Sxx

2)x-o(x
+

n

1
+1 S .

2

t+o

^
Yoy

Sxx

2)x-o(x
+

n

1
+1 S .

2

t-o

^
Y   ………….(6.28) 

 
ตัวอย่างที่ 6.9 จากตวัอยา่งท่ี 6.8 จงหา Prediction Interval  ของการพยากรณ์อตัราการใชน้ ้ าของรถยนต์
ซ่ึงมีน ้ าหนกั 1.7 ตนั  ถา้  = 10% 

  o

^
y  = 23.75 - 4.03 xo 

  o

^
y  = 23.75 - 4.03 (1.7)  =  16.899   กม./ลิตร 

  1.86    
8 0.05,

  t   
2-n ,

2

t   

  
Sxx

2)x
o

x

n

1
1 S 

8 0.05,
t


  

  = 
581.0

21.675)-(1.7

10

1
1  0.126 1.86   

  = 0.6927 
  16.899-0.6927 < yo  < 16.899 + 0.6927 
    16.206  < yo  < 17.592 
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        y 
 
 
 

 
 

    Confidence Band on Y|xo 

   
Prediction 
Interval for y0 

                (แคบท่ีสุดเม่ือ x    ox  )   o

^
y   =  23.75-4.03x0 

 
 
6.4  สหสัมพนัธ์เชิงเส้น (Linear Correlation) 
 
 6.4.1 Coefficient of Correlation 
 ค่าสมัประสิทธ์ิท่ีใชว้ดัความสมัพนัธ์ระหวา่ง Y และ X เรียกวา่สมัประสิทธ์ิสหสมัพนัธ์ 
Coefficient of Correlation () ดงัรูปท่ี 10.3 

    =     
COV (x, y)

VAR (x) VAR (y)     =    
Sxy

Sxx. Syy   …….………………..(6.29) 

  r คือตวัประมาณค่าของ   
  

x 
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(1) Positive Correlation (4) Negative Correlation 

  
(2) Positive Correlation May Be Present (5) Negative Correlation May Be Present 

  
(3) No Correlation (6) No Correlation 

 
รูปที ่6.3  ค่าสมัประสิทธ์ิสหสมัพนัธ์ระหวา่งตวัแปร x และ y กรณีต่าง ๆ 

 

COV (X, Y) = 
(xi - x  (yi - y

n -1
) )

 

   = 
Sxy
n -1     …….………………..(6.30) 

 VAR (X) = 
(x i - x 2

n -1    =   
Sxx
n -1

)
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 VAR (Y) = 
(yi - y 2

n -1    =   
Syy
n -1

)
 

    =  r = 
Sxy

Sxx. Syy    (-1 < r < 1) 

 

r2      =    
Sxy2

Sxx.  Syy        (Coefficient of Determination) ………….................(6.31)  

 จาก b = 
Sxy
Sxx  

  SSE = Syy-b Sxy 

  
SSE
Syy  = 1-b  

Sxy
Sxx  

   = 1-  
Sxy
Sxx  .  

Sxy
Syy  

   = 1-r2 

  r2      =    1 -
SSE
Syy            0-1  …….………………............(6.32) 

 ถา้  SSE = 0 
  r2 = 1      แสดงวา่ X และ Y มีความสมัพนัธ์เชิงเสน้อยา่งสมบูรณ์ 
 ถา้  SSE = Syy 
  r2 = 0 No Correlation 
 
ตัวอย่างที ่ 6.10  ในการศึกษาผลกระทบของน ้าเสียในทะเลสาบแห่งหน่ึง ไดมี้การวดัปริมาณความ
เขม้ขน้ของสารประกอบไนเตรท โดยใชว้ธีิเดิมและวิธีใหม่ เปรียบเทียบกนั ถา้พบวา่ความเขม้ขน้ของ
สารประกอบไนเตรทจากวิธีเดิม และวิธีใหม่มีความสมัพนัธ์เชิงเสน้สูง จะใชว้ิธีใหม่วดัค่า 
 

I 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
x วิธีเดิม 25 40 120 75 150 300 270 400 450 575 
y วิธีใหม่ 30 80 150 80 200 350 240 320 470 583 

 n = 10   i
x  = 2,405  

2
i

x  = 900,775 

    i
y  = 2,503  

2
i

y  = 919,489 

   
i

y 
i

x  = 902,475 
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  xxS  = 
n

2)
i

x(
 - 2

i
x


  

   = 322,372.5    
10

2(2405)
 - 900,775   

  yyS  = 
n

2)
i

y(
 - 2

i
y


  

   = 292,988.7   
2

2)2503(
489,919   

  xyS  = 
 

n

)
i

y( )
i

x(
 - 

i
y 

i
x  

   =  
10

)503,2)(405,2(
475,902   

   = 300,503.5 

  r = 
Syy Sxx.

Sxy  

   = 
7.988,292 x 5.372,322

5.503,300  

   = 0.978 
แสดงวา่ 97.8% ของความแปรปรวนของ Y เป็นผลมาจากสมการถดถอย  ถา้สามารถหาสมการถดถอย y 
และ  x จะสามารถประมาณ y จาก x ได ้
   
 6.4.2 Bivariate Normal Distribution 
  X, Y = Normal Random Variable 

  f(x) =  <x< - 

2)
x
x) -x 

( 
2
1-

e 
x 2

1 



 

  f(y) =  <y< - 

2)
y
y) -y 

( 
2
1-

e 
y 2

1 



 

 
 ถ้า X และ Y  Independent 
  f(x, y) = f(x) f(y) 

   =  

]
2

)

y

y-y
(+

2
)

x
x) -x 

[( 
2
1-

e 
yx    2

1 






...........(6.33) 
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 ถ้า X และ Y ไม่ Independent 
  f(x, y) = f(x) f(y/x) 

 
.(6.34)....................                     }]2)

x

x-x
(+)

y

y-y
( )

x

x-x
( 2-          

2)
y-y

{(

)
2

-2(1

1
[-  Exp 

2-1y x  2

1
         


















 y


 

  เม่ือ   -1<<1 ; -<x, y, <  ; x > 0 ; y > 0 
  ถา้   =  0  (X, Y  Independent) 
  สมการ  (10.33)  =  สมการ  (10.34) 

 เน่ืองจาก 







2   =   1 -
2

y2    =  2 x2

y2   ……….…(6.35) 

  y   และ  x  มีค่าเป็น + 
 และ    จะมีเคร่ืองหมายเหมือนกนั 

 
จึงสามารถทดสอบสมมติฐานได้ว่า 

  Ho :   =  0 
หรือ Ho :   =  0 
โดยใชค่้าสถิติ 

 t(n-2)  = 
r n - 2

1 - r2  

เม่ือ r = 
Sxy

Sxx. Syy   =   b 
Sxx
Syy  

 b = 
Sxy
Sxx  

  
ตัวอย่างที ่6.11 จากตวัอยา่งท่ี 10.10 จงหาความสมัพนัธ์ระหวา่งวิธีใหม่ และวิธีเดิม 
 พบวา่  r = 0.978        0 
 เน่ืองจาก n = 10   : มีค่านอ้ยมากจึงควรทดสอบ r 
 
  H0 :   =  0 
  H1 :     0 
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  t = 
2r1

2-nr 



 

   = 
2978.01

8978.0



 

   = 13.26 
 จากตาราง  t0.0005, 8   =  5.041 
       t  >  t0.0005, 8 

Reject   Ho  :  สรุป       0 ท่ีระดบัความเช่ือมัน่ 99.9 % 
 
6.4.3 หา  Confidence Limits ของ   (Pearson Correlation Coefficient) 

1
2   ln  (

1+ r
1- r ) = Normal Random Variable 

  = 
1
2   ln  (

1+
1-

 ) 

 2 = 
1

n - 3  

Z   =   

1
2

1

ln (
1+ r
1- r  -  

1
2 ln (

1+
1-

n - 3

) )



 

P [-Z
z

 

1
2 ln (

1+ r
1 - r  -

1
2 ln (

1+
1-  

n - 3

  Z
z




 
) )

1 ]  = 1- 

-Z
z

 

1
2 ln (

1+ r
1 - r  -

1
2 ln (

1+
1-  

n - 3

  Z
z




 
) )

1  

 Lower Confidence Limit ของ  

  = 
( ) )

( ) )

1

1

+ r - (1 - r) exp (2 Z
z

/  N - 3

+ r + (1 - r) exp (2 Z
z

/  N - 3




  ………………(6.36) 

 Upper Confidence Limit ของ  

  = 
)3-N/ 

z
 Z(-2 exp r)-(1)r+1(

)3-N/ 
z

 Z(-2 exp r)-(1-)r+1(






  ………………(6.37) 
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ตัวอย่างที ่6.12 จงหา Confidence Limit ของ   จากตวัอยา่งท่ี 6.10 เม่ือ    = 5% 
  

0.025
z  = 1.96 

 Lower Limit 

  = 
)71.96/*(2 Exp )978.01()978.01(

)71.96/*(2 Exp )978.01()978.01(



  

  = 0.907    
2.075

1.881
    

4.4 x 0.022  1.978

4.4 x 0.022-1.978



 

 Upper Limit 

  = 
)71.96/*(-2 Exp )978.01()978.01(

)71.96/*(-2 Exp )978.01()978.01(



  

  = 0.995 
  0.907 <  < 0.995   ท่ี  Confidence Level 95 % 
 

6.5  Multiple Linear Regression 
 (การถดถอยเชิงเส้นพหุคูณ) 
  Y = f (x1, x2,..........., xn) 
    K Independent Variable (x1, x2,.........., xn) 
 Y|x1, x2,........,xk = 0+1x1+2x2+..........+kxk 
  y = b0+b1x1+b2x2+.............+bkxk 
 Sample  { (x1i, x2i,......,xki, yi) ; i=1,..........n}  เม่ือ  n > k 
 ที่ค่า  x1i, x2i,..............xki   ใด ๆ 
  yi = b0+b1x1i+b2x2i+........+bkxki+eI  ………………..(3.38) 

  i

^
y  = b0+b1x1i+b2x2i+.........bkxki  ………………..………..(6.39) 

   

yi- i

^
y   =  ei 

 
 6.5.1 Least Square Method 

  SSE = )i

^
y-

i
(y

n

1=i
  =    

n

1=i

2
i

e   

   =  (yi-b0-b1x1i-b2x2i-bkxki)2 
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SSE
b 0

 = 0   

  


SSE
b1

 = 0   

     . 
     . 

  



SSE
b k

 = 0 .......................(k+1) 

       (yi-b0-b1x1i-b2x2i..................-bkxki)  =  0 
 x1i (yi-b0-b1x1i-b2x2i....................-bkxki)  =  0 
 x2i  (yi-b0-b1x1i-b2x2i....................-bkxki)  =  0 
 xki (yi-b0-b1x1i-b2x2i.....................-bkxki)  =  0  …………....…..(6.40) 
 
 yi = bo10+b1x1i+b2x2i+..........................+bkxki)   
 x1i yi = b0x1i+b1x2

1i+b2x1ix2i+....................+bkx1ixki) 
 x2i yi = b0x2i+b1x2ix1i+b2x2

2i+....................+bkx2ixki) 
 xki yi = b0xki+b1xkix1i+b2xkix2i+.................+bkx2

ki) ………..(6.41) 
 
 แก ้ k+1  สมการ  หาพารามิเตอร์  b0..............bk  =  (k+1) พารามิเตอร์ 
 กรณีท่ีมีตวัแปรอิสระ (Xi) มาก การแกส้มการโดยวิธีธรรมดา  (Gaussian Elimination) จะท าได้
ล าบาก 
 
 6.5.2 วธีิ Matrix  
  สมการ   Multiple Linear Regression in Matrix Form 
  Y = X  +    …………………………(6.42) 
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Y = Y1 
  Y2 
         [nx1] . 
  . 
  . 
  Yn 
 
     1 X1. X2.  Xk. 
     1 X11 X21 ............ Xk1 
  X  = 1 X12 X22 ............ Xk2 
      [n x (k+1)]   1 X13 X23 ........... Xk3 
      ------------------------- 
     1 X1n X2n ............ Xkn 
 
     0 

     1 
    = 2 
      [(k+1)*1]  . 
     . 
     . 
     k 

 
     1 

  2 
 = . 
(nx1)  . 
  . 
  n 

 
  = Error in Estimation 
  = Independent Normally Distributed 
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 N(; 0,  2 In) 
In  =  Identity  Matrix 

ให ้Matrix   
^
         

    b0 
    b1 
      = b2 
    bk 

 ซ่ึงจะหาไดด้งัน้ี 

  Y = X 
^
  +  

  XT Y = XT X 
^
  + XT  (XT = X-transpose) 

 ให ้ A = XT X    ………………….……..(6.43) 
  g = XT Y    ………………….……..(6.44) 

  A
^
  = g    ………………….……..(6.45) 

  
^
  = A-1 g = (XT X)-1 XT Y  ………………….……..(6.46) 

 
  A = XT  X 
 
  1 1 1  1  1 x11 x21 ........ xk1 

  x11 x21  x13 ............ x1n  1 x12 x22 ........xk2 
 = x21 x22  x23  ........... x2n  1 x13 x23.........xk3 

   -----------------------    -------------------- 
  xk1 xk2 xk3   ............ xkn  1 x1n x2n   xkn 

   (k+1) x n     n x (k+1) 
 

 6.5.3  พสูิจน์ว่า 
^
  เป็น  Unbiased Estimator ของ   

  
^
  = (XT X)-1 XT Y 

   = (XT X)-1 XT (X+) 
   = (XT X)-1 (XT X) +(XT X)-1 XT  
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   = +(XT X)-1 XT   ………………….……..(6.47) 
 

  E(
^
 ) = E()+(XT X)-1 XT E()  ………………….……..(6.48) 

   =    (Unbiased) 
   
 VARIANCE  ของ   

  VAR (
^
 ) = E (

^
 -)2 

  จาก 
^
 - = (XTX)-1XT  

  VAR (
^
 ) = E [{(XTX)-1XT)} {(XTX)-1XT)}] 

  จาก (XTX)-1XT = TX(XTX)-1 

  VAR (
^
 ) = E {(XTX)-1XT. TX(XTX)-1} 

       2 

    = (XTX)-1XT E(.T) X (XTX)-1 

          In 
    = 2 {(XTX)-1 XTX} (XTX)-1 
    = 2 In (XTX)-1  ………………….……..(6.49) 
 
  ค่าประมาณของ 2 หาได้จากตาราง  ANOVA 
 

Sources D.F. SS MS F 
Regression (R) 

Error (E) 
k 

n-k-1 
TXTY-ny 2 
YTY-TXTY 
(Syy-b Sxy) 

MSR = 
SSR

k  

MSE = 
SSE

n - k -1  

MSR
MSE   =   f  

Total (T) n-1 YTY-ny 2   
 
   S2    =  MSE       2   

    =  
1-k-n

y
T 

x
T

 
^

-YTY   

  ค่า f ใชท้ดสอบนยัส าคญัของ Multiple Linear Regression 
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  ถา้  f > f, (k,n-k-1)   ให ้ Reject Ho 
  หรือสรุปวา่สมการ Multiple Linear Regression สามารถใชอ้ธิบายค่าจริงของ y (true 
situation) ไดอ้ยา่งเพยีงพอ อยา่งมีนยัส าคญัทางสถิติท่ี   % 

 
ตัวอย่างที ่6.13  ให ้  y  =  ยอดขายสินคา้ชนิดหน่ึง (แสนบาท) 
   x1  = ค่าใชจ่้ายในการโฆษณาทางวิทย ุ
   x2 = ค่าใชจ่้ายในการโฆษณาทางหนงัสือพิมพ ์
ผลการสุ่มตวัอยา่งไดข้อ้มูลดงัตาราง จงวิเคราะห์หาความสมัพนัธ์ระหวา่ง y และ x1, x2 
 

i y x1 x2 yx1 yx2 x1 x2 

1 
2 
3 

n = 4 

7 
12 
17 
20 

4 
7 
9 
12 

1 
2 
5 
8 

28 
84 
153 
240 

7 
24 
85 
160 

4 
14 
45 
96 

 56 32 16 505 276 159 
SS 882 290 94    

 
    n   1i

x     2i
x  

A   = XTX =   1i
x   

i
2
1

x     1i
x  2i

x  

     2i
x    1i

x  2i
x   

i
2
2

x  

 
 
    4  32  16 
  =  32  290  159 
    16  159  94 
 
 
     i

y     56 

g   =   XT Y =  
i

y 
1i

x     =  505 

    
i

y 
2i

x    276 
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  4b0   + 32b1  + 16b2  = 56 ……………………(1) 
  32b0 + 290b1 + 159b2  = 505 ……………………(2) 
  16b0 +159b1  + 94b2  = 276 ……………………(3) 
แก้สมการโดยวธีิ  Matrix 

  
^
  = A-1 g 

   = (XT X)-1 XT Y 

  1-
ij

a  = 
|A|

dij  
ji

(-1)


 

  |A| = Determinant of A 
  dij = Determinant of Sub-matrix formed by Eliminating the 
    i-row and j-column of A 
  |A| = 4 (290x94-159x159) 
    -32(32 x 94 - 16 x 159) 
    + 16(32 x 159 - 16 x 290) 
   = 4 x 1979 - 32 x 464 + 16 x 448 
   = 236 
 
 
    1979  -464    448     

   A-1   =       
236

1   -464   120  -124     

      448  -124    136     
 

        
236

1
      

^
  56 

    505 
    276 
 

  0.6441 
 = 1.6610 
  0.0169 
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^
y    =   0.6441 + 1.6610 x1 + 0.0169 x2 
 
Analysis of Variance (ANOVA) 

   Y
T

X

T^
 = [0.6441  1.6610   0.0169]               56      

                                                       505 
       276 
  = 879.55 

 n 2
y  = 784      

2
)

4

56
(  4   

 YTY  = [ 7  12   17   20]            7 
      12 
      17 
      20 
  = 

2
i

y  

  = 882 
 SSR = Sum of Square of Regression 

  =    
2

yn  -Y
T

X

T^
  

  = 879.55 - 784   =  95.55 

 SSE = YTY -    Y
T

X

T^
  

  = 882 - 872.55   =  2.45 

 SST = YTY  - n 2
y    =  882 - 784   =  98 

 
SOURCE D.F. SS M.S F 

Regression (R)   
Error (E) 
Total 

2 
1 
3 

95.55 
2.45 
98 

47.75 
2.45 

 

45.2

75.47  

= 19.5 

 
 r2    =   SSR / SST  =  95.55 / 98  =  0.975   

r   =  0.987 
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6.6  แบบฝึกหัด 
 
1. ในการศึกษาเก่ียวกบัความช้ืนของส่วนผสมของสินคา้ชนิดหน่ึง, X และความหนาแน่นของสินคา้

ชนิดน้ีท่ีผลิตได ้(Y) ไดข้อ้มูลดงัต่อตาราง 
 

X Y 
5 
6 
7 
10 
12 
15 
18 
20 

7.4 
9.3 
10.6 
15.4 
18.1 
22.2 
24.1 
24.8 

 
ก. จงเขียนแผนภาพกระจาย 
ข. จากกราฟในขอ้ (ก) X และ Y มีแนวโนม้ท่ีจะมีความสมัพนัธ์เชิงเสน้ตรงหรือไม่ 
ค. จงประมาณสมการถดถอย  x      

Y/x
   

ง. จงเขียนสมการปกติจากขอ้มูลชุดน้ี 
 
2. ในการศึกษาความสมัพนัธ์ระหวา่งความตา้นทานแรงดึงของผลิตภณัฑก์ระดาษชนิดหน่ึง กบั

ปริมาณไมเ้น้ือแขง็ท่ีผสมในเยือ่กระดาษ ไดท้  าการทดลองการเกบ็ตวัอยา่ง 10 ตวัอยา่งจากโรงงานท่ี
ผลิตไดข้อ้มูลดงัต่อไปน้ี 
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แรงดึง (tensile strength) ปริมาณไมเ้น้ือแขง็ (%) 
160 
171 
175 
182 
184 
181 
188 
193 
195 
200 

10 
13 
15 
18 

18.5 
20 
22 
25 
28 
30 

 
ก. จงประมาณสมการเส้นถดถอย  x      

Y/x
   

ข. จงประมาณความตา้นทานต่อแรงดึง เม่ือปริมาณไมเ้น้ือแขง็เป็น 20% และ 25% 
ค. จงประมาณค่าความผดิพลาดในขอ้ (ข) 
ง. จงทดสอบสมมติฐาน  = 0  โดยใชร้ะดบันยัส าคญั 0.05 แยง้กบัสมมติฐาน   0 
จ. จงหาช่วงความเช่ือมัน่ 95% ของความตา้นทานต่อแรงดึงเฉล่ีย เม่ือปริมาณไมเ้น้ือแขง็ท่ี

ผสมในเยือ่กระดาษเป็น 30% 
 
3. ในการศึกษาผลกระทบของอตัราเร็วในการคนสี ในกระบวนการเคมีชนิดหน่ึงกบัปริมาณส่ิงเจือปน

ท่ีตกคา้งในสีนั้น ไดข้อ้มูลดงัน้ี 
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อตัราเร็วในการคน (rpm) 
(X) 

ปริมาณส่ิงเจือปนในสี  (%) 
(Y) 

20 
22 
24 
26 
28 
30 
32 
34 
36 
38 
40 
42 

8.4 
9.5 
11.8 
10.4 
13.3 
14.8 
13.2 
14.7 
16.4 
16.5 
18.9 
18.5 

 
  

i

31      x     166.4,    
i

y   372,  
i i

x     12,   n   

   

i i

5,419.60      
i

y
i

x   2,435.14,    2
i

y    12,104,   
i

2
i

x   13.87,   y  

ก. จงประมาณสมการถดถอย x      
Y/x

   

ข. จงทดสอบสมมติฐาน   = 1.5  แยง้กบัสมมติฐาน  < 1.5  โดยใชร้ะดบันยัส าคญั 0.05 
ค. จงหาค่าประมาณแบบจุดของความแปรปรวนของปริมาณส่ิงเจือปนในสี 
ง. ดว้ยความเช่ือมัน่ 95% จงหาช่วง  

Y/xo
  เม่ือ  xo  =  26  rpm 

จ. จงสร้าง 95% ช่วงความเช่ือมัน่ของค่าพยากรณ์ Y เม่ือ xo = 26 rpm 
 
4. ในการพจิารณาความสมัพนัธ์ระหวา่งแรงเคน้ (S) กบัจ านวนรอบการใชง้านก่อนท่ีจะใชง้านไม่ได ้

(N) ของโลหะผสมชนิดหน่ึงวา่เป็นไปตามสมการ 
S = A * N-m 

 โดยท่ี A และ m เป็นค่าคงท่ีท่ีไม่ทราบค่า ไดเ้กบ็รวบรวมขอ้มูลไวด้งัต่อไปน้ี 
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แรงดัน 
(psi  x 103)  

N 
(จ านวนรอบ x 106 รอบ) 

55.0 
50.5 
43.5 
42.5 
42.0 
41.0 
35.7 
34.5 
33.0 
32.0 

0.223 
0.925 
6.750 
18.100 
29.100 
50.500 
126.000 
215.000 
445.000 
420.000 

 
 จงหาค่าประมาณของ A และ m  

ขอ้แนะน า : สมการ S = A * N-m เขียนใหม่ในรูปของ  
log S  =  log A - m log  N ก าหนดให ้S  =  Y,  log A = , -m = , log N = X  

 
5. ก าหนดให ้Y คือ ระดบัคะแนนเฉล่ีย (GPA)  ของนิสิตชั้นปีท่ี 1 หลงัจากส้ินปีการศึกษาแรกและ X 

คือ คะแนนสอบเขา้มหาวิทยาลยัของนิสิตคนนั้น สุ่มตวัอยา่งนิสิตชั้นปีท่ี 1 มา 20 คน พร้อมรวบรวม
คะแนนสอบเขา้มหาวิทยาลยัไดข้อ้มูลน้ี 

 
i

509.12      

i

2
i

x     50,    
i

y   100,  
i i

x  

    

i i

257.66    
i

y
i

x    134.84,      2
i

y  

ก. เส้นถดถอย x      
Y/x

   เม่ือ  และ  คือพารามิเตอร์ประมาณดว้ยเส้นตรง  

bx  a  
^
y   เม่ือ a และ b เป็นค่าประมาณของ   และ  ตามล าดบั จงเขียนสมการปกติ 
(โดยไม่ตอ้งแสดงวิธีท า) 

ข. จงประมาณเสน้ถดถอยดงักล่าว และหาค่า S2 
ค. จงสร้างช่วงความเช่ือมัน่ 95 % ส าหรับ   
ง. จงหาค่าประมาณของการเปล่ียนแปลงของระดบัคะแนนเฉล่ีย เม่ือคะแนนสอบเขา้

มหาวิทยาลยัของนิสิตเพิ่มข้ึน 1 หน่วย 
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จ. จงค านวณหาค่าสมัประสิทธ์ิสหสมัพนัธ์ และสร้างช่วงความเช่ือมัน่ 95% ของ  
 
6. ในการศึกษาความสมัพนัธ์ระหวา่งความหนาแน่นของประชากรผูอ้ยูอ่าศยั และอตัราการเกิดการ

โจรกรรมในเมือง ๆ หน่ึง นกัวิจยัไดเ้กบ็รวบรวมขอ้มูลในปีท่ีผา่นมาไดข้อ้มูลดงัน้ี 
 

จ านวนผูอ้ยูอ่าศยั, Xi 
(คน : หน่วยพื้นท่ี) 

อตัราการเกิดโจกรรม, Yi 
(จ านวนคร้ัง : 100,000 คน) 

59 
49 
75 
54 
78 
56 
60 
82 
69 
83 
88 
94 
47 
65 

209 
180 
195 
192 
215 
197 
208 
189 
123 
201 
214 
212 
205 
186 

 
ก. จงหาค่าประมาณของอตัราการเกิดโจรกรรมในเมืองน้ีโดยเฉล่ียในปีท่ีผา่นมาขณะท่ี  Xo = 

60 และหาค่าความผดิพลาด (e) 
ข. จงหาค่าประมาณแบบจุดของ 2 
ค. จงทดสอบสมมติฐาน  = 0 แยง้กบัสมมติฐาน   > 0  โดยใชร้ะดบันยัส าคญั 0.05 
ง. จงเขียนสมการปกติ (ไม่ตอ้งแสดงวิธีท า) 

 
7. ในการศึกษาความสมัพนัธ์ระหวา่งความดนัโลหิต (Y) กบัอาย ุ(X) ของเดก็ชายอายรุะหวา่ง 5 ถึง 13 

ปี ไดข้อ้มูลดงัต่อไปน้ี 
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X 5 8 11 7 13 12 12 6 
Y 63 67 74 64 75 69 90 60 

 
ก. จงหาค่าสมัประสิทธ์ิสหสมัพนัธ์  (r) และทดสอบสมมติฐาน    = 0.8 แยง้กบัสมมติฐาน  

< 0.8 
ข. จงสร้างช่วงความเช่ือมัน่ 95% ของค่าพยากรณ์ yo เม่ือ xo = 10 

 
8. ในการศึกษาความสมัพนัธ์ระหวา่งความตา้นทานต่อแรงดึงของเสน้ใยชนิดหน่ึง (Y) กบัเปอร์เซ็นต์

ของฝ้ายในเสน้ใยน้ี (X1) และเวลาท่ีใชใ้นการอบแหง้เสน้ใยน้ี (X2) จึงไดท้  าการเกบ็ตวัอยา่งเสน้ใยท่ี
ผลิตไดภ้ายในสภาวะต่าง ๆ กนั 10 แบบ ไดข้อ้มูลดงัน้ี 

 
Y = แรงดึง X1 = เปอร์เซ็นตข์องฝ้าย X2 = เวลาท่ีใชใ้นการอบแหง้ 

213 
220 
216 
225 
235 
218 
239 
243 
233 
240 

13 
15 
14 
18 
19 
20 
22 
17 
16 
18 

2.1 
2.3 
2.2 
2.5 
3.2 
2.4 
3.4 
4.1 
4.0 
4.3 

 
ก. จงเขียนสมการปกติ (ไม่ตอ้งแสดงวิธีท า) 
ข. จงประมาณสมการถดถอยพหุคูณ 

2
X

2
 

1
X

10
     

2
 x,

1
Y/x

   

 
9. ในการศึกษาความสัมพนัธ์ระหวา่งผลท่ีไดจ้ากกระบวนการเคมีหน่ึง (Y) กบัความเขม้ขน้ของตวัเร่ง

ปฏิกิริยาทางเคมี (X1)  และอุณหภูมิขณะท าปฏิกิริยา (X2) ไดข้อ้มูลดงัน้ี 
 

ผลท่ีได ้(Y) ความเขม้ขน้ (X1) อุณหภูมิ C (X2) 
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81 
89 
83 
91 
97 
87 
84 
90 

1.0 
1.0 
2.0 
2.0 
1.0 
1.0 
2.0 
2.0 

150 
180 
150 
180 
150 
180 
150 
180 

 
ก. จงเขียนสมการปกติ 
ข. จงประมาณสมการถดถอยพหุคูณ 
ค. จงทดสอบวา่ ความเขม้ขน้ของตวัเร่งปฏิกิริยา มีผลต่อการเปล่ียนแปลงของผลท่ีไดจ้าก

กระบวนการเคมีน้ีหรือไม่ ใชร้ะดบันยัส าคญั 0.05 
ง. จงประมาณค่าเฉล่ียของผลท่ีไดจ้ากกระบวนการเคมี เม่ือท าการทดลองท่ีอุณหภูมิ 175C 

และความเขม้ขน้ของตวัเร่งปฏิกิริยาเป็น 2.0 
 
10. ในการความสมัพนัธ์ระหวา่งอตัราการฆ่าตวัตายกบัขนาดของประชากร และอตัราการหยา่ร้าง 

นกัวจิยัไดท้  าการเกบ็รวบรวมขอ้มูลจากเมืองต่าง ๆ 8 เมืองไดข้อ้มูลดงัตาราง 
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เมือง จ านวนประชากร, X1 
(x 1,000 คน) 

อตัราการหยา่ร้าง, X2 
(ต่อ 100,000 คน) 

อตัราการฆ่าตวัตาย, Y 
(ต่อ 100,000 คน) 

Akron, Chio 
Anaheim, CA 
Buffalo, NY 
Austin, Texas 
Chicago Ill. 
Columbia, SC 
Dctroit, MI 
Gary, Indiana 

679 
1,420 
1,349 
296 

6,975 
323 

4,200 
633 

30.4 
34.1 
17.2 
26.8 
29.1 
18.7 
32.6 
32.5 

11.6 
16.1 
9.3 
9.1 
8.4 
7.7 
11.3 
8.4 

 
จากขอ้มูลดงักล่าว นกัวิจยัผูน้ี้ตอ้งการสร้างสมการถดถอยพหุคูณเชิงเสน้จากตน้แบบ 
 
      

2
X

2
 

1
X

10
     Y   

 
และไดท้ าการค านวณค่าต่าง ๆ ในรูปของเมตริกไวด้งัน้ี 
 
  81.9    2.7831  1.707x10-5 -0.09727 
X'Y   =   159,832              (X'X)-1 = 1.707x10 2.6961x10-8 -2.55x10-6 

  2,335.3    -0.09727 -2.55x10-6 0.003698 
 

ก. จงเขียนสมการปกติ 
ข. จงประมาณสมการถดถอยพหุคูณดงักล่าว 
ค. จงหาค่าประมาณแบบจุดของ 2 
ง. จงประมาณอตัราการฆ่าตวัตายโดยเฉล่ีย ถา้เมือง ๆ หน่ึงมีประชากรอาศยัอยู ่2,500,000 คน 

และอตัราการหยา่ร้างในเมืองน้ีเป็น 27.8 ต่อแสนคน 
จ. ถา้เมือง 2 เมืองมีประชากรอาศยัอยูเ่ท่ากนั ถา้อตัราการหยา่ร้าง (ต่อแสนคน) ของประชากร

ใน 2 เมืองน้ีต่างกนั 1 หน่วย จงประมาณความแตกต่างของอตัราการฆ่าตวัตายของ
ประชากรในเมือง 2 เมืองน้ี 
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บทที ่7 
การวางแผนการทดลองและการวเิคราะห์ความแปรปรวน 

(Experimental Design and Analysis of Variance) 
 
7.1 ค าน า 
 

การวิเคราะห์ความแปรปรวน (ANOVA) คือวิธีการวิเคราะห์ผลการทดลอง เพื่อการทดสอบ
สมมติฐานของ   Mean  และ Variance  ของประชากรหลาย ๆ ชุด (k ชุด)  พร้อม ๆ กนั เช่น 

 
 k Random Variables หรือ k Populations  
 X1 X2 .......... Xi .......... Xk 

คุณสมบติัของประชากร 1, 1 2, 2
  i, i

  k, k
 

คุณสมบติัของตวัอยา่ง x 1, S1, n1 x 2, S2, n2  x i, Si, ni  x k, Sk, nk 

 
สมมติฐานในการทดสอบค่าเฉล่ีย 
Ho : 1  =  2=...........= i =..............= k 
H1 : i  ไม่เท่ากนั หรืออยา่งนอ้ย 1 คู่ไม่เท่ากนั (At least two of the means are not equal) 

 ถา้ใชว้ิธีทดสอบสมมติฐานในบทท่ี 8 ตอ้งทดสอบถึง KC2  =  
k !

2 ! (k - 2) !   

 ขอ้ดีของ ANOVA คือ สามารถแบ่ง  Total Variation หรือ Variance ออกเป็นส่วน ๆ เช่น 
- Between Treatment Variation  (Systematic/Aggregate) 
- Within Treatment Variation  (Random) 

Total Variation (SST) = Between Treatment Variation (SSA)+Within Treatment Variation (SSE) 
 หรือ = Systematic Variation + Random Variation 

เทอม SS_  คือ Sum of Square  ซ่ึงมีค่าเท่ากบั 


n

1i

2)x-
i

(x  เม่ือหารดว้ย n-1 จะได ้Variance  

 

7.2 การวางแผนการทดลองทางสถิติ 
 
 ถา้แบ่งตามวิธีการสุ่มจะแบ่งออกไดเ้ป็น 3 วิธี ดงัน้ี 

CRD = Completely Randomized Design (แผนการทดลองแบบสุ่มอยา่งสมบูรณ์) 
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RCB = Randomized Complete Block Design (แผนการทดลองแบบสุ่มตวัอยา่ง 
สมบูรณ์ในบลอ๊ค) 

LS = Latin Square Design  (แผนการทดลองแบบละตินสแควร์) 
ถา้แบ่งตามจ านวนปัจจยัจะแบ่งไดเ้ป็น 1 ปัจจยั (One Factor) และหลายปัจจยั (More 

Than One Factors) กรณีหลายปัจจยัจะแบ่งออกไดเ้ป็น Factorial, Split Plot และ Strip Plot 
 

7.2.1 การวางแผนการทดลองกรณ ี1 ปัจจัย 
 

กรณีมี 4 ส่ิงทดลอง ๆ ละ 4 ซ ้า (4 treatments @ 4 replications) สามารถวางแผนการทดลอง 
แบบ CRD, RCB และ LS  ไดด้งัน้ี 

 
A D B C A                  Experimental Unit (หน่วยทดลอง) 
B C A D B                  Treatment  (ส่ิงทดลอง) 
B A C   CRD (ไม่มีขอ้จ ากดัในการสุ่มจดัส่ิงทดลองลงในหน่วยทดลอง 
D C D            เน่ืองจากแต่ละหน่วยทดลองไม่แตกต่างกนั) 
 

       
B 1 A D C B RCB  (มีขอ้จ ากดั 1 ดา้น คือแต่ละ Block จะตอ้งสุ่มจดัส่ิงทดลอง 

L 2 C A B D           1 ชุด(A, B, C, D) เน่ืองจากแต่ละหน่วยทดลองใน 

O 3 C D B A            แต่ละบลอ๊คไม่แตกต่างกนั) 

C 4 B C A D  

K       
 
 COLUMN 

  1 2 3 4  
R 1 A C B D LS  (มีขอ้จ ากดั 2 ดา้น คือแต่ละ Column และแต่ละ Row จะสุ่ม 

O 2 B D A C        จดัส่ิงทดลอง 1 ชุด (A, B, C, D) เน่ืองจากหน่วยทดลอง 

W 3 C A D B        ในแนว Column/Row อาจไม่เหมือนกนั) 
 4 D B C A  
แหล่งความแปรปรวนส าหรับกรณีต่าง ๆ แสดงดงัรูปท่ี 7.1 ซ่ึงจะเห็นไดว้า่  
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SSE (CRD) > SSE (RCB)> SSE (LS)  …..……………………(7.1) 
 
 
    กรณี CRD 
    SST = SSA+SSE  
 
 
 
 
    กรณี RCB 
    SST = SSA+SSB+SSE  
 
 
 
 
 
    กรณี LS 
    SST = SSA+SSC+SSR+SSE  
 
 

(A =  treatment ; E = Error ; B = Block ; R = Row ; C = Column) 
 

รูปที ่7.1  แหล่งความแปรปรวนกรณีมี 1 ปัจจยั ซ่ึงมีการวางแผนการทดลองแบบ CRD, RCB และ LS 
 
  7.2.2  การวางแผนการทดลองกรณหีลายปัจจัย 
 
  (1) การวางแผนการทดลองแบบ Factorial 
  ใชศึ้กษาปัจจยัตั้งแต่ 2 ปัจจยัข้ึนไป โดยใหค้วามส าคญัทุกปัจจยัเท่าๆ กนั กรณีมี 2 ปัจจยั 
(A และ B) แหล่งความแปรปรวนจะสามารถแยกออกไดด้งัรูปท่ี 7.2 
 
 

 

E         A 

 E 

           A 

  B 

   E 

 R         A 

   C 
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    กรณี CRD 
    SST = SSA+SSB+SS(AB)+SSE 
    SS(AB)  คือ  Sum of Square ของปฏิกิริยาสมัพนัธ์ระหวา่งปัจจยั  

A และ B 
 
 
    กรณี RCB 
    SST = SSA+SSB+SS(AB)+SS(Block)+SSE 

     
 
 
 
    กรณี LS 
    SST = SSA+SSB+SS(AB)+SSR+SSC+SSE 

     
 
 

(A, B =  ปัจจยั  ;  AB = ปฎิกริยาสมัพนัธ์ระหวา่งปัจจยั A และ B    
R = Row  ;  C = Column) 

 
รูปที ่7.2  แหล่งความแปรปรวนของการวางแผนการทดลองแบบ Factorial กรณี 2 ปัจจยั 

 
(2) การวางแผนการทดลองแบบ Split Plot  

 
  ใชศึ้กษาปัจจยัตั้งแต่ 2 ปัจจยัข้ึนไป คลา้ยกบัการทดลองแบบ  Factorial  แต่การทดลอง
แบบ  Factorial ใหค้วามส าคญัต่อปัจจยัท่ีท าการศึกษาเท่า ๆ กนั ซ่ึงผดิกบัแผนการทดลองแบบ Split-Plot 
ท่ีใหค้วามส าคญัของบางปัจจยัมากกวา่ปัจจยัอ่ืน ๆ โดยการจดัปัจจยัท่ีใหค้วามส าคญัมากเป็นแปลงยอ่ย 
(Sub Plot) และปัจจยัท่ีใหค้วามส าคญันอ้ยเป็นแปลงใหญ่ (Main Plot) โดยอาจจะใชแ้ผนการทดลอง
แบบ  CRD, RCB และ LS กไ็ด ้ขอ้เสียท่ีส าคญัของ Split Plot คือสามารถศึกษาอิทธิพลของ Main Plot 

            A 

E           

B 

           

AB    

   E     A 

             

B 

Block  AB    

  E      A 

R          B 

   C    AB    



บทท่ี 7 การวางแผนการทดลองและการวเิคราะห์ความแปรปรวน 

เอกสารประกอบการสอนวิชา 207251                                                           สถิติทางวศิวกรรม (Engineering Statistics) 

281 

ไดอ้ยา่งหยาบ ๆ เท่านั้น ความแปรปรวนของการทดลองแบบ Split Plot สามารถแบ่งเป็นส่วนต่าง ๆ ได้
ดงัสมการ 
 
กรณ ีCRD 
SST = SSA+SSE(A)+SSB+SSE(B)+SS(AB)   ….………..(7.2) 
 
กรณ ีRCB 
SST = SSA+SSE(A)+SSB+SSE(B)+SS(AB)+SS(Block)  ……………………..(7.3) 
 
กรณ ีLS 
SST = SSA+SSE(A)+SSB+SSE(B)+SS(AB)+SSR+SSC ……………………..(7.4) 
 
เมื่อ 
SSE(A), SSE(B) = Sum of Square of Error ของปัจจยั A และ B ตามล าดบั 
 
  (3) การวางแผนการทดลองแบบ Strip Plot 
  ใชท้ดสอบปัจจยั 2 ปัจจยั สามารถวดัปฎิกริยาสมัพนัธ ์ (Interaction) ไดแ้น่นอนและ
แม่นย  ามากกวา่อิทธิพลของปัจจยัหลกั โดยก าหนดใหปั้จจยัแรกเป็นปัจจยัในแนวนอน (Horizontal 
Factor) ปัจจยัท่ี 2 เป็นปัจจยัในแนวด่ิง (Vertical Factor) ส่วน  Intersection Plot เป็นแปลงท่ีใชว้ดั
ปฎิกริยาสมัพนัธ์ระหวา่งระดบัต่าง ๆ ของปัจจยัทั้ง 2 ดงัแสดงในรูปท่ี 7.3 
 
 (Vertical Factor) 

B3 B1 B4 B5 B2   
     A2  
     A4 (Horizontal Factor) 
     A3  
     A1  

 
รูปที ่7.3  ผงัการทดลองแบบ Strip-Plot 
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  ขอ้ดีของ Strip-Plot เปรียบกบั Split-Plot คือ Strip-Plot ใหค้วามส าคญัของปัจจยั A และ 
B เท่ากนั โดยพิจารณาทั้งปัจจยั A และ B เป็น Main Plot ทั้งคู่ และในการวิเคราะห์ ANOVA จะมี Mean 
Square Error (MSE) 3 ค่า  ท าใหส้ามารถค านวณ Coefficient of Variation (CV) ได ้3 ค่า คือ 
 

  CV (A) = 
MSE (A)

Grand Mean  

  CV (B) = 
MSE (B)

Grand Mean  

  CV (C) = 
MSE (C)

Grand Mean  
 
 ความแปรปรวนของการทดลองแบบ Strip Plot ซ่ึงวางแผนการทดลองแบบ RCB 
สามารถแบ่งเป็นส่วนต่าง ๆ ไดด้งัสมการ 
 
SST = SSA+SSE(A)+SSB+SSE(B)+SS(AB)+SSE(C)+SS(Block) …………….(7.5) 
 

7.3 One-Way ANOVA  (Completely Randomized Design, CRD-การออกแบบการทดลอง 
     แบบสุ่มอยา่งสมบูรณ์) 

 
  One-Way Classification Fixed Effect Model  มีปัจจยัท่ีตอ้งการทดสอบเพียงปัจจยัเดียว 
(ปัจจยัท่ีมีความส าคญัมากท่ีสุด) เช่น อุณหภูมิเป็นเพียงปัจจยัเดียวท่ีมีผลต่อการใชน้ ้ าของพืช ส่วน
สภาพแวดลอ้มอ่ืน ๆ นั้น เหมือนกนั  (Homogeneity) 
 
  จึงท าการทดลองท่ีอุณหภูมิต่างกนั k ระดบั (k-treatment หรือ k-population) ระดบัละ n 
ซ ้า(โดยเลือกสุ่ม n ซ ้าอยา่งสมบูรณ์) โดยสมมติวา่ k-treatment (population) เป็น Independent and 
Normally Distributed (IND) มี Mean : 1, 2,......, k  และ  Common Variance  =  2 
 
 7.3.1 ทดสอบ Hypothesis 

  Ho : 1 =  2  =3 =..............= k 
  H1 : At least two i are not equal 
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One-Way ANOVA 
 

 k-Treatment (Population) Total Mean 
 1 2 3 ......i .....k   

 1 y11 y21 y31 .......yi1 .......yk1 T.1 y .1 
 2 y12 y22 y32 .......yi2 ......yk2 T.2 y .2 
 3 y13 y23 y33 .......yi3 ......yk3 T.3 y .3 

 . . . . . . . . 
 . . . . . . . . 
 . . . . . . . . 
 j y1j y2j y3j .......yij ......ykj T.j y .j 

 . . . . . . . . 
 . . . . . . . . 
 . . . . . . . . 
 n y1n y2n y3n .......yin ......ykn T.n y .n 

Total  T1. T2. T3. .......Ti. ......Tk. T..  
Mean = Ti./n y 1. y 2. y 3. .......y i. ......y k.  y ..=T../nk 

Population Mean 1 2 3 i k  = i=1
k
 i/k 

 
  yij = jth   Observation from ith treatment   N (Yij ; i, 2) 
  yij = i+Eij  (i = mean of treatment  i ) 

Eij = yij-i = Random Error/Sampling Error  N (Eij ; 0, 2) 
  yij = i+Eij 
   = +(i-)+Eij 
  yij = +i+Eij (i = 1,2,.....,k ; j = 1, 2,........,n) ……….(7.6) 

   = Grand Mean  =  ( i=1
k
 i) /k 

  i = i-   =  Effect of Treatment  i 
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 Ho : i  =  0  (i = 1, 2,.............., k) (no treatment effect) 
 H1 : i   0  (i = 1, 2,.............., k) (treatment effect) 

 การทดสอบจะใชว้ิธีการวิเคราะห์ความแปรปรวนของขอ้มูล 2 แหล่ง คือ  
(1) ความแปรปรวนเน่ืองจาก Treatment หรือระหวา่ง Treatment (Between Treatment) เป็น

ความแปรปรวนแบบ Systematic 
(2) ความแปรปรวนภายใน Treatment (Within Treatment) เป็นความแปรปรวน  
      Random 

 
 ความแปรปรวนรวม (Total Sum of Squares, SST) 

   SST = 
i=1
k

   (y ij - y
j=1
n

  .. )2  …..………………………(7.7) 

 ความแปรปรวนเน่ืองจาก  Treatment (Treatment Sum of Squares, SSA) 

   SSA = n   (y i. - y
i=1
k

 .. )2  …..………………………(7.8) 

 ความแปรปรวนภายในกลุ่ม (Within treatment) (Error  Sum of Squares, SSE) 

   SSE = 
i=1
k

   (y ij - y i.j=1
n

  )2  …..………………………(7.9) 

 
SST = SSA + SSE  .………………..…………(7.10) 

 
 7.3.2 พสูิจน์ว่า SST = SSA+SSE  

i=1
k

   (y ij - y
j=1
n

  .. )2  = n   (y i - y
i=1
k

 .. )2 + 
i=1
k

   (y ij - y i.j=1
n

  )2  

 
i=1
k

   (y ij - y
j=1
n

  .. )2  

 = 
i=1
k

  { (y ij - y i. +  (y i. - y
j=1
n

  ) .. )}2  

 = 
i=1
k

   (y ij - y i.j=1
n

  )2 + 2 
i=1
k

   (y ij - y i.j=1
n

  ) (y i - y.. )+ 
i=1
k

  (y i. - y
j=1
n

  .. )2  

 เน่ืองจากท่ี i  ใด ๆ    (y ij - y i.j=1
n

 =     y ij - ny i.j = 1

n
)   = 0 

  
i=1
k

   (y ij - y
j=1
n

  .. )2  
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   = 
i=1
k

   (y ij - y i.j=1
n

  )2 + n   (y i. - y
i=1
k

.. )2  

  SST = SSE + SSA ...............................Q.E.D. 

  SST = 
i=1
k

   (y ij - y..j=1
k

  )2 =
i=1
k

   y ij
2 -

T..
2

nkj=1
n

       …..……(7.11) 

  SSA =  n  (y i. - y
i=1
k

.. )2   =     
Ti.

2

n -
T..

2

nki=1
k
  …..…….…(7.12) 

 
 Treatment Mean Square, MSA 

  MSA = S1
2 = 

SSA
k -1    ……………(7.13) 

 หา  E (S2
1)   =  E (

SSA
k -1 ) 

 yij = +i+Eij 

 y i. =    
( + i + Eij

nj=1
n   )
  = +i+ j=1

n Eij
n  

  = +i+E i. 

 y .. =  
i = 1

k
  

( + i + Eij
nkj=1

n
 

  )
 = +

n
nk  i=1

k
 i + 

i = 1

k
j=1
n Eij

nk   

     0 

  =  + 
1
k i=1

k
  (i-)+E .. 

  = +E .. 

 SSA = n   (y i. - y
i=1
k

.. )2  

  =  
i=1
k
 (+i+E i.- -E ..)2 

  = n   
i=1
k
 {i+E i-E ..}2 

  = n   
i=1
k
 (i

2+E i
2-E2

..+2 i E i.-2i E ..-2E i. E ..)  

E(SSA)=  n   
i=1
k
 [E(i

2) +E (E i.)2+E (E ..)2+2E(i E i.)-2E (i E ..)-2E(E i. E ..)] …(7.14) 

(1) i  = i-   ไม่ใช่  Random Variable เป็นค่าคงท่ี 

(2) E (E i.)2 = E ( )j=1
n Eij

n
2
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  = 
1

n2  E (Ei1+Ei2+.............+ Ein)2 

  = 
1

n2  E [ (E2
i1+E2

i2+..........+E2
in)+2 (Ei1. Ei2+.....+Ei(n-1). Ein)] 

 
       0         0 

  = 
1

n2  [   
j=1
n

E (Eij )2 + 2(E (Ei1.  Ei2 )+.........+E (Ei(n -1) .  Ein
 )] 

 

  Eij  =  Independent Normally Distributed   N (Eij ; 0, 2) 
  E (Ei1. Ei2)  =  E (Ei1) E (Ei2)  =  0 

E (E i.)2 = 
1

n2   
j=1
n

E (Eij - 0)2   =   
1

n2 j = 1

n
  =    

2
n 
2   ………….……(7.15) 

(3)  E (E ..)2 = E ( )i=1
k

j=1
n Eij

nk  2  

  = 
1

(nk)2  E (
i = 1

k

j = 1

n
Eij

  2 )  

         0 

  = 
1

(nk)2  [
i = 1

k

j = 1

n
E (Eij - 0)  2+ E (Cross Product Terms)] 

  = 
 2
nk               ………(7.16) 

(4) E (E i.) = E( ) )
j=1
n Eij

n   =   
1
n j = 1

n
E (Eij    =    0    ………(7.17) 

(5) E (E ..) = E( ) )
i = 1

k
j=1
n Eij

nk   =   
1
nk i = 1

k

j = 1

n
E (Eij    =    0    …(7.18) 

(6) E (E i. E ..) = E( ) )
j = 1

n Eij
n  (

i = 1

k

j = 1

n Eij
nk      

  = 
1

n2k  E (Ei1+Ei2+.............+Ein) (E11+E12+...............+Ekn) 

  = 
1

n2k  E (E2
i1+E2

i2+.............+E2
in+ Cross Product Terms) 
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             0 

  = 
1

n2k  [   j=1
n

E (Eij - 0)2 + E  (Cross Product Terms)] 

  = 
 2
nk      ………….………(7.19) 

E (SSA) = n   
i=1
k
 [i

2+
 2

n +
 2
nk +0-0-2

 2
nk ] 

 E (SSA) = n   
i=1
k
 i

2 + k2-2 

   = (k-1) 2+n   
i=1
k
 i

2 

 E ( )
SSA
k -1  = 2+ 

n i2i=1
k

k -1


   ………….………………(7.20) 

 ถ้า Ho : i  =  0 เป็นจริง 

 E (S2
1)  = E ( )

SSA
k -1   =  2  ………….…………………….…(7.21) 

 แสดงวา่   S2
1 = 

SSA
k -1  เป็น  Unbiased Estimate ของ  2 

 Error Mean Square, MSE 

  MSE = S2 = 
SSE

k(n -1)   …………….……………(7.22) 

  S2  เป็น  Unbiased Estimate ของ  2  ไม่วา่ Ho  จะเป็นจริงหรือไม่ 

  f = 
S1

2

S2     เป็น  Random Variable  

F-distribution with (k-1) และ k(n-1) degree of freedom 
  If f > f,[k-1, k(n-1)]  Reject Ho : i    0  (one tail test) 
 

  SSA =   
i=1
k
  

Ti.
2

n -
T..

2

nk    ………….……………(7.23) 

   =   
i=1
k
 n yi

2 .- 
T..

2

nk  

  SST = 
i=1
k

   y ij
2 -

T..2
nkj=1

n
    ………….……………(7.24) 
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One Way – ANOVA 
 

 k-Treatment Total Mean 
 1 2 3 ......i .....k   

 1 y11 y21 y31 .......yi1 .......yk1 T.1 y .1 

 2 y12 y22 y32 .......yi2 ......yk2 T.2 y .2 

 3 y13 y23 y33 .......yi3 ......yk3 T.3 y .3 

 . . . . . . . . 
 . . . . . . . . 
 . . . . . . . . 
 j y1j y2j y3j .......yij ......ykj T.j y .j 

 . . . . . . . . 
 . . . . . . . . 
 . . . . . . . . 
 n y1n y2n y3n .......yin ......ykn T.n y .n 

Total  T1. T2. T3. .......Ti. ......Tk. T..  
Mean  y 1. y 2. y 3. .......y i. ......y k.  y .. 


Ti.

2

n  
 T1.

2

n  
T2.

2

n  
T3.

2

n  
Ti.

2

n  
Tk.

2

n  
  

 
7.3.3 ANOVA for One Way Classification (CRD) 

 
Source of Variation Sum of Squares D.F Mean Square Computed f 

Treatment 
  
i=1
k
  

Ti.
2

n -
T..

2

nk  
 

k-1 
 

S2
1 =  

SSA
k -1  

S1
2

S2  

Error SST-SSA k(n-1) S2  =  
SSE

k(n -1)   

Total 
i=1
k

   y ij
2 -

T..2
nkj=1

n
   nk-1   

 



บทท่ี 7 การวางแผนการทดลองและการวเิคราะห์ความแปรปรวน 

เอกสารประกอบการสอนวิชา 207251                                                           สถิติทางวศิวกรรม (Engineering Statistics) 

289 

ตัวอย่างที ่7.1  จงทดสอบวา่เสน้ทางจากบา้นไปมหาวิทยาลยั 4 เสน้ทาง ใชเ้วลาเฉล่ียเท่ากนัหรือไม่ โดย
การสุ่มตวัอยา่ง เสน้ทางละ 5 ตวัอยา่ง ดงัตาราง 

 
j 4 Treatments 
 เส้นทางท่ี 1 เส้นทางท่ี 2 เส้นทางท่ี 3 เส้นทางท่ี 4 
1 22 25 26 26 
2 26 27 29 28 
3 25 28 33 27 
4 25 26 30 30 
5 31 29 33 30 

Ti. 129 135 151 141 
T.. 556 

 

  
k

1=i
 2

i.
T    = 77,548 

  2
ij

y 
n

1=i

k

1j

     


 = 15,610 

  SST  = 
nk

2

..
T

 - 2
ij

y  
k

1=i

n

1j

     


 

    = 15,610 - 
4 x 5

2)556(  

    = 153.2 

  SSA  = 
nk

2
..

T
-

n

2
i.

Tk

1i



 

    = 
4 x 5

2(556)
  

5

77,548
  

    = 52.8 
  SSE  = 153.2-52.8 
    = 100.4 

ทดสอบ  Ho  :  1  =  2  =  3  =  4 
  H1  :  ไม่เท่ากนัอยา่งนอ้ย 1 คู่ 
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   = 0.05 
SOURCE SS SF MS. Computed f 

Treatment 52.8 4-1 17.6  
3

8.52
  2.80 

28.6

6.17
  

Error 100.4 4(5-1) 6.28   
16

100.4
   

Total 153.2 5 x 4-1   
 
  f0.05 (3, 16)  = 3.24 
  Computed f < f0.05 (3, 16) 
  Accept      Ho หรือ  1  =  2  =  3  =  4 ท่ี   = 0.05 

(i  ไม่ต่างกนัอยา่งมีนยัส าคญัทางสถิติ) 
 

7.4  ANOVA กรณ ีUnequal Sample Size 
 กรณีท่ีมี k Treatment แต่ละ Treatment มีขนาด n1, n2........, nk และ N = n1+n2+.......+nk 

  (จาก i=1
n

xi - x   =     xi
2 -

xi
n   =    xi

2 -
i = 1

n
x

i = 1

n

i = 1

n

i = 1

n
 ( ) )2 2  

  SST = 
i=1
k

   (y ij - y
j=1
ni

  .. )
2

 

   = 
i=1
k

   (y ij - 2y ij y + y
j=1
ni

  2 2.. .. ) 

   = 
i=1
k

   y ij - 2y
i = 1

k
y ijj = 1

ni
+ Ny

j=1
ni

   2 2.. ..  

   = 
i=1
k

   y ij - Ny
j=1
ni

  2 2..   ………..……………….(7.25) 

  SST = 
i=1
k

   y ij
2 -

T..
2

Nj=1
ni

    ………..………………..(7.26) 

  SSA = 
i=1
k

   (y i. - y
j=1
ni

  .. )
2

 

   =   
i=1
k
 ni (y i.- y ..)2 

   =   n i (y i. - 2y i.  y + y
i=1
k 2 2.. .. )  

   =   n i y i. - 2y.. n ii = 1

k
 y i. + Ny

i=1
k 2 2 ..  
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   =   n i (
Ti.
n i

)
2

- 2y.. n ii = 1

k
 (

Ti.
n i

) + N(
T..
Ni=1

k
 )2   

   =    
Ti.

2

n i
- 2

T..
N  T..  +  

T..
Ni=1

k 2
  

   =    
Ti.

2

n i
-

T..
Ni=1

k 2
    ………..………………..(7.27) 

  SSE = SST – SSA   ………..………….…….(7.28) 
 Degree of Freedom 
  D.F. of SST = N-1 
   SSA = k-1 
   SSE = (N-1)-(k-1)  = N-k              ..……………………...(7.29) 
 
ตัวอย่างที ่ 7.2  ในการทดสอบวา่ค่าเฉล่ียของ % ก ามะถนั ในถ่านหินของแหล่งส ารวจ 5 แหล่งเท่ากนั

หรือไม่ ไดท้  าการสุ่มตวัอยา่งจากถ่านหิน 5 แหล่ง เพื่อวิเคราะห์หา % ของก ามะถนั 
ปรากฏผลดงัน้ี 

 
     i 

      j 
1 2 3 4 5 

1 1.51 1.69 1.56 1.30 0.73 
2 1.92 0.64 1.22 0.75 0.80 
3 1.08 0.90 1.32 1.26 0.90 
4 2.04 1.41 1.39 0.69 1.24 
5 2.14 1.01 1.33 0.62 0.82 
6 1.76 0.84 1.54 0.90 0.72 
7 1.17 1.28 1.04 1.20 0.57 
8  1.59 2.25 0.32 1.18 
9   1.49  0.54 
10     1.30 
Ti. 11.62 9.36 13.14 7.04 8.80 
T.. 49.96 
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  N = 7+8+9+8+10 = 42 
  k = 5 
  Ho = 1  =  2  =  3  =  4  =  5 
  H1 = อยา่งนอ้ยค่าเฉล่ียจาก 2 แหล่งไม่เท่ากนั 
   = 0.01 
  f0.01, (4,37) = 3.83 

  SST = 
N

2
..

T
 - 2

ij
y  

ni

1j

 
k

1i






 

   = 67.861 - 
42

2(49.96)  = 8.432 

  SSA = 
k

1=i

2

N

..
T

-

i
n

2

i.
T

    

   = 
9

2(13.14)
  

8

2(9.36)
  

7

2)62.11(
  

42

2(49.96)
-

10

2)8.8(

8

2(7.04)
  

   = 3.935 
  SSE = SST-SSA 
   = 8.432-3.935  =  4.497 

  MSA = 0.984    
4

3.935
    

1-k

SSA
      2

1
S   

  MSE = 0.122    
37

4.497
    

k-N

SSE
      2S   

  ANOVA 
SOURCE SS. DF. MS. Computed f 

TREATMETN 
ERROR 

3.935 
4.497 

4 
37 

0.984 
0.122 

0.984/0.122 
= 8.066 

TOTAL 8.432 41   
 
  f > f0.01, (4, 37) 
  Reject Ho 
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7.5 การเปรียบเทยีบ  Variances 
 
  ในการทดสอบ Mean ดว้ย  F-TEST ตามท่ีกล่าวมาแลว้ 
   Ho : 1=2=3=.............=k 

   H1 :  อยา่งนอ้ย 1 คู่ไม่เท่ากนั 
  มีสมมติฐานวา่ 
   1 =2=............= k  =    
  ถา้  ni (i = 1,2,.........,k)    เท่ากนั จะเกิด  Error นอ้ยท่ีสุด เพราะถึงแมว้า่ i ไม่เท่ากนั ก็
ต่างกนัไม่มาก 
  ถา้ ni  ไม่เท่ากนั และ i ไม่เท่ากนั  ค่า  i บางค่าอาจท าใหก้ารค านวณ F ผดิพลาด และ
มีผลท าใหก้ารทดสอบผดิพลาดได ้ดงันั้น กรณีท่ี ni ไม่เท่ากนัจึงตอ้งมีการทดสอบวา่ i เท่ากนัหรือไม่ 
   Ho : 1 = 2 =..............= k 
  Test of  Equality of  Several Variance 
   B  2

, k-1 

 
 สามารถทดสอบได้ 2 วธีิ 

 วธีิที่ 1 :  ใช ้ 2-Test 
  1. ค านวณ   S2

1 ,  S2
2, .............., S2

k 

  2. หา   MSE  =  Sp2  =    
i=1
k
  

(ni -1) Si
2

(N - k)  ………………………..……..(7.30) 

  3. b = 2.3026 
Q
h    ……………………..(7.31) 

 เม่ือ Q = (N-k) log Sp2-   
i=1
k
 (ni-1) log S2

I  ………………..……..(7.32) 

  ถา้  S1  S2...............Sk  ;    Q   0 

  h  = 1+
1

3(k -1)
1

(ni -1) N - ki=1
k

{( ) ( )}
1

} ………..…...(7.33) 

  ถา้  Si  ต่างกนัมาก   Q  จะมีค่ามาก  b จะมากตาม 
  b  > 2

, (k-1)   Reject  Ho 
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วธีิที่ 2 :  ใช ้ B-Test 
1. ค านวณ  b 

= 
[(S1

2 n1 S2
2 n2 -1

Sk
2 n k -1 N - k

Sp2
) ( ) ...........( ) ]1

1

   ……………..(7.34) 

  2. ทดสอบ 
   2.1 กรณีที่ 1  :  n1 = n2=...............=nk 
    ถา้  b < bk (;n)  (ตารางท่ี A9 ของภาคผนวก) Reject Ho 
   2.2 กรณีที่ 2  :  ni  ไม่เท่ากนั  

Reject  Ho : ถา้ b< bk (;n1, n2,..........,nk) 
 

bk (;n1, n2,.....,nk)  = 
[n1bk ( ;  n1 + n2bk ( ; n2 +........+nkbk  nk

N
  ) ) ( ; )]

…….(7.35) 
 

 
ตัวอย่างที ่7.3  จากตวัอยา่ง 11.2 กรณี ni ไม่เท่ากนั  จึงตอ้งทดสอบ i ของแหล่งถ่านหินทั้ง 5 ใช ้ = 

0.01 
Ho : 2

2
     2

1
   = …………….. = 2

k
  

  H1 :  2
i

  อยา่งนอ้ย 1 คู่ไม่เท่ากนั 

 2
 4 0.01,

  = 13.3 

 
 
 
 

B-distribution 
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 ทดสอบด้วย  2  Test 

  MSE = 
k-N

2
i

S 1)-ni(k

1i

     2
pS 



  

   = 0.1217        
542

504.4



 

  Q = (N-k) log  2
i

S   log )1
i

n(
k

1i

 - 2
pS 



 

   = (42-7) log (0.1217) - (-34.498) 
   = -33.844 + 34.498   =   0.6538 

  h = 







 





k

1i k-N

1
 - )

1-
i

n

1
 (  

4 x 3

1
1  

   = 









37

1

9

1

7

1

8

1

7

1

6

1
  

4 x 3

1
1  

   = 1.055 

  b = 2.3026 
1.055

0.6538
  x  2.3026    

h

Q
  

   = 1.427 
  b ( = 1.427) < 13.3)  (  2

4 0.01,
  

 Accept Ho : 2
2

     2
1

    =  …………….. = 2
k

  

  ท่ี   = 0.01  (ไม่สามารถสรุปไดว้า่   2
i

 ต่างกนัอยา่งมีนยัส าคญั) 

 
 ทดสอบด้วย  B Test 

  b = 
2
pS

k-N

1

]
1

k
n

)2
k

.......(S 
1

2
n

)2
2

(S 
1

1
n

)2
1

S[(


 

  b = 
0.1217

5-42

1

]9)074.......(0. 7)(0.144 6)0.175[(  

   = 0.9603 
  bk  ( ; n1, n2,………, n5) 

   = 
N

)
k

n  ; ( 
k

b
k

n...)
2

n ; ( 
k

b
2

n)
1

n ; (
k

b
1

n  
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จากตาราง Bartlett's Statistics ( = 0.01) 
  b5 (0.01;7) = 0.6248 
  b5 (0.01;8) = 0.6704 
  b5 (0.01;9) = 0.7062 
  b5 (0.01;10) = 0.7352 
  b5 (0.01 ; 7, 8, 9, 8, 10) 

= 
42

0.7352 x 10  0.6704 x 8  0.7062 x 9  0.6704 x 8  0.6248 x 7   

  = 0.6866 
b(0.9603) > b5(0.01 ; 7, 8, 9, 8, 10) 

Accept Ho 
 
ตัวอย่างที ่7.4  จงทดสอบ 2 ของค่าในตารางดว้ย B Test โดยใชค่้า Bartlett วิกฤต ก าหนดให ้ = 0.01 

Treatments (k=4) 
1 2 3 4 

49.20 
44.54 
45.80 
95.84 
30.10 
36.50 
82.30 
87.85 
105.00 
95.22 

97.50 
105.0 
58.05 
86.60 
58.35 
72.80 
116.70 
45.15 
70.35 
77.40 

97.07 
73.40 
68.50 
91.85 
106.60 
0.57 
0.79 
0.77 
0.81 

- 

62.10 
94.95 
142.50 
53.00 
175.00 
79.50 
29.50 
78.40 
127.50 

- 

110.60 
57.10 
117.60 
77.71 
150.00 
82.90 
111.50 

- 
- 
- 

20 9 9 7 
 

  N = 45 
  Ho : 2

1 = 2
2 = ..................= 2

4 
  H1 : อยา่งนอ้ย  2

1 1 คู่ ไม่เท่ากนั 
หา b วกิฤต : bk ( ; n1, n2, n3, n4 ) 
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  b4 (0.01 ; 20, 9, 9, 7) 

   = 
45

7x0.6042  0.6892 x 9  0.6892 x 9  0.8586 x 20   

  b4 (0.01 ; 20, 9, 9, 7)  =  0.7513 
ค านวณค่า b 

  2
1

S  = 662.862 

  2
2

S  = 2,219.781 

  2
3

S  = 2,168.032 

  2
4

S  = 946.032 

  2
pS  = 

k-N

2
i

S )1
i

n(k

1i





 

 

   = 
4-45

6(946.032)4)8(2,168.43  1)8(2,219.78  (662.862) 19   

   = 1,301.861 

 b =  
861.1301

445/16(946.032)8(2168.434)8(2219.781)19)862.662(  
 



 

  = 0.8557 
 b (~0.8557) > b4(0.01 ; 20, 9, 9, 7) (~ 0.7513) 
 Accept Ho : 2

1 = 2
2 = ..................= 2

4 
 
 Cochran’S Test  (วธีิทดสอบแบบง่าย ๆ ) 
  Ho : 2

1 = 2
2 = ..................= 2

k 
  ถา้ ni เท่ากนั 

  g = 
ค่า Si

2  ท่ีมีค่ามากท่ีสุด

  Si
2

i=1
k


 

  ถา้  g > gk (; n)  Reject Ho  
ค่า gk (; n) ดูไดจ้ากตาราง A10 ของภาคผนวก 



บทท่ี 7 การวางแผนการทดลองและการวเิคราะห์ความแปรปรวน 

เอกสารประกอบการสอนวิชา 207251                                                           สถิติทางวศิวกรรม (Engineering Statistics) 

298 

ตัวอย่างที ่7.5  จากผลการทดสอบ การดูดซึมความช้ืนของคอนกรีต ท่ีมีส่วนผสมต่างกนั 5 สูตร ดงัตาราง 
จงทดสอบวา่ 2

i  เท่ากนัท่ี  = 0.05  
 

% การดูดซึมความช้ืนของคอนกรีต 
(% โดยน ้าหนกั) 

 1 2 3 4 5 
 551 

457 
450 
731 
499 
632 

595 
580 
508 
583 
633 
517 

639 
615 
511 
573 
648 
677 

417 
449 
517 
438 
415 
555 

563 
631 
522 
613 
656 
679 

2
i

S  12,134 2,303 3,594 3,319 3,455 

 

  Ho : 2
1 = 2

2 = ..................= 2
5 

  H1 : 2
i   ไม่เท่ากนัทุกค่า 

  g = 
24,805

12,134
         

k

1i

2
i

S 

)2
i

(S MAX





 = 0.4892 

 g5 (0.05 ; 6) = 0.5065 
 g < g5(0.05;6) 
 Accept Ho 
 

7.6  การออกแบบการทดลองแบบสุ่มอย่างสมบูรณ์ในบล๊อค  
      (Randomized Complete Block Design) 
 ในการวิเคราะห์ ANOVA กรณีออกแบบการทดลองแบบสุ่มอยา่งสมบูรณ์ในแต่ละบลอ๊ค  
(RCB) สาเหตุของความแปรปรวน อาจเกิดจาก 
 (1) วิธีปฏิบติั  (Treatment) 
  ซ่ึงคาดวา่จะมีอิทธิพลต่อขอ้มูลมากท่ีสุด 
 (2) วิธีด าเนินการทดลอง (Block) 
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  เช่น ตอ้งการศึกษาวา่ปริมาณน ้าชลประทานมีผลต่อผลผลิตพืช โดยการทดลองปลูกพืช 
แลว้ใหน้ ้ าดว้ยอตัราต่าง ๆ กนั k ระดบั (k-treatments) ถา้พิจารณาวา่สภาพแวดลอ้มของการทดลองเช่น 
ดิน ไม่ต่างกนั (Homogeneity) จะออกแบบทดลองแบบ CRD โดยท าการทดลอง n ซ ้า (n samples) ในแต่
ละ  treatment แบบสุ่มอยา่งสมบูรณ์ ตามท่ีกล่าวมาแลว้ในขอ้ 7.2 
 
  แต่ถา้พิจารณาวา่ดินในแปลงทดลองมีความแตกต่างกนั  (Heterogeneity) จะแบ่งแปลง
ทดลองตามสภาพดินออกเป็น b กลุ่ม  (Blocks) แต่ละกลุ่มทดลอง  k treatment โดยสุ่มอยา่งสมบูรณ์ใน
แต่ละกลุ่ม ซ่ึงจะมีผลท าให ้ Degree of Freedom ลดลง จาก k(n-1) เป็น (k-1)(n-1) 
  สมมติให ้
   treatment =  k =  4 
   block    =  b =  4   หรือ  sample  =  n =  4 
    แปลงทดลอง  =  4 x 4  =  16   แปลง 
  CRD       RCB 

t4(1) t3(2) t1(1) t4(3) B1 t1 t4 t2 t3 
t1(4) t1(2) t3(3) t3(1) B2 t4 t1 t3 t2 
t2(2) t2(1) t4(2) t1(3) B3 t1 t3 t2 t4 
t4(4) t2(3) t2(4) t3(4) B4 t3 t1 t4 t2 

 DF of  Error   = k(n-1)   DF of  Error = (k-1)(n-1) 
   = 4(4-1) = 12    = (4-1)(4-1) = 9 
 
  หรือ ในการทดลองวา่เวลาเฉล่ียในการผลิตผลิตภณัฑช์นิดหน่ึง จากเคร่ืองจกัร          4 
เคร่ือง เท่ากนัหรือไม่ ปัจจยัท่ีคาดวา่มีอิทธิพลต่อเวลาเฉล่ียมากท่ีสุด คือ ความแตกต่างของเคร่ืองจกัรทั้ง 
4 (4 treatments) แต่ปัจจยัท่ีอาจมีผลต่อเวลาเฉล่ียอาจไดแ้ก่ วิธีด าเนินการ (Block) เช่น พนกังานหรือเวลา 
(กะกลางวนั/กะกลางคืน) ในการผลิต  หรืออ่ืน ๆ ซ่ึงไม่ Homogeneity ดงันั้นจึงตอ้งท าการทดสอบแบบ 
RCB เพื่อขจดัอิทธิพลของวิธีด าเนินการ (Block) 
 
 7.6.1 สมมติฐานในการทดลอง 
 1. Equal Treatment Means 

  Ho : 1. = 2. = ..................= k.  =   (No treatment effect) 
  i. = mean of treatment  i 
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 2. Equal Block Means 

  Ho : .1 = .2 = ..................= .b =   (No block effect) 
  .j = mean of block  j 
  Xij = เวลาเฉล่ียในการผลิตผลิตภณัฑจ์ากเคร่ืองจกัร (Treatment)  i 
    และวิธีด าเนินงาน (Block) j  
    เม่ือ i = 1, 2,................, k 
          j = 1, 2,................, b 
  N = kb 
 
  RCB-Design 
วิธีด าเนินการ วิธีปฏิบติัหรือระบบ  Treatment รวม เฉล่ีย 

(Block) 1 2 3 . i . k   
1 x11 x21 x31 . xi1 . xk1 T.1 x .1 

2 x12 x22 x32 . xi2 . xk2 T.2 x .2 

3 x13 x23 x33 . xi3 . xk3 T.3 x .3 

. . . . . . . . . . 
j x1j x2j x3j . xij . xkj T.j x .j 

. . . . . . . . . . 
b x1b x2b x3b . xib . xkb T.b x .b 

รวม T1. T2. T3. . Ti. . Tk. T..  
เฉล่ีย x 1. x 2. x 3. . x i. . x k.  x .. 

 
  Ti. = Sum of Treatment (i) 

   =  xijj=1
b
      ………………(7.36) 

  x i. = 
Ti.
b      ………………(7.37) 

  T.j = Sum of Block j 

   =  x iji=1
k
  

  x .j = 
T.j
k      ………………(7.38) 
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  T.. =   x ijj = 1

b
i=1
k

  

   =  Ti. =   T. jj = 1

b
i=1
k

    ………………(7.39) 

  x .. = 
T..
N      ………………(7.40) 

  ถา้หากมีความแตกต่างระหวา่งวิธีปฏิบติัหรือระบบ (Treatment) หรือวิธีด าเนินการ 
(Block)  จะตอ้งทดสอบวา่ ความแตกต่างมากพอท่ีจะสรุปวา่มีผลท าใหค่้าเฉล่ียของ  Treatment หรือ 
Blcok แตกต่างจากค่าเฉล่ียรวม  (Grand Mean, )  หรือไม่ โดยท าการทดสอบสมมติฐานดงัน้ี 
 
  Ho = 1. = 2. =......................= k. =  
  Ho = .1 = .2 =......................= .b =  
  ij = ค่าเฉล่ียของ Treatment  i และ Block j 

   i. = ค่าเฉล่ียของวธีิปฏิบติั (treatment) i =   
ij

bj=1
b 
  ………(7.41) 

  .j = ค่าเฉล่ียของวธีิด าเนินการ (block)  j =  
ij

ki=1
k 
 …….…(7.42) 

   = Grand Mean 
  i = i.-  =   Effect of Treatment i ………………..………(7.43) 
  j = .j-  =   Effect of Block j  ………………(7.44) 
  Eij = xij-ij =  Unexplained Source of Effect (Random/Sampling Error) 
  xij = ij+Eij     ………………(7.45) 
  ij = +i+i    ………………(7.46) 
 

7.6.2 สมมติฐานในการทดสอบ 
1. xij  เป็น observation จ านวน kb  ค่า ซ่ึงเป็น  Independent และ Randomly Sampling จาก kb 

populations ซ่ึงไม่ทราบค่าเฉล่ีย 
2. ทั้ง kb populations  มีการแจกแจงแบบ Normal ; N(xij ; ij, 2) 
3. ทั้ง kb population มี Variance = 2 
4. ผลกระทบของ  Treatment และ Block เป็น Additive  แต่ไม่มีผลร่วม (Interaction) ดูรูปท่ี 

7.4 
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รูปที ่7.4  อิทธิพลของ Treatment และ Block แบบ (a) additive (b) interaction 
 

xij  = +i+j+Eij     …….……(7.47) 
xij -   = i+i+Eij 

 = (i.- )+(.j-)+Eij   
xij- = (i.- )+(.j-)+{xij-[(+(i.- )+(.j-)]}   ……………………(7.48) 
xij-x .. = (x i.- x ..)+(x .j-x ..)+{xij-[x ..+(x i.- x ..)+(x .j-x ..)]} ……………………(7.49) 

  (x ijj = 1

b
- x

i=1
k

 ..)2  

=   {(x i. - x x j - x x ij - [x x i. - x x. j - x
j = 1

b
i=1
k

..) ( . ..) { .. ( ..) ( ..)]}}     2  

=  b
i=1
k

 (x i. - x   k (x. j - x
i = 1

k

j = 1

b
 (x ij - x i. - x. j + x

j = 1

b
    .. ) .. ) .. )2 2 2 ..(Additive) 

         ……………(7.50) 

SST =   (x ij - x
j = 1

b
i=1
k

..)2      ………………(7.51) 
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Treatment Sum of Square [SSA] 

SSA =  b
i=1
k

 (x i. - x .. )2     ………………(7.52) 

Block Sum of Square [SSB] 

SSB =  kj=1
b

 (x. j - x .. )2      ………………(7.53) 

Error Sum of Square/Residual [SSE] 
SSE = SST-SSA-SSB      ………………(7.54) 
   
 การทดสอบว่าไม่มีความแปรปรวน หรือความแตกต่างเน่ืองจาก  Treatment 

  Ho : 1. = 2. =......................= k.  =   

   = 
i=1
k

 ijj
b

kb



 1

 

   = i=1
k
 i. / k    ………………(7.55) 

  i = i.-  
  Ho = 1 = 2 =........................= k = 0 
 
 การทดสอบว่าไม่มีความแปรปรวน หรือความแตกต่างเน่ืองจาก  Block 

  Ho = .1 = .2 =......................= .b  =   
 หรือ Ho = 1 =  2 =......................= b = 0 
 Take Expected Value 
  DF ของ SSA = k-1 

    MSA = 
SSA
k -1  

         E(MSA) = E (
SSA
k -1 ) 

    = 2+ 
b  i

2
i=1
k

k -1


  ……………………(7.56) 
  DF ของ  SSB = b-1 

    MSB = 
SSB
b -1  

         E (MSB) = E (
SSB
b -1 ) 
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    = 2+ 
k   j

2
j=1
b

b -1



  ………………(7.57) 
  DF ของ Total = kb-1 
  DF ของ  SSE = (kb-1)-(k-1)-(b-1) 
    = (k-1)(b-1)    ………………(7.58) 

(เหมือน DF ของ 2 ในการทดสอบ Independence) 

    MSE = 
SSE

(k -1)(b -1)  

         E (MSE) = E (
SSE

(k -1)(b -1) )  =  2  ………………(7.59) 

 ทดสอบ Treatment Effect 

   f1 = 
MSA
MSE     ………………(7.60) 

  ถา้  Ho :  i = 0  เป็นจริง 
  E (MSA)  =  E (SSE) =  2 
   f1 = 1 (Accept Ho) 
  ถา้   i  0 : 1 > 1 
  ถา้   f1 >  f, [(k-1), (k-1) (b-1)]  (Reject  Ho) 
  

ทดสอบ Block Effect 

   f2 = 
MSB
MSE     ………………(7.61) 

  ถา้   Ho  : j  =  0  เป็นจริง 
  E (MSB) = E (SSE)  =  2  …………………….…(7.62) 
   f2 = 1 (Accept Ho) 
  ถา้   f2 >  f, [(b-1), (k-1) (b-1)]  (Reject  Ho) 
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ANOVA  กรณีสุ่มอยา่งสมบูรณ์ในแต่ละบลอ๊ค  (Randomized Complete Block) 
 

SOURCES 
OF VARIATION 

DF SS MS F 

(A) Treatment k-1 
i=1
k Ti.

2

b -
T..2
N  

SSA
k -1  f1   =  

MSA
MSE  

(B) Block b-1 

j=1
b T. j

2

k -
T..2
N  

SSB
b-1  f2   =  

MSB
MSE  

(E) Error (k-1)(b-1) SST-SSA-SSB SSE
(k -1)(b-1)   

(T) Total kb-1 
i=1
k

   xij
2  -  

j = 1

b T..2
N    

 
ตัวอย่างที ่7.6  จงทดสอบการสึกหรอของยางรถยนตโ์ดยเฉล่ีย หลงัจากใชง้านแลว้ 20,000 กม.  จากผล

การสุ่มตวัอยา่งยางรถยนต ์ 4 ชนิด ซ่ึงทดสอบการใชง้านในเสน้ทางแตกต่างกนั 5 
เส้นทาง ไดผ้ลดงัตารางทดสอบโดยใช ้  =  0.01 

 
เส้นทาง การสึกหรอของยางรถ รวม ค่าเฉล่ีย 

 1 2 3 4 T.j  
1 
2 
3 
4 
5 

9.1 
13.4 
15.6 
11.0 
12.7 

17.1 
20.3 
24.6 
18.2 
19.8 

20.8 
28.3 
23.7 
21.4 
25.1 

11.4 
16.0 
16.2 
14.1 
15.8 

58.8 
78.0 
80.1 
64.7 
73.4 

14.7 
19.5 
20.03 
16.76 
18.35 

รวม (Ti.) 61.8 100.0 119.3 73.9 355.0  
ค่าเฉล่ีย 12.36 20.0 23.86 14.78  17.75 

 
  สมมติฐาน 
  Ho : ไม่มีความแตกต่างระหวา่งยางทั้ง 4 
  Ho :      

4.
    

3.
    

2.
    

1.
  

  Ho : 0    
4

    
3

    
2

    
1

   



บทท่ี 7 การวางแผนการทดลองและการวเิคราะห์ความแปรปรวน 

เอกสารประกอบการสอนวิชา 207251                                                           สถิติทางวศิวกรรม (Engineering Statistics) 

306 

  Ho' : ไม่มีความแตกต่างระหวา่งเสน้ทางทั้ง 5 
  Ho' :      

5.
    

.4
    

.3
    

.2
    

.1
  

  Ho' : 0    
5

    
4

    
3

    
2

    
1

   

  H1 : มีความแตกต่างระหวา่งยางทั้ง 4 
  H1' : มีความแตกต่างระหวา่งเสน้ทางทั้ง 5 
  f1 : 

12) (3, 0.01,
f     1)]-(b 1)-(k 1),-[(k ,f   

            =   5.95 
f2 : 

12) (4,0.01,
f     1)]-(b 1)-(k 1),-[(b ,f   

             =   5.41 

SSA = 
N

2
..T

  - 
k

1i b

2
i.

T
  


 

 = 
20

2355
  - 

5

29.7323.119210028.61   

 = 401.338 

SSB = 
N

2
..T

  - 
b

1j k

2
.j

T

  


 

 = 
20

2355
  - 

4

24.7327.6421.8027828.58   

 = 81.525 

SST = 
N

2
..T

  -
k

1i

2
ij

X 
b

1j

  





 

 = 
20

2355278.1421.25........21.1721.9   

 = 509.03    
25

2355
 28.810,6   

SSE = SST - SSA - SSB 
 = 6,810.28 - 401.338 - 81.525 
 = 26.167 
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SOURCE DF SS MS f f 
(A) Treatment 
(B) Block 
(E) Error 

3 
4 
12 

401.338 
81.525 
26.167 

133.779 
20.381 
2.181 

61.340 
9.345 

 

5.95 
5.41 

(T) Total 19 509.03    
 
Reject Ho และ Ho' ท่ี    =  0.01 
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7.7  แบบฝึกหัด 
 

1. ในการศึกษาก าลงัรับแรงอดัของคอนกรีต บริษทัไดเ้ปรียบเทียบกระบวนการผลิตท่ีแตกต่างกนั 4 วิธี 
โดยท าการเกบ็รวบรวมขอ้มูลไวด้งัต่อไปน้ี 

 
กระบวนการผลิต ก าลงัรับแรงอดัของคอนกรีต (ksc) 

1 220 211 201 204 
2 225 233 210 222 
3 197 204 210 215 
4 183 190 183 195 

 
ท่ีระดบันยัส าคญั 0.05 จงทดสอบวา่กระบวนการผลิตท่ีแตกต่างกนัมีผลกระทบต่อก าลงัรับแรงอดัของ
คอนกรีตหรือไม่ 
 
2. ในการศึกษาวา่อุณหภูมิความร้อนท่ีใชใ้นการเผาอิฐมีผลต่อความหนาแน่นของอิฐชนิดหน่ึงหรือไม่ 

ไดท้  าการทดลองโดยใชอุ้ณหภูมิในการเผาท่ีแตกต่างกนั 4 ระดบั เกบ็ขอ้มูลไดด้งัต่อไปน้ี 
 

อุณหภูมิ (C) ความหนาแน่น 
100 
125 
150 
175 

21.8 
21.7 
21.9 
21.9 

21.9 
21.4 
21.8 
21.7 

21.7 
21.5 
21.6 
21.8 

21.6 
21.4 
21.5 
21.4 

21.7 
 

21.8 

 
จงทดสอบวา่อุณหภูมิท่ีใชใ้นการเผามีผลต่อความหนาแน่นของอิฐชนิดน้ีหรือไม่ ระดบันยัส าคญั 0.05 
 
3. ในการเปรียบเทียบการออกแบบผงัวงจรคอมพิวเตอร์ท่ีแตกต่างกนั 4 แบบ วา่มีความแตกต่างกนั

หรือไม่ บริษทัไดท้  าการทดลองเกบ็รวบรวมขอ้มูลปริมาณส่ิงรบกวน (noise) ดงัตาราง 
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แบบวงจร ปริมาณส่ิงรบกวน 
1 
2 
3 
4 

19 
80 
47 
95 

20 
61 
26 
46 

19 
73 
25 
83 

30 
56 
35 
78 

8 
80 
50 
97 

 
จากขอ้มูลท่ีไดน้ี้ จะสรุปไดห้รือไม่วา่ค่าเฉล่ียปริมาณส่ิงรบกวนของแบบผงัวงจรทั้ง 4  มีความแตกต่างท่ี
ระดบันยัส าคญั 0.01 
4. ในการทดลองเพื่อเปรียบเทียบวงจรไฟฟ้า 3 แบบ ท่ีจะน ามาใชใ้นระบบเปิดปิดวาลว์อตัโนมติัไดท้ า

การวดัเวลาตอบสนอง (response time, milliseconds) ผลการทดลองเป็นดงัน้ี 
 

ชนิดของวงจร เวลาตอบสนอง 
A 
B 
C 

9 
20 
6 

12 
21 
5 

10 
23 
8 

8 
17 
16 

15 
30 
7 

 
ท่ีระดบันยัส าคญั 0.01 จงทดสอบสมมติฐานท่ีวา่ วงจรไฟฟ้าทั้ง 3 แบบมีเวลาตอบสนองเท่ากนั 
 
5. ในการเปรียบเทียบอายกุารใชง้าน (สัปดาห์) ของแบตเตอร่ี 3 ยีห่อ้ ไดท้  าการเกบ็รวบรวมขอ้มูลอายุ

การใชง้านของแบตเตอร่ีทั้งสามยีห่อ้นั้น โดยท าการสุ่มตวัอยา่งแบตเตอร่ียีห่อ้ละ 5 ตวัอยา่ง บนัทึก
ผลดงัตาราง 

 
 

อายุการใช้งานของแบตเตอร่ี (สัปดาห์) 
ยีห่อ้ท่ี 1 ยีห่อ้ท่ี 2 ยีห่อ้ท่ี 3 

100 
96 
92 
96 
92 

76 
80 
75 
84 
82 

108 
100 
96 
98 
100 
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จงวิเคราะห์ความแปรปรวนท่ีระดบันยัส าคญั 0.01 เพื่อทดสอบสมมติฐานวา่ อายกุารใชง้านเฉล่ียของ
แบตเตอร่ีทั้งสามยีห่อ้ไม่มีความแตกต่าง 
 
6. ในการทดลองเพื่อศึกษาดูผลกระทบของอตัราการป้อนช้ินงานในการใชเ้คร่ือง CNC เพื่อผลิต

ช้ินส่วนซ่ึงใชใ้นเคร่ืองบินชนิดหน่ึง วิศวกรผูผ้ลิตซ่ึงรับผดิชอบในการทดสอบ ตอ้งการทราบวา่ 
ขนาดของช้ินส่วนท่ีผลิตซ่ึงเป็นช้ินส่วนท่ีส าคญัยิง่ในเคร่ืองบินชนิดน้ีนั้นข้ึนอยูก่บัอตัราการป้อน
ช้ินงานใหแ้ก่เคร่ือง CNC หรือไม่ ซ่ึงจากขอ้มูลในอดีตพบวา่การเปล่ียนอตัราการป้อนช้ินงานไม่มี
ผลกระทบต่อขนาดเฉล่ียของช้ินงานแต่อยา่งใด หากแต่อาจมีผลกระทบต่อการเปล่ียนแปลง 
(Variability) ของรูปแบบ วศิวกรจึงท าการทดลองใหม่โดยใชอ้ตัราการป้อนช้ินงานท่ีแตกต่างกนั 4 
ระดบั แต่ละระดบัท าการผลิต 5 คร้ัง วดัส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของขนาดช้ินส่วน (10-3 มม.) ได้
ขอ้มูลดงัตาราง 

 
อตัราการป้อนช้ินงาน 

(น้ิว/นาที) 
ส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของขนาดช้ินส่วน 

(x 10-3 มม.) 
10 
12 
14 
15 

0.09 
0.06 
0.11 
0.19 

0.10 
0.09 
0.08 
0.13 

0.13 
0.12 
0.08 
0.15 

0.08 
0.07 
0.05 
0.25 

0.07 
0.12 
0.06 
0.11 

 
จงทดสอบวา่อตัราการป้อนช้ินงานมีผลกระทบต่อส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของขนาดช้ินส่วนท่ีส าคญัน้ี
หรือไม่ท่ีระดบันยัส าคญั 0.05 
 
7. ครูสามคนไดท้ าการสอนคณิตศาสตร์เบ้ืองตน้แก่นกัเรียน 3 กลุ่ม ผลการสอบปลายภาคการศึกษา

บนัทึกไวด้งัต่อไปน้ี 
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(หน่วย : คะแนน) 
ครู 

ก ข ค 
73 
89 
82 
43 
80 
73 
66 

88 
78 
51 
91 
85 
77 
62 
76 
96 
80 

79 
86 
71 
71 
41 
87 
68 
59 

 
จงทดสอบวา่คะแนนเฉล่ียโดยครูทั้งสามคนมีความแตกต่างอยา่งมีนยัส าคญัหรือไม่ท่ีระดบั
นยัส าคญั 0.05 

 
8. ในการทดสอบคุณภาพของยางรถยนต ์4 ชนิด ผูท้ดสอบไดน้ ายางรถทั้ง 4 ชนิดมาทดสอบกบัรถ 3 

คนั แลว้บนัทึกระยะการใชง้านของยางรถยนต ์(x 10,000 กม.) ปรากฏผลดงัน้ี 
 
 
     รถคนัท่ี 1    รถคนัท่ี 2   รถคนัท่ี 3 
 
 
 
 
 
 

จงทดสอบท่ีระดบันยัส าคญั 0.05 วา่คุณภาพของยางแต่ละชนิดต่างกนัหรือไม่ และรถทั้งสามคนัน้ี
ใชย้างเปลืองกวา่กนัหรือไม่ 

ยางชนิดท่ี 1 = 10.3 
ยางชนิดท่ี 2 = 10.5 
ยางชนิดท่ี 3 = 11.4 
ยางชนิดท่ี 4 = 11.2 

ยางชนิดท่ี 2 = 7.5 
ยางชนิดท่ี 3 = 5.1 
ยางชนิดท่ี 1 = 7.7 
ยางชนิดท่ี 4 = 6.5 

ยางชนิดท่ี 4 = 10.7 
ยางชนิดท่ี 1 = 9.6 
ยางชนิดท่ี 2 = 11.0 
ยางชนิดท่ี 3 = 11.5 
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9. ในการผลิตกระดาษของโรงงานแห่งหน่ึงไดท้  าการทดสอบวา่สูตรผสมเยือ่กระดาษท่ีแตกต่างกนั 4 
สูตร นั้น มีผลต่อคุณภาพของกระดาษหรือไม่ โดยท่ีโรงงานน้ีเช่ือวา่นอกจากสูตรผสมท่ีต่างกนัแลว้ 
พนกังานผูค้วบคุมการผลิตอาจมีผลกระทบต่อคุณภาพของกระดาษดว้ย ขอ้มูลในตารางคือ 
ความสามารถรับแรงดึงของกระดาษท่ีผลิต 

 
พนกังาน 

สูตรผสม 
ก ข ค 

A 
B 
C 
D 

114 
126 
137 
141 

120 
119 
127 
129 

117 
123 
134 
127 

 
จะสรุปไดห้รือไม่วา่ สูตรผสมท่ีแตกต่างกนันั้นไม่มีผลต่อคุณภาพของกระดาษ และพนกังานผู ้
ควบคุมการผลิตมีประสิทธิภาพในการท างานไม่แตกต่างกนัท่ีระดบันยัส าคญั 0.01 

 
10. ในการศึกษาเพื่อเปรียบเทียบวิตามิน 3 ชนิด ไดน้ าแฝดสามคนจาก 6 ครอบครัวมาเร่ิมใหว้ิตามิน

ตั้งแต่อาย ุ1 ขวบ เดก็แต่ละคนถูกใหว้ิตามินชนิดหน่ึงอยา่งสุ่มเป็นเวลา 2 ปี สมมติวา่ขอ้มูลขา้งล่างน้ี
เป็นน ้าหนกัท่ีเพิ่มข้ึน มีหน่วยเป็นปอนด ์
ครอบครัว วิตามิน Tj Tj

2 

 A B C   
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

11.2 
9.7 
8.2 
9.1 
11.0 
8.2 
7.3 

9.3 
12.0 
9.4 
10.1 
10.3 
8.3 
9.1 

10.4 
11.5 
8.9 
7.9 
10.8 
10.1 
8.4 

30.9 
33.2 
26.5 
27.1 
32.1 
26.6 
24.8 

954.81 
1,104.24 
702.25 
734.41 

1,030.41 
707.56 
615.04 

Ti 64.7 68.5 68.0   
Ti

2 4,186.9 4,692.25 4,624.00   


i

2
ij

y  611.11 678.65 671.20   
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  T.. = 201.2 ,   
i

2
ij

y

j

 = 1,960.96 

  ท่ีระดบันยัส าคญั 0.05 จงทดสอบวา่วติามินทั้งสามชนิดท าใหน้ ้ าหนกัท่ีเพิ่มข้ึนโดย
เฉล่ียมีความแตกต่างอยา่งมีนยัส าคญัหรือไม่ 
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บทที ่8 
การใช้คอมพวิเตอร์ช่วยในการวเิคราะห์ทางสถติิ  

  (Computer Aided Statistical Analysis)  
 
8.1  ค าน า 
 
 Spreadsheet เช่น Excel ช่วยใหก้ารวิเคราะห์ทางสถิติท าไดง่้ายข้ึน ในบทน้ีจะไดก้ล่าวถึงแนว
ทางการใช ้Excel ช่วยในการวิเคราะห์ทางสถิติในเบ้ืองตน้ อาทิเช่น  Regression Analysis และ Analysis 
of  Variances เพื่อใหผู้อ่้านเกิดความเขา้ใจ และสามารถน าไปประยกุตใ์ชต่้อไป 
 

8.2 ฟังก์ชันทางสถติิใน  Excel 
 

Excel มีฟังคช์ัน่ส าหรับการวเิคราะห์หาค่าสถิติและวิเคราะห์ความน่าจะเป็นมากมาย  อาทิเช่น 
 

AVEDEV ค่าเฉล่ียของส่วนเบ่ียงเบนสมับูรณ์ของชุดขอ้มูลจากค่าเฉล่ียขอ้มูล 
AVERAGE ค่าเฉล่ียของอาร์กิวเมนตท์ั้งหมด 

AVERAGEA ค่าเฉล่ียของอาร์กิวเมนตร์วมทั้งตวัเลข ขอ้ความและค่าตรรกะ 
BETADIST ค่าการแจกแจงความน่าจะเป็นแบบเบตา้สะสม 

(cumulative beta probability density function)  

BETAINV ค่าผกผนัของการแจกแจงความน่าจะเป็นแบบเบตา้สะสม  
(cumulative beta probability density function)  

BINOMDIST ค่าความน่าจะเป็นของการแจกแจงแบบทวนิามส าหรับแต่ละชุดของผลการทดลอง 
CHIDIST ค่าความน่าจะเป็นดา้นเดียวของการแจกแจงแบบไคสแควร์ 

CHIINV ค่าผกผนัของความน่าจะเป็นดา้นเดียวของการแจกแจงแบบไคสแควร์ 
CHITEST ค่าการทดสอบความเป็นอิสระ 

CONFIDENCE ค่าช่วงความเช่ือมัน่ (confident interval) ของค่าเฉล่ียประชากร 
CORREL ค่าสมัประสิทธ์ิสหสมัพนัธ์ระหวา่งชุดขอ้มูล 2 ชุดขอ้มูล 

COUNT นบัจ านวนท่ีอยูใ่นรายการของอาร์กิวเมนตว์า่มีเท่าไร 
COUNTA นบัค่าท่ีอยูใ่นรายการของอาร์กิวเมนตว์า่มีเท่าไร 
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COVAR ค่าความแปรปรวนร่วมซ่ึงเป็นค่าเฉล่ียของผลคูณของส่วนเบ่ียงเบนชนิดคู่ 
CRITBINOM ค่าท่ีนอ้ยท่ีสุดท่ีท าใหก้ารแจกแจงแบบทวนิามสะสมมีค่านอ้ยกวา่หรือเท่ากบัค่า

เกณฑ ์ 
DEVSQ ค่าผลรวมยกก าลงัสองของส่วนเบ่ียงเบน 

EXPONDIST ค่าการแจกแจงแบบเอก็ซ์โพเนนเชียล 
FDIST ค่า F ของการแจกแจงความน่าจะเป็น 

FINV ค่าผกผนัของค่า F ของการแจกแจงความน่าจะเป็น 
FISHER ค่าการแปลง Fisher 

FISHERINV ค่าผกผนัของการแปลง Fisher 
FORECAST ค่าตามแนวโนม้เชิงเสน้ 

FREQUENCY การแจกแจงความถ่ีเป็นอาร์เรยแ์นวตั้ง 
FTEST ค่าผลลพัธ์ของการทดสอบ F ( F-test) 

GAMMADIST ค่าการแจกแจงแบบแกมมา 
GAMMAINV ค่าผกผนัของการแจกแจงแบบแกมมาสะสม (gamma cumulative distribution) 

GAMMALN ค่าลอการิทึมธรรมชาติของฟังกช์นัแกมมา ?(x) 
GEOMEAN ค่าเฉล่ียเรขาคณิต 

GROWTH ค่าตามเสน้แนวโนม้เอก็ซ์โพเนนเชียล 
HARMEAN ค่าเฉล่ียฮาร์มอนิก 

HYPGEOMDIST ค่าการแจกแจงแบบไฮเพอร์ยอีอเมตริก 
INTERCEPT ส่วนตดัของเสน้ถดถอยเชิงเสน้ 

KURT ค่าเคอร์โทซิส (kurtosis) ของชุดขอ้มูล 
LARGE ค่าท่ีมากท่ีสุดล าดบัท่ี k-th ในชุดขอ้มูล 

LINEST พารามิเตอร์ของแนวโนม้เชิงเส้น 
LOGEST พารามิเตอร์ของเสน้แนวโนม้เอก็ซ์โพเนนเชียล 

LOGINV ค่าผกผนัของการแจกแจงแบบ lognormal 
LOGNORMDIST ค่าการแจกแจงแบบ lognormal สะสม (cumulative lognormal distribution) 

MAX ค่าท่ีมากท่ีสุดในรายการของอาร์กิวเมนต ์
MAXA ค่าท่ีมากท่ีสุดในรายการของอาร์กิวเมนตร์วมทั้งตวัเลข ขอ้ความและค่าตรรกะ 

MEDIAN ค่ามธัยฐานของตวัเลขท่ีระบุ 
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MIN ค่าท่ีนอ้ยท่ีสุดในรายการของอาร์กิวเมนต ์
MINA ค่าท่ีนอ้ยท่ีสุดในรายการของอาร์กิวเมนต ์รวมทั้งตวัเลข ขอ้ความและค่าตรรกะ 

MODE ค่าฐานนิยมในชุดขอ้มูล 
NEGBINOMDIST ค่าการแจกแจงแบบทวนิามลบ (negative binomial distribution) 

NORMDIST ค่าการแจกแจงแบบปกติสะสม 
NORMINV ค่าผกผนัของการแจกแจงแบบปกติสะสม 

NORMSDIST ค่าการแจกแจงแบบปกติมาตรฐานสะสม 
NORMSINV ค่าผกผนัของการแจกแจงแบบปกติมาตรฐานสะสม 
PEARSON ค่าสมัประสิทธ์ิสหสมัพนัธ์ของผลิตภณัฑเ์พียร์สนั  

( Pearson product moment correlation)  

PERCENTILE ส่งกลบัค่าเปอร์เซ็นตไ์ทลท่ี์ k ของค่าในช่วงท่ีระบุ 
PERCENTRANK ส่งกลบัค่าล าดบัในรูปเปอร์เซ็นตข์องค่าในชุดขอ้มูลท่ีระบุ 

PERMUT จ านวนวิธีเรียงสบัเปล่ียนส าหรับจ านวนวตัถุท่ีก าหนด 
POISSON ค่าการแจกแจงแบบปัวซอง 

PROB ค่าความน่าจะเป็นท่ีค่าในช่วงจะอยูร่ะหวา่งสองขีดจ ากดั (limit) 
QUARTILE ค่าควอร์ไทล ์(quartile) ของชุดขอ้มูล 

RANK ล าดบัท่ีของตวัเลขในรายการของตวัเลข 

RSQ ค่าก าลงัสองของสมัประสิทธ์ิสหสมัพนัธ์ชัว่ขณะของผลิตภณัฑเ์พียร์สัน 
(Pearson product moment correlation coefficient)  

SKEW ค่าความเบข้องการแจกแจง 
SLOPE ค่าความชนัของการถดถอยเชิงเสน้ 

SMALL ค่าท่ีนอ้ยท่ีสุดของล าดบัท่ี k ในชุดขอ้มูล 
STANDARDIZE ค่ามาตรฐาน (normalized value) 

STDEV วิเคราะห์หาส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานท่ีมีพื้นฐานอยูบ่นค่าตวัอยา่ง 
STDEVA ประมาณค่าส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานท่ีมีพื้นฐานอยูบ่นค่าตวัอยา่งโดยใหร้วมตวัเลข 

ขอ้ความและค่าตรรกะ  
STDEVP ค านวณหาส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานโดยข้ึนอยูก่บัประชากรทั้งหมด 

STDEVPA ค านวณหาส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานจากโดยข้ึนอยูก่บัประชากรทั้งหมด โดยใหร้วม
ตวัเลข ขอ้ความและค่าตรรกะ  
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STEYX ค่าความคลาดเคล่ือนมาตรฐานของค่า y ท่ีถูกท านายส าหรับค่า x แต่ละค่าบนเสน้
ถดถอย  

TDIST ค่า t ในรูปเปอร์เซ็นตข์องการแจกแจงค่า t (student) 
TINV ค่าผกผนัของการแจกแจงที (student) 

TREND ค่าตามเสน้แนวโนม้เชิงเส้น 
TRIMMEAN ค่ามชัฌิม(ค่าเฉล่ีย) ของชุดขอ้มูลท่ีเหลือ 

TTEST ค่าความน่าจะเป็นท่ีไดจ้ากการท าการทดสอบ t ( students' t-test) 
VAR ประมาณค่าความแปรปรวนโดยใชค่้าตวัอยา่งเป็นพื้นฐาน 
VARA ประมาณหาค่าความแปรปรวนโดยใชค่้าตวัอยา่งเป็นพื้นฐานโดยใหร้วมตวัเลข

ขอ้ความและค่าตรรกะ  
VARP ค านวณหาค่าความแปรปรวนโดยใชป้ระชากรทั้งหมดในการค านวณ 
VARPA ค านวณหาค่าความแปรปรวนโดยใชป้ระชากรทั้งหมดในการค านวณโดยใหร้วม

ตวัเลขขอ้ความและค่าตรรกะ  

WEIBULL ค่าการแจกแจงแบบ Weibull 
ZTEST ค่า P สองดา้นของการทดสอบ z 

 

8.3 การใช้ Spreadsheet ในการวเิคราะห์การถดถอยและความแปรปรวน 
 

Spreadsheet เช่น Excel  มีเคร่ืองมือช่วยในการวิเคราะห์ทางสถิติท่ีมีความซบัซอ้น เช่น การ
วิเคราะห์การถดถอย (Regression Analysis) และการวิเคราะห์ความแปรปรวน (Analysis of Variance) 
หรือ ANOVA  โดยการเรียก Data Analysis จากเมนูเคร่ืองมือ(Tool)  ถา้ไม่พบ Data Analysis ใหเ้ขา้
เมนูเครืองมือ แลว้ Add-Ins  Analysis ToolPak หรือ Analysis ToolPak - VBA กไ็ด ้

 
ใน Data Analysis มีเคร่ืองมือส าหรับการวเิคราะห์ทางสถิติ ไดแ้ก่ 
1. Anova: Single Factor   
2. Anova: Two-Factor With Replication  
3. Anova: Two-Factor Without Replication 
4. Correlation 
5. Covariance 
6.    Descriptive Statistics 
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7.  Exponential  Smoothing 
8.  F-Test Two-Sample for Variances 
9.  Fourier Analysis 
10. Histogram 
11. Moving Average 
12. Random Number Generation 
13. Rank and Percentile 
14. Regression 
15. Sampling 
16. t-Test: Paired Two Sample For Means  
17. t-Test: Two-Sample Assuming Equal Variances 
18. t-Test: Two-Sample Assuming Unequal Variances   
19. z-Test 
 
ในหวัขอัน้ี จะยกตวัอยา่งเฉพาะการใชเ้คร่ืองมือช่วยในการวิเคราะห์สหสมัพนัธ์ การวิเคราะห์

การถดถอย และการวิเคราะห์ความแปรปรวน 
 
ตัวอย่างที ่8.1  จงวิเคราะห์สหสมัพนัธ์ของตวัแปรและวเิคราะห์การถดถอย จากขอ้มลูในตาราง

ท่ีก าหนดให ้ 

      

Y X1 X2 X3 X4  

10 6 1 3 4  

18 10 5 6 7  

29 15 4 8 10  

37 20 7 10 11  

45 25 9 12 15  

51 30 12 15 20  

60 35 14 18 23  

80 40 15 21 30  

 



บทท่ี 8 การใชค้อมพิวเตอร์ช่วยในการวเิคราะห์ทางสถิติ  

เอกสารประกอบการสอนวิชา 207251                                                           สถิติทางวศิวกรรม (Engineering Statistics) 

319 

ผลการวิเคราะห์สหสัมพนัธ์ โดยใช ้Correlationได ้Correlation Matrix ดงัตาราง 
 

 Y X1 X2 X3 X4 
Y 1.0000     
X1 0.9890 1.0000    
X2 0.9592 0.9821 1.0000   
X3 0.9912 0.9963 0.9838 1.0000  
X4 0.9890 0.9843 0.9670 0.9919 1.0000 

 
ผลการวิเคราะห์การถดถอยโดยใช ้Regressionไดผ้ลดงัตาราง 
 

Regression Statistics 
Multiple R 0.9959 
R Square 0.9918 
Adjusted R Square 0.9808 
Standard Error 3.1667 
Observations 8 

 
ANOVA      

  df SS MS F Significance F 
Regression 4 3617.42 904.35 90.18 0.0019 
Residual 3 30.08 10.03   
Total 7 3647.50       
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  Coefficients 
Standard 

Error t Stat P-value Lower 95% Upper 95% 
Intercept -2.832 3.824 -0.741 0.513 -15.001 9.337 
X1 0.824 1.241 0.664 0.554 -3.125 4.772 
X2 -2.107 1.443 -1.461 0.240 -6.698 2.484 
X3 2.987 3.867 0.773 0.496 -9.318 15.292 
X4 0.558 1.237 0.451 0.683 -3.380 4.496 

 

Regression Model :     

Y = -2.832 + 0.824X1 - 2.107X2 + 2.987X3 + 0.558X4 
       

ตัวอย่างที ่8.2 จงวิเคราะห์ความแปรปรวนเพื่อทดสอบวา่คะแนสอบของนิสิตชายและนิสิต
หญิงมีความแตกต่างกนัทางสถิติท่ีระดบันยั 0.05   จากขอ้มูลในตารางท่ีก าหนดให ้ 

 
 คะแนนสอบ (%) 

 นิสิตชาย นิสิตหญิง 

1 60 65 
2 64 55 
3 70 77 
4 90 85 

 
 
 
 
 
 
 

ใช้ Anova: Single Factor   
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SUMMARY     
Groups Count Sum Average Variance 
Male 4 284 71 177.3333 

Female 4 282 70.5 174.3333 
ANOVA     

Source of Variation SS Df MS F P-value F crit 
Between Groups 0.5 1 0.5 0.002844 0.959204 5.987374 
Within Groups 1055 6 175.8333    

Total 1055.5 7         
 

ตัวอย่างที ่8.3 จงวิเคราะห์ความแปรปรวนเพื่อทดสอบวา่คะแนสอบของนิสิตชายและนิสิต
หญิงของภาควิชาวิศวกรรมเกษตร  วิศวกรรมชลประทาน และวิศวกรรมการอาหาร มีความแตกต่างกนั
ทางสถิติท่ีระดบันยั 0.05   จากขอ้มูลในตารางท่ีก าหนดให ้ 

 คะแนนสอบ (%) 
 นิสิตชาย นิสิตหญิง 

AE 70 85 
  75 89 
  70 45 
  20 91 

IRRE 45 70 
  50 30 
  75 45 
  39 55 

FE 71 57 
  90 56 
  30 45 
  55 31 

ใช ้ANOVA - Two Factors with Replication 



บทท่ี 8 การใชค้อมพิวเตอร์ช่วยในการวเิคราะห์ทางสถิติ  

เอกสารประกอบการสอนวิชา 207251                                                           สถิติทางวศิวกรรม (Engineering Statistics) 

322 

    

SUMMARY Male Female Total 

AE       

Count 4 4 8 

Sum 235 310 545 
Average 58.75 77.5 68.125 

Variance 672.92 475.67 592.70 

IRRE       

Count 4 4 8 

Sum 209 200 409 
Average 52.25 50 51.125 

Variance 250.25 283.33 230.13 

FE       

Count 4 4 8 

Sum 246 189 435 
Average 61.50 47.25 54.38 

Variance 645.67 146.92 397.70 
 

Total           

Count 12 12     
Sum 690 699     

Average 57.50 58.25     
Variance 444.27 450.57     

       

       
 
 
 
ANOVA       
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Source of Variation SS df MS F P-value F crit 

Sample(Department) 1303 2 651.50 1.58 0.23 3.55 

Columns(Sex) 3.375 1 3.38 0.01 0.93 4.41 
Interaction(Sex.Dept) 1116 2 558.00 1.35 0.28 3.55 

Within 7424.25 18 412.46    

Total 9846.63 23     
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8.4 แบบฝึกหัด 
 
 จงหาขอัมูลผลการทดลอง หรือ ผลการส ารวจ แลว้วเิคราะห์ทางสถิติ ดงัต่อไปน้ี 

 (1) Simple Regression       

(2) Multiple Regression + Correlation Matrix   

(3) ANOVA - single factor      

(4) ANOVA - two factors with replication   
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Table A1   Binomial Sum ,B(r;n,p) 

N r 0.1 0.2 0.25 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 

5 0 0.5905 0.3277 0.2373 0.1681 0.0778 0.0313 0.0102 0.0024 0.0003 0.0000 

 1 0.9185 0.7373 0.6328 0.5282 0.3370 0.1875 0.0870 0.0308 0.0067 0.0005 

 2 0.9914 0.9421 0.8965 0.8369 0.6826 0.5000 0.3174 0.1631 0.0579 0.0086 

 3 0.9995 0.9933 0.9844 0.9692 0.9130 0.8125 0.6630 0.4718 0.2627 0.0815 

 4 1.0000 0.9997 0.9990 0.9976 0.9898 0.9688 0.9222 0.8319 0.6723 0.4095 

 5 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

            

10 0 0.3487 0.1074 0.0563 0.0282 0.0060 0.0010 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 

 1 0.7361 0.3758 0.2440 0.1493 0.0464 0.0107 0.0017 0.0001 0.0000 0.0000 

 2 0.9298 0.6778 0.5256 0.3828 0.1673 0.0547 0.0123 0.0016 0.0001 0.0000 

 3 0.9872 0.8791 0.7759 0.6496 0.3823 0.1719 0.0548 0.0106 0.0009 0.0000 

 4 0.9984 0.9672 0.9219 0.8497 0.6331 0.3770 0.1662 0.0473 0.0064 0.0001 

 5 0.9999 0.9936 0.9803 0.9527 0.8338 0.6230 0.3669 0.1503 0.0328 0.0016 

 6 1.0000 0.9991 0.9965 0.9894 0.9452 0.8281 0.6177 0.3504 0.1209 0.0128 

 7 1.0000 0.9999 0.9996 0.9984 0.9877 0.9453 0.8327 0.6172 0.3222 0.0702 

 8 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9983 0.9893 0.9536 0.8507 0.6242 0.2639 

 9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9990 0.9940 0.9718 0.8926 0.6513 

 10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

            

15 0 0.2059 0.0352 0.0134 0.0047 0.0005 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

 1 0.5490 0.1671 0.0802 0.0353 0.0052 0.0005 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

 2 0.8159 0.3980 0.2361 0.1268 0.0271 0.0037 0.0003 0.0000 0.0000 0.0000 

 3 0.9444 0.6482 0.4613 0.2969 0.0905 0.0176 0.0019 0.0001 0.0000 0.0000 

 4 0.9873 0.8358 0.6865 0.5155 0.2173 0.0592 0.0093 0.0007 0.0000 0.0000 

 5 0.9978 0.9389 0.8516 0.7216 0.4032 0.1509 0.0338 0.0037 0.0001 0.0000 

 6 0.9997 0.9819 0.9434 0.8689 0.6098 0.3036 0.0950 0.0152 0.0008 0.0000 

 7 1.0000 0.9958 0.9827 0.9500 0.7869 0.5000 0.2131 0.0500 0.0042 0.0000 

 8 1.0000 0.9992 0.9958 0.9848 0.9050 0.6964 0.3902 0.1311 0.0181 0.0003 

 9 1.0000 0.9999 0.9992 0.9963 0.9662 0.8491 0.5968 0.2784 0.0611 0.0022 

 10 1.0000 1.0000 0.9999 0.9993 0.9907 0.9408 0.7827 0.4845 0.1642 0.0127 

 11 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9981 0.9824 0.9095 0.7031 0.3518 0.0556 

 12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 0.9963 0.9729 0.8732 0.6020 0.1841 

 13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9995 0.9948 0.9647 0.8329 0.4510 

 14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9995 0.9953 0.9648 0.7941 

 15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

            

20 0 0.1216 0.0115 0.0032 0.0008 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

 1 0.3917 0.0692 0.0243 0.0076 0.0005 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

 2 0.6769 0.2061 0.0913 0.0355 0.0036 0.0002 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

 3 0.8670 0.4114 0.2252 0.1071 0.0160 0.0013 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

 4 0.9568 0.6296 0.4148 0.2375 0.0510 0.0059 0.0003 0.0000 0.0000 0.0000 

 5 0.9887 0.8042 0.6172 0.4164 0.1256 0.0207 0.0016 0.0000 0.0000 0.0000 

 6 0.9976 0.9133 0.7858 0.6080 0.2500 0.0577 0.0065 0.0003 0.0000 0.0000 

 7 0.9996 0.9679 0.8982 0.7723 0.4159 0.1316 0.0210 0.0013 0.0000 0.0000 

 8 0.9999 0.9900 0.9591 0.8867 0.5956 0.2517 0.0565 0.0051 0.0001 0.0000 

 9 1.0000 0.9974 0.9861 0.9520 0.7553 0.4119 0.1275 0.0171 0.0006 0.0000 

 10 1.0000 0.9994 0.9961 0.9829 0.8725 0.5881 0.2447 0.0480 0.0026 0.0000 

 11 1.0000 0.9999 0.9991 0.9949 0.9435 0.7483 0.4044 0.1133 0.0100 0.0001 

 12 1.0000 1.0000 0.9998 0.9987 0.9790 0.8684 0.5841 0.2277 0.0321 0.0004 

 13 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 0.9935 0.9423 0.7500 0.3920 0.0867 0.0024 

 14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9984 0.9793 0.8744 0.5836 0.1958 0.0113 

 15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 0.9941 0.9490 0.7625 0.3704 0.0432 

 16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9987 0.9840 0.8929 0.5886 0.1330 

 17 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9964 0.9645 0.7939 0.3231 

 18 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9995 0.9924 0.9308 0.6083 

 19 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9992 0.9885 0.8784 

 20 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
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Table A2  Poisson  Cumulative Probability , P(r;) 
 

 

           

r 0.5 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 

0 0.6065 0.3679 0.1353 0.0498 0.0183 0.0067 0.0025 0.0009 0.0003 0.0001 

           

1 0.9098 0.7358 0.4060 0.1991 0.0916 0.0404 0.0174 0.0073 0.0030 0.0012 

2 0.9856 0.9197 0.6767 0.4232 0.2381 0.1247 0.0620 0.0296 0.0138 0.0062 

3 0.9982 0.9810 0.8571 0.6472 0.4335 0.2650 0.1512 0.0818 0.0424 0.0212 

4 0.9998 0.9963 0.9473 0.8153 0.6288 0.4405 0.2851 0.1730 0.0996 0.0550 

5 1.0000 0.9994 0.9834 0.9161 0.7851 0.6160 0.4457 0.3007 0.1912 0.1157 

           

6 1.0000 0.9999 0.9955 0.9665 0.8893 0.7622 0.6063 0.4497 0.3134 0.2068 

7 1.0000 1.0000 0.9989 0.9881 0.9489 0.8666 0.7440 0.5987 0.4530 0.3239 

8 1.0000 1.0000 0.9998 0.9962 0.9786 0.9319 0.8472 0.7291 0.5925 0.4557 

9 1.0000 1.0000 1.0000 0.9989 0.9919 0.9682 0.9161 0.8305 0.7166 0.5874 

10 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 0.9972 0.9863 0.9574 0.9015 0.8159 0.7060 

           

11 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9991 0.9945 0.9799 0.9467 0.8881 0.8030 

12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 0.9980 0.9912 0.9730 0.9362 0.8758 

13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9993 0.9964 0.9872 0.9658 0.9261 

14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9986 0.9943 0.9827 0.9585 

15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9995 0.9976 0.9918 0.9780 

           

16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9990 0.9963 0.9889 

17 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9996 0.9984 0.9947 

18 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9993 0.9976 

19 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 0.9989 

20 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9996 
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Table A2(cont')  Poisson  Cumulative Probability , P(r;) 

 
           

r 10.0 11.0 12.0 13.0 14.0 15.0 16.0 17.0 18.0 19.0 

0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

           

1 0.0005 0.0002 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

2 0.0028 0.0012 0.0005 0.0002 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

3 0.0103 0.0049 0.0023 0.0011 0.0005 0.0002 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 

4 0.0293 0.0151 0.0076 0.0037 0.0018 0.0009 0.0004 0.0002 0.0001 0.0000 

5 0.0671 0.0375 0.0203 0.0107 0.0055 0.0028 0.0014 0.0007 0.0003 0.0002 

           

6 0.1301 0.0786 0.0458 0.0259 0.0142 0.0076 0.0040 0.0021 0.0010 0.0005 

7 0.2202 0.1432 0.0895 0.0540 0.0316 0.0180 0.0100 0.0054 0.0029 0.0015 

8 0.3328 0.2320 0.1550 0.0998 0.0621 0.0374 0.0220 0.0126 0.0071 0.0039 

9 0.4579 0.3405 0.2424 0.1658 0.1094 0.0699 0.0433 0.0261 0.0154 0.0089 

10 0.5830 0.4599 0.3472 0.2517 0.1757 0.1185 0.0774 0.0491 0.0304 0.0183 

           

11 0.6968 0.5793 0.4616 0.3532 0.2600 0.1848 0.1270 0.0847 0.0549 0.0347 

12 0.7916 0.6887 0.5760 0.4631 0.3585 0.2676 0.1931 0.1350 0.0917 0.0606 

13 0.8645 0.7813 0.6815 0.5730 0.4644 0.3632 0.2745 0.2009 0.1426 0.0984 

14 0.9165 0.8540 0.7720 0.6751 0.5704 0.4657 0.3675 0.2808 0.2081 0.1497 

15 0.9513 0.9074 0.8444 0.7636 0.6694 0.5681 0.4667 0.3715 0.2867 0.2148 

           

16 0.9730 0.9441 0.8987 0.8355 0.7559 0.6641 0.5660 0.4677 0.3751 0.2920 

17 0.9857 0.9678 0.9370 0.8905 0.8272 0.7489 0.6593 0.5640 0.4686 0.3784 

18 0.9928 0.9823 0.9626 0.9302 0.8826 0.8195 0.7423 0.6550 0.5622 0.4695 

19 0.9965 0.9907 0.9787 0.9573 0.9235 0.8752 0.8122 0.7363 0.6509 0.5606 

20 0.9984 0.9953 0.9884 0.9750 0.9521 0.9170 0.8682 0.8055 0.7307 0.6472 

           

21 0.9993 0.9977 0.9939 0.9859 0.9712 0.9469 0.9108 0.8615 0.7991 0.7255 

22 0.9997 0.9990 0.9970 0.9924 0.9833 0.9673 0.9418 0.9047 0.8551 0.7931 

23 0.9999 0.9995 0.9985 0.9960 0.9907 0.9805 0.9633 0.9367 0.8989 0.8490 

24 1.0000 0.9998 0.9993 0.9980 0.9950 0.9888 0.9777 0.9594 0.9317 0.8933 

25 1.0000 0.9999 0.9997 0.9990 0.9974 0.9938 0.9869 0.9748 0.9554 0.9269 

           

26 1.0000 1.0000 0.9999 0.9995 0.9987 0.9967 0.9925 0.9848 0.9718 0.9514 

27 1.0000 1.0000 0.9999 0.9998 0.9994 0.9983 0.9959 0.9912 0.9827 0.9687 

28 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9997 0.9991 0.9978 0.9950 0.9897 0.9805 

29 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9996 0.9989 0.9973 0.9941 0.9882 

30 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9998 0.9994 0.9986 0.9967 0.9930 
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Table A3    Area under normal curve  , P(Z z) 
 

   

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 

-3.4 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0002 

-3.3 0.0005 0.0005 0.0005 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0003 

-3.2 0.0007 0.0007 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0005 0.0005 0.0005 

-3.1 0.0010 0.0009 0.0009 0.0009 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 0.0007 0.0007 

-3.0 0.0013 0.0013 0.0013 0.0012 0.0012 0.0011 0.0011 0.0011 0.0010 0.0010 

           

-2.9 0.0019 0.0018 0.0018 0.0017 0.0016 0.0016 0.0015 0.0015 0.0014 0.0014 

-2.8 0.0026 0.0025 0.0024 0.0023 0.0023 0.0022 0.0021 0.0021 0.0020 0.0019 

-2.7 0.0035 0.0034 0.0033 0.0032 0.0031 0.0030 0.0029 0.0028 0.0027 0.0026 

-2.6 0.0047 0.0045 0.0044 0.0043 0.0041 0.0040 0.0039 0.0038 0.0037 0.0036 

-2.5 0.0062 0.0060 0.0059 0.0057 0.0055 0.0054 0.0052 0.0051 0.0049 0.0048 

           

-2.4 0.0082 0.0080 0.0078 0.0075 0.0073 0.0071 0.0069 0.0068 0.0066 0.0064 

-2.3 0.0107 0.0104 0.0102 0.0099 0.0096 0.0094 0.0091 0.0089 0.0087 0.0084 

-2.2 0.0139 0.0136 0.0132 0.0129 0.0125 0.0122 0.0119 0.0116 0.0113 0.0110 

-2.1 0.0179 0.0174 0.0170 0.0166 0.0162 0.0158 0.0154 0.0150 0.0146 0.0143 

-2.0 0.0228 0.0222 0.0217 0.0212 0.0207 0.0202 0.0197 0.0192 0.0188 0.0183 

           

-1.9 0.0287 0.0281 0.0274 0.0268 0.0262 0.0256 0.0250 0.0244 0.0239 0.0233 

-1.8 0.0359 0.0351 0.0344 0.0336 0.0329 0.0322 0.0314 0.0307 0.0301 0.0294 

-1.7 0.0446 0.0436 0.0427 0.0418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367 

-1.6 0.0548 0.0537 0.0526 0.0516 0.0505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455 

-1.5 0.0668 0.0655 0.0643 0.0630 0.0618 0.0606 0.0594 0.0582 0.0571 0.0559 

           

-1.4 0.0808 0.0793 0.0778 0.0764 0.0749 0.0735 0.0721 0.0708 0.0694 0.0681 

-1.3 0.0968 0.0951 0.0934 0.0918 0.0901 0.0885 0.0869 0.0853 0.0838 0.0823 

-1.2 0.1151 0.1131 0.1112 0.1093 0.1075 0.1056 0.1038 0.1020 0.1003 0.0985 

-1.1 0.1357 0.1335 0.1314 0.1292 0.1271 0.1251 0.1230 0.1210 0.1190 0.1170 

-1.0 0.1587 0.1562 0.1539 0.1515 0.1492 0.1469 0.1446 0.1423 0.1401 0.1379 

           

-0.9 0.1841 0.1814 0.1788 0.1762 0.1736 0.1711 0.1685 0.1660 0.1635 0.1611 

-0.8 0.2119 0.2090 0.2061 0.2033 0.2005 0.1977 0.1949 0.1922 0.1894 0.1867 

-0.7 0.2420 0.2389 0.2358 0.2327 0.2296 0.2266 0.2236 0.2206 0.2177 0.2148 

-0.6 0.2743 0.2709 0.2676 0.2643 0.2611 0.2578 0.2546 0.2514 0.2483 0.2451 

-0.5 0.3085 0.3050 0.3015 0.2981 0.2946 0.2912 0.2877 0.2843 0.2810 0.2776 

           

-0.4 0.3446 0.3409 0.3372 0.3336 0.3300 0.3264 0.3228 0.3192 0.3156 0.3121 

-0.3 0.3821 0.3783 0.3745 0.3707 0.3669 0.3632 0.3594 0.3557 0.3520 0.3483 

-0.2 0.4207 0.4168 0.4129 0.4090 0.4052 0.4013 0.3974 0.3936 0.3897 0.3859 

-0.1 0.4602 0.4562 0.4522 0.4483 0.4443 0.4404 0.4364 0.4325 0.4286 0.4247 

0.0 0.5000 0.4960 0.4920 0.4880 0.4840 0.4801 0.4761 0.4721 0.4681 0.4641 
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Table A3 (cont')  Area under normal curve , P(Z z) 
 

 

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 

0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359 

0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753 

0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141 

0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517 

0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879 

           

0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224 

0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549 

0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852 

0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133 

0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389 

           

1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621 

1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830 

1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015 

1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177 

1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319 

           

1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441 

1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545 

1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633 

1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706 

1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767 

           

2.0 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817 

2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857 

2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890 

2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916 

2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936 

           

2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952 

2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964 

2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974 

2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981 

2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986 

           

3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990 

3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993 

3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995 

3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997 

3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998 
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Table A4      Critical Values of the 2-Distribution 
= P[2 > 2()] 

 

  

 0.995 0.99 0.98 0.975 0.95 0.90 0.80 0.75 0.70 0.50 

1 0.000 0.000 0.001 0.001 0.004 0.016 0.064 0.102 0.148 0.455 

2 0.010 0.020 0.040 0.051 0.103 0.211 0.446 0.575 0.713 1.386 

3 0.072 0.115 0.185 0.216 0.352 0.584 1.005 1.213 1.424 2.366 

4 0.207 0.297 0.429 0.484 0.711 1.064 1.649 1.923 2.195 3.357 

5 0.412 0.554 0.752 0.831 1.145 1.610 2.343 2.675 3.000 4.351 

           

6 0.676 0.872 1.134 1.237 1.635 2.204 3.070 3.455 3.828 5.348 

7 0.989 1.239 1.564 1.690 2.167 2.833 3.822 4.255 4.671 6.346 

8 1.344 1.647 2.032 2.180 2.733 3.490 4.594 5.071 5.527 7.344 

9 1.735 2.088 2.532 2.700 3.325 4.168 5.380 5.899 6.393 8.343 

10 2.156 2.558 3.059 3.247 3.940 4.865 6.179 6.737 7.267 9.342 

           

11 2.603 3.053 3.609 3.816 4.575 5.578 6.989 7.584 8.148 10.341 

12 3.074 3.571 4.178 4.404 5.226 6.304 7.807 8.438 9.034 11.340 

13 3.565 4.107 4.765 5.009 5.892 7.041 8.634 9.299 9.926 12.340 

14 4.075 4.660 5.368 5.629 6.571 7.790 9.467 10.165 10.821 13.339 

15 4.601 5.229 5.985 6.262 7.261 8.547 10.307 11.037 11.721 14.339 

           

16 5.142 5.812 6.614 6.908 7.962 9.312 11.152 11.912 12.624 15.338 

17 5.697 6.408 7.255 7.564 8.672 10.085 12.002 12.792 13.531 16.338 

18 6.265 7.015 7.906 8.231 9.390 10.865 12.857 13.675 14.440 17.338 

19 6.844 7.633 8.567 8.907 10.117 11.651 13.716 14.562 15.352 18.338 

20 7.434 8.260 9.237 9.591 10.851 12.443 14.578 15.452 16.266 19.337 

           

21 8.034 8.897 9.915 10.283 11.591 13.240 15.445 16.344 17.182 20.337 

22 8.643 9.542 10.600 10.982 12.338 14.041 16.314 17.240 18.101 21.337 

23 9.260 10.196 11.293 11.689 13.091 14.848 17.187 18.137 19.021 22.337 

24 9.886 10.856 11.992 12.401 13.848 15.659 18.062 19.037 19.943 23.337 

25 10.520 11.524 12.697 13.120 14.611 16.473 18.940 19.939 20.867 24.337 

           

26 11.160 12.198 13.409 13.844 15.379 17.292 19.820 20.843 21.792 25.336 

27 11.808 12.878 14.125 14.573 16.151 18.114 20.703 21.749 22.719 26.336 

28 12.461 13.565 14.847 15.308 16.928 18.939 21.588 22.657 23.647 27.336 

29 13.121 14.256 15.574 16.047 17.708 19.768 22.475 23.567 24.577 28.336 

30 13.787 14.953 16.306 16.791 18.493 20.599 23.364 24.478 25.508 29.336 

 

 

 

 

 

 

 

 



ภาคผนวก 

เอกสารประกอบการสอนวิชา 207251                                                                  สถิติทางวศิวกรรม (Engineering Statistics) 

333 

Table A4 (cont')   Critical Values of the 2-Distribution 

   = P[2 > 2()] 
 

 

  

 0.30 0.25 0.20 0.10 0.05 0.025 0.02 0.01 0.005 0.001 

1 1.074 1.323 1.642 2.706 3.841 5.024 5.412 6.635 7.879 10.827 

2 2.408 2.773 3.219 4.605 5.991 7.378 7.824 9.210 10.597 13.815 

3 3.665 4.108 4.642 6.251 7.815 9.348 9.837 11.345 12.838 16.266 

4 4.878 5.385 5.989 7.779 9.488 11.143 11.668 13.277 14.860 18.466 

5 6.064 6.626 7.289 9.236 11.070 12.832 13.388 15.086 16.750 20.515 

           

6 7.231 7.841 8.558 10.645 12.592 14.449 15.033 16.812 18.548 22.457 

7 8.383 9.037 9.803 12.017 14.067 16.013 16.622 18.475 20.278 24.321 

8 9.524 10.219 11.030 13.362 15.507 17.535 18.168 20.090 21.955 26.124 

9 10.656 11.389 12.242 14.684 16.919 19.023 19.679 21.666 23.589 27.877 

10 11.781 12.549 13.442 15.987 18.307 20.483 21.161 23.209 25.188 29.588 

           

11 12.899 13.701 14.631 17.275 19.675 21.920 22.618 24.725 26.757 31.264 

12 14.011 14.845 15.812 18.549 21.026 23.337 24.054 26.217 28.300 32.909 

13 15.119 15.984 16.985 19.812 22.362 24.736 25.471 27.688 29.819 34.527 

14 16.222 17.117 18.151 21.064 23.685 26.119 26.873 29.141 31.319 36.124 

15 17.322 18.245 19.311 22.307 24.996 27.488 28.259 30.578 32.801 37.698 

           

16 18.418 19.369 20.465 23.542 26.296 28.845 29.633 32.000 34.267 39.252 

17 19.511 20.489 21.615 24.769 27.587 30.191 30.995 33.409 35.718 40.791 

18 20.601 21.605 22.760 25.989 28.869 31.526 32.346 34.805 37.156 42.312 

19 21.689 22.718 23.900 27.204 30.144 32.852 33.687 36.191 38.582 43.819 

20 22.775 23.828 25.038 28.412 31.410 34.170 35.020 37.566 39.997 45.314 

           

21 23.858 24.935 26.171 29.615 32.671 35.479 36.343 38.932 41.401 46.796 

22 24.939 26.039 27.301 30.813 33.924 36.781 37.659 40.289 42.796 48.268 

23 26.018 27.141 28.429 32.007 35.172 38.076 38.968 41.638 44.181 49.728 

24 27.096 28.241 29.553 33.196 36.415 39.364 40.270 42.980 45.558 51.179 

25 28.172 29.339 30.675 34.382 37.652 40.646 41.566 44.314 46.928 52.619 

           

26 29.246 30.435 31.795 35.563 38.885 41.923 42.856 45.642 48.290 54.051 

27 30.319 31.528 32.912 36.741 40.113 43.195 44.140 46.963 49.645 55.475 

28 31.391 32.620 34.027 37.916 41.337 44.461 45.419 48.278 50.994 56.892 

29 32.461 33.711 35.139 39.087 42.557 45.722 46.693 49.588 52.335 58.301 

30 33.530 34.800 36.250 40.256 43.773 46.979 47.962 50.892 53.672 59.702 
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Table A5  Random Numbers 
Line/Col. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 06443 02305 55491 94052 06440 70956 84536 48977 23549 92412 

2 97405 39281 99337 12649 45957 66462 46316 87497 27451 15694 

3 54494 09114 25175 62811 91965 08809 39199 95634 44756 70018 

4 71717 55136 15321 85617 61193 98908 98987 73718 08464 43363 

5 92732 41544 20457 24963 86482 59783 50806 90184 20992 83129 

           

6 34930 67309 58211 07045 11470 70101 82709 09190 73183 50949 

7 96159 94595 34926 28319 37426 77907 46334 69994 31333 44004 

8 85112 05712 15057 93493 12182 58752 20820 90741 88135 91576 

9 85543 37187 32280 43432 65923 47323 79147 23155 27783 81558 

10 99853 73924 29586 83331 10354 8232 67304 16165 79365 64123 

           

11 71459 23891 54522 84708 42998 06334 22768 25852 10679 98927 

12 83544 11617 09245 15339 68106 90531 23803 89935 73761 32008 

13 70186 21938 77958 51333 58521 57122 13791 65442 24742 07550 

14 72459 37509 99447 91526 99248 39775 49447 37749 57730 90374 

15 84212 67351 72803 18425 75997 84690 63976 25175 66522 30288 

           

16 77484 91600 19823 99429 12736 98055 15620 30009 35410 86417 

17 23642 05814 24857 43167 66249 56640 81692 20306 44194 52259 

18 53065 76052 23722 99779 48614 58615 78389 76609 93714 84540 

19 89770 49112 48785 35948 61678 56361 47044 42036 56798 31919 

20 98899 8500 98182 65453 35513 90417 06400 73412 96591 38465 

           

21 84346 82206 62166 52467 01586 96048 05606 77506 11551 59992 

22 05538 10158 83592 76858 45990 90984 71424 72947 33155 41296 

23 89885 81060 13850 37338 18583 28483 54653 68890 88587 33537 

24 86475 91656 78057 22394 48415 05282 94962 42855 95367 19964 

25 92162 45059 47714 18203 93775 85054 35341 06641 47295 07702 

           

26 63511 60927 89151 76801 83603 82111 34979 54016 13473 40123 

27 65190 52491 35924 29651 22833 67571 33495 75446 81142 14834 

28 10092 30796 67899 57256 35792 29940 66238 39723 40777 89479 

29 92739 09784 12644 97170 28617 65313 63693 46393 44687 88750 

30 34947 33811 76659 86525 86757 63590 34838 63460 57211 88842 

           

31 35013 81975 94284 85001 15421 73699 23360 42649 75379 16372 

32 06290 92162 40211 35257 83486 37570 95690 96182 29356 28314 

33 88401 07201 46498 74264 69774 68223 41464 43327 30771 20258 

34 71774 18063 22563 09617 69989 79224 75706 24911 69581 76894 

35 95767 49158 01785 54159 16933 24906 26079 44764 52270 62196 

           

36 47700 86202 07250 26131 56641 90478 04059 82819 88361 09959 

37 30189 12118 36339 10661 27365 75838 25673 52049 92517 31386 

38 63867 61042 19121 09432 54307 65398 90566 72745 50102 68741 

39 26084 90519 09102 13350 31599 59658 19920 57399 39167 84749 

40 44397 42586 59942 07598 42703 02882 26472 01305 33751 89612 

           

41 05351 73952 00494 68703 52165 34813 21544 08683 97563 91993 

42 80840 52783 06540 46097 36537 48958 37823 84037 52106 53995 

43 04247 27870 30723 52655 45101 55884 61899 31265 71734 20392 

44 92768 00136 60131 69212 48991 61666 40936 53844 24919 50447 

45 56324 83704 77054 72769 88113 74640 60562 00064 48245 38978 

           

46 26957 68024 89403 50456 53010 33961 55333 43402 72602 49096 

47 92211 20953 02723 59741 38868 46760 48167 71675 39674 57074 

48 49063 65712 74858 03102 87572 65166 12031 75964 62812 96093 

49 50858 93905 60114 05431 63546 02486 36136 16639 31324 58215 

50 54033 76851 75219 46747 22625 19185 37485 60095 12282 43604 
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Table A6     Critical Values of the t-Distribution 

= P[T>t()]
 

 

  

 0.4 0.3 0.2 0.1 0.05 0.025 0.02 0.015 0.01 0.005 0.0025 0.0005 

1 0.325 0.727 1.376 3.078 6.314 12.706 15.894 21.205 31.821 63.656 127.321 636.578 

2 0.289 0.617 1.061 1.886 2.920 4.303 4.849 5.643 6.965 9.925 14.089 31.600 

3 0.277 0.584 0.978 1.638 2.353 3.182 3.482 3.896 4.541 5.841 7.453 12.924 

4 0.271 0.569 0.941 1.533 2.132 2.776 2.999 3.298 3.747 4.604 5.598 8.610 

5 0.267 0.559 0.920 1.476 2.015 2.571 2.757 3.003 3.365 4.032 4.773 6.869 

             

6 0.265 0.553 0.906 1.440 1.943 2.447 2.612 2.829 3.143 3.707 4.317 5.959 

7 0.263 0.549 0.896 1.415 1.895 2.365 2.517 2.715 2.998 3.499 4.029 5.408 

8 0.262 0.546 0.889 1.397 1.860 2.306 2.449 2.634 2.896 3.355 3.833 5.041 

9 0.261 0.543 0.883 1.383 1.833 2.262 2.398 2.574 2.821 3.250 3.690 4.781 

10 0.260 0.542 0.879 1.372 1.812 2.228 2.359 2.527 2.764 3.169 3.581 4.587 

             

11 0.260 0.540 0.876 1.363 1.796 2.201 2.328 2.491 2.718 3.106 3.497 4.437 

12 0.259 0.539 0.873 1.356 1.782 2.179 2.303 2.461 2.681 3.055 3.428 4.318 

13 0.259 0.538 0.870 1.350 1.771 2.160 2.282 2.436 2.650 3.012 3.372 4.221 

14 0.258 0.537 0.868 1.345 1.761 2.145 2.264 2.415 2.624 2.977 3.326 4.140 

15 0.258 0.536 0.866 1.341 1.753 2.131 2.249 2.397 2.602 2.947 3.286 4.073 

             

16 0.258 0.535 0.865 1.337 1.746 2.120 2.235 2.382 2.583 2.921 3.252 4.015 

17 0.257 0.534 0.863 1.333 1.740 2.110 2.224 2.368 2.567 2.898 3.222 3.965 

18 0.257 0.534 0.862 1.330 1.734 2.101 2.214 2.356 2.552 2.878 3.197 3.922 

19 0.257 0.533 0.861 1.328 1.729 2.093 2.205 2.346 2.539 2.861 3.174 3.883 

20 0.257 0.533 0.860 1.325 1.725 2.086 2.197 2.336 2.528 2.845 3.153 3.850 

             

21 0.257 0.532 0.859 1.323 1.721 2.080 2.189 2.328 2.518 2.831 3.135 3.819 

22 0.256 0.532 0.858 1.321 1.717 2.074 2.183 2.320 2.508 2.819 3.119 3.792 

23 0.256 0.532 0.858 1.319 1.714 2.069 2.177 2.313 2.500 2.807 3.104 3.768 

24 0.256 0.531 0.857 1.318 1.711 2.064 2.172 2.307 2.492 2.797 3.091 3.745 

25 0.256 0.531 0.856 1.316 1.708 2.060 2.167 2.301 2.485 2.787 3.078 3.725 

             

26 0.256 0.531 0.856 1.315 1.706 2.056 2.162 2.296 2.479 2.779 3.067 3.707 

27 0.256 0.531 0.855 1.314 1.703 2.052 2.158 2.291 2.473 2.771 3.057 3.689 

28 0.256 0.530 0.855 1.313 1.701 2.048 2.154 2.286 2.467 2.763 3.047 3.674 

29 0.256 0.530 0.854 1.311 1.699 2.045 2.150 2.282 2.462 2.756 3.038 3.660 

30 0.256 0.530 0.854 1.310 1.697 2.042 2.147 2.278 2.457 2.750 3.030 3.646 
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Table A7-1    Critical Values of the f-Distribution 

= P[F>f()] =0.05 
 

  

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 161.45 199.50 215.71 224.58 230.16 233.99 236.77 238.88 240.54 

2 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38 

3 10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 8.81 

4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 

5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.77 

          

6 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 4.10 

7 5.59 4.74 4.35 4.12 3.97 3.87 3.79 3.73 3.68 

8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3.44 3.39 

9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29 3.23 3.18 

10 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 3.02 

          

11 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 3.01 2.95 2.90 

12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 2.91 2.85 2.80 

13 4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 2.92 2.83 2.77 2.71 

14 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 2.65 

15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.71 2.64 2.59 

          

16 4.49 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.66 2.59 2.54 

17 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 2.61 2.55 2.49 

18 4.41 3.55 3.16 2.93 2.77 2.66 2.58 2.51 2.46 

19 4.38 3.52 3.13 2.90 2.74 2.63 2.54 2.48 2.42 

20 4.35 3.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.51 2.45 2.39 

          

21 4.32 3.47 3.07 2.84 2.68 2.57 2.49 2.42 2.37 

22 4.30 3.44 3.05 2.82 2.66 2.55 2.46 2.40 2.34 

23 4.28 3.42 3.03 2.80 2.64 2.53 2.44 2.37 2.32 

24 4.26 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 2.42 2.36 2.30 

25 4.24 3.39 2.99 2.76 2.60 2.49 2.40 2.34 2.28 

          

26 4.23 3.37 2.98 2.74 2.59 2.47 2.39 2.32 2.27 

27 4.21 3.35 2.96 2.73 2.57 2.46 2.37 2.31 2.25 

28 4.20 3.34 2.95 2.71 2.56 2.45 2.36 2.29 2.24 

29 4.18 3.33 2.93 2.70 2.55 2.43 2.35 2.28 2.22 

30 4.17 3.32 2.92 2.69 2.53 2.42 2.33 2.27 2.21 

          

40 4.08 3.23 2.84 2.61 2.45 2.34 2.25 2.18 2.12 

60 4.00 3.15 2.76 2.53 2.37 2.25 2.17 2.10 2.04 

120 3.92 3.07 2.68 2.45 2.29 2.18 2.09 2.02 1.96 

100000 3.84 3.00 2.60 2.37 2.21 2.10 2.01 1.94 1.88 
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Table A7-1(cont')    Critical Values of the f-Distribution 

       = P[F>f()] =0.05 
 

  

 10 12 15 20 24 30 40 60 120 100000 

1 241.88 243.90 245.95 248.02 249.05 250.10 251.14 252.20 253.25 254.31 

2 19.40 19.41 19.43 19.45 19.45 19.46 19.47 19.48 19.49 19.50 

3 8.79 8.74 8.70 8.66 8.64 8.62 8.59 8.57 8.55 8.53 

4 5.96 5.91 5.86 5.80 5.77 5.75 5.72 5.69 5.66 5.63 

5 4.74 4.68 4.62 4.56 4.53 4.50 4.46 4.43 4.40 4.37 

           

6 4.06 4.00 3.94 3.87 3.84 3.81 3.77 3.74 3.70 3.67 

7 3.64 3.57 3.51 3.44 3.41 3.38 3.34 3.30 3.27 3.23 

8 3.35 3.28 3.22 3.15 3.12 3.08 3.04 3.01 2.97 2.93 

9 3.14 3.07 3.01 2.94 2.90 2.86 2.83 2.79 2.75 2.71 

10 2.98 2.91 2.85 2.77 2.74 2.70 2.66 2.62 2.58 2.54 

           

11 2.85 2.79 2.72 2.65 2.61 2.57 2.53 2.49 2.45 2.40 

12 2.75 2.69 2.62 2.54 2.51 2.47 2.43 2.38 2.34 2.30 

13 2.67 2.60 2.53 2.46 2.42 2.38 2.34 2.30 2.25 2.21 

14 2.60 2.53 2.46 2.39 2.35 2.31 2.27 2.22 2.18 2.13 

15 2.54 2.48 2.40 2.33 2.29 2.25 2.20 2.16 2.11 2.07 

           

16 2.49 2.42 2.35 2.28 2.24 2.19 2.15 2.11 2.06 2.01 

17 2.45 2.38 2.31 2.23 2.19 2.15 2.10 2.06 2.01 1.96 

18 2.41 2.34 2.27 2.19 2.15 2.11 2.06 2.02 1.97 1.92 

19 2.38 2.31 2.23 2.16 2.11 2.07 2.03 1.98 1.93 1.88 

20 2.35 2.28 2.20 2.12 2.08 2.04 1.99 1.95 1.90 1.84 

           

21 2.32 2.25 2.18 2.10 2.05 2.01 1.96 1.92 1.87 1.81 

22 2.30 2.23 2.15 2.07 2.03 1.98 1.94 1.89 1.84 1.78 

23 2.27 2.20 2.13 2.05 2.01 1.96 1.91 1.86 1.81 1.76 

24 2.25 2.18 2.11 2.03 1.98 1.94 1.89 1.84 1.79 1.73 

25 2.24 2.16 2.09 2.01 1.96 1.92 1.87 1.82 1.77 1.71 

           

26 2.22 2.15 2.07 1.99 1.95 1.90 1.85 1.80 1.75 1.69 

27 2.20 2.13 2.06 1.97 1.93 1.88 1.84 1.79 1.73 1.67 

28 2.19 2.12 2.04 1.96 1.91 1.87 1.82 1.77 1.71 1.65 

29 2.18 2.10 2.03 1.94 1.90 1.85 1.81 1.75 1.70 1.64 

30 2.16 2.09 2.01 1.93 1.89 1.84 1.79 1.74 1.68 1.62 

           

40 2.08 2.00 1.92 1.84 1.79 1.74 1.69 1.64 1.58 1.51 

60 1.99 1.92 1.84 1.75 1.70 1.65 1.59 1.53 1.47 1.39 

120 1.91 1.83 1.75 1.66 1.61 1.55 1.50 1.43 1.35 1.25 

100000 1.83 1.75 1.67 1.57 1.52 1.46 1.39 1.32 1.22 1.01 
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Table A7-2     Critical Values of the f-Distribution 

= P[F>f()] =0.01 
 

 

  

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 4052.18 4999.34 5403.53 5624.26 5763.96 5858.95 5928.33 5980.95 6022.40 

2 98.50 99.00 99.16 99.25 99.30 99.33 99.36 99.38 99.39 

3 34.12 30.82 29.46 28.71 28.24 27.91 27.67 27.49 27.34 

4 21.20 18.00 16.69 15.98 15.52 15.21 14.98 14.80 14.66 

5 16.26 13.27 12.06 11.39 10.97 10.67 10.46 10.29 10.16 

          

6 13.75 10.92 9.78 9.15 8.75 8.47 8.26 8.10 7.98 

7 12.25 9.55 8.45 7.85 7.46 7.19 6.99 6.84 6.72 

8 11.26 8.65 7.59 7.01 6.63 6.37 6.18 6.03 5.91 

9 10.56 8.02 6.99 6.42 6.06 5.80 5.61 5.47 5.35 

10 10.04 7.56 6.55 5.99 5.64 5.39 5.20 5.06 4.94 

          

11 9.65 7.21 6.22 5.67 5.32 5.07 4.89 4.74 4.63 

12 9.33 6.93 5.95 5.41 5.06 4.82 4.64 4.50 4.39 

13 9.07 6.70 5.74 5.21 4.86 4.62 4.44 4.30 4.19 

14 8.86 6.51 5.56 5.04 4.69 4.46 4.28 4.14 4.03 

15 8.68 6.36 5.42 4.89 4.56 4.32 4.14 4.00 3.89 

          

16 8.53 6.23 5.29 4.77 4.44 4.20 4.03 3.89 3.78 

17 8.40 6.11 5.19 4.67 4.34 4.10 3.93 3.79 3.68 

18 8.29 6.01 5.09 4.58 4.25 4.01 3.84 3.71 3.60 

19 8.18 5.93 5.01 4.50 4.17 3.94 3.77 3.63 3.52 

20 8.10 5.85 4.94 4.43 4.10 3.87 3.70 3.56 3.46 

          

21 8.02 5.78 4.87 4.37 4.04 3.81 3.64 3.51 3.40 

22 7.95 5.72 4.82 4.31 3.99 3.76 3.59 3.45 3.35 

23 7.88 5.66 4.76 4.26 3.94 3.71 3.54 3.41 3.30 

24 7.82 5.61 4.72 4.22 3.90 3.67 3.50 3.36 3.26 

25 7.77 5.57 4.68 4.18 3.85 3.63 3.46 3.32 3.22 

          

26 7.72 5.53 4.64 4.14 3.82 3.59 3.42 3.29 3.18 

27 7.68 5.49 4.60 4.11 3.78 3.56 3.39 3.26 3.15 

28 7.64 5.45 4.57 4.07 3.75 3.53 3.36 3.23 3.12 

29 7.60 5.42 4.54 4.04 3.73 3.50 3.33 3.20 3.09 

30 7.56 5.39 4.51 4.02 3.70 3.47 3.30 3.17 3.07 

          

40 7.31 5.18 4.31 3.83 3.51 3.29 3.12 2.99 2.89 

60 7.08 4.98 4.13 3.65 3.34 3.12 2.95 2.82 2.72 

120 6.85 4.79 3.95 3.48 3.17 2.96 2.79 2.66 2.56 

100000 6.64 4.61 3.78 3.32 3.02 2.80 2.64 2.51 2.41 
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Table A7-2(cont')     Critical Values of the f-Distribution 
= P[F>f()] =0.01 

 

  

 10 12 15 20 24 30 40 60 120 100000 

1 6055.93 6106.68 6156.97 6208.66 6234.27 6260.35 6286.43 6312.97 6339.51 6365.59 

2 99.40 99.42 99.43 99.45 99.46 99.47 99.48 99.48 99.49 99.50 

3 27.23 27.05 26.87 26.69 26.60 26.50 26.41 26.32 26.22 26.13 

4 14.55 14.37 14.20 14.02 13.93 13.84 13.75 13.65 13.56 13.46 

5 10.05 9.89 9.72 9.55 9.47 9.38 9.29 9.20 9.11 9.02 

           

6 7.87 7.72 7.56 7.40 7.31 7.23 7.14 7.06 6.97 6.88 

7 6.62 6.47 6.31 6.16 6.07 5.99 5.91 5.82 5.74 5.65 

8 5.81 5.67 5.52 5.36 5.28 5.20 5.12 5.03 4.95 4.86 

9 5.26 5.11 4.96 4.81 4.73 4.65 4.57 4.48 4.40 4.31 

10 4.85 4.71 4.56 4.41 4.33 4.25 4.17 4.08 4.00 3.91 

           

11 4.54 4.40 4.25 4.10 4.02 3.94 3.86 3.78 3.69 3.60 

12 4.30 4.16 4.01 3.86 3.78 3.70 3.62 3.54 3.45 3.36 

13 4.10 3.96 3.82 3.66 3.59 3.51 3.43 3.34 3.25 3.17 

14 3.94 3.80 3.66 3.51 3.43 3.35 3.27 3.18 3.09 3.00 

15 3.80 3.67 3.52 3.37 3.29 3.21 3.13 3.05 2.96 2.87 

           

16 3.69 3.55 3.41 3.26 3.18 3.10 3.02 2.93 2.84 2.75 

17 3.59 3.46 3.31 3.16 3.08 3.00 2.92 2.83 2.75 2.65 

18 3.51 3.37 3.23 3.08 3.00 2.92 2.84 2.75 2.66 2.57 

19 3.43 3.30 3.15 3.00 2.92 2.84 2.76 2.67 2.58 2.49 

20 3.37 3.23 3.09 2.94 2.86 2.78 2.69 2.61 2.52 2.42 

           

21 3.31 3.17 3.03 2.88 2.80 2.72 2.64 2.55 2.46 2.36 

22 3.26 3.12 2.98 2.83 2.75 2.67 2.58 2.50 2.40 2.31 

23 3.21 3.07 2.93 2.78 2.70 2.62 2.54 2.45 2.35 2.26 

24 3.17 3.03 2.89 2.74 2.66 2.58 2.49 2.40 2.31 2.21 

25 3.13 2.99 2.85 2.70 2.62 2.54 2.45 2.36 2.27 2.17 

           

26 3.09 2.96 2.81 2.66 2.58 2.50 2.42 2.33 2.23 2.13 

27 3.06 2.93 2.78 2.63 2.55 2.47 2.38 2.29 2.20 2.10 

28 3.03 2.90 2.75 2.60 2.52 2.44 2.35 2.26 2.17 2.06 

29 3.00 2.87 2.73 2.57 2.49 2.41 2.33 2.23 2.14 2.03 

30 2.98 2.84 2.70 2.55 2.47 2.39 2.30 2.21 2.11 2.01 

           

40 2.80 2.66 2.52 2.37 2.29 2.20 2.11 2.02 1.92 1.80 

60 2.63 2.50 2.35 2.20 2.12 2.03 1.94 1.84 1.73 1.60 

120 2.47 2.34 2.19 2.03 1.95 1.86 1.76 1.66 1.53 1.38 

100000 2.32 2.18 2.04 1.88 1.79 1.70 1.59 1.47 1.32 1.01 
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Table A8   Sample size(n) for testing mean by t test 
 Level of t-test 

Single-sided      

Double-sided  2    

 0.01 0.05 0.1 0.2 0.5 0.01 0.05 0.1 0.2 0.5 0.01 0.05 0.1 0.2 0.5 0.01 0.05 0.1 0.2 0.5  

0.05                     0.05 

0.10                     0.10 

0.15                    122 0.15 

0.20          139     99     70 0.20 

0.25     110     90    128 64   139 101 45 0.25 

0.30    134 78    115 63   119 90 45  122 97 71 32 0.30 

0.35   125 99 58   109 85 47  109 88 67 34  90 72 52 24 0.35 

0.40  115 97 77 45  101 85 66 37 117 84 68 51 26 101 70 55 40 19 0.40 

0.45  92 77 62 37 110 81 68 53 30 93 67 54 41 21 80 55 44 33 15 0.45 

0.50 100 75 63 51 30 90 66 55 43 25 76 54 44 34 18 65 45 36 27 13 0.50 

Value of                      

0.55 83 63 53 42 26 75 55 46 36 21 63 45 37 28 15 54 38 30 22 11 0.55 

0.60 71 53 45 36 22 63 47 39 31 18 53 38 32 24 13 46 32 26 19 9 0.60 

0.65 61 46 39 31 20 55 41 34 27 16 46 33 27 21 12 39 28 22 17 8 0.65 

0.70 53 40 34 28 17 47 35 30 24 14 40 29 24 19 10 34 24 19 15 8 0.70 

0.75 47 36 30 25 16 42 31 27 21 13 35 26 21 16 9 30 21 17 13 7 0.75 

0.80 41 32 27 22 14 37 28 24 19 12 31 22 19 15 9 27 19 15 12 6 0.80 

0.85 37 29 24 20 13 33 25 21 17 11 28 21 17 13 8 24 17 14 11 6 0.85 

0.90 34 26 22 18 12 29 23 19 16 10 25 19 16 12 7 21 15 13 10 5 0.90 

0.95 31 24 20 17 11 27 21 18 14 9 23 17 14 11 7 19 14 11 9 5 0.95 

1.00 28 22 19 16 10 25 19 16 13 9 21 16 13 10 6 18 13 11 8 5 1.00 

                      

1.10 24 19 16 14 9 21 16 14 12 8 18 13 11 9 6 15 11 9 7  1.10 

1.20 31 16 14 12 8 18 14 2 10 7 15 12 10 8 5 13 10 8 6  1.20 

1.30 18 15 13 11 8 16 13 11 9 6 14 10 9 7  11 8 7 6  1.30 

1.40 16 13 12 10 7 14 11 10 9 6 12 9 8 7  10 8 7 5  1.40 

1.50 15 12 11 9 7 13 10 9 8 6 11 8 7 6  9 7 6   1.50 

                      

1.60 13 11 10 8 6 12 10 9 7 5 10 8 7 6  8 6 6   1.60 

1.70 12 10 9 8 6 11 9 8 7  9 7 6 5  8 6 5   1.70 

1.80 12 10 9 8 6 10 8 7 7  8 7 6   7 6    1.80 

1.90 11 9 8 7 6 10 8 7 6  8 7 6   7 5    1.90 

2.00 10 8 8 7 5 9 7 7 6  7 6 5   6     2.00 

                      

2.10 10 8 7 7  8 7 6 6  7 6    6     2.10 

2.20 9 8 7 6  8 7 6 5  7 6    6     2.20 

2.30 9 7 7 6  8 6 6   6 5    5     2.30 

2.40 8 7 7 6  7 6 6   6          2.40 

2.50 8 7 6 6  7 6 6   6          2.50 

3.00 7 6 6 5  6 5 5   5          3.00 

3.50 6 5 5    5              3.50 

4.00 6                    4.00 
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Table A9       Barlett Statistic  

              bk (0.01 ; n) 
 

n Number of Populations, k 

 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

3 0.1411 0.1672 * * * * * * * 

4 0.2843 0.3165 0.3475 0.3729 0.3937 0.4110 * * * 

5 0.3984 0.4304 0.4607 0.4850 0.5046 0.5207 0.5343 0.5458 0.5558 

          

6 0.4850 0.5149 0.5430 0.5653 0.5832 0.5978 0.6100 0.6204 0.6293 

7 0.5512 0.5787 0.6045 0.6248 0.6410 0.6542 0.6652 0.6744 0.6824 

8 0.6031 0.6282 0.6518 0.6704 0.6851 0.6970 0.7069 0.7153 0.7225 

9 0.6445 0.6676 0.6892 0.7062 0.7197 0.7305 0.7395 0.7471 0.7536 

10 0.6783 0.6996 0.7195 0.7352 0.7475 0.7575 0.7657 0.7726 0.7786 

          

11 0.7063 0.7260 0.7445 0.7590 0.7703 0.7795 0.7871 0.7935 0.7990 

12 0.7299 0.7483 0.7654 0.7789 0.7894 0.7980 0.8050 0.8109 0.8160 

13 0.7501 0.7672 0.7832 0.7958 0.8056 0.8135 0.8201 0.8256 0.8303 

14 0.7674 0.7835 0.7985 0.8103 0.8195 0.8269 0.8330 0.8382 0.8426 

15 0.7825 0.7977 0.8118 0.8229 0.8315 0.8385 0.8443 0.8491 0.8532 

          

16 0.7958 0.8101 0.8235 0.8339 0.8421 0.8486 0.8541 0.8586 0.8625 

17 0.8076 0.8211 0.8338 0.8436 0.8514 0.8576 0.8627 0.8670 0.8707 

18 0.8181 0.8309 0.8429 0.8523 0.8596 0.8655 0.8704 0.8745 0.8780 

19 0.8275 0.8397 0.8512 0.8601 0.8670 0.8727 0.8773 0.8811 0.8845 

20 0.8360 0.8476 0.8586 0.8671 0.8737 0.8791 0.8835 0.8871 0.8903 

          

21 0.8437 0.8548 0.8653 0.8734 0.8797 0.8848 0.8890 0.8926 0.8956 

22 0.8507 0.8614 0.8714 0.8791 0.8852 0.8901 0.8941 0.8975 0.9004 

23 0.8571 0.8673 0.8769 0.8844 0.8902 0.8949 0.8988 0.9020 0.9047 

24 0.8630 0.8728 0.8820 0.8892 0.8948 0.8993 0.9030 0.9061 0.9087 

25 0.8684 0.8779 0.8867 0.8936 0.8990 0.9034 0.9069 0.9099 0.9124 

          

26 0.8734 0.8825 0.8911 0.8977 0.9029 0.9071 0.9105 0.9134 0.9158 

27 0.8781 0.8869 0.8951 0.9015 0.9065 0.9105 0.9138 0.9166 0.9190 

28 0.8824 0.8909 0.8988 0.9050 0.9099 0.9138 0.9169 0.9196 0.9219 

29 0.8864 0.8946 0.9023 0.9083 0.9130 0.9167 0.9198 0.9224 0.9246 

30 0.8902 0.8981 0.9056 0.9114 0.9159 0.9195 0.9225 0.9250 0.9271 

          

40 0.9175 0.9235 0.9291 0.9335 0.9370 0.9397 0.9420 0.9439 0.9455 

50 0.9339 0.9387 0.9433 0.9468 0.9796 0.9518 0.9536 0.9551 0.9564 

60 0.9449 0.9489 0.9527 0.9557 0.9580 0.9599 0.9614 0.9626 0.9637 

80 0.9586 0.9617 0.9646 0.9668 0.9685 0.9699 0.9711 0.9720 0.9728 

100 0.9669 0.9693 0.9716 0.9734 0.9748 0.9759 0.9769 0.9776 0.9783 
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Table A9(cont')   Barlett Statistic 

bk (0.05 ; n) 
 

n Number of Populations, k 

 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

3 0.3123 0.3058 0.3173 0.3299 * * * * * 

4 0.4780 0.4699 0.4803 0.4921 0.5028 0.5122 0.5204 0.5277 0.5341 

5 0.5845 0.5762 0.5850 0.5952 0.6045 0.6126 0.6197 0.6260 0.6315 

          

6 0.6563 0.6483 0.6559 0.6646 0.6727 0.6798 0.6860 0.6914 0.6961 

7 0.7075 0.7000 0.7065 0.7142 0.7213 0.7275 0.7329 0.7376 0.7418 

8 0.7456 0.7387 0.7444 0.7512 0.7574 0.7629 0.7677 0.7719 0.7757 

9 0.7751 0.7686 0.7737 0.7798 0.7854 0.7903 0.7946 0.7984 0.8017 

10 0.7984 0.7924 0.7970 0.8025 0.8076 0.8121 0.8160 0.8194 0.8224 

          

11 0.8175 0.8118 0.8160 0.8210 0.8257 0.8298 0.8333 0.8365 0.8392 

12 0.8332 0.8280 0.8317 0.8364 0.8407 0.8444 0.8477 0.8506 0.8531 

13 0.8465 0.8415 0.8450 0.8493 0.8533 0.8568 0.8598 0.8625 0.8648 

14 0.8578 0.8532 0.8564 0.8604 0.8641 0.8673 0.8701 0.8726 0.8748 

15 0.8676 0.8632 0.8662 0.8699 0.8734 0.8764 0.8790 0.8814 0.8834 

          

16 0.8761 0.8719 0.8747 0.8782 0.8815 0.8843 0.8868 0.8890 0.8909 

17 0.8836 0.8796 0.8823 0.8856 0.8886 0.8913 0.8936 0.8957 0.8975 

18 0.8902 0.8865 0.8890 0.8921 0.8949 0.8975 0.8997 0.9016 0.9033 

19 0.8961 0.8926 0.8949 0.8979 0.9006 0.9030 0.9051 0.9069 0.9086 

20 0.9015 0.8980 0.9003 0.9031 0.9057 0.9080 0.9100 0.9117 0.9132 

          

21 0.9063 0.9030 0.9051 0.9078 0.9103 0.9124 0.9143 0.9160 0.9175 

22 0.9106 0.9075 0.9095 0.9120 0.9144 0.9165 0.9183 0.9199 0.9213 

23 0.9146 0.9116 0.9135 0.9159 0.9182 0.9202 0.9219 0.9235 0.9248 

24 0.9182 0.9153 0.9172 0.9195 0.9217 0.9236 0.9253 0.9267 0.9280 

25 0.9216 0.9187 0.9205 0.9228 0.9249 0.9267 0.9283 0.9297 0.9309 

          

26 0.9246 0.9219 0.9236 0.9258 0.9278 0.9296 0.9311 0.9325 0.9336 

27 0.9275 0.9249 0.9265 0.9286 0.9305 0.9322 0.9337 0.9350 0.9361 

28 0.9301 0.9276 0.9292 0.9312 0.9330 0.9347 0.9361 0.9374 0.9385 

29 0.9326 0.9301 0.9316 0.9366 0.9354 0.9370 0.9383 0.9396 0.9406 

30 0.9348 0.9325 0.9340 0.9358 0.9376 0.9391 0.9404 0.9416 0.9426 

          

40 0.9513 0.9495 0.9506 0.9520 0.9533 0.9545 0.9555 0.9564 0.9572 

50 0.9612 0.9597 0.9606 0.9617 0.9628 0.9637 0.9645 0.9652 0.9658 

60 0.9677 0.9665 0.9672 0.9681 0.9690 0.9698 0.9705 0.9710 0.9716 

80 0.9758 0.9749 0.9754 0.9761 0.9768 0.9774 0.9779 0.9783 0.9787 

100 0.9807 0.9799 0.9804 0.9809 0.9815 0.9819 0.9823 0.9827 0.9830 
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Table A10  Cochran Statistic 

               

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 17 37 145  

k               

2 0.9999 0.9950 0.9794 0.9586 0.9373 0.9172 0.8988 0.8823 0.8674 0.8539 0.7949 0.7067 0.6062 0.5000 

3 0.9933 0.9423 0.8831 0.8335 0.7933 0.7606 0.7335 0.7107 0.6912 0.6743 0.6059 0.5153 0.4230 0.3333 

4 0.9676 0.8643 0.7814 0.7212 0.6761 0.6410 0.6129 0.5897 0.5702 0.5536 0.4884 0.4057 0.3251 0.2500 

5 0.9279 0.7885 0.6957 0.6329 0.5875 0.5531 0.5259 0.5037 0.4854 0.4697 0.4094 0.3351 0.2644 0.2000 

6 0.8828 0.7218 0.6258 0.5635 0.5195 0.4866 0.4608 0.4401 0.4229 0.4084 0.3529 0.2858 0.2229 0.1667 

7 0.8375 0.6644 0.5685 0.5080 0.4659 0.4347 0.4105 0.3911 0.3751 0.3616 0.3105 0.2494 0.1929 0.1429 

8 0.7945 0.6152 0.5209 0.4627 0.4226 0.3932 0.3704 0.3522 0.3373 0.3248 0.2779 0.2214 0.1700 0.1250 

9 0.7544 0.7270 0.4810 0.4251 0.3870 0.3592 0.3378 0.3207 0.3067 0.2950 0.2514 0.1992 0.1521 0.1250 

10 0.7175 0.5358 0.4469 0.3934 0.3572 0.3308 0.3106 0.2945 0.2813 0.2704 0.2297 0.1881 0.1376 0.1000 

12 0.6528 0.4751 0.3919 0.3428 0.3099 0.2861 0.2680 0.2535 0.2419 0.2320 0.1961 0.1535 0.1157 0.0833 

15 0.5747 0.4069 0.3317 0.2882 0.2593 0.2386 0.2228 0.2104 0.2002 0.1918 0.1612 0.1251 0.0934 0.0667 

20 0.4799 0.3297 0.2654 0.2288 0.2048 0.1877 0.1748 0.1646 0.1566 0.1501 0.1248 0.0960 0.0709 0.0500 

24 0.4247 0.2871 0.2295 0.1970 0.1759 0.1608 0.1495 0.1406 0.1338 0.1283 0.1060 0.0810 0.0595 0.0417 

30 0.3632 0.3412 0.1913 0.1635 0.1454 0.1327 0.1232 0.1157 0.1100 0.1054 0.0867 0.0658 0.0480 0.0333 

40 0.2940 0.1915 0.1508 0.1281 0.1135 0.0330 0.0957 0.0898 0.8530 0.0816 0.0668 0.5030 0.0363 0.0250 

60 0.2151 0.1371 0.1069 0.0902 0.0796 0.0722 0.0668 0.0625 0.0594 0.0567 0.0461 0.0344 0.0245 0.0167 

120 0.1225 0.0759 0.0585 0.0489 0.0429 0.0387 0.0357 0.0334 0.0316 0.0302 0.0242 0.0178 0.0125 0.0083 

 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

               

 5             

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 17 37 145  

k               

2 0.9985 0.9750 0.9392 0.9057 0.8772 0.8534 0.8332 0.8159 0.8010 0.7880 0.7341 0.6602 0.5813 0.5000 

3 0.9669 0.8709 0.7977 0.7457 0.7071 0.6771 0.6530 0.6333 0.6167 0.6025 0.5466 0.4748 0.4031 0.3333 

4 0.9056 0.7679 0.6841 0.6287 0.5895 0.5598 0.5365 0.5175 0.5017 0.4884 0.4366 0.3720 0.3093 0.2500 

5 0.8412 0.6838 0.5981 0.5441 0.5065 0.4783 0.4564 0.4387 0.4241 0.4118 0.3645 0.3066 0.2513 0.2000 

6 0.7808 0.6161 0.5321 0.4803 0.4447 0.4184 0.3980 0.3817 0.3682 0.3568 0.3135 0.2612 0.2119 0.1667 

7 0.7271 0.5612 0.4800 0.4307 0.3974 0.3726 0.3535 0.3384 0.3259 0.3154 0.2756 0.2278 0.1833 0.1429 

8 0.6798 0.5157 0.4377 0.3910 0.3595 0.3362 0.3185 0.3043 0.2926 0.2829 0.2462 0.2022 0.1616 0.1250 

9 0.6385 0.4775 0.4027 0.3584 0.3286 0.3067 0.2901 0.2768 0.2659 0.2568 0.2226 0.1820 0.1446 0.1111 

10 0.6020 0.4450 0.3733 0.3311 0.3029 0.2823 0.2666 0.2541 0.2439 0.2353 0.2022 0.1655 0.1308 0.1000 

12 0.5410 0.3924 0.3264 0.2880 0.2624 0.2439 0.2299 0.2187 0.2098 0.2020 0.1737 0.1403 0.1100 0.0833 

15 0.4709 0.3346 0.2758 0.2419 0.2195 0.2034 0.1911 0.1815 0.1736 0.1671 0.1429 0.1144 0.0889 0.0667 

20 0.3894 0.2705 0.2205 0.1921 0.1735 0.1602 0.1505 0.1422 0.1357 0.1303 0.1108 0.0879 0.0675 0.0500 

24 0.3434 0.2354 0.1907 0.1656 0.1493 0.1374 0.1286 0.1216 0.1160 0.1113 0.0942 0.0743 0.0567 0.0417 

30 0.2929 0.1980 0.1593 0.1377 0.1237 0.1137 0.1061 0.1002 0.0958 0.0921 0.0771 0.0604 0.0457 0.0333 

40 0.2370 0.1576 0.1259 0.1082 0.0968 0.0887 0.0827 0.0780 0.0745 0.0713 0.0595 0.0462 0.0347 0.0250 

60 0.1737 0.1131 0.0895 0.0765 0.0682 0.0623 0.0583 0.0552 0.0520 0.0497 0.0411 0.0316 0.0234 0.0167 

120 0.0998 0.0632 0.0495 0.0419 0.0371 0.0337 0.0312 0.0292 0.0279 0.0266 0.0218 0.0165 0.0120 0.0083 

 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

 

 


